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Streszczenie. Dowodzimy, ze dla kazdej liczby naturalnej n algorytm Collatza ma obliczenie skoic-
zone.

18 listopada 2018

1. Wprowadzenie

Ten szkic jest raportem z aktualnego stanu pracy nad artykutem o twierdzeniu Collatza. Idea dowodu
jest bardzo prosta. Pelny dow6d wymaga uzupetnienia szczegotow.
Algorytmu Collatza przedstawiac nie trzeba.

{while n # 1 do if odd(n) thenn := 3n + 1 else n := n/2 fi od}

Mamy zamiar opisa¢ jego obliczenia w dwu, na pozoér, réznych strukturach danych: 91 oraz .

Pierwsza struktura to standardowy zbidr liczb naturalnych NV ze zwyktymi dziataniami nastgpnika i do-
dawania. To wystarcza by dobrze (tj. efektywnie) zdefiniowaé polecenia n:=3- n +1 oraz n:=n + 2.
Dalej zapisywac je bedziemy jako polecenie mult3 i polecenie div2. W algorytmie Collatza wystepuja
tez dwie formuty n # 1 oraz odd(n). Zastapimy je przez krétkie equall i odd. W algorytmie wystgpuje
tylko jedna zmienna, nie musimy jej wymieniaé z nazwy.

Druga struktura T to zbidr tréjek liczb naturalnych z odpowiednio dobranymi poleceniami, zobacz
ponizej. Stad pomyst zapisania tego algorytmu w abstrakcyjny sposéb.

{while not equall do if odd then mulit3 else div2 fi od}
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Jedyna zmienna n wystgpujaca w tym programie przyjmuje badZ wartosci bedace liczbami natural-
nymi(gdy obliczenia realizujemy w strukturze 21 badz tréjkami liczb naturalnych (gdy obliczenia prowad-
zone sa w strukturze ¥). Polecenia mult3 i div2 to, odpowiednio: pomnéz n przez 3 i dodaj 1 oraz
podziel x przez 2, badZ gdy dzialania wykonywane sg na tréjkach polecenia te realizowane sa w inny
sposéb.

2. Tréjki
Zacznijmy od nastgpujacego spostrzezenia

Fakt 1. Dla kazdej liczby naturalnej n # 0 istnieje nieskoniczenie wiele tréjek liczb naturalnych z, y, 2
takich, ze spetniona jest réwnos¢
n-3"+y=2°

Mowimy, ze trdjka x, y, z reprezentuje (albo, koduje) liczbe n.

Proof:

Dowdd tego intuicyjnego faktu wykorzystuje prawo Archimedes&ﬂ Niech n bgdzie dowolnie ustalong
liczba naturalna.

Wybierzmy liczbg x, moze to by¢ dowolnie duza liczba naturalna.

Wyznaczymy liczby naturalne y i z tak, by zachodzita réwnos¢ n - 3% 4+ y = 27. Niech liczba k = n - 3.
Niech liczba 2% bedzie najmniejsza potega liczby 2 wigksza od k. Ktadziemy y = 2% — k. O

Przyklad 2. Tréjka (1,7,6) reprezentuje liczbe 19 poniewaz 19 - 3 + 7 = 26,
Liczba 19 jest takze reprezentowana przez inne tréjki

(1,7,6) 19-3t +7=26
(2,85,8) 19-3%2 + 85 =28
(3,511,10)  19-3% + 511 = 210
(4,509,11)  19-3% 4 509 = 21
(5,3575,13)  19-35 + 3575 = 213
(6,2533,14) 1936 + 2533 = 214
(7,23983,16) 1937 + 23983 = 216

Natomiast nie kazda tréjka liczb naturalnych reprezentuje jakas liczbg naturalna, np. (2,4, 11), (2,4044, 11)

Definicja 3. Dwie tr6jki (z,y, z) i (u, v, t) sa rdwnowazne gdy reprezentuja t¢ sama liczbg naturalng

2 — 25—y 20—
§2 Venyp—¥-_2""1

(. 2) = (o) L= -

"Przypomnijmy, prawo Archimedesa jest wlasnoscia algorytmiczna, nie jest wyrazalne formuta pierwszego rzedu.
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W zbiorze tréjek mozemy zdefiniowaé porzadek leksykograficzny <.

Definicja 4.

<x,y,z><(u,v,t)gz<tlubz:tiy<vlubz:tiy:vix<u

Z faktu [T wynika, ze dla kazdej liczby naturalnej n mozna wskaza¢ kodujaca ja tréjke, ktéra ma liczbe
y wigksza od dowolnie wybranej liczby naturalnej k. Z uwagi tej skorzystamy w dalszym ciagu naszego
dowodu.

Na tréjkach mozemy okresli¢ dwie operacje

Definicja 5. Operacja div2 przeprowadza tréjke (z,y, z) w tréjke (x,y +~ 2,z — 1)

<x,y,2’> M <$,y+2,2—1>

Operacja mult3 przeprowadza tréjke (z,y, z) w tréjke (xz — 1,y — 371, 2)

{mult3}
—

<:an7z> <$_17y_3x_17z>

Zauwaz

Fakt 6. Tréjka (z,y, z) reprezentuje liczbe n wttw gdy tréjka (z, y + 2, z — 1) reprezentuje liczbg n - 2.
Ponadto (z,y + 2,z — 1) < (z,y, 2).

Tréjka (z,y, 2) reprezentuje liczbe n wttw gdy tréjka (x — 1,y — 31, 2) reprezentuje liczbg 3n + 1.
Ponadto (z — 1,y — 371, 2) < (z,y, 2).

Definicja 7. Nieparzystos¢ tréjek wyznaczona jest przez nieparzystos¢ liczby y
odd({x,y, z)) & y jest nieparzyste
Kolejne spostrzezenie
Fakt 8. Liczba n jest nieparzysta wttw gdy reprezentujaca ja tréjka (x, y, z) jest nieparzysta.

Definicja 9. Jedynka
daf 2% —y
equall({z,y,z)) & = =
Jedynka jest reprezentowana przez wiele tréjek, np. (0,0,0),(0,1,1),(1,1,2),(1,5,3), ...
Zauwazmy z kolei

1

Fakt 10. Jesli jedna iteracja algorytmu Collatza, tj instrukcja {if odd then mult3 else div2 fi} przeprowadza
trjke (x,y, z) w tréjke (u, v, t), to wynikowa trojka (u, v, t) jest mniejsza < od trojki (x, y, 2).

{if odd then mult3 else div2 fi} <U, v, t> implikuje <U, v, t> =< <l’, n Z>

(2, y,2)
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Obserwacje poczynione dotychczas pozwalaja stwierdzié, ze nastgpujacy diagram jest przemienny.

Fakt 11. (Przemienno$¢ diagramu)
Dziatanie na tréjkach prowadzi od trgjki kodujacej liczbe n do kolejnej trgjki, ktéra reprezentuje wynik
m instrukcji warunkowe;j {if odd(n) then n:+3*n+1 else n:=n div 2 fi}.

{if odd(n) then m:=3n+1 else m:=n/2 fi}yn

n m
n-31+y:22l lm~3“+v:2t
{if odd(y) then u,v,t:=x—1,y—3%"1 2 else u,v,t:=x,y/2,2—1 fi}g
(z,y,2) (u,v,t)

Przemiennos$¢ tego diagramu umozliwia nam dostrzezenie, ze kazdemu obliczeniu algorytmu Collatza w
strukturze T tréjek, odpowiada obliczenie tego samego algorytmu w strukturze 91 liczb naturalnych.

Fakt 12. Niech K oznacza program {if odd then mult3 else div2 fi}. Litery ¢, g1, g2, . .. oznaczaja
kolejne tréjki. Pionowe znaki rownosci przypominaja, ze tréjka ¢; koduje liczbg n;.

K« K« K« K«

q 7 q1 q2 q3... — (f
K. K. K. K.

n B n1 Bl n9 R ns... ———m——) ny

A wigc mozna realizowaé obliczenia algorytmu Collatza "na trdjkach". Obliczenie w strukturze T jest
zawsze skoniczone. Wynika to z twierdzenia algorytmicznej teorii liczb naturalnych AT N .

ATN FVz{whilez # 0do z := z — 1 od}(z = 0)

Co prawda, moze si¢ zdarzy¢, ze obliczenie takie zakoniczy si¢ btedem, patrz Tabela 2. Ale wystar-
czy rozpoczaC obliczenie od odpowiednio wigkszej tréjki by tego btedu uniknaé. Zauwazmy, ze za-
wsze mozna wybraé taka tréjke reprezentujaca liczbe n, ze wszystkie liczby x, y, z beda tak duze jak
zechcemy. W ten sposéb gwarantujemy sobie, ze obliczenie w strukturze T bedzie skoficzone i wolne
od btedu(tj. udane). A stad wynika, ze skoriczone jest obliczenie dla liczby n w strukturze 1. Dodajmy,
ze nie ma praktycznych powodéw dla przeprowadzania obliczen w strukturze tréjek T.

Jest oczywiste, ze

Fakt 13. Jesli obliczenie algorytmu w strukturze tréjek X jest skoriczone (i wolne od btedu), to algorytm
wykonywany w standardowym modelu liczb naturalnych N zatrzymuje si¢ po skoriczonej liczbie krokow.
2.1. Twierdzenie Collatza

Powyzsze uwagi pozwalaja nam sformutowac nastgpujace

Twierdzenie 14. (Collatza)
Dla dowolnej liczby naturalnej n obliczenie algorytmu Collatza jest skoriczone.
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Proof:

Dowdéd wynika z faktu, ze kazda kolejna tréjka jest mniejsza < od poprzedzajacej ja tréjki.

W celu uniknigcia bledu przerwania obliczen "na trojkach" wystarczy obliczenie rozpoczaé od tréjki z
odpowiednio duzymi liczbami z, y, z, reprezentujacej t¢ sama liczbe n. g

3. Wnhnioski

* Nietrudno zauwazy¢, ze realizacja obliczeii w niestandardowym modelu arytmetyki dodawania
moze mie¢ obliczenie nieskoniczone.
Jako wniosek z twierdzenia Collatza uzyskujemy nastgpujacy

Fakt 15. Jedli realizujemy algorytm Collatza w pewnym modelu teorii (Peano) pierwszego rzgdu
to jesli w tej strukturze jest obliczenie nieskoiczone to struktura ta jest modelem niestandardowym.

* Algorytm Collatza wyznacza pewna permutacje zbioru N liczb naturalnych.

* Mozna opisaé inny algorytm (odwrotny) szukajacy zadanej liczby n po kolei w warstwach, poczy-
najac od warstwy Sp.
Fakt 16. Algorytm odwrotny zawsze znajdzie liczbg n.

Algorytm ten przyporzadkowuje liczbie n numer ¢ warstwy oraz potozenie j liczby n w warstwie.
W ten sposéb mamy nowa funkcje pary. Numerem pary liczb (i, j) jest j-ta liczba w warstwie S;.

4. Nowe pytania

1. Jak okresli¢ funkcje kosztu?

2. Czy algorytm Collatza wyznacza najmniejsza tréjke z, y, z taka, Ze obliczenie zaczynajace si¢ od
niej, bedzie wolne od btedu?

3. Rozumowanie przytoczone powyzej wykazuje prawdziwos¢ twierdzenia Collatza. Twierdzenie to
nie jest zawarte w zbiorze twierdzen arytmetyki Peano. (...)
Jak przeprowadzi¢ dowdd tego twierdzenia w algorytmicznej teorii liczb naturalnych?
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Tablica 1. Tabela obliczeii algorytmu Collatza dla n=1079

n X y z
1079 15 1697398531 34
3238 14 1692615562 34
1619 14 846307781 33
4858 13 844713458 33
2429 13 422356729 32
7288 12 421825288 32
3644 12 210912644 31
1822 12 105456322 30
911 12 52728161 29
2734 11 52551014 29
1367 11 26275507 28
4102 10 26216458 28
2051 10 13108229 27
6154 9 13088546 27
3077 9 6544273 26
9232 8 6537712 26
4616 8 3268856 25
2308 8 1634428 24
1154 8 817214 23
577 8 408607 22
1732 7 406420 22
866 7 203210 21
433 7 101605 20
1300 6 100876 20
650 6 50438 19
325 6 25219 18
976 5 24976 18
488 5 12488 17
244 5 6244 16
122 5 3122 15
61 5 1561 14
184 4 1480 14
92 4 740 13
46 4 370 12
23 4 185 11
70 3 158 11
35 3 79 10
106 2 70 10
53 2 35 9
160 1 32 9
80 1 16 8
40 1 8 7
20 1 4 6
10 1 2 5

5 1 1 4

16 0 0 4

8 0 0 3

4 0 0 2

2 0 0 1

1 0 0 0




Tablica 2. Cztery obliczenia dla n=19

3 511 10 19 5 3575 13 19 6 2533 14 19 7 23983 16 19
2 502 10 58 4 3494 13 58 5 2290 14 58 6 23254 16 58
2 251 9 29 4 1747 12 29 5 1145 13 29 6 11627 15 29
1 248 9 88 3 1720 12 88 4 1064 13 88 5 11384 15 88
1 124 8 44 3 860 11 44 4 532 12 | 44 5 5692 14 | 44
1 62 7 22 3 430 10 22 4 266 11 22 5 2846 13 22
1 31 6 11 3 215 9 11 4 133 10 11 5 1423 12 11
0 30 6 34 2 206 9 34 3 106 10 34 4 1342 12 34
0 15 5 17 2 103 8 17 3 53 9 17 4 671 11 17
-1 Err 1 100 8 52 2 44 9 52 3 644 11 52
1 50 7 26 2 22 8 26 3 322 10 26

1 25 6 13 2 11 7 13 3 161 9 13

0 24 6 | 40 1 8 7 40 2 152 9 | 40

0 12 5 20 1 4 6 20 2 76 8 20

0 6 4 10 1 2 5 10 2 38 7 10

0 3 3 5 1 1 4 5 2 19 6 5

-1 Err 0 0 4 16 1 16 6 16

0 0 3 8 1 8 5 8

0 0 2 4 1 4 4 4

0 0 1 2 1 2 3 2

0 0 0 1 1 1 2 1

Rozpoczgcie obliczef od zbyt “matej” poczatkowej tréjki reprezentujacej liczbe n moze spowodowacé blad.
Kazda, odpowiednio “duza” trdjka daje poprawny wynik. Mozemy wigc méwié o progu, od ktérego wyniki sg wolne od biedu.
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