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Czytelnikowi, a dobrodziejowi naszemu, niniejsza
makiete ksigzki osmielamy sie przedlozyé, z prosba

Prosba.

Moja Droga, M6j Drogi.

Masz przed soba makiete ksigzki. Pomo6z nam ukon-
czy¢ prace nad nia. Przyslij nam uwagi, pytania,
stowa oburzenia, ...

Kazdy komentarz jest dla nas cenny. Ale nie traé
czasu na wyliczanie literowek i innych btedow, ktore
mozna poprawié¢ automatycznie.

A oto nasze przykladowe pytania do Ciebie:

e Czy stworzy¢ osobny rozdzial z dowodami po-
prawnosci algorytmow zamiast sekcji w roz-
dziale L57

e Zmieni¢ przyklady w przedmowie? Usunaé
Fermata.(!)

Mamy jeszcze jedna prosbe pamietaj, o naszych pra-
wach autorskich. Nie rozdawaj tego tekstu. For your
eyes only.






ROZDZIAt 1

Przedmowa

Felix qui potuit rerum cognoscere causas wergiliusz

Swiatly programista — co to ma znaczyé? Czy to
zart? Absolutnie, nie. Zwrot “czlowiek swiatly” ma,
wedlug stownika jezyka polskiego, 83 synonimy. Mo-
zesz sobie wybraé¢ znaczenie, ktore Ci odpowiada.
Kazde z nich zastosowane do Ciebie powinno spra-
wi¢ Ci przyjemnosé. Naszym celem jest pomoc Ci
bys stal sie programista rozumnym, wyksztatlconym
(tu pozostawiamy Ci do wyboru pozostale 81 syno-
nimy)...

Tytul "Swiatly programista" nawiazuje do manife-
stu i metodologii o nazwie "literate programming"
zaproponowanej przez Donalda E. Knutha zob. [].
Trudno znalezé odpowiednie tltumaczenie tego zwrotu
na jezyk polski. W stowniku angielskie stowo literate
jest ttumaczone na "umiejacy czytac i pisac¢", a jako
drugie znaczenie tego stowa slowniki podaja "wy-
ksztalcony, edukowany, uczony". Zajrzyj na strone
www.literateprogramming.com by zapoznaé sie z motywacja
podang przez Knutha i jego wspolpracownikow. Jest
on przekonany o potrzebie réownoczesnego lub na-
przemiennego rozwoju projektu programistycznego i
jego dokumentacji.

My podzielamy poglad Donalda Knutha, ale poda-
zamy dalej — w procesie tworzenia oprogramowania
nie mozna ograniczaé¢ sie do tworzenia kodu i doku-
mentacji. Czym bowiem jest dokumentacja? i do
czego ma stuzyc?

Naszym zdaniem kazdemu modulowi M oprogramo-
wania towarzyszy¢ powinny: specyfikacja S, czyli spis
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wymagan i weryfikacja W (M, S), czyli argumenty, naj-
lepiej w postaci sprawdzalnego dowodu, na rzecz tezy,
ze dany modul M spelnia wymagania wymienione
w specyfikacji. Uwazamy, ze programista (lub ze-
sp6tl inzynier6w oprogramowania) bioracy udzial w
tworzeniu pewnego projektu programistycznego po-
winien pracowaé¢ z dokumentami trzech rodzajow:

e specyfikacje tj. dokumenty w ktoéorych okre-
slone sa3 wymagania,

e kod, a wiec, programy, klasy i inne modutly
oprogramowania,

e weryfikacja — dokumenty z tej grupy powinny

dostarczac¢ argumentow pozwalajacych na po-
dejmowanie decyzji o zaakceptowaniu lub od-
rzuceniu kodu. !
Inaczej niz wielu autorow, uwazamy, ze praca
w tej dziedzinie poszerza wiedze nie tylko o
jednym programie. Tworzac dowod popraw-
nosci algorytmu doktadamy cegietke do odpo-
wiedniej algo-rytmicznej teorii, liczb, stosow,
drzew binarnych wywazonych , ...

Gwarancja zatrudnienia dla Ciebie. Swiatly pro-
gramista potrafi nie tylko napisa¢ program. To w
konicu nie jest takie trudne. Pomoca w napisaniu
programu sluzy nam edytor lub zintegrowane srodo-
wisko programistyczne, takie jak np. Eclipse. No
i kompilator — kompilator wytlapie wszystkie bledy
skladniowe i wiele innych bledow, ktore cudacznie
nazywaja sie "bledami statycznej, analizy semantycz-
nej". To tez sa bledy skladniowe!

Natomiast, zaden kompilator £, zaden program W
wykrywajacy bledy, nie jest w stanie wykryé czy
przedstawiony mu dowolny program P, zapetli sie
czy tez zakonczy obliczenia. Co wiecej nigdy, nikt
nie napisze takiego kompilatora. Nie zalamuj sie, to

1Mianowicie, jesli dostarczono dowody na rzecz tezy: "kod
P spelnia wymagania specyfikacji S"to nalezy wykonawcy za-
placi¢ i mozna przejsé do eksploatacji oprogramowania. Jesli
dowodow zabraknie lub sa one nieprzekonywujace to nalezy po-
stgpi¢ inaczej.
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jest dobra wiadomosgé!

To jest bowiem gwarancja dla Ciebie i dla zawodu
programisty na wiele pokolen. Zaden szef nie powie
"przykro mi, musimy Was zwolni¢ bo zakupiliSmy
oprogramowanie, ktore wykona Wasza prace.". A je-
§li sie taki znajdzie to mozesz go S§miatlo wysmiac i
odestaé¢ na szkolng tawke by sie czegos nauczyl.

Jak trudne moga byé¢ pytania o to czy pewien kon-
kretny algorytm zakorczy obliczenia? Udowodnienie
wlasnosci stop nawet krotkiego programu moze oka-
zaé sie bardzo trudnym zadaniem. Przyjrzyjmy sie
nastepujacemu przykladowi.

Od ponad 80 lat, tysigce matematykow i informa-
tykow probuja udowodnié, ze ponizszy, prosty algo-
rytm Col zawsze (tzn. dla kazdej liczby calkowitej,
dodatniej n) zakoriczy obliczenia, por. [Lagl0]

powtarzaj
Col: {jesli n jest parzyste to n:=n-+2 inaczej n:=3xn+1 }
dopodki n #1

Przy pomocy komputerow sprawdzono, ze dla kazdej
liczby n < 2% program Col koriczy obliczenie z n = 1.
Sprawdzanie tej wlasnosci dla kolejnych n zabiera co-
raz wiecej czasu i kosztuje wcigz wiecej. Nie mamy
pewnosci czy gdzies wsrod bardzo duzych liczb natu-
ralnych nie kryje sie kontrprzyktad?. Nie umiemy jak
dotad udowodnié przypuszczenia Lothara Collatza (z
roku 1937): dla kazdego n program Col zakorniczy ob-
liczenie. W tym czasie ludzkosé¢ potrafila wejsé na
Mount Everest i polecie¢ na ksiezyc. A odpowiedzi
na pytanie: czy program Col zawsze zakoriczy obli-
czenie? wcigz nie znamy.

Czasami jednak sie udaje. Ponad trzysta lat zajelo
setkom matematykéow udowodnienie, ze nastepujacy
algorytm PF nie zakonczy obliczen, por.[Acz98].

2Znane sa przyklady hipotez formulowanych przez uznanych
naukowcow, ktore okazaly sie bledne, gdy komputer zaczal
sprawdzaé dostatecznie duze dane.
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x:=0 & y:=0 & z:=0 & n:=0 ;

dalej := true;

powtarzaj

jeslin>2Axxy*x2>0
PF: to
jesli 2" +y" = 2" to dalej := false fi;
fi;
wez nastepna czworke z,y, 2, n;

dopoki dalej ;

Wszystko w tym programie jest proste i zrozumiate.
Polecenie “wez nastepna czworke” tez nie trudno na-
pisa¢. Przypomnij sobie, ze wszystkie pary liczb
naturalnych mozna ustawi¢ w ciag bez powtorzen.
Mozna to samo zrobié¢ z czwoérkami liczb naturalnych.
W codziennej praktyce stosujemy setki i tysiace pro-
gramow i algorytmow®. Czy nie niepokoi Cie bez-
graniczne zaufanie jakim, zdaje sie, obdarzamy pro-
gramy?

Wlasnosé stopu jest podstawowa wlasnoscia seman-
tyczng programu(-6w). A sa jeszcze inne, rownie
wazne wlasnosci semantyczne. Bedziemy o nich moé-
wi¢ w dalszych rozdziatach.

Podsumujmy, analiza programow jest zadaniem trud-
nym i fakt ten stanowi gwarancje pracy dla swiatlych
programistow.

Zadania dla swiatlego programisty. Czego ocze-
kuje szef od programisty? Mowiac najkrocej: szefowi
zalezy na zmniejszeniu kosztow utrzymania oprogra-
mowania wytworzonego przez firme. Dawno temu
zauwazono, ze koszt napisania oprogramowania jest
5-7 razy mniejszy od kosztow utrzymania oprogramo-
wania. Ale co to znaczy? To znaczy, ze po wytwo-
rzeniu oprogramowania trzeba je ulepszaé¢, zmieniag i
dopasowywaé do zmieniajgcego sie zapotrzebowania
klienta.

Czy istnieja metody i narzedzia tworzace warsztat
pracy dla eksperta (audytora) sprawdzajacego czy
oprogramowanie spelnia warunki wyliczone w spe-
cyfikacji? dla architekta oprogramowania, ktory ma

3Czasami slyszymy o fatalnych skutkach bledu w programie.
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opisaé¢ specyfikacje klas i metod jakie nalezy napi-
sa¢? Koszty poprawiania programow zmniejszaja sie
radykalnie jesli programom towarzysza dowody ocze-
kiwanych wlasnosci semantycznych. Takich jak po-
prawnos¢ wzgledem specyfikacji, skonczonosé¢ obli-
czen, ocena kosztu obliczen itp. Programy dzisiej-
sze to nie tylko algorytmy ale takze klasy. Programy
sg duzymi produktami o bardzo ztozonej strukturze.
Jakie wymagania stawia sie duzym programom i jak
sobie z nimi radzi¢? QOkazuje sie, ze 1°'moduly pro-
gramow takie jak procedury, funkcje, klasy, ... maja
nowe rodzaje wlasnosci semantycznych, 2°te wlasno-
§ci wyrazaja sie inaczej niz wlasnosci semantyczne
algorytmow.

Od piecédziesieciu lat zajmujemy sie rachunkiem pro-
gramow czyli logika algorytmiczng.

Czy komputer moze nam pomagaé¢? Wiemy juz,
ze komputery nie wyeliminuja Twojej pracy, ale by¢
moze moga ja utatwi¢? Dzisiejsze komputery maja
wieksze mozliwosci.

Warto sie zastanowi¢. Komputer Deep Blue firmy
IBM wygral w szachy z mistrzem swiata w r. 1997.
Dzis domowe komputery mozna taczyé¢ w klastry. Mozna
tworzy¢ wieksze programy. Byé moze powstang pro-
gramy ulatwiajace analize semantycznych wtasnosci
programow. Nie beda to niezawodne wyrocznie, ale
moga powstaé¢ catkiem przydatne narzedzia. Wystar-
czy zmagazynowaé¢ w takim oprogramowaniu anali-
tycznym spory fragment wiedzy znanej ludziom.
Mamy nadzieje, ze w przyszlosci powstang narze-
dzia ulatwiajace prace ludzi analizujacych programy.
Juz powstaja biblioteki klas (dawniej biblioteki pro-
cedur). Oczekujemy ze beda im towarzyszyé do-
wody poprawnosci wzgledem odpowiednich specyfi-
kacji. Jesli jakas klasa ma by¢ w domenie publicznej,
to naturalne jest oczekiwanie, ze oprocz jej tresci po-
dane zostang argumenty uzasadniajgce uznanie jej za
poprawng i bezpieczna.Specyfikacja to cos wiecej niz
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interfejs (ang. interface), zawiera ona nie tylko wy-
liczenie funkcji (czyli metod), ale takze zbior pod-
stawowych wtlasnosci tj. aksjomatow (zobacz przy-
ktady w drugiej czesci tej ksigzki). Oczekujemy tez,
z€e oprocz specyﬁkacji S i samej klasy K pojawia sie
dowody poprawnosci klasy K wzngdem specyﬁkaCJl
S. Dowody takie beda gwarancja (wieczysta!) Ja-
kosci oferowanego przez dang klase oprogramowania.
Gwarancja ta stanie sie jednak zbedna, gdy porzu-
cimy stosowanie klasy K. Jesli zamiast klasy K za-
czniemy stosowaé¢ nowa klase K’ to trzeba wyprodu-
kowa¢ nowy dowoéd poprawnosci. Do tego tematu
wrocimy w czesSci drugiej programuj z klasa.

Swiatly programista rozumie jaki efekt przyniesie za-
stosowanie danej instrukcji w okreslonym miejscu pro-
gramu. Potrafi sformulowaé¢ zdanie lub wiecej zdan,
orzekajacych o wlasnosciach semantycznych programu.
Przyktadem moga tu stuzyé¢ zdania typu:

1° ten program P nie zapetli sie, lub

2° jesli dane dostarczone programowi Q spelnia
warunek o, to program zakonczy obliczenia i
jego wyniki spelnia warunek 3,

i wiele innych podobnych zdan.
Ponadto, i to jest chyba najistotniejsze, potrafi on
przekonaé¢ innych o slusznosci swojej ekspertyzy.

Jesli potrafisz przekonaé¢ innych ludzi do swojej
opinii np. ten program nie zawiera btedu i nie zape-
tli sie, to zapewne i komputer Cie postucha. Brzmi
to jak zart, ale wcale zartem nie jest. Jesli dokonatas
ekspertyzy programu, przeanalizowatas nie tylko jego
strukture sktadniowa (syntaktyczng), ale takze zba-
dalas wlasnosci semantyczne programu i jego sklad-
nikow. Jesli Twoje rozumowanie nie zawiera bledu to
znaczy to tyle, ze komputer wlasnie tak sie zachowa
jak to przewidzialas.

No dobrze, ale co ja z tego bede mial(a)? — zapytasz.
Pienigdze. Uznanie. A to nie jest malo.
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Jako ekspert pomozesz zaoszczedzié czas przygoto-
wania programu lub wiekszego systemu programi-
stycznego. Firmie optlaci sie zatrudni¢ Cie i dobrze
zaptaci¢ bo Twoja praca moze zaoszczedzi¢ tygodnie
pracy zespolu ludzi.

Napisales program i ... Skad sie wzigl Twoj pro-
gram? Niewiele jest takich programow, ktore wziely
sie “znikad”. Na ogé6l program powstaje w odpowie-
dzi na czyjes zamowienie lub na zapytanie czy da sie
obliczyé co$§ potrzebnego? Programy pisane sa dla
ludzi, a wykonywane przez komputer. Wiele firm i
wielu ludzi mysli jednak inaczej. Przekonanie takie
prowadzi wprost do myslenia magicznego, nieracjo-
nalnego. Traci bowiem magia wiara w to, ze skoro
kompilator nie wykryt btedu i skoro w kilku, kilku-
dziesieciu, a nawet kilku tysigcach prob program nie
objawil zachowania blednego to mozna go uznaé¢ za
program poprawny, tj. bezpieczny w eksploatacji. A
czesto sltyszymy o bledzie oprogramowania i o kosz-
tach ponoszonych przez stosowanie oprogramowania
kryjacego w sobie btedy. Produkcja oprogramowania
przynosi dzi§ ogromne zyski firmom, ktore je sprze-
daja (nie musimy tego dowodzié¢.) Z drugiej strony
postugiwanie sie oprogramowaniem w ktorym ukry-
waja sie bledy, moze kosztowaé¢ bardzo wiele. Jak
czesto otrzymujemy program wraz z gwarancja jako-
sci? Na czym taka gwarancja miataby polega¢? Moze
warto jednak zastanowié¢ sie nad kryteriami popraw-
nosci oprogramowania.

Program nie jest celem samym w sobie. Czy ma
on do czegos stuzyé? Tworzymy programy po cos.
Czy potrafimy sformulowaé po co napisano dany pro-
gram? Czy uzytkownika moze spotkaé¢ niespodzianka?
Dlaczego testujemy programy? Czy nie ma innej

Nie chcemy bowiem by§ przypominal nam pewnego znajo-
mego, ktory (wiele lat temu) programowal w taki sposob:
— o! cos$ tu nie dziala!
— wyrzuce te linijke stad, a tu wstawie takg instrukcje, powinno
dziatlaé¢
— znowu nie dziala? — cofa ten ruch i wstawia cos innego, gdzie
indziej, a nuz pomoze...
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drogi?

Twierdzimy, ze dowodzenie jest Realng alternatywa
dla testowania. W tej ksiazce znajdziesz sporo argu-
mentow przemawiajacych za nasza teza.

Ktora metode weryfikacji wybraé? Ot6z nie musisz
wybieraé. Uwazamy bowiem, ze raz napisany algo-
rytm powinien by¢ analizowany z wykorzystaniem
narzedzi rachunku programow. Inaczej mowiac, na-
lezy formulowaé¢ odpowiednie twierdzenia o seman-
tycznych wlasnosciach algorytmu i je dowodzié. Nie
nalezy jednak odrzucaé¢ testowania. Bardzo przy-
datne okazuje sie przeprowadzanie eksperymentow z
nowym programem. Wyniki eksperymentéow moga
dostarczyé wiele ciekawych informacji. W éwiczeniu
polegajacym na poréwnaniu o$miu roéznych algoryt-
mow mnozenia macierzy liczb zespolonych to ekspe-
rymenty pozwola nam obliczyé wspotczynniki w wie-
lomianowych funkcjach kosztu, por ??. Czasem zas
eksperymenty moga nas zainspirowac i otworzy¢ oczy
na nowe problemy. Karl Gauss najpierw ekspery-
mentowat tj. wykonywal rézne obliczenia, by potem
formulowaé twierdzenia i je dowodzic.

Programowanie z klasg. Czy ten zwrot kryje ja-
kas zagadke? Czytelnik moze sie domyslaé, ze na-
szym zamierzeniem jest nauka programowania obiek-
towego. Rzeczywiscie, jest to prawda, ale nie cala
prawda.

Mowimy programowanie z klasag majac na mysli pro-
gramowanie profesjonalne, kompetentne. Chcemy
pokazaé¢, ze mozliwe jest nie tylko pisanie progra-
mow, ale i ich analizowanie. Programujac z klasa
potrafisz przewidzieé efekty dzialania Twojego pro-
gramu i co wiecej potrafisz przekonaé¢ innych, ze masz
racje.

Program ma przynajmniej jednego czytelnika — to
autor programu. jakze czesta jednak jest sytuacja,
w ktorej trzeba zrozumieé¢ program napisany przez
innego czlowieka.



Klasy i procedury z bibliotek klas sa stosowane wie-
lokrotnie. Dzi$ nie towarzyszy im zaden dowod po-
prawnosci, zadna analiza. Naszym zdaniem byloby
znacznie lepiej, gdyby klasa (badz procedura lub funk-
cja) udostqpniana do korzystania przez innych byta
analizowane i gdyby mozna bylo obejrzeé¢ i zweryfi-
kowaé dowod pewnej wlasnosci takiej klasy. Nie jest
korzystne dla spolecznosci i przemystu informatycz-
nego patentowanie oprogramowania. A wiele krajow
popiera patentowanie oprogramowania. Rozwéoj po-
winien odbywa¢é sie na zasadzie przyjetej w naukach
matematycznych.

W pelni zgadzamy sie z tezami Richarda Stallmana
[Sta]. Spotlecznosé powinna mieé¢ dostep do kodow
zrodlowych®. Od siebie dodajemy kolejny postulat:
publikacji oprogramowania powinna towarzyszy¢ pu-
blikacja przedstawiajgca argumenty na rzecz tezy, ze
oprogramowanie to posiada zakladane cechy. Spo-
lecznosé informatyczna bylaby w stanie weryfikowaé
takie dowody i ewentualnie je korygowaé¢. Tak jak
to czyni spolecznosé matematyczna. W naukach de-
dukcyjnych badacz postuguje sie twierdzeniami opu-
blikowanymi przez innych autorow.

Miliardy uzytkownikow postuguja sie programami, o
ktorych nic nie wiadomo. Kto zna ich tresé? Kto
zna argumenty, ktore uzasadnialyby poprawnosé(lub
1nnq ceche) wykorzystywanego programu'? Czy zda-
jesz sobie sprawe, ze tzw. gwarancja jakosci pro-
duktu programistycznego, to sztuczka polegajaca na
tym, ze to Ty ptlacisz za ubezpieczenie producenta
oprogramowania. Producent oprogramowania ubez-
piecza swoja firme od odpowiedzialnosci za ewen-
tualne szkody poniesione przez uzytkownika(-kow).
Koszt tego ubezpieczenia jest wliczony w cene pro-
duktu.

Jestesmy przekonani, ze firmy informatyczne, ktore
zaczng stosowaé metody dedukcyjne wygraja, ponie-
waz ich produkty beda tansze.

"Na pewno odnosi sie to do upublicznianych klas i innego
oprogramowania. Jesli oprogramowanie ma by¢ wykorzysty-
wane przez jedna tylko firme, to nie oczekujmy publikacji kodu.
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Dlaczego warto przeczytaé¢ ten podrecznik? Ten
tekst, to pierwszy podrecznik, z ktorego mozesz sie
nauczy¢ nie tylko pisania programéw, ksigzka ta po-
moze Ci w rozumieniu co Twoj program naprawde
robi, mozesz tez nauczy¢ sie przekonywania innych,
ze Twoje rozwigzanie jest poprawne. Zachecamy Cie
bys porownal te ksigzke z (nielicznymi jak dotad)
probami osiggniecia podobnego celu, (por.Alagic¢ i
Arbib[AA82], Apt, de Boer i Olderog[AdBO10], Hoare[HJ98],
Dijkstra[Dij78]).

Pracujac z ta ksiazka mozesz nauczy¢ sie dowodze-
nia wlasnosci semantycznych programu. No tak, za-
pytasz: co to jest semantyczna wlasnosé programu?
Cierpliwosci, za chwile sie dowiesz. Na razie wy-
starczy przyjac¢, ze sa to m. in. poprawnosé¢ algo-
rytmu wzgledem warunkow, poczatkowego i konco-
wego, koriczenie obliczen, zapetlanie sie programu,
zgloszenie wyjatku, ...

Znajdziesz tu wiele przyktadow programow. Wszyst-
kie sa napisane w jezyku programowania obiektowego
i rozproszonego Loglan. O projekcie Loglan piszemy
nieco dalej. W tym miejscu pragniemy sie wyttuma-
czy¢ z dokonanego wyboru: oté6z jest to jedyny znany
nam jezyk, w ktorym znajduja sie potrzebne nam na-
rzedzia programowania. Oczywiscie mozesz tworzy¢
swoje przyklady w Twoim ulubionym jezyku progra-
mowania, a raczej w kilku jezykach.W pewnym je-
zyku nie znajdziesz wspolprogramoéow, w innym mo-
dulow proces, etc.

Bylismy zapytywani czy Loglan ma zwiazek z logika
algorytmiczng i czy podamy aksjomatyczng definicje
Loglanu. Zawsze zdawaliSmy sobie sprawe z tego, ze
stworzenie aksjomatycznej definicji calosci Loglanu
jest trudne ze wzgledu na jego rozmiar — jezyk za-
wiera niemal komplet znanych narzedzi programo-
wania m.in. klasy i obiekty, wspolprogramy, procesy
i obiekty aktywne proceséw, moduly obslugi wyjat-
kow, etc.
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Ta ksigzka nie przynosi aksjomatycznej definicji
semantyki jezyka Loglan. Jest to podrecznik progra-
mowania w ktérym moéwi sie o sktadni, semantyce i o
pragmatyce. Mowimy tez o specyfikacjach i o dowo-
dach. Czytelnik poznaje kolejne coraz bardziej skom-
plikowane narzedzia programowania. Proces ten wy-
korzystuje solidne fundamenty jezyka Loglan. Uwa-
zamy, z€ uczenie programowania nie moze ograniczac
sie do przedstawienia sktadni i pewnego zbioru przy-
kladow. A tak sie dzieje do dzisiaj. Niektorzy adepci
nie potrafig tego zaakceptowaé¢. Inni jakos daja sobie
rade i wyciaggaja prawidlowe wnioski.

Luka. Od wielu lat (60+) prowadzimy wyklady i
badamy rozmaite problemy wigzace sie z semantyka
programoéw. Coraz wyrazniej dostrzegamy duza luke
w programach studiéw informatycznych, a takze w
ofercie podrecznikéw publikowanych z myslg o inzy-
nierach oprogramowania i stuchaczach studiow infor-
matycznych. ...

Mamy nadzieje, ze ksigzka jaka prezentujemy po-
moze tym, ktorzy dostrzegaja luke w ksztalceniu in-
formatykow. Zgodzisz sie, ze w obecnym curriculum,
przyszly informatyk uczy sie pisania programoéw, po-
tem poznaje algorytmike tzn. istotne algorytmy i
wazne struktury danych. Podczas kursu algorytmiki
stuchacze i wykladowcy postuguja sie pseudokodem
i intuicyjnymi definicjami struktur danych. W tej
ksigzce ostarczamy narzedzi motywujacych progra-
miste do analizowania specyfikacj i dowodéw, infor-
matyka teoretyka do pracy z kodem. Na przyktad,
wielu autorow posluguje sie pojeciem dag’ow, nikt
nie korzysta z algorytmicnych aksjomatow struktur
danych. Na dalszych stronach znajdziesz kompletne
definicje stosow, kolejek, kopcow, drzew BST i in. Z
naszej ksigzki dowiesz sie na czy polegaja protokoly:
call — wywolania procedury lub funkcji, alien — ob-
cego wywotania metody jednego (obiektu) procesu z
innego obiektu procesu, raise — protokol obstugi sy-
tuacji wyjatkowej, i in. Nikt go nie
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Jak korzysta¢ z tej ksigzki? To jest dosé¢ gruba
ksigzka i moze byé wykorzystana do réoznych wykla-
dow obecnie obowigzujacego curriculum. Wiele lat
temu prowadziliSmy kurs caloroczny Lil "Program-
mation objet, semantique et algorithmes“ na pierw-
szym roku studiow licencjackich na Wydziale Infor-
matyki Uniwersytetu w Pau. Kurs ok. 120 godzinny
obejmowal materiat zblizony do przedstawionego w
tej ksigzce. StaraliSmy sie wtedy przedstawié trzy
przeplatajace sie watki: programowanie obiektowe i
rozproszone, analize programow oraz wybrane algo-
rytmy i struktury danych. Uzupelnieniem tego kursu
byto 120 godzin zajeé¢ laboratoryjnych i tablicowych.

W polskich warunkach niniejsza ksigzka moze by¢
uzyta jako podrecznik podczas nastepujacych zajec:
wstep do programowania, programowanie obiektowe,
wstep do informatyki I i Il (dla matematykow), pro-
gramowanie wspolbiezne i rozproszone, semantyka i
weryfikacja oprogramowania, jezyki i narzedzia pro-
gramowania, inzynieria oprogramowania, logika dla
informatykow i in.

Do wyktadowcow. Ksiazka moze byé pomocna w
przeprowadzeniu caltorocznych zajeé Wstep do infor-
matyki (120 godzin wyktadu + 150 godzin pracy w
laboratorium i przy tablicy). Ponadto, wybrane ele-
menty tej ksigzki moga wniesé nowe tresci do wykla-
dow:

e programowanie obiektowe — reguta konkate-
nacji klas pozwala zrozumiec¢ dziedziczenie klas,
moduly wspoélprogramu (ang. coroutine) i
procesu (ang. process)

e semantyka i weryfikacja oprogramowania — ...

e programowanie wspotbiezne i obiektowe — mo-
duly process i obiekty proceséw, protokotl ob-
cego wolania metod obiektow procesow,

e metody realizacji jezykow programowania -
bezpieczny i efektywny system zarzadzania
pamiecia obiektow (tzw. sterta), algorytm
wyznaczania klasy dziedziczonej (rozszerza-
nej) w Javie i ...,

e algorytmy i struktury danych —
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— aksjomatyczne definicje struktur danych
np. stosy zob. rozdzial 16, kolejki FIFO,
kontenery (dictionaries), kolejki priory-
tetowe, drzewa BST zob. rozdzial 21,
etc.,

— dowody semantycznych wtlasnosci algo-
rytmow por.7.2,

el in.

Do studentow i doktorantow. Studenci zechca prze-
kona¢ sie, ze oferowana przez nas ksigzka moze byé
przydatna w calym okresie studiow.

Niektore z omowionych problemoéw i zadan moga za-
inspirowaé¢ Cie do samodzielnej pracy i zaowocowac
opublikowaniem wynikéw w czasopismie naukowym.

0.0.1. Do informatykoéw pracujacych zawodowo. O
ile nam wiadomo, zadna uczelnia nie ma w progra-
mie tresci przedstawionych w tej ksigzce. Nie znamy
tez innej ksigzki zawierajacej podobne przestanie.
Nawet pobiezne przeczytanie naszej ksigzki moze za-
checi¢ Cie do przemyslenia Twego swiatopogladu in-
formatycznego. wylicz kilka pytan Dojrzaly i swia-
tly informatyk powinien rozpoznawaé¢ pytania jakie
sie pojawiaja w jego pracy zawodowej np. czy moja
firma powinna stosowaé¢ imperatywny czy raczej funk-
cyjny jezyk programowania? jak okresli¢ fundamen-
talng réznice pomiedzy jednym a drugim paradyg-
matem programowania? dlaczego rekomenduje pa-
radygmat P?

Troche powazniejsze problemy pojawiaja sie gdy firma
zamierza zakupié¢ oprogramowanie reklamujace sie,
ze przy pomocy metod sztucznej inteligencji opro-
gramowanie to bedzie w stanie wykryé bledy zape-
tlania sie programu lub bledy wiszacych referencji.
Nie zamierzamy udziela¢ odpowiedzi na te i podobne
pytania. To do Ciebie nalezy ich rozpoznanie, sfor-
mulowanie i zajecie stanowiska.

Mamy nadzieje, ze ksigzka ta nie czynigc z Ciebie
lepszego specjalisty pozwoli Ci jednak staé¢ sie spe-
cjalista bardziej swiadomym.

Ksigzka ta moze sta¢ na Twej polce bys mogl siegnaé
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w razie potrzeby np. gdy trzeba udowodni¢, ze Twoj
program nie zawiera btedu, ...

inni potencjalni czytelnicy

Cwiczenia. Mozesz po prostu czytaé¢ lub kartko-
wagé, te ksigzke i mamy nadzieje, ze okaze sie to po-
zyteczne. Jesli jednak chcesz opanowaé¢ umiejetnosé
analizowania i dowodzenia to koniecznie rozwiazuj
zadania jakie zamiesciliSmy. ... przenie$§ dalej

Uwazamy, ze warto zastanowi¢ sie i opracowacé pro-
gram osobnych zajeé¢ laboratoryjnych, integrujacych
material z wszystkich przedmiotow oferowanych na
pierwszym (i odpowiednio na drugim) roku studiow
informatycznych. Jedno z nas pamieta, ze na pierw-
szym roku studiow matematycznych podczas ¢wiczen
z analizy matematycznej nalezato obliczy¢ catke ozna-
czong stosujgc metode prostokatow. Bylo to ponad
60 lat temu, przed epoka komputerow. W ten sposob
studenci zdobywali pewne doswiadczenie z oblicze-
niami. Oczywiscie, zaden z nas nie wiedzial o tym,
jak doskonalym rachmistrzem byl Carl Gauss. Jeste-
smy przekonani, ze napisanie procedury obliczajacej
catke oznaczona przynosi glebsza intuicje i wiedze
na temat catltkowania niz tylko ¢wiczenia tablicowe z
rachunku calkowego. Adeptowi informatyki, napisa-
nie odpowiedniej procedury moze przyniesé niejedno
odkrycie — jesli zechce on dobrze zrozumieé zadanie.
Podobnie jest z algebra i geometria. Ile pieknych za-
dan mozna sformutowaé¢. Dzis Laboratorium infor-
matyczne mogloby byé prowadzone przez odpowied-
nio liczny zespot asystentow pod kierunkiem profe-
sora i obejmowa¢é¢ zadania z analizy, algebry liniowej
z geometria, wstepu do matematyki, programowania

Podziekowania. Ksigzka ta ma dwa zrodta: logike
algorytmiczna czyli rachunek programow oraz Loglan
- projekt badawczy, ktory zaowocowal jezykiem pro-
gramowania obiektowego i rozproszonego oraz jego
kompilatorem. Moéwigc obrazowo, omawiamy zasto-
sowania rachunku programoéw ilustrujac je program-
mami napisanymi w Loglanie. Ale to niecala prawda.
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Przedstawiamy tez liczne problemy jakie pojawiaja
sie podczas projektowania jezyka programowania. Czesé
z tych problemoéw zostala rozwigzana przez ekipe Lo-
glanu. Oba projekty badawcze nadal sg zywe i otwarte:
wcigz napotykamy nowe problemy i (od czasu do
czasu) uzyskujemy nowe wyniki.

Rachunek programow. Celem projektu badawczego
rachunek programow jest dostarczenie narzedzi przy-
datnych inzynierom oprogramowania w ich pracy nad
projektowaniem oprogramowania (specyfikacja czyli
sformulowanie wymagan) i péozniej, podczas pracy
polegajacej na sprawdzeniu czy stworzone oprogra-
mowanie jest zgodne z projektem (weryfikacja). To
Jjest najkrotszy opis zadan rachunku programow, czyli
logiki algorytmicznej. PrzekonaliSmy sie, ze rachu-
nek programoéw ma jeszcze inne zastosowania, row-
niez w matematyce. Rachunek programow stuzy nie
tylko programistom, lecz takze pracownikom dzis rzad-
kich zawodow: audytor oprogramowania, architekt —
projektant oprogramowania. Pierwsze prace nt. lo-
giki algorytmicznej zostaly opublikowane w Warsza-
wie na poczatku lat 70 ubieglego wieku.

W kolejnosci chronologicznej nalezy wymienié na-
stepujacych autorow: A. Salwicki (sformulowanie pro-
gramu badawczego, wprowadzenie kwantyfikatorow
iteracji), G. Mirkowska (twierdzenie o pelnosci lo-
giki algorytmicznej), prof. A. Kreczmar (1945-1996)
(umieszczenie logiki algorytmicznej w hierarchii Kleene-
Mostowskiego, badania programowalnosci w cialach),
prof. L. Banachowski (zastosowanie logiki algoryt-
micznej do badania czeSciowej poprawnosci progra-
mow, algorytmiczna aksjomatyzacja drzew binarnych),
prof. H. Rasiowa (wielowartosciowa logika algoryt-
miczna).

Podzigkowania kierujemy takze do dr Andrzeja Bieli
(Uniwersytet Slaski) i profesora Wiktora Darko (Po-
litechnika Bialostocka). Prof. Hanna Oktaba (Uni-
versidad Mexico), dr Wieslawa M. Bartol, prof. An-
drzej Szaltas (Uniwersytet Warszawski) i prof. Uwe
Petermann (HTWK Leipzig) w swoich rozprawach
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doktorskich rozwineli algorytmiczne teorie ciekawych
struktur danych [?]bib i wniesli znaczacy wklad w
projekt badawczy Loglan, o czym ponizej.

Projekt logika algorytmiczna czyli rachunek progra-
mow wiele zawdziecza profesorom Helenie Rasiowej,
Andrzejowi Grzegorczykowi i Andrzejowi Mostowskiemu.
Obecni autorzy stuchali ich wykladow z logiki mate-
matycznej i uczeszczali na ich seminaria.

Prekursorami rachunku programéw byli miedzy in-
nymi:

e Jurij Janow[1958] (Uniwersytet w Kazaniu)

— stworzyl rachunek schematow programow,
[Yanb8]

e Erwin Engeler[1967](ETH Zirich) — wskazal
na fakt, ze wlasnosé stopu programu jest wy-
razalna w jezyku L, logiki z nieskonczonymi
alternatywami, [Eng67]

e Helmut Thiele[1966](Humboldt Universitat Ber-
lin) — tworca systemu laczacego rachunek )\ z
logika pierwszego rzedu, [Thi66]

rachunek programow AL — logika algorytmiczna
WFFarL ={Tar U Far UPar}
Frpr & Far

/ o~

rachunek predykat( rachunek schematow programow PAL
WFFrpr ={TeprU FL WFFpar, = {Fpar UPpar}

~ _

{ rachunek zdan LZ — logika zdaniowa J

WFFrz ={Frz}

Rysunek 1. Porownanie rachunkow logicznych i ich jezykow tj. zbiorow
wystepujacych w nich wyrazen poprawnie zbudowanych WFF. Strzalki
prowadza od ubozszego rachunku R do zawierajacego go, bogatszego
i bardziej skomplikowanego rachunku R’. Znak 7, z odpowiednim in-
deksem, oznacza zbior formul(wyrazen Boolowskich), znak 7 oznacza
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zbior wyrazen np. wyrazen arytmetycznych, znak P oznacza zbior pro-
gramoéw, lub schematéw programoéow.

Zwroé uwage na Rysunek 1 pokazujacy zwiazki po-
miedzy réznymi rachunkami logicznymi. Programi-
sta uzywa kilku konstrukcji programotworczych: zlo-
zenie (czyli srednik ;), if, while,. . . pozwalajacych two-
rzy¢ wieksze programy z mniejszych. Programami
atomowymi sa instrukcje przypisania i kilka innych
wg uznania tworcy jezyka programowania. W od-
roznieniu od formutl (wyrazen logicznych), programy
nie wyrazaja prawdziwosci lub nie. Natomiast mo-
zemy potraktowaé program jako modalnosé: po za-
konczeniu obliczen programu K zachodzi warunek ....
Wyrazenie postaci <Program K> <formuta o>
jest formutla, ktora przyjmuje wartosé¢ prawda jesli:
po wykonaniu programu K, spelniona jest wlasnosc¢
wyrazona przez formule .

Projekt Loglan. Celem projektu Loglan bylo zna-
lezienie odpowiedzi na pytanie: czy mozna skonstru-
owa¢ jezyk programowania obiektowego, ktory umoz-
liwialby takze programowanie wspolbiezne i bylby
wolny od rozmaitych problemoéw jakie krytly sie w je-
zyku Simula67 [Salb]. Udalo sie opisac taki jezyk i w
roku 1982 skonstruowaé¢ kompilator na minikompu-
tery Mera400, produkowane wtedy w Polsce. Loglan
wyprzedzil jezyki C++, Java, etc. i nadal je wyprze-
dza. Przekonasz sie o tym czytajac m.in. o bezpiecz-
nej dealokacji obiektow klas, o wspotprogramach, o
obiektach proceséow i protokole alien call wspélpracy
pomiedzy obiektami klas rozproszonymi w sieci kom-
puterowej, i in..

W pracach nad jezykiem Loglan brali udzial: prof.
Antoni Kreczmar, dr Wiestawa Bartol, prof. Hanna
Oktaba, prof. Tomasz Miildner(Acadia University),
dr Marek Lao, Andrzej Salwicki i in.

Kompilator Loglanu powstal dzieki usilnej pracy ze-
spolu kierowanego przez Antoniego Kreczmara: dr
Danuty Szczepanskiej-Wasersztrum, dr Andrzeja Li-
twiniuka, Wojtka Nykowskiego, Marka Lao, prof. Pawla
Gburzynskiego (University of Alberta).
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Dwukrotnie wymieniliSmy Antka Kreczmara (1945 —
1996). Bez niego nie osiggnelibysmy niczego. Jest
on postacia niedoceniona a bardzo wazna dla pol-
skiej informatyki. Wciaz nie mozemy przeboleé¢ jego
przedwczesnej Smierci.

Pragniemy podkresli¢ role jaka w projekcie Loglan
odegral prof. Andrzej Janicki. Od poczatku uwie-
rzyl, ze potrafimy osiggnaé postawione cele. Dopro-
wadzil do zawarcia umowy pomiedzy Zjednoczeniem
"MERA*, producentem komputerow Mera 400 i In-
stytutem Informatyki UW, czyli udzielil nam grantu
na badania (1978-1982).

Wktad doktorantow. Wiele probleméw zainspiro-
wanych przez Loglan znalazlo rozwigzanie w rozpra-
wach doktorskich:

Danuta Szczepanska - system zglaszania wyjatkow i
sygnalow oraz ich obstugi (wdrozenie w 1982, dokto-
rat 1990),

Pawel Gburzyrnski - System automatycznego dowo-
dzenia twierdzen rachunku predykatow (zrealizowany
w Loglanie 1982),

Hanna Oktaba - algorytmiczna teoria referencji oraz
teoria systemu bezpecznego zarzadzania obiektami
(1982),

Andrzej Szalas - zbadanie na ile Loglan moze by¢ sto-
sowany jako jezyk tworzenia systemow czasu rzeczy-
wistego,propozycje konstrukcji jezykowych rozszerza-
jacych Loglan i zbadanych eksperymentalnie. Po-
dane zostaly tez reguly wnioskowania dla tych kon-
strukcji (1988).

Wiestawa M. Bartol - zbadala wlasnosci systemu wspol-
programow (1984),

Uwe Petermann - logika algorytmiczna z operacjami
czesciowymi, koncepcja komunikacji procesow przez
przerwania (1988),

Oskar Swida - wieloprocesorowy, rozproszony, wirtu-
alny procesor loglanowski VLP i srodowisko (1996),[Swi02]
Marek Warpechowski - algorytmy wyznaczania bez-
posredniej superklasy w Javie i jezykach podobnych,
Andrzej Zadrozny - wlozyl wiele pracy w stworze-
nie srodowiska dla repozytorium lem1l2.uksw.edu.pl
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i repozytorium zrodel kompilatora Loglan’82 na stro-
nach sourceforge.net.
Ta lista nie jest petna.

Wktad studentow. Loglan przyciggal zaintereso-
wanie studentow. Wielu z nich wniosto wklad w
jego dalszy rozwoj. Na pierwszym miejscu chcemy
wymienié Bolka Ciesielskiego (1988) — wymyslil od
nowa koncepcje procesow i ich obiektow, a przede
wszystkim wymyslit protokol wspotpracy pomiedzy
obiektami procesow znany jako “obce wotlanie” me-
tod obiektu aktywnego (ang. alien call).

Studenci M. Benke i G. Grudzinski przeniesli kom-
pilator Loglanu na komputery PC. Pawel Susicki za-
instalowal kompilator Loglanu na maszynach Unixo-
wych, pozniej Linuxowych.

Wojtek Nykowski napisal parser do kompilatora Lo-
glanu (1981).

Teresa Przytycka (dzis senior researcher in NIH) do-
dala do Loglanu debugger (1984).

Pawel Susicki przeniost kompilator Loglanu do sys-
temu Unix (1991.

Sebastien Bernard (Universite de Pau 1992) prze-
niost Loglan na komputery Atari,

Frederic Pataud (Universite de Pau 1995) przeniost
Loglan do srodowiska Windows95 na maszyny 32 bi-
towe, 1995.

Kamil Burzynski (2014) przeniost srodowisko VLP
na platforme Windows XP i 7.

Nalezy wspomniec o A. Adamskim, P. Filipkowskim,
A. Chwedoruku, J. Larrieu, R. Becourt i wielu in-
nych.. Nie wymieniliSmy tu wszystkich, ktorzy przy-
czynili sie do rozwoju Loglanu.

Wspotpraca miedzynarodowa. Bardzo wiele zawdzie-
czamy profesorowi Hansowi Langmaackowi (Institut
fir Informatik, Universitat zu Kiel): zauwazyl on i
pomogl poprawié nieprawidlowosé w semantyce wiel-
kosci nielokalnych, pomégl w instalacji Loglanu na
m.c. Siemens (odpowiednik mainframe’a IBM),
dr Gianna Cioni (IASI CNR Roma) - kierowala grupa
przenoszaca kompilator Loglanu na komputery VAX/VMS.
prof. Giorgio Ausiello (Universita “La Sapienza” Roma)
- inspirator wspolpracy wlosko-polskiej,
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Pragniemy tez podziekowaé kolegom w innych uczel-
niach: Tiubingen, Bordeaux, Caen.

Ksigzka, ktorag Ci oddajemy, stanowi wklad w ko-
lejny projekt badawczy SpecVer, zobacz wiecej na
ten temat w repozytorium http://lem12.uksw.edu.pl/wiki/SpecVer.

Cwiczenia.

1.1. Napisz odpowiedni algorytm realizujacy pole-
cenie: wez nastepna czworke liczb naturalnych.
Wskazowka. Kazda para (i, jjrangle liczb catkowitych
otrzymuje swoj unikalny numer w nieskonczonej ta-
blicy

1 3 5 [ 9 11 13 15 17 19 21 ...

2 6 10 14 18 22 26 30 34 38 42 ...

4 12 20 28 36 44 52 60 68 76 84 ...

8 24 40 56 ...

16 48 80 112
32 96 160 ...
64 192 320

128
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Przeczytaj ponizszy program i odpowiedz na dwa

pytania.

1° Czy program zakonczy obliczenie? Czy po-

trafisz opisaé co jest wynikiem tego programu?
Test. Wstrzymaj sie z wykonaniem programu tak dlugo

jak potrafisz!

2° Czy potrafisz podaé¢ argumenty (przekonac), ze

trafnie odgadtles?

program PawelG:

var A: arrayof integer;

var n,i, k: integer ;

unit DrukujA: procedure;
var j: integer

begin
for j:=I to u do write( A(j)) od;
writeln

end DrukujA;

unit F: procedure;
var i: integer;

begin
if k=u+1 then
call DrukujA
else
fori:=1tou
do
if A(i)=0 then
A(l) :=k; k := k+1;
call F;
k := k-1; A(i):=0
fi;
od;
fi;
end F;
begin
readlnn;

array A dim(1:n);
for i := 1 to n do A(i) := 0 od;
k :=1;
call F;
writeln("Czytaj dalej")
end PawelG;

Wsparcie tej ksigzki na stronie WWW. Na stronie
http://...
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znajdziesz rozwigzania wybranych zadan, errate do-
strzezonych bledow, materialy uzupelniajace i po-
mocnicze etc.

Jak zainstalowaé¢ srodowisko do pracy z Loglanem?
Jesli chcesz eksperymentowé i1 tworzyé wlasne pro-
gramy w jezyku Loglan to powinienes wykonaé nie-
zbyt skomplikowanga instalcje.®

Linux. Wersja dla systemu operacyjnego Linux z
r. 2017, jest dostepna ze strony

https://sourceforge.net/projects/loglan82/
Wybierz Download i pingwina.

Windows. Istniejace wersje Loglanu dla systemu
operacyjnego Windows 7 i XP nie zadowalaja nas.
Ale dzialaja.

Nie mamy oferty dla systemu Windows 10.

Masz dwie mozliwosci.

1) Przeczytaj instrukcje dla instalacjii na Windows.
http://lem12.uksw.edu.pl/images/9/9b/Instaluj Loglan na-

_Windows.pdf

2) Sprobuj kompilatora i wykonawcy podobnego do

instalacji Linuxowej.

Obie wersje sa dostepne ze strony sourceforge.net.

https://sourceforge.net/projects/loglan82/

Wybierz Download i windows.

Zrodla. Jesli potrafisz, to mozesz eksperymento-
wac instalujac Loglan w nowym srodowisku: np. na
Raspberry pi lub na maszyny Apple.

Zrodla sa dostepne na
https://sourceforge.net/projects/loglan82/
Wybierz Code.

W minionych trzydziestu latach pieciokrotnie ubiegalismy
sie o grant. Bez skutku. Z pomoca kolegow i studentow utrzy-
mywaliSmy kompilator i przenosiliSmy na nowsze platformy,
mniej wiecej do r. 2017. Teraz juz nie dajemy rady aktu-

alizowaé¢ system do wcigz zmieniajgcych sie platform Linux i
Windows.
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ROZDZIAY 2

Wprowadzenie

Cele. Rachunek programow AL jest rozwijany od
piecdziesieciu lat z okladem. Naszym zamierzeniem
bytlo stworzenie narzedzi uzytecznych w pracach nad:

1° tworzeniem specyfikacji tj. wymagan,

2° budowaniem oprogramowania implementujg-
cego te wymagania, oraz

3° sprawdzaniem poprawno$ci oprogramowania
z jego specyfikacja.

Do oznaczenia rachunku programoéw zywamy tez na-
zwy logika algorytmiczna. Oba terminy: rachunek
programow i logika algorytmiczna bedziemy stoso-
wacé zamiennie.

Pokazemy, ze:

e rachunek programéw jest wlasciwym narze-
dziem do wyrazania semantycznych wlasno-
sci algorytmow i struktur danych (w skrocie,
tworzenia specyfikacji oprogramowania).

e rachunek programow jest odpowiednim na-
rzedziem sluzacym do przeprowadzania ana-
lizy zgodnosci oprogramowania z zadang spe-
cyfikacja.

W tej ksiazce przedstawimy wiele przyktadow takich
analiz. Czasami spotykany jest termin weryfikacja
oprogramowania.

O weryfikowaniu programow mowi sie, ze jest rzecza
pozadang, ale nierealna, zbyt trudna. Przekonamy
Cie, ze poglad ten nie ma uzasadnienia. Moze traf-
niej jest uznaé¢ to za przesad.

e Pokazujemy jak specyfikacja moze byé¢ wyra-
zona w postaci zbioru formul rachunku pro-
gramow. Odnosi sie to do algorytmow, a takze
do struktur danych.
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e Przedstawimy przyklady dowodow popraw-
nosci oprogramowania wzgledem zadanej spe-
cyfikacji.

e Przedstawimy tez aksjomatyczna definicje je-
zyka programoéw iteracyjnch, deterministycz-
nych.

A dokladniej, bedziemy omawiaé¢ ciagg coraz bogat-
szych jezykow L; programowania obiektowego i roz-
proszonego. Za kazdym razem bedziemy przedsta-
wia¢ aksjomaty nowych konstrukcjii programistycz-
nych jakie pojawiala sie w jezyku L,.

Krotko mowigc chcemy Cie przekonaé do tezy, ze ra-
chunek programoéw to narzedzie, jakiego potrzebu-
jesz.

Nie mozemy obiecaé, ze stosujac rachunek progra-
mow rozwiagzesz kazdy problem pojawiajacy sie w
projekcie nad jakim pracujesz. Powinienes jednak
uzyskaé¢ lepszy wglad w nature tych problemoéow i
pewng bieglosé w stosowaniu narzedzi rachunku pro-
gramow.

W pewnym momencie dojdziesz do przekonania, ze
pracujac nad Twoim projektem poruszasz sie w ob-
rebie wielu roznych teorii algorytmicznych. Jest-
tak, poniewaz w kazdym module moga sie pojawié
nowe definicje czyli deklaracje funkcji, predykatow
(tj. funkcji boolowskich), instrukcji atomowych tj
nowych procedur. Do tego dochodza jeszcze moduly
klas, wspotprogramow i procesow oraz relacja dzie-
dz1czen1a Podsumowujac, drogi czytelniku jestes w
sytuacji pana Jourdain, ktory zaskoczony zostal in-
formacja, ze mowi proza. Aby nalezycie oceni¢ Twa
prace Twoj szef i/lub Twoj klient musza zdaé sobie
sprawe z ogromu ['woich kwalifikacji.

Jest tak dlatego, ze kazdy program zawierajacy de-
klaracje funkcji (lub procedury lub klasy) powinien
by¢ analizowany w swojej wlasnej algorytmicznej teo-
rii. Piszemy o tym obszerniej w podrozdziale 7?7 o
definiowaniu funkcji.



Czym jest program? Zgodzimy sie zapewne, ze

jest to napis. Ale na tym sprawa sie nie korczy.
Program jest opisem pewnej funkcji przeksztalcaja-
cej dane w wyniki. Pewne cechy programu koja-
rzymy z matematyka, np. w programie wystepuja
wyrazenia arytmetyczne i boolowskie. Ale uwaga in-
zyniera oprogramowania koncentruje sie na instruk-
cjach. Pewne instrukcje sa niepodzielne tj. atomowe.
Przykladami takich instrukcji sa instrukcja przypi-
sania (zmiennej wartosci wyrazenia), instrukcja dru-
kowania, instrukcja czytania, i in. Programista ma
do dyspozycji kilka operatoréw programotworczych:
zlozenie, instrukcja warunkowa, instrukcja powtarza-
nia for, instrukcja iteracji while. Kazdemu progra-
mowi P przypisujemy jego znaczenie dedace funkcja
ze zbioru W wartosciowan zmiennych w ten sam zbior
W. Nakpierw jednak trzeba okresli¢ czym jest obli-
czenie programau.
Inne wymagania nakladane na program, to wykony-
walnosé (inaczej efektywnos$é) programu. tj. sens
programu, jego znaczenie jest nam dane poprzez ob-
liczenie. Obliczenie operuje na danych jakie i my i
komputer mozemy “wzigé do reki’. Oznacza to tyle,
ze nie mozemy dziala¢ na nieskonczonych ciggach
rozwinieé¢ liczb niewymiernych, nie mozemy opero-
wa¢é na zbiorach nieskonczonych. Co wiecej, kolejne
wymaganie powiada kazda operacja musi byé¢ efek-
tywna. Inaczej moéwiac, nie mozesz magicznie, wy-
ciggnaé krolika z kapelusza. Obliczenia majg mieé
te sama ceche co dowod matematyczny — mianowicie
musza by¢ sprawdzalne, intersubiektywne, jak po-
wiadal prof. Grzegorczyk.

Ale po co napisano program? Lub inaczej mowigc
jakie wlasnosci ma mieé¢ program? Czy wystarcza
nam,ze program jest napisem akceptowanym przez
kompilator? Czy zadowalamy sie tym, ze program
dziala? I co to wlasciwie znaczy? Ot6z program
ma pewne wlasnosci syntaktyczne i bardziej nas in-
teresujace, wlasnosci semantyczne. Wtlasnoscia syn-
taktyczng pewnego programu P moze byé: wszystkie
identyfikatory w programie sa w nim zadeklarowane,
lub wystepuje identyfikator id i nie ma deklaracji tego
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identyfikatora, etc. Wlasnosci syntaktyczne odnosza
sie do tekstu programu. Mozna o nich powiedzie¢, ze
sa wlasnosciami statycznymi programu.

A wtlasnosci semantyczne? Wymienmy kilka pod-
stawowych wtlasnosci semantycznych: zatrzymywa-
nie sie programu czyli skoriczonosé obliczen, popraw-
nosé, rownowazno$Sé¢ programow, etc. Wlasnosci se-
mantyczne odnosza sie do obliczen programu. Sa to
wlasnosci dynamiczne, wystepuja podczas dynamicz-
nie zmieniajacej sie konfiguracji: ( lista instrukcji po-
zostajacych do wykonania, stan pamieci komputera

).

Pojecie algorytmu. Czlowiek posluguje sie algo-
rytmami od tysiacleci. Zdziwienie czytelnika moze
wywolaé¢ fakt, ze w starozytnym Babilonie znano i
stosowano skomplikowane algorytmy przedstawiana
liczb utamkowych w postaci sumy ulamkow o licz-
niku 1, np. zamiast utamka ? stosowano wyrazenie
5+ . Odkryto i codziennie uzywano (!) algorytmy
niezbedne do dodawania, mnozenia, etc. utamkow.
Ale potrzeba podania precyzyjnej definicji pojecia al-
gorytmu zaistniatla dopiero w XX wieku, gdy trzeba
byto rozstrzygnaé¢ problem istnienia lub nieistnienia
algorytmu rozstrzygajacego o wtasnosci takiej jak:
"formula o jest twierdzeniem arytmetyki“ itp. W
zwiazku z tym stworzono wiele réoznych definicji al-
gorytmu [].

Z, drugiej strony, gdy w latach czterdziestych dwu-
dziestego wieku skonstruowano programowane ma-
szyny liczace (komputery) konieczne stalo sie okre-
Slenie jakie programy komputer potrafi wykonywaé.
I otwarla sie puszka Pandory, niemal kazdy chce stwo-
rzy¢ swoj jezyk programowania.

Powstato tysigce jezykow programowania.
Zauwazmy, ze niewiele jezykow programowania stwo-
rzono z mysla o tym, by zapisywaé w nich programy
czytelne dla czlowieka. W wiekszosci przypadkow
autorzy jezyka koncentruja sie na tym by mozna byto
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zbudowaé¢ kompilator. !

Proponujemy, by tatwos¢ komunikacji pomiedzy czlo-
wiekiem — autorem programu i drugim czlowiekiem
— czytelnikiem programu stala sie glownym celem
przemystu softwarowego.

Teza Churcha-Turinga powiada, ze pomimo roéznic
wszystkie znane definicje algorytmu opisuja te sama
klase funkcji obliczalnych. popraw Ma_]qc na wzgle-
dzie bogactwo Jjezykow programowania i wielosé kon-
cepcji obliczalnosci zaniechamy préb podania defini-
cji pojecia algorytmu.

Natomiast warto przypomnie¢ istotne cechy algorytmu.
W pracy Kolmogorowa i Uspienskiego [KUb58] zawarto
w miare precyzyjne wyliczenie cech pojecia algorytmu,
na tyle jednak szerokie by obejmowalo wiele rozma-

itych koncepcji jakie pojawialy sie od poczatku XX

wieku.

a) Algorytm - wyznacza ciagg stanow (tj. algo-
rytm dziala dyskretnie)

b) Powtarzajac obliczenie algorytmu z tymi sa-
mymi danymi poczatkowymi otzymamy te same
wyniki.(algorytm dziata deterministycznie)

c) (kroki algorytmu sa dzialaniami elementar-
nymi)

d) Nie jest algorytmem przepis, ktory nie gwa-
rantuje osiggniecia wyniku.(wynik algorytmu
jest okreslony). W teorii przeplywow w sie-

ciach spotykamy metode Forda-Fulkersona, ktora

moze zapoczatkowac obliczenie nieskoriczone

i algorytm Edmondsa-Karpa, ktory zawsze zwraca

wynika. W tym przypadku réznica w tekscie-
algorytmu jest niewielka.

e) Algorytm opisuje odwzorowanie ze zbioru da-
nych w zbiér wynikéw (powtarzalnosé, uni-
wersalnosé zastosowan)

1Spr()buj przeczyta¢ program napisany w jezyku Postscript
lub Forth.
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Nieco historii. Bardzo istotne dla historii informa-
tyki bylo stwierdzenie, ze potrzebujemy wyrazen wy-
razajacych wlasnosci semanyczne programéw. Naj-
wczesniej pojawily sie prace analizujgce rownowaz-
nosé¢ programow. Nalezy tu wymieni¢ J. Yanoval] i
Sh. Igarashi. Niestety, nie udalto sie w pelni scharak-
teryzowaé¢ rOwnowaznosci programow, ani rOwnowaz-
nosé¢ (programow) nie determinuje semantyki progra-
mow. Niewiele udato sie osiggnaé¢ przy takim podej-
Sciu.

W 1967 pojawila sie praca E. Engelera, w ktorej wy-
kazal on, ze wlasnosé stopu programu wyraza sie for-
mula — nieskorniczong alternatywa.

Nieco inaczej podszedl do semantyki programéow R.
Floyd[].

Tworcy jezyka Algol 60 zamierzali do opisu skladni
dodac¢ opis semantyki poszczegolnych konstrukcji je-
zykowych. Zamiar ten jednak nie powiodt! sie.

Od poczatkow XIX wieku prowadzono prace zmierza-
Jace do uporzadkowania podstaw matematyki. Przy-
pomnijmy, ze w rachunku rézniczkowym mowiono o
wielkosciach nieskorniczenie matych, ale jednak roz-
nych od zera, itp. Gottlob Frege podal Zdania oznaj-
mujace i rola Fregego oraz Boole’a.

W latach 30 XX wieku Alfred Tarski [] podal defi-
nicje pojecia prawdziwosci formuty, odroznit wyra-
zenie zdaniowe (formula) od wyrazenia nazwowego
(term).

Definicja prawdziwos$ci, rozumienie termu jako na-
zwy funkcji w odpowiedniej strukturze algebraicznej,
formuly jako funkcji ze zboru wartosciowan zmien-
nych w zbior wartosci logicznych uderza programi-
ste: "przeciez to mowa o programowaniu“. Niestety,
Tarski nie rozwinal swojej koncepcji na algorytmy.
Dzisiaj zgadzamy sie z tym, ze jego wplyw na se-
mantyke wyrazen (w jezykach programowania) byt
decydujacy, ale nie podjal on wyzwania by opisa¢ se-
mantyke algorytmow. Badacze pracujacy w podsta-
wach matematyki zajmowali sie pojeciem obliczalno-
§ci. Charakteryzowali zbior funkcji obliczalnych. Nie
zajmowali sie jezykiem w ktorym funkcje obliczalne
moznaby zapisac.



Mtody adept "elektronicznej techniki obliczeniowej-
- taki termin funkcjonowal zanim wymyslono slowo
informatyka — mogl podziwia¢ jak pojecia spelnia-
nia i prawdziwosci odpowiadaly temu co napotykal
w swej pracy z "maszyna matematyczng'i progra-
mami dla niej. Rownoczesnie odczuwal pewnien nie-
dosyt uczac sie o funkcjach obliczalnych(tj. rekuren-
cyjnych) i porownujac to pojecie z praktyka obliczen
na komputerze (ta nazwa powstala duzo poézniej).

Alfred Tarski i Kurt Goedel znali sie i spotykali.
Mozna przypuszczacé, ze gdyby polaczyli swe wysitki,
to jeszcze przed Il wojna Swiatowa, mogtaby powstac
teoria programow komputerowych. Co6z, nie istniaty
wtedy komputery.

Jezyk termow (wyrazen nazwowych) i formul (wy-
razen zdaniowych) wymaga uzupetnienia o programy
(algorytmy).

Zdania o programach.
Rachunek programéw czyli logika algorytmiczna

Dzialania nieskorniczone w rachunku programoéow —
petla while i kwantyfikatory iteracji.

Tarski — pojecie spelniania.

Rozne definicje algorytmu, teza Churcha i brak
formul zdaniowych wyrazajacych wtlasnosci algoryt-
mow.

S. Kleene byl blisko. Twierdzenie o postaci nor-
malnej ... Zwiazek operacji minimum z konstrukcja
while jest oczywisty.

Garsé pytan. Zbieramy tu pytania z jakimi infor-
matycy powinni by¢é obeznani. Kazdy powinien sa-
modzielnie wyrobié sobie poglad jak odpowiedzieé¢ na
te pytania. W ten sposéb chcemy zacheci¢ do wyro-
bienia sobie swiatopogladu informatycznego.
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e Czy kompilator przeksztalci instrukcje przy-
pisania do najlepszej mozliwej postaci?

e Czy powstang kompilatory sygnalizujace blad
zapetlenia sie obliczen programu?

e Instrukcja for (przy spelnieniu kilku natural-
nych ograniczen) ma obliczenie skoriczone. In-
strukcja while moze mieé¢ obliczenia nieskon-
czone. Czy mozna sie pozby¢ tej instrukcji z
jezyka?

e Czym sa deklaracje funkcji i procedur wyste-
pujace w programie?

e Zbior funkcji obliczalnych = Zbiér funkcji pro-
gramowalnych.

Co z tego wynika?

e Czy tworcy jezyka Java slusznie postapili za-
braniajac instrukcji dealokacji obiektu? Czy
decyzja przyjeta przez autora jezyka C+-+ by
pozwoli¢ na uzywanie instrukcji delete jest
lepsza?

e Dynamiczna czy statyczna semantyka wielko-
$ci nielokalnych?

e Czy protokol alien call mozna zaimplemento-
waé w Javie?

e Czy komputery wielordzeniowe i protokot alien
call pasuja do siebie?

Cele tej ksigzki.

e nauczy¢ tworzenia programow w Loglanie,

e nie mozemy ograniczaé sie do nauki skladni,
konieczne jest rozumienie skutkéw umieszcze-
nia tej a nie innej linijki tekstu w programie,

e a wiec musimy opanowaé¢ semantyke ,

e na tym nie konczy sie nasze zadanie — pro-
gram powstaje po co$§, program ma rozwiazac
jakies zadanie,

e nauczmy sie argumentowania, ze nasz pro-
gram dobrze rozwiazuje postawione zadanie,
powinniSmy posiadaé¢ umiejetnosc¢ oceny kosz-
tow, a takze umiejetnosci obnizania kosztow
eksploatacji naszego oprogramowania, umie-
jetnosé optymalizacji oprogramowania.
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O skladni Jezyk programowania jest jezykiem sfor-
malizowanym, poniewaz tego wymaga kompilator. For-
malizacja ta nie moze przeszkadzac¢ czlowiekowi w ro-
zumieniu i analizowaniu programu. Bedziemy starali
sie trzymaé powyzszego — w celach dydaktycznych,
ale nie tylko. Zlozonosé jezyka Loglan (pomimo zwie-
zlej sktadni) jest tak duza, ze nie potrafimy dzis po-
daé¢ aksjomatycznej definicji semantyki Loglanu.

0.1. Prezentacja tresci. Przedstawimy rosnacy ciag
podjezykow jezyka Loglan. i dla kazdego z nich po-
staramy sie okresli¢ skladnie, semantyke i wirtualny
komputer realizujacy obliczenia programow napisa-
nych w tym jezyku. Semantyke bedziemy definiowaé
podajac odpowiednia definicje obliczenia. Podamy
tez aksjomaty rachunku programoéw odpowiednie dla
kolejnego podjezyka L,.

W kazdym rozdziale znajda sie przyklady dowodow
poprawnosci programow.

Formalizm oparty bedzie na rachunku programow
czyli logice algorytmicznej.

Poznawaé bedziemy rosnacy ciag podjezykow je-
zyka Loglan’82.

£0C£1CEQCEgC...El()CLOglan

i ciag coraz mocniejszych abstrakcyjnych kompute-
row
KoCKiC K CKsE ...KlOEVLP

a takze ciag teorii algorytmicznych
ToCTiCTaCTsC...To.
A oto kilka pierwszych podjezykow jezyka Loglan.
e Ly — jezyk instrukcji drukowania,
e £, — jezyk wyrazen (arytmetycznych, znako-
wych, boolowskich, )
e L, — jezyk programow liniowych, (ciagi (skon-
czone) instrukcji przypisania)
e L3 — jezyk programow elementarnych (instruk-
cje for oraz if),
e L, — jezyk programow z tablicami,
e L5 — jezyk programow iteracyjnych (instrukcje
while),



o 'L.o.glan

Kazdemu jezykowi £; odpowiada abstrakcyjny kom-
puter K;, ktory potrafi wykonywaé programy zapi-
sane w tym jezyku.

Wirtualny komputer K; potrafi wykonywac programy
napisane w jezyku £;. Swiatly programista potrafi
wykorzystaé¢ wiedze zawarta w teorii 7; by przedsta-
wié dowod, ze program napisany w jezyku £, ma takie
a nie inne wlasnosci semantyczne.

Bedziemy sie staraé¢, by rownoczesnie z definicja ko-
lejnego podjezyka L; podac¢ definicje algorytmicznej
teorii 7;. Teoria 7; ma dostarczac¢ aksjomaty i reguty
wnioskowania niezbedne do analizowania semantycz-
nych wlasnosci programow z jezyka £;. Zamiar ten
bedziemy realizowaé¢ dla jezykow opisanych w pierw-
szej czesci naszej ksigzki. Zapraszamy natomiast do
wspolpracy nad aksjomatyzacja jezykow zawartych
w czesciach nastepnych.

Kazdy program P wykorzystuje pewien zestaw na-
rzedzi programowania i w ten sposéb plasuje sie w
pewnym jezyku £,. Programy z jezyka £, wykonuje
komputer £;. Program moze byé¢ wykonywany z roz-
nymi danymi. Zbior danych jest nieskoriczony. Czy
mozna zawczasu (zanim oddamy program uzytkow-
nikowi) sprawdzié czy jest on poprawny? NIE! pisalo
o tym wielu autoréw por. ?77?.

Ale mozemy podjaé¢ sie proby udowodnienia, ze pro-
gram ma pozadane wtlasciwosci. Wlasciwosci seman-
tyczne - to nas interesuje!

Pelnosé. Mozna sobie zadawaé¢ pytania: czy wta-
snos¢ semantyczna W prawdziwa w realizacji na kom-
puterze K posiada dowod? popraw!Okazuje sie, ze
badanie wlasciwosci programu P € £; mozna przepro-
wadzaé¢ w teorii 7; lub w jej pewnym rozszerzeniu 7.”.
Teoria 7,7 jest w poréwnaniu z teoria 7; bogatsza o
nowe aksjomaty zdefiniowane przez deklaracje funk-
cji zawarte w programie P. W drugiej czesci zoba-
czymy, ze wzbogacenie moze tez polegaé na dodaniu
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calych nowych teorii — dzieje sie tak , gdy w progra-
mie pojawiaja sie deklaracje klas. Por. czesé druga
Programuj z klasa.

Tym, ktorzy lubig wyzwania proponujemy by wzieli
udzial w programie badania jakie teorie opisuja pro-
gramowanie z wspolprogramami i procesami. Nalezy
spodziewacé sie czegos nowego.

W kazdej warstwie obowigzuje ta sama definicja
pojecia programu. Program jest specyficznym blo-
kiem. Na blok sktadaja sie zbior (a dokladniej, ciag)
deklaracji D i cigg instrukcji I. Kolejne elementy tych
ciaggow sa oddzielone od siebie znakiem srednika; Po-
jecia te bedziemy definiowaé¢ na nowo w kazdym ko-
lejnym jezyku Z,.

Definicja 2.1. Niech D oznacza ciag deklaracji, niech I
oznacza ciag instrukcji.
Programem jest wyrazenie o nastepujacej strukturze

program Nazwa__programau,
D

begin
I

end
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Stlowa program, begin, end sa slowami
kluczowymi jezyka.

Nie uzywaj ich do oznaczania czego-
kolwiek. Zamiast pary slow: program
nazwa__programu, mMozesz napisac
krotko block. Tak, program jest blo-
kiem. O blokach piszemy obszerniej w
rozdziale 9, str. 167.

[ Uwaga dotyczaca sposobu pisania stow
kluczowych.

Dawno temu wymyslono nastepujaca za-
sade: stowa kluczowe w druku pojawiaja
sie jako polgrube, na tablicy pisane sa
za$ jako podkreslone.

koniec uwagi. |

Stow kluczowych uzywamy do organizo-
wania struktury programu. Tutaj sa to
nawias otwierajacy program, srodnawias
begin, nawias zamykajacy end. Slow
tych nie formatujemy w pliku zrodtlo-
wym programu, ale narzedzia edytujace
moga je pokazywaé w kolorze.

Zbior wyrazen poprawnie zbudowanych WFF kazdego
rozwazanego podjezyka £, jezyka Loglan jest suma
kilku zbiorow: zbioru wyrazen )V, zbioru deklaracji
D, zbioru instrukcji Z i zbioru programow WP.

WFF=WUDUZUWP

Omawiany w tym rozdziale zbior wyrazen W sklada
sie z kilku rozlacznych podzbiorow: zbioru wyra-
zen arytmetycznych typu catkowitoliczbowego WZ,
zbioru wyrazen arytmetycznych typu rzeczywistego
— real WR (inaczej, termoéw), zbioru formutl (inaczej
zbioru wyrazen boolowskich) W3, zbioru wyrazen zna-
kowych WC, zbioru wyrazen typu string WS.

W=WIUWRUWBUWCUWS

Z kazdym jezykiem [; zwigzemy odpowiedni abs-
trakcyjny komputer ;. Jest to abstrakcyjna maszyna
wirtualna. Nie zastanawiamy sie nad jej realizacja w
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komputerze. Z drugiej strony jest oczywiste, ze ope-
racje jakie wykonuje ta maszyna sa efektywne (tj.
obliczalne). rozwin Bedziemy tez moéwié wirtualny
procesor loglanowski — VLP. Komputery K; tworza
ciag maszyn coraz mocniejszych i przyblizaja logla-
nowski procesor wirtualny VLP.

Program logiki algorytmicznej. Lub inaczej, ko-
lejne pytania i zadania jakie prowadza do skonstru-
owania i zastosowan rachunku programow. Rachunek
programow to inna nazwa logiki algorytmicznej.

(1) Czy (algorytm) program jest tekstem?

(2) Czy obliczenie algorytmu jest wyznaczone przez
jego tekst? NIE. Sa ciekawe przyklady algo-
rytmow o zupelnie roznych obliczeniach gdy
zastosowano je w roznych strukturach danych

(3) Odrozniamy wlasnosci syntaktyczne progra-
mow (algorytmoéow) od wlasnosci semantycz-
nych. Te pierwsze sa nieciekawe, nietrudne w
analizie. Np. ...Wlasnosci semantyczne sa
niebanalne. TAK!. Poniewaz ...

(4) Czy mozna dowodzi¢ wlasnosci semantyczne
programow. TAK!

(5) W tym celu nalezy wyrazi¢ wlasnosé seman-
tyczna przez odpowiednia formute.

(6) Wykazanie, ze formula ta jest prawdziwa to
to samo co wykazanie, ze prawda jest iz wla-
snos¢ semantyczna programu zachodzi.

(7) Wymaga to wyjscia poza jezyk pierwszego rzedu.
Wprowadzamy formutly algorytmiczne.

(8) Jezyk zawiera trzy rodzaje napisow: termy,
formuly i programy

(9) Nalezy skonstruowac system aksjomatow i re-
gul wnioskowania pozwalajacy przeprowadzac
dowody formutl algorytmicznych, a wiec se-
mantycznych wlasnosci programow.

(10) Zbadac taki system, czy nie zawiera sprzecz-
nosci i czy jest kompletny.

(11) Gromadzi¢ doswiadczenia w stosowaniu na-
rzedzia jakim jest rachunek programow.
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ROZDZIAYt 3
£, Wyrazenia

L1G Ly G L3 G LG Ly &L G Ly G Ly G Lo G Ly

Ten rozdzial poswiecony jest wyrazeniom. Wy-
razenia, potocznie nazywane wzorami, sa niezbed-
nym skladnikiem kazdego jezyka programowania. Co
wazniejsze, nie sposdéb zrozumieé¢ jak dany program
dziala, bez zrozumienia semantycznej tresci wyrazen
w nim wystepujacych. Pewne wyrazenia mozna za-
stgpi¢ innymi, rownowaznymi. To jest klucz do ulep-
szania programu.
Z drugiej strony, jedno i to samo wyrazenie moze
mie¢ zupelnie inny sens w réoznych miejscach tego
samego programu. Wartos¢ wyrazenia zalezy od kon-
tekstu w jakim wystepuje.

Kazdy jezyk programownia £ jest ukladem dwu
zbiorow: alfabetu A oraz zbioru napiséw poprawnie
zbudowanych W

L=(AW).

Z kolei zbior W = £UZ UD. Zbior £ jest zbiorem
wyrazen arytmetycznych, Boolowskich, znakowych,
napisowych i innych, o ktorycych opowiemy w dal-
szych rozdziatach. Zbiér 7, to zbior instrukcji. Zbior
D jest zbiorem deklaracji. Jezyk £, rozszerza je-
zyk L, i wprowadza wyrazenia oraz instrukcje czyta-
nia read. Omowimy nie tylko skladnie wyrazen, ale
takze przypisane im znaczenie, tzn. ich semantyke.
Podreczniki programowania, na ogot, nie poswiecaja
odpowiedniej uwagi wyrazeniom i ograniczaja sie do
przedstawienia skladni wyrazen.

W tym rozdziale omawiamy wyrazenia pieciu typow
pierwotnych, ich semantyke oraz wlasnosci dzialan
na elementach tych typow i relacji jakie zachodza
pomiedzy elementami. Typy pierwotne to integer,

17



real, Boolean, char (znak), string (napis). Wyraze-
niom typow integer oraz real nadaje sie wspolna na-
zwe: wyrazenia arytmetyczne. Znaczeniem wyraze-
nia catkowito-liczbowego integer jest k-argumentowa
funkcja ze zbioru liczb catkowitych Z w zbior Z. Np.
Znaczeniem wyrazenia axr’+br+c jest cztero-argumentowa
funkcja
(az® 4 bz +¢)z: Z* — 7.

Sposob obliczania wartosci tej funkcji jest oczywisty.
Zauwaz roznice

(az® 4+ bz + c)r: R* — R.

Ten sam napis moze oznaczaé zupetlnie inng funkcje.
Ponadto rozne napisy moga oznaczac te sama funkcje

((ax +b)x + c)p: R* = R.

To spostrzezenie uprzytamnia nam jak wiele mozna
zyskaé, lub straci¢, jesli potrafimy umiejetnie wy-
korzysta¢ wtasnosci dzialan. Wyrazenia Boolowskie
czyli formuly logiczne bezkwantyfikatorowe to takze
opisy funkcji. Tym razem wartosci funkcji to prawda
lub falsz. Poprzednie uwagi stosuja sie do wyra-
zen boolowskich. Wyrazenia arytmetyczne stanowia
wazny sktadnik instrukcji przypisania (o tym piszemy
w nastepnym rozdziale) a takze stanowia czskladnik
wyrazen Boolowskich. Wyrazenia boolowskie stano-
wig wazny skladnik instrukcji warunkowych iforaz
instrukcji iteracji while.
Pozostatle dwa typy wyrzen tez sa wazne.
Wiec jesli chcesz nie tylko napisaé¢ program, ale i
zrozumieé jak on dziala? Jesli chcesz swemu pro-
gramowi nadaé¢ optymalna posta¢, by dzialtal bar-
dziej wydajnie, to musisz opanowaé¢ umiejetnosé za-
stepowania jednego wyrazenia innym réwnowaznym,
o mniejszym koszcie. Precyzyjna definicje semantyki
wyrazen zawdzieczamy Alfredowi Tarskiemu [Tar33].

Wyrazenia sa bardzo waznym skladnikiem zbioru
napisoOw poprawnie zbudowanych, tj. napiséow, ktore
nalea do jezyka. Wazne jest by, programista umial
udzielaé¢ odpowiedzi na pytania dotyczace skltadni,
semantyki i analizy wyrazen, podobne do wymienio-
nych ponizej:
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Sktadnia Czy dany napis w jest poprawnie napisanym

wyrazeniem?
Odpowiedzi na to pytanie udzieli kompilator.
Dzieki niemu, nauka tworzenia poprawnych
wyrazen przychodzi nam tatwo. Nie musisz
sie martwic¢. Jesli popelnites blad, to kompi-
lator wskaze Ci miejsce i rodzaj bledu.

Semantyka Czy wartosci wyrazen w i 0 sa rowne (tj. czy
jedno wyrazenie mozna zastapi¢ drugim?
Jaki jest koszt danego wyrazenia?
Czy jest do pomyslenia wyrazenie o mniej-
szym koszcie i rowne danemu?
Podobne pytanie to pytanie porownujace dwa
wyrazenia arytmetyczne, czy formuta (v < 0)
jest prawdziwa?

Analiza Czy potrafisz podaé¢ argumenty (dowod) uza-
sadniajgce Twoj osad? Czy napisany przez
kogos dowod rownosci w = 0 jest poprawny?
Czy argumenty w nim uzyte sa trafne?

Z jakich wlasnosci(tj. aksjomatow) typu pier-
wotnego (lub obiektowego) wyprowadzono po-
dany dowod?

Pytania z druglej i trzeciej grupy sa trudniejsze i
przyda sie mie¢ pewien trening matematyczny

W kazdym jezyku programowania zbiér wyrazen pelni
wazng role. Kazdy jezyk programowania definiuje
ten zbior w nieco inny sposéb. Roznice pomiedzy
wyrazeniami w jednym i w drugim jezyku progra-
mowania nie s ani duze ani istotne.

W rozdziale 10 zobaczymy, ze kazdy program moze
definiowaé zbior wyrazen na swoj sposob. Co wiecej,
przechodzac od jednego do drugiego modulu pro-
gramu zmieniamy Srodowisko i zbior wyrazen do-
puszczalnych w tym module. W tym rozdziale nie be-
dziemy przykltada¢ wiekszej wagi do réznic pomiedzy
definicjami wyrazen w rozmaitych jezykach, i przyj-
miemy, (bez zmniejszenia ogolnosci naszych rozwa-
zan,) uproszczone definicje wyrazen caltkowito-liczbowych
i wyrazen arytmetycznych typu real. W dalszych roz-
dzialach definicja wyrazenia bedzie sie zmieniaé. Nie
powinno Cie to zaskakiwac.
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Wyrazenia wystepuja tez w matematyce i we wszyst-
kich dziedzinach w ktorych matematyka jest stoso-
wana. Szerzej uzywana nazwa wzory jest bardzo cze-
sto spotykanym odpowiednikiem pojecia wyrazenia.
W jezykach programowania zbiér wyrazen dzieli sie
na zbior wyrazen arytmetycznych, znakowych i tek-
stowych i zbior wyrazen boolowskich. W podreczni-
kach logiki (matematycznej) zbior wyrazen dzieli sie
na zbior termow tj. wyrazen nazwowych i zbior for-
mul tj. wyrazen zdaniowych. Formuly bez kwanty-
fikatorow (tj. formuly otwarte) i wyrazenia boolow-
skie to mniej wiecej to samo.

W latach trzydziestych XX wieku Alfred Tarski opu-
blikowal prace [Tar33], w ktorej zaproponowal by
wyrazenia pojmowac jako opisy funkcji ze zbioru war-
tosciowan zmiennych w zbiér odpowiednich warto-
sci. W ten sposéb zapoczatkowana zostala nowo-
czesna semantyka wyrazen. Dla programistow ten
sposob myslenia jest naturalny: W programie wyste-
puja zmienne. W danej chwili zmienne te maja jakies
wartosci - jest to wartosciowanie lub inaczej stan pa-
mieci. W wyrazeniu wystepuja takze znaki dziatan
np. znak -+ reprezentujacy dzialanie dodawania ¢
i znak / oznaczajacy dziatania dzielenia ©. Znacze-
niem wyrazenia a +b-c jest wiec troj-argumentowa

funkcja, ktora kazdemu wartosciowaniu zmiennych

a b ¢

v przyporzadkowuje wartos¢ v, @ (v, ®v.). Po-

Ua Uy Uc
nizej podaJerny dokladnac deﬁmcy; znaczenia przypl-
sanego wyrazeniu. Na razie, zapamietajmy, ze dla
typu pierwotnego A wyrazeniu w przyporzadkowane
jest odwzorowanie w; ze zbioru wartosciowan zmien-
nych w uniwersum typu A

WA - AV—>A

Wspomnijmy w tym miejscu, ze szczegolna role
w pracy Tarskiego odgrywa nadzbiér zbioru wyrazen
boolowskich tj. funkcje zdaniowe. W wyrazeniach
tych dopuszcza sie kwantyfikatory Vv - dla kazdego
oraz 3 -istnieje. Tarski podal definicje spelniania i
prawdziwosci wyrazen logicznych.
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Zbior V zmiennych jest wyliczony w deklaracjach
programu i jest skonczony. Wartosciowanie v jest od-
wzorowaniem ze zbioru zmiennych VV w zbiér wartosci
A tj. elementéow ustalonego typu, v e AV.

Programy w jezyku £, dopuszczaja deklaracje zmien-

nych i stalych pieciu typow pierwotnych. Instruk-
cjami sa instrukcje drukowania. Zauwaz jednak, ze
teraz w instrukcjach jezyka £,, mozemy stosowaé bo-
gatszy repertuar wyrazen niz bylo to mozliwe w je-
zyku L.
Instrukcje drukowania sa elementem programu nie-
zbednym do ujawnienia obliczonych wartosci wyra-
zen. Raz napisany program mozna wykonywac¢ wie-
lokrotnie. Jesli w programie wystapia instrukcje czy-
tania (read) to ulatwi to nam eksperymentowanie z
zmienjacymi sie danymi poczatkowymi. W przeciw-
nym przypadku powtarzane obliczenia beda dawaly
powtarzajace sie wyniki.

Po kolei omowimy rézne rodzaje wyrazen: wyrazenia
catkowito-liczbowe WZ, wyrazenia typu real (z licz-
bami rzeczywistymi) WA , wyrazenia boolowskie W3,
wyrazenia znakowe WC, wyrazenia tekstowe (ang. string
expression) WS, wyrazenia tablicowe W7, wyrazenia
obiektowe WO.

Zbior wyrazen W jest unig zbiorow

W={WZUWAUWBUWCUWSUWT UWO}

Omowienie wyrazen tablicowych i obiektow tablic
odkladamy na pézniej. Wyrazeniom obiektowym i
obiektom poswiecimy wiele miejsca w drugiej cze-
sci tej ksigzki. Szczegolne wartosci wyrazen obiekto-
wych to obiekty wspolprograméw oraz obiekty pro-
cesow. O tym bedzie mowa w czesci trzeciej.

Najprostszymi wyrazeniami sa state (spotkaliSmy je
wczesniej) 1 zmienne. Zmienna z zadeklarowana jako
typu integer jest wyrazeniem typu integer. Oznacza
to tyle, ze wartoscia tej zmiennej jest liczba catko-
wita, a takze ze wartos tej zmiennej moze byé argu-
mentem dzialania dopuszczalnego w strukturze al-
gebraicznej integer czyli typie pierwotnym integer.
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podbnie jest z deklaracjami innych zmiennych, byé¢
moze innego typu. Ka

1. Przyklady programow

Obejrzyj te trzy przyktady. Zastanow sie co moze
zostaé wydrukowane. Uruchom te programy i sprawdz
czy trafnie odgadles.

Przyktad 3.1. Te trzy programy roznia sie. Wie-
lokrotne wykonanie programu Deltal zawsze zwraca
ten sam wynik. Program Delta2 moze byé¢ bardziej
uzyteczny. Kazde wykonanie tego programu wymaga
podania wielkosci a,b,c z klawiatury. Ale czuzytkow-
nik bedzie wiedzial czego program oczekuje?, Trzeci
program Delta3 nawigzuje dialog z uztkownikiem i

formuluje swoje oczekiania. .

program Delta3;
var a, b, c: real

begin

program Delta?2;

rogram Deltal;
prog var a, b, c: real

const a=2, b=5, c=1

begir, bergeI:dIn(a b.c); writeln("podaj wartosci a, b,c ");
wnt:ln(:ielta: , writeln(“delta=", rea.dln(a“,b,c); )
b*b-4*a*c) b*b-4*a*c) writeln(*'delta=",
end end b*b-4*a*c)

end

I jeszcze jeden przyklad. Jaka role odgrywaja de-
klaracje var zmiennych » i y?

Przyktlad 3.2. W tym przykladzie wystepuja wyraze-
nia typu znakowego i zdaniowego.
program znaki;
var x: real, y: integer;
const a="a’, b=5, c="Witaj"
begin
writeln(c," ', a, b*b+x+y)
end

2. Typy pierwotne

Typy pierwotne: Boolean B, integer Z, real R, char
(znak) C, string(napis. tekst) S sa strukturami alge-
braicznymi. Ma to dla nas znaczenie o tyle, ze struk-
tura algebraiczna to nie tylko zbiér wartosci, lecz
takze dzialania na wartosciach — elementach struk-
tury. Programisci stosuja nazwe struktury danych,
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majac na mysli typy zlozone definiowane przy po-
mocy klas i wskaznikow. Warto ta nazwa objaé¢ takze
typy pierwotne.

Zaklada sie, ze wirtualny komputer potrafi realizo-
wacé dzialania opisane w wyzej wymienionych struk-
turach?.

2.1. Typ integer. Typ integer jest struktura alge-
braiczna

Z=(Z,® 0,®+ modulo,& g )

elementami struktury Z sa liczby caltkowite. Dziata-
niami tej struktury sa dodawanie ¢, odejmowanie 0O,
mnozenie ®, dzielenie calkowito-liczbowe = i reszta z
dzielenia tj. operacja modulo. W strukturze Z mamy
dwie relacje & rownosci i & mniejszosci.

Kazda z pieciu operacji jest dwuargumentowa

B IxI—>7 dodawanie
O (ZIxZ—=Z odejmowanie
® IxIZ—=Z7 mnozenie

= Zx{Z\{0}} = Z dzielenie catkowitoliczbowe
modulo :Z x{Z\{0}} - Z reszta z dzielenia catkowito liczbowego

i dwie dwuargumentowe relacje (lub jesli wolisz dwie
funkcje charakterystyczne relacji)
&:Zx7Z—{0,1} rownosc
&:Zx7Z—{0,1} mniejszosc

2.2. Typ Boolean. Ten typ to znana dwu-elementowa
algebra Boole’a. Uniwersum sklada sie z dwu ele-
mentow 0 i 1, oznaczajacych odpowiednio wartosci
falsz i prawda. W algebrze tej rozwazamy dzialania
dwuargumentowe: kresu gornego U i kresu dolnego
N oraz jednoargumentowe dzialanie uzupelnienia —.
Inne operacje moga by¢ zdefiniowane przy pomocy
tych trzech.

By = ({0,1},U,N, =)

1By(‘: moze zastanawiasz sie dlaczego nie mowimy o innych
typach pierwotnych np. long int, etc. Po poerwsze znaczenie
tych nazw zmienia sie dos¢ szybko. Co wazniejsze pragniemy
omowié wlasnosci dzialan, bo to jest wzniejsze.

23



ul0 1 nj0 1 01
111 101
Przy pomocy powyzszych tablic mozemy okresli¢ ta-

belke dzialania relatywnego pseudouzupelnienia —,
ktore definiujemy w ten sposob

d
a—>b:f—an.

-lul0 1 -0 1
czyli
1/0/0 1 1/0 1

2.3. Typreal. Tastruktura danych to zbior R liczb
rzeczywistych (w Twoim komputerze bedzie to pe-
wien podzbior zbioru liczb wymiernych). Dla na-
szych rozwazan mozemy jednak przyja¢, ze mamy
do czynienia ze zbiorem liczb rzeczywistych wraz z
odpowiednimi dziataniami i relacjami.

R=(R®0,®0,6,& )

Mamy tu cztery dziatlania dwuargumentowe:

®:RxR—R dodawanie
©:RxR—R odejmowanie
®: RxR—R mnozenie

©: Rx{R\{0}} - R dzielenie.

Zwro¢ uwage na dziedzine operacji dzielenia. Wy-
nik dzielenia nie jest okreslony gdy dzielnik jest rowny
0.

Ponadto mamy, dwie dwuargumentowe relacje (lub
jesli wolisz dwie funkcje charakterystyczne relacji)
&: RxR—{0,1} rownosc
&: Rx R—{0,1} mniejszos¢

2.4. Typ znakowy - char. Ten typ to skonczony
zbior znakow jakie moga byé wprowadzane z klawia-
tury lub wyswietlane na ekranie.

C = <A7 "'Z7 07 1"'7 97 +7 _7 )7 (7 *7 &7 %7 $7 #7 !7 >'

Nie ma zadnych operacji na znakach. Kazdy znak
jest atomem. Jedyna relacja to relacja réownosci zna-
kow.
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Uwaga. W kolejnych rozdziatach wprowadzimy funk-
cje ord 1 char.

ord: C = Z

chr: Z — C

[ przy ich pomocy okreslimy relacje mniejszosci w
zbiorze znakow.
Koniec uwagi

2.5. Typ tekstowy - string. Elementami tego typu
sa skonczone ciagi znakow. W jezyku programowa-
nia Loglan’82 programista nie ma wielkiego wyboru,
moze zadeklarowé¢ stala typu string. Program nie
moze wykonywacé¢ zadnych dziatan na stringach. Je-
dynie podczas drukowania (instrukcja write) dokony-
wana jest konkatenacja tekstow. Program nie moze
wykorzysta¢ wyniku konkatenacji tekstow.

Wiele jezykow, np. C, C++, Java i in. zezwala na
przypisywanie zmiennym tekstowym wyniku konka-
tenacji dwu tekstow i dopuszcza inne dzialania na
tekstach.

W Loglanie programista moze przypisa¢ zmmiennej
typu string wartosé¢ pewnej stalej tekstowej.

3. Sktadnia wyrazen

W jezyku £, zachowana zostaje opisana wczesniej
struktura programu. Zbiér deklaracji zawiera dekla-
racje zmiennych i stalych typow pierwotnych. Zbior
wyrazen jezyka £, jest znacznie bogatszy od zbioru
wyrazen dopuszczalnych w jezyku £,. Zbiér instruk-
cji instrukcje drukowania, ale zauwaz, wystepujace
w nich wyrazenia sg teraz bardziej zlozone. Dla wy-
gody eksperymentatora opisujemy tez instrukcje read
— wczytywania wartosci zmiennych.

3.1. Deklaracje zmiennych i stalych.

Definicja 3.1. Niech v oznacza identyfikator, w niech
bedzie nazwa pewnego typu pierwotnego, w € {Bo-
olean, integer, real, char, string}. Deklaracja zmien-
nej ma nastepujaca postac

var v:w
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Mowimy: zmienna v jest zadeklarowana, a takze,
zmienna v jest typu w.
Przyklady i skroty
var x: integer;
var b12: Boolean;
var c2: char;
var y: real;
var n: string;

Deklaracje zmiennych powinny byé¢ oddzielane zna-
kiem Srednika.
Mozna laczyé deklaracje np.

var c2:char, y: real, n: string;
Nazwa typu pierwotnego Boolean moze rozpoczynacé
sie od matej litery.
Obie deklaracje sa poprawne

var b12:; boolean; var b13: Boolean;
Mozemy tez napisaé
var b12, b13: boolean;

Podobnie wyglada deklaracja stalej. Niech v bedzie
identyfikatorem. Niech 7 bedzie wyrazeniem typu
pierwotnego.

Definicja 3.2. Napis postaci
const v =171

Jjest deklaracja stalej . Typem stalej v jest typ wy-
razenia 7.

Przyktlady

const c1=17;

const c2=17.01;

const c3="v’;

const c4="Witaj swiecie",
const c15= (cl+4c2)/2;

Typy stalych cl, c2,c3,c4 sa latwe do odgadniecia.
Czy potrafisz wskazac¢ typ stalej c15?

3.2. Wyrazenia typow pierwotnych. Zmienne i stale
sa najprostszymi (atomowymi) wyrazeniami. Niech
T bedzie jednym z pieciu typow pierwotnych. Kazdy
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z pieciu zbiorow wyrazen typu pierwotnego T jest al-
gebra A;. Dzialaniami tej algebry sa funktory dziatan
w typie T7.77

3.2.1. Wyrazenia calkowito-liczbowe WZ. Podana
ponizej definicja wyrazenia catkowito-iczbowego rézni
sie od definicji jaka znajdziesz w Loglanie i wiekszo-
$ci innych jezykéw programowania. Na ile istotna
jest ta roznica? Sprobuj odpowiedzieé na to pytanie
rozwigzujac ¢wiczenie ...

Definicja 3.3. Zbior wyrazen calkowito-liczbowych
jest to najmniejszy zbiér napisow W2Z taki, ze

(1) kazda zadeklarowana zmienna calkowito-liczbowa
2z nalezy do zbioru W2z, » € WZ, kazda liczba
calkowita c nalezy do zbioru Wz, c ¢ WZ, kazda
zadeklarowana stala calkowito-liczbowa na-
lezy do zbioru W2Zz,

(ii) jesli do zbioru WZ naleza napisy r, oraz ,, to
do zbioru W2Z naleza tez napisy

(11 4+ 72), (11 — 1), (11 * 7), (1 div =), (7, mod n).

Przyklady wyrazen catkowito-liczbowych
...Dla dalszych rozwazan istotne jest nastepujace
spostrzezenie

Lemat 3.1. Zbior WZ wyrazen catkowito-liczbowych
jest algebra z dziataniami
+ WZXWZ - WZ
—WZEZXWZ > WZ
x: WZXWZ > WZ
div: WZ xWZ > WZ
mod: WZ xWZ - W2Z

okreslonymi w nastepujacy sposoéb:
e dla kazdego funktora dwuargumentowego {+, —, *, div, mod},
wyliczonego powyzej i kazdej pary termow n,
i » wynikiem dziatania + jest term (r; + ), ...
wynikiem dzialania mod jest term (rymodn),
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e kazda liczba i kazda stata catkowito-liczbowa
jest wynikiem dziatania zero-argumentowego.

Zbior zmiennych calkowito-liczbowych jest zbio-
rem generatorow tej algebry. Oznacza to tyle, ze

Lemat 3.2. Dowolne odwzorowanie
vV —=J
moze byé¢ rozszerzone do homomorfizmu
h: WZ — J

Rzeczywiscie, funkcje h definiujemy przez induk-
cje:

1) dla kazdej zmiennej catkowito liczbowej z, h(x) =
v(z),

2) dla kazdej liczby i kazdej statej h(c) =,

3) przypusémy, ze term 7 jest postaci (rn, © n),
znak © oznacza jeden z pieciu funktorow dwu-
argumentowych, i zalomy ze funkcja h jest
okreslona dla termow 7, 1 », kladziemy

h(m1 ® 1) = h(m) © h(72).

Szczegolny przypadek, warty rozwazenia to rozsze-
rzenie funkcji

s:s:V—>WZ.

Zgodnie z powyzszymi uwagami funkcje s mozemy
rozszerzyc na caly zbior WZ wystarczy przyjac

s(nom) L (s(n) ® s(m))

Przyklady

Kazde wyrazenie caltkowito-liczbowe r moze by¢ przed-
stawione jako drzewo. Uwaga o rozszerzeniu funkcji
s sprowadza sie do latwej obserwacji:Dla kazdego wy-
razenia catkowito-liczbowego 7, zbior lisci drzewa D,
tego wyrazenia jest rowny zbiorowi zmiennych oraz
stalych catkowito-liczbowych wystepujacych w tym
wyrazeniu.
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3.2.2. Wyrazenia boolowskie. Wyrazenia boolow-
skie odgrywaja bardzo wazna role w programowa-
niu — dwie wazne konstrukcje programotwoércze: in-
strukcja warunkowa i instrukcja iteracji, wymagaja
napisania wyrazenia boolowskiego. Ponadto, przy
pomocy wyrazen boolowskich definiuje sie budowe
komputera i sposdb realizacji dziatan na liczbach cat-
kowitych.

Definicja 3.4. Zbior wyrazen boolowskich to naj-
mniejszy zbior napisow WB taki, ze

(1) Zmienna ¢ zadeklarowana jako boolean, na-
lezy do zbioru WB, stala c zadeklarowana jako
boolean, nalezy do zbioru W3, napisy “true*
oraz ’false” naleza do zbioru WB.

(ii) jesli napisy 7 oraz v sa wyrazeniami arytme-
tycznymi, to do zbioru WB naleza tez napisy
postaci

(t=v), ((T#v), ((T<v), (FT>v), (T
v), (t>v).

(iii) jesli napisy a i 8 naleza do zbioru WB, to do

zbioru WB naleza tez napisy postaci
(v or f), (o and ), not «

3.2.3. Wyrazenia arytmetyczne typu real.

Definicja 3.5. Zbior wyrazen arytmetycznych typu
real jest to najmniejszy zbiér napisow WR taki, ze
(i) kazda zmienna » ktora zadeklarowano jako
typu real nalezy do zbioru WR, » € WR, kazda
liczba rzeczywista c nalezy do zbioru WR, c ¢
WR, kazda zadeklarowana stata typu real na-
lezy do zbioru WR,
(ii) jesli do zbioru WR naleza napisy 7, oraz 7, to
do zbioru WR naleza tez napisy

(11 +72), (11 — 72), (11 % T2), (11 / T2).

Przyklady wyrazen typu real:

X, y gdy zmienne x i y sa zadeklarowane typu
real,

1.23, -2.34, 4.0E4

(x+(7.8-y))
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Uwaga. Ani te przyklady, ani podana powyzej sklad-
nia nie wyczerpuja definicji wyrazen arytmetyxznych
typu real!

3.2.4. Wyrazenia znakowe.

Definicja 3.6. Wyrazeniem znakowym jest zmienna
zadeklarowana jako zmienna typu znakowego lub statla
znakowa.

Przyktady.

3.2.5. Wyrazenia tekstowe.

Definicja 3.7. Wyrazeniem tekstowym jest zmienna
zadeklarowana jako string lub stala tekstowa.

Przyktlady.
“Witaj smutku”
S
Gdzie s jest zmienng zadeklarowang jako string.
drzewa wyrazen
bigskip
Kazde wyrazenie, niezaleznie od jego typu, moze byé
przedstawione w postaci drzewa.

Przyktlady.

3.3. Instrukcje. Instrukcjami jezyka sa polecenia
drukowania: write, por. sekcja 7.6 i polecenia read,
zob. ponizej.

3.4. Instrukcjaread. W tym podrozdziale poznamy
instrukcje read. Ta atomowa instrukcja pozwala przy-
pisa¢ zmiennej wartos¢ wprowadzang z klawiatury
komputera.

Przyklady
Skladnia
Polecenie wczytaj wartoS¢ w 1 przypisz ja zmiennej
ma nastepujaca postac

read(z)
Zmienna » moze by¢ zmienng typu integer, real, char
lub string?. Przypadek gdy zmienna z jest typu char

2Przypominamy, w obecnej wersji jezyka Loglan zmienna
typu string nie moze byé argumenteminstrukcji read
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Jjest najprostszy: jeden znak c naci$niety na klawiatu-
rze zostaje przypisany zmiennej z. Polecenie read(z)
gdy z jest zmiennag typu integer lub real spowoduje
odczytanie maksymalnie dlugiej sekwencji znakow,
ktora reprezentuje liczbe typu zgodnego z typem zmien-
nej ». Polecenie readln ...

Instrukcje read pozwalaja na zainicjalizowanie po-
czatkowego wartosciowania zmiennych.

4. Semantyka wyrazen

Znaczeniem wyrazenia jest odwzorowanie, ktore
danemu wartosciowaniu v zmiennych przypisuje ele-
ment ze zbioru wartosci U. Niech w bedzie wyraze-
niem, v wartoSciowaniem zmiennych —v:V — U.

wy UV =S U

4.1. Wyrazenia calkowito-liczbowe. Znaczeniem wy-
razenia calkowito-liczbowego 7 jest funkcja 7, ze zbioru
7V wartosciowan zmiennych w zbior liczb catkowitych

1 ZV — Z.

Obliczanie wartosci wyrazenia
Wartosé 7(v) wyrazenia 7 dla ustalonego wartosciowa-
nia v wyznacza sie zgodnie z nastepujaca procedura:
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Wyrazenie | wartos¢ 7(v) Wynosi
7 jest liczba I 7(v) g
7 jest stalg I 7(v) g
7 jest zmienng 2 7(v) 4 v(2)

(71 + 72) (n+7)0) L (1) ® ()

(n — ) (n=7)(v) £ (n(v)en©)

(11 % ) (i m)@) £ (n)@mn©)

(r, mod ) (ry mod )(v) af 71.(0) mod-ulo n(v)) gdy m(v) #0
nieokreslone w.p.p.
3

Podana powyzej definicja znaczenia cieszy sie dwoma
bardzo waznymi wlasnosciami

Lemat 3.3. Dla kazdego wyrazenia catkowito-liczbowego
71 dla kazdego wartosciowania zmiennych istnieje ob-
liczenie skonczone wartosci wyrazenia 7(v) , ktore ma
nie wiecej krokow niz dlugosé wyrazenia 7.

Dowo6d. Krok obliczenia polega albo na odczycie
wartosci zmiennej + w wartosciowaniu v, albo na wy-
konaniu odpowiedniej operacji na otrzymanych wcze-
$niej wartosciach podwyrazen r,(v) i (v). Dla termow
o dlugosci 1 teza jest oczywiscie prawwdziwa. Za-
l6zmy , ze teza jest pawdziwa dla wszystkich termoéow
o dlugosci nie wiekszej niz k£ Dowod przebiega przez
indukcje ze wzgledu na dlugos¢ wyrazenia O

Lemat 3.4. (o jednoznacznosci) Wartosé wyraze-
nia jest wyznaczona jednoznacznie. Jesli istnieja dwa
rozne obliczenia wartosci termu r dla wartosciowania
zmiennych v, to wyniki obliczen sa rowne.

Przyklady
pokaz jednoznacznosé Mozna oblicza¢ w réznych po-
rzadkach. Obliczenie odwiedza wierzcholki drzewa

3w rzeczywistosci wirtualny komputer wykryje taka sytuacje
i zglosi sygnal btedu "division by zero"
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wyrazenia ... Wyrazenia 7 : (4* (z x2)) — (92 4+ 5)) 1
n:((4xx—9)xz)+5 maja t¢ sama wartosS¢, wyznaczaja
te samg funkcje 7v: N - N

Zauwaz, ze calkiem rézne wyrazenia moga mieé¢ rowne
wartosci dla wszystkich wartosciowan, np. z+y i y+z.
Te spostrzezenia maja realng wartosé. Pomoga nam
w skracaniu tekstu programu i w przys$pieszaniu jego
obliczen.
Ogolne zadanie: dla dowolnego wyrazenia catkowito-
liczbowego w znajdz najbardziej optymalne réowno-
wazne wyrazenie, moze okazaé¢ sie bardzo trudne.
Co wiecej, umiejetnosé udowodnienia, ze pewne wy-
razenia w i 0 sa rowne, tj. funkcje wy 1 6y opisywane
przez te wyrazenia sa rowne, ma zasadnicza war-
tos¢ w procesie analizowania semantycznych wlasno-
§ci programu. Zobaczymy to wielokrotnie w dalszym
ciagu.
Zadania

Wtasnosci (aksjomaty) struktury integer, struk-
tury real.

4.2. Wyrazenia arytmetyczne typu real. Oblicza-
nie wartosci wyrazen arytmetycznych typu real defi-
niujemy w sposob analogiczny ... Znaczeniem wyra-
zenia 7 typu real jest funkcja 7 ze zbioru RV warto-
Sciowan zmiennych w zbior liczb rzeczywistych R

TR : RV — R.

Obliczanie wartosci wyrazenia
Wartosé 7(v) wyrazenia 7 dla ustalonego wartosciowa-
nia v wyznacza sie zgodnie z nastepujaca procedura:
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Wyrazenie | wartos¢ 7(v) Wynosi

T jest liczba | rw) Ly

7 jest stalg I 7(v) g

7 jest zmienng 2 7(v) g v(z)
(1 +7) (r+m)) £ (1) ®n()
(1 = 1) (n=m)) < () ©n()
(1 * 72) (rxm)©) £ (11(0) © 72(v)) )
d T1(v) © To(v T1(v 0

(r/7) (r/m)w) = {ni(ez)kres(lczileg yw;iij'é

Podana powyzej definicja znaczenia cieszy sie dwoma
bardzo waznymi wlasnosciami

Lemat 3.5. Dla kazdego wyrazenia 7 typu real i dla
kazdego wartosciowania zmiennych obliczenie warto-
§ci 7(v) istnieje obliczenie skonczone, ktore ma nie
wiecej krokow niz dlugosé¢ wyrazenia .

Dowo6d. Krok obliczenia polega albo na odczycie
wartosci zmiennej x w wartosciowaniu v, albo na wy-
konaniu odpowiedniej operacji na otrzymanych wcze-
$niej wartosciach podwyrazen 7,(v) i (v). Dla termow
o dlugosci 1 teza jest oczywiscie prawwdziwa. Za-
l6zmy , ze teza jest pawdzziwa dla wszystkich ter-
mow o dlugosci nie wiekszej niz k¥ Dowod przebiega
przez indukcje ze wzgledu na dlugosé wyrazenia O

Lemat 3.6. (o jednoznacznosci) Wartosé¢ wyraze-
nia jest wyznaczona jednoznacznie. Jesli istniejag dwa
rozne obliczenia wartosci termu 7 dla wartosciowania
zmiiennich v, to wyniki obliczen sa rowne.

Przyklady
Wyrazenia 7: (4* (xxx))— (92 +5)) in: (4*xx—9)*xz)+5
maja te sama wartosé, wyznaczaja te samag funkcje
w:N—>N

Zauwaz, ze catkiem rozne wyrazenia moga miec¢ rowne
wartosci dla wszystkich wartosciowan, np. z+y i y+a.
Te spostrzezenia maja realng wartosé. Pomoga nam
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w skracaniu tekstu programu i w przys$pieszaniu jego
obliczen.

Ogolne zadanie: dla dowolnego wyrazenia catkowito
liczbowego w znajdz najbardziej optymalne réowno-
wazne wyrazenie, moze okazaé¢ sie bardzo trudne.

4.3. Wyrazenia Boolowskie. Znaczeniem wyraze-
nia boolowskiego o jest funkcja oz, ze zbioru warto-
sciowan zmiennych w dwuelementowy zbior B,

ap,: By — By

Funkcja ta jest okreslona przez indukcje ze wzgledu
na dlugosé¢ wyrazenia w nastepujacy sposob: Niech
V oznacza zbior zmiennych. Wartosciami zmiennych
boolowskich sa albo true albo false. Czasami zamiast
true bedziemy pisaé¢ 1, a zmiast false napiszemy 0.

Wartosciowaniem zbioru zmiennych boolowskich
nazywamy odwzorowanie v: V — B, przypisujace kaz-
dej zmiennej boolowskiej wartosc boolowska ze zbioru
By = {true, false}.

Litera W oznaczac¢ bedzie zbior wartosciowarn zmien-
nych boolowskich W = B,".

Kazde wyrazenie boolowskie o« zbudowane wedlug
regul (i) - (ii) wyznacza funkcje ap, ze zbioru W w
zbior B,. Niech v oznacza wartosciowanie zmiennych
boolowskich.

Wyrazenie | Wartos¢é

true 1

false 0

(1 <v) val((t < v),v) = val(r,v)Qual(v, v)
q € VBootean | val(g,v) = v(q)

e val((—a),v) = —val(a, v)

(aVpB) val((aV 5),v) = val(a,v) Uval(B,v)
(A B) val((a A B),v) = val(a,v) Nwval(B,v)

Zwr6¢é uwage na roznice pomiedzy znakami v i U.
Pierwszy jest elementem alfabetu rozpatrywanego je-
zyka, drugi oznacza operacje alternatywy w dwuele-
mentowej algebrze Boole’a B,. Podobnie ...
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Funkcje val rozszerzymy na pozostale wyrazenia bo-
olowskie wykorzystujac wczesniej okreslone znacze-
nie wyrazen catkowito-liczbowych.

Jesli wartoscia wyrazenia boolowskiego o dla warto-
§ciowania zmiennych v jest true, to méwimy, ze war-
tosciowanie v spelnia warunek «o. Jesli kazde warto-
Sciowanie v spelnia warunek o, to mowimy warunek
(formutla) o jest prawdziwy.

?7? Napisaé¢ przyklad dlugiego wyrazenia boolow-
skiego 1 jeszcze jednego wyrazenia i zapytaé¢ o ich
rownowaznosc.

Optymalizacja? Dla dalszych rozwazan istotne jest
nastepujace spostrzezenie

Lemat 3.7. Zbior WB wyrazen boolowskich jest al-
gebra z dzialaniami

and: WZ xWZ - W2Z
or: WZxWZ - W2Z
not: WZ x WZ —- W2Z

okreslonymi w nastepujacy sposob:

e dla kazdego funktora dwuargumentowego {and or,not},
wyliczonego powyzeJ i kazdej pary wyrazen
boolowskich o i1 3, wynikiem dzialania and jest
wyrazenie boolowskie (o and ), wynikiem dzia-
lania or jest wyrazenie boolowskie (« or ), wy-
nikiem dzialania not jest wyrazenie boolow-
skie (not ).

e stale boolowskie true i false sa wynikami od-
powiedniego dzialania zero-argumentowego.

Zbior zmiennych boolowskich i zbior elementar-
nych wyrazen boolowskich postaci (1, ©n) (znak © re-
prezentujeznak edwnoséi, znak mniejszosci znak wiek-
szosci lub znak negacji takiej relacji) jest zbiorem
generatorow tej algebry. Oznacza to tyle, ze

Lemat 3.8. Dowolne odwzorowanie
v:V—=>J
moze byé¢ rozszerzone do homomorfizmu
h:WZ —J
36



Rzeczywiscie, funkcje h definiujemy przez induk-

cje:

Szczegolny przypadek, warty rozwazenia to rozsze-

1) dla kazdej zmiennej catkowito liczbowej z, h(x)

v(x),

2) dla kazdej liczby i kazdej stalej h(c) =,

3) przypusémy, ze term 7 jest postaci (r, © ),
znak © oznacza jeden z pieciu funktorow dwu-
argumentowych, i zalomy ze funkcja h jest

okreslona dla termoéw 7, i , kladziemy

h(m1 ® 1) = h(1) © h(72).

rzenie funkcji

s:s: V—>WZ.

Zgodnie z powyzszymi uwagami funkcje s mozemy

rozszerzyc na caly zbior WZ wystarczy przyjac

s(m1 © 1) 4 (s(11) © s(m2))

Przyklady

Nota 1. Kazde wyrazenie calkowito-liczbowe
(kazde wyrazenie arytmetyczne typu real, kazde
wyrazenie boolowskie ) moze byé¢ przedsta-
wione jako drzewo.

Lisémi tego drzewa sga zmienne i stale odpo-
wiedniego typu. Jesli wyrazenie jest zmiennag
lub stata to lisé¢ ten jest tez korzeniem drzewa.
W przeciwnym przypadku wyrazenie ma po-
staé¢ (w; ® wy). Korzeniem drzewa jest wtedy
operator ©. Lewym poddrzewem jest drzewo
odpowiadajace wyrazeniu w;.

4.4. Wyrazenia znakowe. W Loglanie wartosciag wy-

razenia znakowego jest znak. W tej ksigzce i w je-
zyku Loglan na znakach nie wykonuje sie zadnych
operacji. Badz przygotowany na to, ze w innych jezy-
kach programowania mozesz napotkac¢ wiele dzialan
na znakach.
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4.5. Wyrazenia tekstowe. Stale tekstowe
Zmienne tekstowe
W Loglanie wyrazenia tekstowe sa bardzo proste, nie
ma operacji na tekstach.

5. Komputer K,

KeCKiCKClKE K CKsCE K K, E K Ky E Ko
Komputer Tarskiego Ten komputer oblicza wartosci
wyrazen poslugujac sie stosem.

Jak to dziata?

Stos wartosci

Elementami komputera sa: pamieé¢ czyli wartoscio-

wanie zmiennych (i statych) oraz kalkulator zajmu-

jacy sie obliczaniem wartosci wyrazen. Kalkulator z

kolei ma stos wartosci, aktualny symbol wejsciowy |,
. 1 tabele akcji

wierzcholek wejscie

stosu stala zmienna operator ( ) EoE
wartosé A B C D E F
operator A B C D Bilad Btad
( A B C D Bilad Btlad

Gdzie litery A, B, C, D, E, F oznaczaja odpowiednio,

nastepujace akcje:

A: wpisz wartosé stalej na (wierzcholek) stos,
B: odnajdz wartos$¢é zmiennej w pamieci v i wpisz
na wierzchotlek stosu,

C: przepisz operator na wierzcholek stosu,

D: przepisz nawias otwierajacy na wierzchotlek
stosu,

E: pobierz ze stosu (pop) cztery elementy: war-
tos¢ w,, operator ©, wartosé w;, i nawias otwie-
rajacy, oblicz wartosé¢ w = w, ©® w, i wpisz w na
stos. Jezeli czwartym elementem nie jest na-
wias otwierajacy to BLAD,

F: pobierz wartosé¢ w z wierzcholka stosu; jesli
stos jest niepusty to zgltos Blad w przeciwnym
przypadku zwroé obliczona wartosé wartosé

w.
Blad bledy roznego rodzaju powinny by¢ zglaszane
w odmienny sposdb.
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Twierdzenie 3.9. Niech v bedzie wartosciowaniem
zmiennych zadeklarowanych w programie. Niech 7
bedzie wyrazeniem catkowito-liczbowym.

A) Dla kazdego poprawnie zbudownego wyrazenia
catkowito-liczbowego r komputer K, poprawnie ob-
liczy wartosé 7(v) tego wyrazenia dla danego warto-
Sciowania v.

B) Jesli wyrazenie 7 zawiera btad sktadniowy, to zo-
stanie on zasygnalizowany.

Dowod. Dowod przebiega przez indukcje ze wzgledu
na dlugosé¢ wyazenia 7. teza indukcyjna? Jesli wyra-
zenie 7 jest zmienna z, to najpierw na stos zostanie
wprowadzona wartosé v(z), a w nastepnym kroku po
obejrzeniu symbolu EoE - koniec wyrazenia kompu-
ter zwroci te wartosc.

Podobnie bedzie gdy wyrazenie 7 jest stala.
Zalozmy, ze dla wyrazen krotszych niz k, liczba natu-
ralna teza twierdzenia jest prawdziwa. Rozpatrzmy
wyrazenie 7 postaci (r, © ). Z zalozenia indukcyj-
nego komputer poprawnie obliczy wartosé (v), a po-
tem wartos¢ w»(v) i na wierzhotku stosu beda: nawias
otwierajacy (, wartos¢ 7,(v), operator © i wartosé¢ n(v).
Z kolei na wejsciu pojawi sie nawias zamykajacy ).
Dowo6d punktu B. Co to znaczy napis 7 jest blednym
wyrazeniem calkowito-liczbowym? Rozpatrzmy po
kolei przypadki:

e brakuje nawiasu otwierajacego 7, © 1), lub
e brakuje pierwszego argumentu (©7,), lub
e brakuje operatora (r7), lub

e brakuje drugiego argumentu (r;0), lub

e brakuje nawiasu zamykajacego (r, © 7

Atomowe wyrazenie ? postac? W kazdym z tych
przypadkow komputer zasygnalizuje blad. O

Omow znaczenie punktu B. Jest to gwarancja odpor-
nosci na ataki. Komputer jest robust.

Rysunek
Tabela : Wejscie x Wierzcholek stosu —> Akcja
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6. Analiza

Komputer K, oblicza wartosci wyrazen. Wyraze-
nia opisuja odwzorowania ze zbioru wartosciowan w
zbior wartosci odpowiedniego typu. Nietrudno za-
uwazyé, ze wiele wyrazen opisuje te sama funkcje.
Mozesz to potwierdzaé eksperymentujac i drukujac
wyniki. Jak rozpoznaé¢ rownosé wyrazen? Jak dowo-
dzi¢ prawdziwosci wyrazen boolowskich postaci 7 =
7?7 Umiejetnosé rozpoznawania wyrazen opisujgcych
te same odwzoworowania ma znaczenie praktyczne.
Porownaj wyrazenia (a+0)? 1 bxb+ba+a®+ab. Pierwsze
wyrazenie wymaga dwu dzialan, a drugie wymaga
czterech mnozen i trzech dodawan. Jesli nasz pro-
gram bedzie musial powtorzyé obliczenie milion razy
to mozna zaoszczedzié bardzo wiele.

7. Aksjomaty typow pierwotnych

Testowanie czy dowodzenie?

Analiza programu dokonywana jest w odpowiedniej
teorii. W jezyku £, omawianym w tym rozdziale,
teoria jest wyznaczona przez zestaw deklaracji pro-
gramu i zestaw aksjomatow. W zbiorze £, progra-
mow, kazdy program ustala zbiér zmiennych. Wyra-
zenia nie moga zawierac¢ zmiennych (lub odpowiednio
stalych) niezadeklarowanych. Typy pierwotne uzyte
w tych deklaracjach decyduja o tym jaki zestaw ak-
sjomatow jest niezbedny w trakcie analizy programu.
Ponizej podajemy pie¢ zestawow dla kazdego typu
pierwotnego. Poczynajac od jezyka £, deklaracje pro-
gramu beda mogly zawieraé¢ definicje funkcji, proce-
dur, klas. W takim przypadku zestaw niezbednych
aksjomatow bedzie musial byc odpowiednio bogat-
SzZy.

7.1. Aksjomaty algebry Boole’a. Wyrazenia Boolow-
skie, tj. formuly otwarte, mozna analizowaé postu-
gujac sie semantyka opisang powyzej. Jest jeszcze
inna droga, mozna przeksztalca¢ wyrazenia Boolow-
skie w inne, rownowazne wyrazenia postugujac sie,
podanymi ponizej aksjomatami algebr Boole’a.
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Ponizej podajemy zestaw aksjomatow.

(11) VmbeBOan:bUa Va,beBOaﬂb:bﬂa
dziatania U i N sa przemienne

(1) Vapeen,aU(bUc)=(aUb)Uc VabeeB, @ N (bNec) = (an
dziatania U i N sa laczne

(13) va,bGBo (a N b) Ub=1b Va,beBO (CL N (CL U b) =a
prawa pochtlaniania, tj. prawa absorpcji

(1) Vapeen,an (bUc) = (anb)U(anc) aU((bne)=(aUb)N(al
prawa rozdzielnosci dzialan Ui n wzgledem sieb

(15) va,beBo (a N —CL) Uub=1> Va,beBO (CL U —a) Nb=>

zero (aN—a) i jednosé (aU —a)

W jezykach programowania operacje boolowskie sa
oznaczane inaczej, zazwyczaj tak.

Jezyk operacja
Matematyka | U n - T 1
Matematyka2 | v A - 1 0
Loglan or and not true false
C++, Java || && ! 1 0

Uwaga. Oprocz operacji or oraz and w jezyku Lo-
glan wystepuja dziatania orif oraz andif. Wiecej na
ten temat napiszemy w rozdziale 5 o programowaniu
elementarnym.
Koniec uwagi.

Czasami interesuje nas tylko odpowiedz na jedno py-
tanie: czy wartos¢ wyrazenia boolowskiego o jest
stale rowna true niezaleznie od wartoSciowania zmien-
nych wystepujacych w tym wyrazeniu. W takim
przypadku mozemy posluzyé sie ponizszym zesta-
wem aksjomatoéw - kazde wyrazenie o schemacie uje-
tym w jeden z ponizszych aksjomatéw ma stale war-
tos¢ true. Ponadto mozemy poslugiwacé sie regula
odrywania.
Jesli wyrazenia boolowskie a i (o« = 3) maja wartosé
stale rowna true, to wyrazenie 5 ma takze wartosc
rowna true.
Azy ((a= B) = (8= 0) = (a=1)))
Azy (= (aV ))
AI3 (8= (aVp))

24 ((a=0) = ((B=0) = ((aVp)=19)))
AI5 (A B) = a)
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AxG ((anp)=p)
7 (0= a)= (6= B)= (6= (aAB))))
zg ((a= (B=19)) & ((anp)=10))

Axg (A —a) = f)

Az ((a = (a A ) = —a)

Azyy (aV —a)
regula odrywania

R a, (o= p)
B

7.2. Aksjomaty liczb caltkowitych. Aksjomaty pier-
Scienia uporzadkowanego oraz zdanie stwierdzajace,
ze zbior liczb catkowitych dodatnich jest dobrze upo-
rzadkowany: kazdy niepusty podzbiér zbioru N liczb
catkowitych nieujemnych zawiera element najmniej-
SzZy.

Liczby calkowite tworza zbiér oznaczany integer
(lub Z), razem z niepustym podzbiorem N (liczb cal-
kowitych nieujemnych) i z dwoma operacjami dwu-
argumentowymi dodawania i mnozenia, oznaczanymi
przez + i -, ktore spelniaja nastepujace aksjomaty:

e (Przemiennosé¢) Dla kazdej pary liczb catko-
witych a,b zachodza rownosci

a+b=b+a oOraz a-b="=b-a,
e (LLacznosé) Dla kazdej trojki liczb catkowi-
tych a,b,c zachodza

(a+(b+c))=(a+b)+c) oraz
(a-(b-c))=((a-b)-c),
e (Rozdzielnos¢) Dla kazdej trojki liczb catko-
witych zachodzi

(a+b)-c=a-c+b-c

e (Jednosci) Istnieja liczby catkowite 0 i 1 takie,
ze dla kazdego a zachodzi

a+0=a oraz a-1=a,

e (Domkniecie w N) Jesli a i b s liczbami cal-
kowitymi nieujemnymi to liczby a+0 oraz a-b
tez sa liczbami catkowitymi, nieujemnymi,
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e (Addytywna odwrotnosé) Dla kazdej liczby
catkowitej a, istnieje taka liczba catkowita —a,
ze zachodzi

a+—a=0

e (Trichotomia) Dla kazdej liczby calkowitej a
zachodzi doktadnie jedna z trzech relacji: albo
a) liczba a jest nieujemna, albo b) liczba a jest
zerem a = 0 albo c¢) liczba —a jest nieujemna,

Vecz 6 >0Va=0Va<0

e (Dobre uporzadkowanie zbioru N) Kazdy nie-
pusty podzbior zbioru liczb caltkowitych, do-
datnich ma element najmniejszy.

Ostatni aksjomat ma inny charakter niz pozostale.
Uzyto w nim kwantyfikatora wigzacego zbiory (a nie
elementy). Nieco dalej, w rozdziale 5 podamy algo-
rytmiczny aksjomat liczb catkowitych, bardziej przy-
datny w analizowaniu algorytmow.

7.3. Aksjomaty liczb rzeczywistych. Do wniosko-
wania o wtasnosciach programéw wykonywanych w
strukturze liczb rzeczywistych bedziemy wykorzysty-
waé aksjomaty ciala uporzadkowanego Archimede-
sowskiego.

e (Przemiennosé¢ dodawania)
VoyerT+y=y+x ,
e (Lacznosé dodawania)
Vayzer (€ + (y+2)) = ((z+y) +2),
¢ (Rozdzielnosé mnozenia wzgledem dodawania)
Voyzer (@ +y) - 2=x-c+y-z
e (Jednosé dodawania)
JoerVeer® +0 =1,
e (Addytywna odwrotnosé)
Veerd zerT+ -1 =0
¢ (Przemienno$s¢ mnozenia
VoyerT Y =Y - T,
e (Lacznosé mnozenia)
Vayzer (@ (y-2)) = ((x-y) - 2),
¢ (Jednosé mnozenia)
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J1erVeerr -1 =1,
e (Odwrotnosé)
Voer® #0= 3 cpgz-271 =1
e (Porzadek w zbiorze R)
Veer (z < )
Voyrer (2 <yAy<z)=1z<z)
Ve,y(r <yVez=yVy<zx)

e (aksjomat Archimedesa) dla kazdej pary liczb

dodatnich 0 < y,y < z istnieje liczba caltkowita,
dodatnia k taka, ze » < k *y.

VyerVeer(0 <y <= ey <k -y)

tzn. przyjmujemy, ze dzialanie dodawania jest laczne,
przemienne i rozdzielne z dzialaniem mnozenia. Dla
kazdej liczby [ istnieje liczba o przeciwnym znaku —I,
taka, ze [ + -1 = 0. Dzialanie mnozenia jest laczne i
przemienne. Dla kazdej liczby [,1 # 0 istnieje liczba
I' taka, ze I’ = 1. Relacja < jest spojna, przechod-
nia, asymetryczna, przeciwzwrotna. Zachodzi prawo
Ve,y(r <yVax=yVy<y).

Ponadto zachodzi prawo Archimedesa dla kazdej pary
liczb dodatnich = > 0,y > 0,y < z istnieje liczba calko-
wita, dodatnia k taka, ze z < kx*y.

Nota 2. Zauwazmy, ze aksjomaty, bedace row-
nosciami, mozemy przedstawié graficznie jako
rownowaznosci drzew.

7.4. aksjomaty typu znakowego - char. O typie
znakowym (char) wiadomo, ze jest to skorniczony zbior.
Wystarcza wiec dwa aksjomaty. Pierwszy to (dluga)
alternatywa mowiaca, ze kazdy znak to
r="AVe = BV---voe=Z'Ve =0 - Ve = Ve ="+'Vve =) ..
Drugi to jeszcze dluzsza formuta stwierdzajaca, ze
kazdy element zbioru C jest rozny od pozostalych.

7.5. Aksjomaty typu pierwotnego string. W jezyku
Loglan’82 nie wystepuje operacja konkatenacji na tek-
stach. Ale instrukcje drukowania wlasnie te opera-
cje realizuja, dopisujac kolejne znaki i teksty do po-
przednio wydrukowanych. Natomiast w wielu innych
Jjezykach programowania konkatenacja napisow jest
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operacja jezyka wraz z licznymi innymi operacjami
na napisach.

7.5.1. Teoria konkatenacji. Drukowanie wydaje sie
byé czynnoscia oczywista i zrozumialya. Wtlasciwag dla
niego teorig jest teoria konkatenacji, sformulowana
przez Alfreda Tarskiego w XXw. Teoria ta jest nie-
rozstrzygalna. Dowod tego faktu podal w 2006 roku
Andrzej Grzegorczyk.

Aksjomaty teorii konkatenacji. Sygnatura tej teo-
rii zawiera operator konkatenacji (oznaczany *), stale
(tj. atomy) i rownosc¢.

x: 5x 5 =8

= Sx S — BO

Atomami sg wszystkie znaki ze zbioru Char.
Aksjomaty

(A1) Tk (yxz2)=(xxy)*z

rxy=zxu=((r=2zAy=u)V
(A2)

(Fu)((z*xw=zAwxu=y)V(zxw=zANw*xy=u)))
oraz pewna liczba aksjomatow opisujacych atomy tj.
znaki alfabetu np.

(A4) =('d" =z xy)
(A5) (9 =z +y)
(A6) </B/ 7&/ 7/)

W powyzszych trzech formutach nalezy napis o za-
stapi¢ przez symbol z alphabetu np. ’A’, a napis 3
zastgpi¢ przez inny element alfabetu np. ’9’, i po-
wtorzyé to wielokrotnie.

Pierwszy aksjomat nie budzi watpliwosci: drukowa-
nie jest operacja laczna — wszystko jedno czy naj-
pierw wydrukujemy stowo z+y a po nim stowo z, czy
tez najpierw wydrukujemy stowo z a po nim po kolei
stowa y 1 2.

Drugi aksjomat tez jest oczywisty: jesli wydrukowa-
lismy na dwa rozne spsoby ten sam napis. tzn. gdy
stowo z xy jest rowne stlowu zxu to albo 2 =21y =u
albo istnieje takie stowo w, ze r+w =21 wx*u =y lub
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zxw==x1wxy=u. Tarski objasnial ten aksjomat na-
stepujaco: Przypusémy, ze na polce ustawiono dwa
razy ciag ksigzek. Najpierw pierwsza osoba ustawita
podciag z, do tego dostawila (konkatenacja) podciag
y. Nieco poézZniej inna osoba na poélce ustawila naj-
pierw podciag z, a pozniej u. Jezeli w obu wypadkach
uzyskano to samo ustawienie ksigzek zxy = 2z xu, to
albo z =21 y =u albo istnieje taki podciag w ksmzek
ze rxw=z1w*xu=y albo zxw=21wx*xy=u.

z u
A\

gooks_ on__the shelf_werg __put__twice by dif ferent _persons

books _on__the shelf were put twice by different persons

T Y

rysunek potka z ksigzkami W tym przypadku stowo
w to _put twice.

books _on__the shelf _ were _put__ thce by _dif ferent __bersons

VvV Vv Vv
z w Y

Pozostale aksjomaty stwierdzaja, ze napisy o i 3 sa
niepodzielne i rézne.

Profesor Andrzej Grzegorczyk [Grz05] wykazal, ze w
takiej teorii (nawet z dwoma tylko atomami) mozna
reprezentowaé kazda funkcje programowalna.

Stad stosujac rozumowanie przekatniowe mozna wy-
prowadzié¢ nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.10. Teoria konkatenacji jest nieroz-
strzygalna.

Inaczej mowiac, postugujac sie tylko operacja kon-
katenacji i kwantyfikatorami mozemy zbudowaé for-
muly na tyle skomplikowane, ze nie istnieje jeden
ogolny algorytm rozstrzygania ich prawdziwosci.

W jezykach Java i C++4 operacja konkatenacji na
tekstach jest dopuszczalna. Z dowodu przeprowa-
dzonego przez Grzegorczyka wynika, ze nawet po
odrzuceniu pozostatlych typow w jezyku mozna wy-
razi¢ (zaprogramowaé¢) dowolna funkcje obliczalng.
Mitosnikow jezyka Snobol[] ta wiadomosé zapewne
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ucieszy. Rozdzial ten konczymy krotkim wprowadze-
niem w tworzenie najprostszych programow. Umie-
jetnosé drukowania napisow i liczb jest niezbedna dla
przeprowadzania wlasnych eksperymentéw z progra-
mami.

7.6. Drukowanie. W tym, nieduzym, podrozdziale
nauczymy sie drukowacé liczby i teksty. Jest to nie-
zbedne dla opanowania umiejetnosci tworzenia i uru-
chamiania wlasnych programoéw.

Jezyk L.

Lo CLiCLGLCLCL G LG LG Ly G Ly & Lig

W programach jezyka Ly, ciag deklaracji — D, jest za-
wsze napisem pustym, natomiast I — ciagg instruk-
cji, jest dowolnym skoriczonym, ciggiem instrukcji
atomowych postaci: writeln i write( ). Argumentem in-
strukcji write moze by¢é tekst lub znak lub wyrazenie
arytmetyczne. Niech s oznacza text, c oznacza znak,
7 oznacza wyrazenie arytmetyczne.
W jezyku £, wyrazeniem arytmetycznym jest liczba,
calkowita lub liczba z przecinkiem dziesietnym. Sa to
wyrazenia arytmetyczne najprostszej postaci. W ko-
lejnych jezykach zbiér wyrazen arytmetycznych be-
dzie zawiera¢ coraz wiecej napisow. Odpowiednio
zwiekszaé¢ sie bedzie zbior instrukcji drukowania.

Instrukcja Efekt

writeln wypisuj od nowego wiersza

write( “text”) WyPISzZ text

write('znak') Wypisz znak

write(T) wydrukuj wartos¢ wyrazenia 7
write(7:k) wydrukuj wartosc 7, na k pozycjach
write(7:k:m)  j.w., m znakéw po przecinku

Ciag kolejnych instrukcji write mozesz skrocic wg
tego wzoru

write(A); write(B); write(C); write(D);. .. ; write(M)
zastap przez
write(A,B,C,D,...,M).
Pare instrukcji
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write(argumenty);writeln
mozesz zastapié przez
writeln(argumenty).

Przyklady

program drukl;

begin
writeln(“Witaj!")
writeln;
writeln(“0123456789012345678901234567890");
write(3.1415926:12:7);write(" ');write('a’); writeln(3.1415926:12:3);
writeln(“0123456789012345678901234567890");
writeln("quick brown fox jumps over the leazy dog")

end

Abstrakcyjny komputer £,. Ta maszyna wykonuje
po kolei instrukcje programu i wypisuje na ekranie
odpowiednie znaki dopodki cigg instrukcji pozostaja-
cych do wykonania nie jest pusty.

Komputer wyposazony jest w pamieé¢ programu i ekran
(lub drukarke).

Drukowanie na ekranie przebiega nieco inaczej niz na
drukarce(papierze). Ta réznica nie powinna sprawiaé
Ci klopotu. RYSUNEK komputera K0

Wykonanie instrukcji writeln spowoduje przejscie do
nowej linii. Wykonanie instrukcji write('c’) polega na
wypisaniu znaku ’c’ na ekranie.

Zaawansowane drukowanie. Mozesz wzbogaci¢ re-
pertuar drukowanych znakéw. Urzadzenia druku-
Jace zdolne sa do drukowania znakoéw o ré6znym kroju
(ang. fonts).

Mozna takze kierowaé¢ drukowanie do pliku i przeka-
zywac takie pliki do p6zniejszego odczytywania.

Drukowanie wzbogacone. Drukowanie na ekranie
komputera mozemy urozmaicié¢ stosujac tzw. kody
ucieczki (ang. ESC — escape). Znak ESC ma numer
27 stad polecenie drukowania znaku chr(27).
Polecenie drukowania znakow potgrubych (ang. bold)

write( chr(27), "[1m")
Kolejne znaki pojawiajace sie na ekranie beda ’tlusciejsze’
- polgrube.
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Polecenie drukowania znakéw pochylonych - kursywa
write( chr(27),"[3m")
Kolejne znaki pojawiajace sie na ekranie beda dru-
kowane pismem pochylonym.
Polecenie drukowania znakéw normalnie
write( chr(27), "[Om")
Kolejne znaki pojawiajace sie na ekranie beda dru-
kowane normalnie.
Mozesz tez probowaé¢ wydrukowac tekst migajacy (ang.
blinking)
write( chr(27), "[5m")
lub odwracajac kolory tta i znaku (ang. reverse)
write( chr(27), "[7Tm")
Drukowanie znakow z podkresleniem (ang. under-
score) nastapi po wydaniu takiego polecenia:
write( chr(27), "[4m").
Mozesz drukowaé¢ znaki kolorowe:
write( chr(27), "[32m"); na zielono
write( chr(27), "[31m"); na czerwono
write( chr(27), "[30m"); na czarno
write( chr(27), "[33m"); na zo6lto
write( chr(27), "[34m"); na niebiesko
write( chr(27), "[35m"); magenta
write( chr(27), "[36m"); cyan
write( chr(27), "[37m"); na bialo
lub na kolorowym tle
write( chr(27), "[40m"); na czarnym tle
write( chr(27), "[41m"); na czerwonym tle
write( chr(27), "[42m"); na zielonym tle
write( chr(27), "[43m"); na zo6ltym tle
write( chr(27), "[44m"); na niebieskim tle
write( chr(27), "[45m"); tlo magenta
write( chr(27), "[46m"); tlo cyan
write( chr(27), "[47m"); na bialym tle
Polecenia sterujace polozeniem kursora na ekranie
Mozesz znacznie wzbogacié repertuar polecenn druko-
wania stosujac tzw. ‘“sekwencje ESC”. Zobacz program
ansitest.log. Cwiczenia na umiejetnosé planowania
wydruku ...
Wydrukuj tabelke
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Wydrukuj program

Drukowanie do pliku. Ten podrozdzial mozesz na
razie opuscic.
Program moze postugiwac sie plikami. W tymm miejscu
omawiamy pliki tekstowe. Inne rodzaje plikow sa opisane
gdzie indziej [SW91].

Deklaracja plikow 'wewnetrznych’ programu ...

.7

Cwiczenia
3.1. Do obliczenia wartosci wyrazenia bxb+a*a+a*2xb
trzeba wykonaé¢ 4 mnozenia i 2 dodawania. Czy da
sie wyznaczy¢ te wartosSé taniej, tzn. w mniejszej
liczbie krokow?

. . + 2 _ 3 . 2a-+ 2__ .3 - .
3.2. sz wyrazenia (&4 4+ ¢5) i (24 =") s rownej
wartosci?

3.3. Do obliczenia wartosci wyrazen axb—cxd 1 axc+bxd
potrzeba 4 mnozen i dwu dodawan. Przyjmijmy, ze
operacja dodawania jest znacznie tansza od operacji
mnozenia. Czy mozna obliczyé¢ te dwie wartosci przy
pomocy trzech mnozen?

3.4. Co mozna powiedzieé¢ o wartosciach wyrazen?
(aVvp)i(BVa)
3.5. Zmodyfikuj komputer C; tak by ...

3.6. Zauwazylas, ze gramatyka wyrazen przyjeta w
tym rozdziale jest bardzo restrykcyjna i wymaga by
kazde dzialanie bylo ujete w nawiasy wedlug wzoru
(arg, op arg,). Zmodyfikuj sktadnie wyrazen catkowito-
liczbowych tak by programista nie musial wypisywac
wszystkich nawiasow. Uzasadnij swoja propozycje.

3.7. W tym zadaniu postugujemy sie gramatyka
wyrazen calkowito-liczbowych przyjeta w poprzed-
nim ¢éwiczeniu 3.6. Zmodyfikuj komputer K, tak by
akceptowal wyrazenia poprawne wedlug Ciebie.

3.8. Zmodyfikuj komputer K, tak by ...
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ROZDZIAY 4
L, Programy liniowe

LoG Ly G LG LG LG Ly &L &Ly G LG Ly G Ly

W tym rozdziale po raz pierwszy pojawiaja sie algo-
rytmy i ich obliczenia.

Programy liniowe, jakie bedziemy rozpatrywac¢ w tym
rozdziale sa bardzo wazna czescia kazdego algorytmu.
Wiele programoéw mozna utozsamiaé¢ z grafami, w
ktorych wystepuja wierzchotki dwojakiego rodzaju:
testy (czyli wyrazenia boolowskie) oraz bloki instruk-
cji przypisania, zob. [Flo67, GMP71]. Wszystkie pro-
gramy omawiane w tym i nastepnych trzech rozdzia-
tach moga by¢ tak wtlasnie przedstawiane.Program
liniowy jest ciaggiem instrukcji przypisania. program
napisany w assemblerze jest zbiorem programow li-
niowych oddzielonych instrukcjami skoku. Kompila-
cja programu napisanego w jezyku wyzszego poziomu
zwraca wlasnie taki program. Warto wiec przyjrzeé
sie programom liniowym i dostrzec problemy ofero-
wane przez ten rodzaj programéw. Najpierw mu-
simy zrozumieé jak to dziala, czyli trzeba zroumiec¢
semantyke tych programow. Wydaje sie to proste,
ale z programami tej postaci wiaze sie wiele nieta-
twych problemow.

1. Przyklad programu i jego obliczenia

Na poczatek, omawiamy prosty przyklad programu
liniowego. Naszym celem jest wyrobienie pewnych
intuicji. Na ile one sa trafne zobaczymy w kolejnych
podrozdziatach. Rozdzial ten rozpoczynamy przy-
kltadem w ktorym pojawiaja sie nastepujace pojecia:

e instrukcja przypisania, program liniowy — po
stronie skladni,
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e obliczenie programu, zmiana stanu pamieci —
po stronie semantyki.

Przykladowy program. Rozpatrzmy ponizszy pro-
gram L1

program L1;
const a= 1,b= -3,c=5,d= 11 ;
var Aa,l: integer;
var e,f, g: integer

begin
e:= a *c
f:= b*d;
g:= (a+b)*(c+d);
Aa:= e-f;
l:= g-ef
end

Przyktlad obliczenia. Ponizej przedstawiamy szesé
kolejnych stan6w obliczenia programu L1. Kazdy stan
tj. konfiguracje rekordu aktywacji programu przed-
stawiono jako tabelke. Na zielonym tle widaé¢ in-
strukcje jakie pozostaja do wykonania. Na tle blado-
rozowym sa instrukcje juz wykonane, mozna o nich
zapomnieé. W tabeli Pamieci na czerwonym tle za-
znaczono wynik ostatniej wykonanej instrukcji (przy-
pisania).
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Stan poczatkowy rekordu aktywacji Po pierwszej instrukcji

Pamigc Pamiec
a b ¢cd Aal e f g a b ¢ d Aa Il e f g
1 -3 5 11 0 0 0 0 0 1 -3 5 11 0 0 5 0 0
Ciag instrukcji Ciag instrukcji
e:= a *c; e:= a *c;
f:= b*d; f:= b*d;
g:= (at+b)*(ctd); g:= (a+b)*(ct+d);
Aa:= e-f; Aa:= e -f;
[.= g-e-f I.=g -e-f
Po wykonaniu dwoch instrukcji Po wykonaniu trzech instrukcji
Pamiec¢ Pamie¢
a b ¢cd Aa Il e f g a b ¢ d Aa I e f g
1 -3 5 11 0 0 5 -33 0 1 -3 5 11 0 0 5 -33 -32
Ciag instrukcji Ciag instrukcji
e:= a *c; e:= a *c¢;
f:= b*d; f:= b*d;
g:= (a+b)*(c+d); g:= (a+b)*(c+d);
Aa:= e -f; Aa:= e -f;
[.= g -e-f I.= g -e-f
Po czterech instrukcjach Po pieciu instrukcjach
Pamiec Pamiec
a b ¢ d Aa I e f g a b ¢ d Aa I e f g
T -3 11 5 38 0 5 -33 -32 T -3 11 5 38 -4 5 -33 -32
Ciag instrukcji Ciag instrukcji
e:= a *c¢; e:= a *c¢;
f:= b*d; f:= b*d;
g:= (a+b)*(c+d); g:= (a+b)*(c+d);
Aa:— e -f; Aa:— e -f;
.= g -e-f I.= g -e-f

I to jest koniec obliczenia tego programu. Po wy-
konaniu piatej instrukcji nie pozostala juz zadna in-
strukcja do wykonania — obliczenie programu zo-
staje zakonczone. Programisci moéwia “program za-
konczyl dziatanie”.

Co sie stanie jesli zmienione zostang stale a,b,c,d?
Np. w ten sposob a=11, b=5, ¢c=12, d=-4.

Zamiast przepisywaé¢ nasz program na nowo, zmie-
niajgc wartosci statych a,b,c,d, mozna napisa¢ cztery
instrukcje read(a); read (b); read(c); read(d). Trzeba tez zade-
klarowac¢ wielkosci a,b,c,d jako zmienne, typu integer
lub real.

Pamietaj wyniki programu nie zostang Ci ujawnione
jesli nie napiszesz instrukcji write.
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Dodaj instrukcje read przed instrukcjami przypisa-
nia i instrukcje write(A,B) na korncu programu. Mo-
zemy zignorowaé¢ wartosci zmiennych e, f, g.

Czy mozna zaobserwowac jakas og(‘)lna prawidio-
wWOSéE dotyczaccq tego programu? Tak zmieniony pro-
gram opisuje pewne odwzorowanie ze zbioru Z* w
zbior Z2.

2. Skladnia

Rozpatrujemy jezyk £,, ktory zawiera wszystkie
wyrazenia z jezyka £, a wiec wszystkie poznane do-
tad wyrazenia oraz instrukcje drukowania i wczyty-
wania.

L1 G Ly

Program w jezyku £, ma budowe zgodna z przy-
jeta wczesniej definicja 2.1. Instrukcja programu jest
(oprocz instrukcji drukowania i wezytywania) instruk-
cja przypisania. Potrzebna jest jeszcze relacja zgod-
nosci typow zmiennej i wyrazenia. Ta definicja dal-
szym ciggu bedzie uzupelniana i modyfikowana. Na
razie wystarczy nam takie jej sformulowanie.

Definicja 4.1. Niech dane beda zmienna » typu pro-
stego 7 1 wyrazenie 7 typu prostego 7. Typy zmien-
nej » i wyrazenia 7 sa zgodne gdy sa rowne, T = T'.
1

Definicja 4.2. Niech » bedzie zmienng i niech = be-
dzie wyrazeniem. Zakladamy, ze typy zmiennej i wy-
razenia sa zgodne.

Instrukcja przypisania jest napis postaci

2T .

Uwaga. Symbol operacji przypisania «+ pojawil sie
tu nie przypadkiem. Wprowadzenie tego symbolu
pozwala odsunaé¢ w czasie dyskusje, ktora ortogra-
fia jest lepsza ta z Algolu i Pascala tzn. z:=r7, czy

1Poje;cie zgodnosci typow zostanie zmodyfikowane kolejno,
w rozdzialach 6 i 77.
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tez dominujgca dzis (zob. C+-+, Java i in.) nota-
cja w ktorej rownosé = jest wykorzystywana jako
operator przypisania. Notacja » = 7, wywodzi sie z
lat 50tych XX wieku od jezykow Fortran i BCPL.
Znak strzaltki w lewo mial wystepowaé¢ w progra-
mach pisanych w Algolu60 w wersji publikacyj-
nej. A Ty przed oczami masz publikacje. W tej
ksigzce, w przykladach moze pojawié sie symbol
:=, zamiennie z preferowanym przez nas, znakiem
. 0]

Przyklad 4.1. Ktory z ponizszych napisow nie jest
instrukcja przypisania?
z := a*b+b*b-3*a*b+a*a
Zmienne a,b,z powinny byé¢ tego samego typu integer
lub typu real. 2
u:=v<uandvoru— ten napis nie jest instrukcja przypisania,
dlaczego?

yi= xR xR xR xR xR xR xRk xFx

Definicja 4.3. Instrukcja czytania read jest napis
postaci
read(x)
gdzie x jest zmienna typu integer, real, znak lub
string.

3. Semantyka

Znaczeniem instrukcji przypisania s jest funkcja
sy odwzorowujaca zbior W stanéw pamieci w ten sam
zbior.
zob. R.2

Definicja 4.4. Stan pamieci lub wartosciowanie zmien-
nych to odwzorowanie przypisujece zmiennym zade-
klarowanym w programie wartosci okreslonego typu.
Wartoscig zmiennej boolowskiej jest jedna z dwu sta-
lych logicznych 0 lub 1. Wartoscig zmiennej typu in-
teger jest liczba calkowita, wartosciag zmiennej typu
real jest liczba rzeczywista. Wartoscia zmiennej typu
string jest tekst. Wartoscia zmiennej typu znako-
wego (char) jest znak.

2Jak to zobaczymy dalej jedna z tych trzech zmiennych moze
byé¢ typu real.
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Bedziemy pisac¢
v:V —=U
przyklady powyzej

Definicja 4.5. Instrukcja przypisania s ma postac¢
2 < 1, znaczeniem tej instrukcji jest funkcja, ktora
stanowi pamieci v przypisuje stan pamieci v w taki
sposob

UI<1‘) ﬁ TQ((U> gdy Tr =z,
v(z) w przeciwnym przypadku.

Polgrupa Instrukcje przypisania tworza potgrupe
...ROZWINAC!

4. Komputer K, i pojecie obliczenia

Komputer K, umie nie tylko oblicza¢ wartosci wy-
razen, ale takze potrafi obliczona wartosé¢ przypisaé
zmiennej jako jej nowa wartosé. Pamiecig komputera
K, jest zbior V zmiennych wyznaczony przez ciag de-
klaracji programu.

Stanem pamieci, oznaczamy go przez v, jest odwzo-
rowanie przypisujace kazdej zmiennej » € V pewna
wartos¢ w zbiorze wartosci typow pierwotnych.

Rozwazmy instrukcje przypisania w jej ogolnej po-
staci » := 7. Instrukcje programu wykonywane sa po
kolei i zmieniaja stan pamieci (tzn. wartosciowanie
zmiennych).

Niech v oznacza wartosciowanie zmiennych. Niech s
oznacza skoriczony ciag instrukcji atomowych s, s, ... 5.

Definicja 4.6. Stanem obliczenia, lub konfiguracja,
nazywamy par¢ uporzadkowana c = (v,s)

Niech P bedzie programem

program P;

D (* ciag deklaracji *)
begin

I (* ciag instrukcji atomowych *)
end

Definicja 4.7. Obliczeniem programu P jest ciag
stanow cg,ci, ..., c, taki, ze

56



(1) stan ¢, jest para (v;,I) gdzie wartosciowanie
v; jest wartosciowaniem poczatkowym wyzna-
czonym przez deklaracje D programu, ciag
I jest ciggiem wszystkich instrukcji (atomo-
wych) programu P.

(2) jesli w danym stanie c¢; = (v;,i,is,...,7;) €iag in-
strukcji jest niepusty to do obliczenia nalezy
stan ¢;;; spelniajacy warunek

e jesli pierwszga instrukcja i jest instrukcja
przypisania r <+ 7, to nastepny stan jest
para (ia(vi),i2, ..., i)

e jesli pierwsza instrukcja jest instrukcja
drukowania write(...) to nastepny stan jest
para (v;,is,...,ix) (Na wyjsciu dopisano to
co trzeba).

e jesli pierwsza instrukcja jest instrukcja
read(z) to nastepny stan jest para (v;,1, s, ..., i)-
Wartosciowanie v;,, jest (nieformalnie) okre-
slone okreslone nastepujaco:

Vi () = {%(x) gdy = # 2

) w.p.p., gdzie liczba | jest wczytana

(3) jesli w danym stanie ¢; = (v;,0) ciagg instrukcji
jest pusty to stan ten jest konicowym stanem
obliczenia programu P.

Przyktad obliczenia znajduje sie na poczatku tego
rozdzialu.
Nietrudno zauwazy¢, ze obliczenie kazdego programu
liniowego jest skonczone. Tym niemniej, wraz z pro-
gramami o tak prostej budowie pojawiaja sie pyta-
nia, na ktore czasami trudno odpowiedzieé:

e czy dany program P obliczy i wydrukuje war-
tos¢ wyrazenia w? np. czy po wykonaniu in-
strukcji

z := a*b+b*b-3*a*b+a*a
obliczymy wartos¢ wyrazenia (a+b)??

e jak uzasadnic¢ nasza odpowiedz i przekonaé¢ do
niej innych?

e czy potrafimy podaé¢ najlepszy sposéb obli-
czenia wartosci wyrazenia w? np. czy to jest
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najlepszy sposob obliczenia potegi x'7?
yi= xR XXX F X FxFx*x

e czy potrafimy poprawnie wskazaé¢ ktore zmienne
i ktore instrukcje programu liniowego sa nie-
zbedne?

¢ i wiele podobnych pytan.

5. Prawa rachunku programow

Jak widaé¢ nie wystarczy opanowaé¢ umiejetnosé
napisania programu liniowego. Potrzebne nam sg na-
rzedzia do przeprowadzania analizy. W procesie ba-
dania wlasnosci programéw liniowych pomocny be-
dzie nastepujacy schemat aksjomatu instrukcji przy-
pisania

{z + 1}a(z) & alz/T) Axig

Jak nalezy czyta¢ powyzszy schemat? Jest to tylko
matematyczna stenografia. Po prawej stronie mamy
wyrazenie boolowskie, zob. ponizej. Po lewej stronie
mamy formule logiczng zbudowana wedlug wzorca:
<program> <formuta>. Jest to formutla jezyka ra-
chunku programow. Napisy tej postaci beda nam
odtad towarzyszyc.

Na napis Azs sktadaja sie cztery elementy: instrukcja
przypisania "x:=7", formuta oznaczona litera o, znak
rownowaznosci formul logicznych < i napis a(z/7).
Napis a(z/7) oznacza wyrazenie powstajace z formuly
a(r) gdy rownoczesnie zastapimy wszystkie wolne wy-
stapienia zmiennej v w formule o przez term r.

Przyktad 4.2. Niech o bedzie formula (y—j) < 7xy+
¢V 10 = (x +y) i niech napis 7 bedzie termem (z + y * j).
Wedy a(y/(x+y# ) = (455 )~ ) < T (@ -+ ) +cv 10 =
(z+ (z+yxj))

Nietrudno zauwazy¢, ze napis a(z/7) jest formula.
Mozna to udowodnié.

Lemat 4.1. Niech o(r) bedzie dowolnym wyraze-
niem boolowskim, niech 7 bedzie dowolnym wyra-
zeniem typu real.

Napis «a(z/7) jest wyrazeniem boolowskim.
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Dowod. Jesli w wyrazeniu boolowskim elementar-
nym postaci r, < » wsystkie wystapienia zmiennej z
zastapimy przez term 7 to napis 7 (z/7) < n(z/7) jest
wyrazeniem boolowskim.

Zaléozmy zatem, ze wyrazenie «o(z) jest postaci a;(z)V
as(r). Z zalozenia indukcyjnego oba wyrazenia a;(z/7)
oraz a,(z/7) sa wyrazeniami boolowskimi. Wobec tego
napis o (z/7)Vay(z/7) jest wyrazeniem boolowskim. Reszta
dowodu przebiega podobnie. O

Mozemy sie¢ wobec tego domyslaé¢, ze napis {z «
t}a(r) po lewej stronie znaku < w aksjomacie Az
tez jest formula logiczng. I owszem, tak wlasnie jest
— jest to przyktad formuly algorytmicznej. Jezyk
rachunku programow zawiera takie formuly oprocz
znanych nam formut rachunku predykatow.

Calosé¢ formuly Azs czytamy:
dla kazdego stanu pamieci v, nastepujace dwa wa-
runki sg rownowazne:

(ii) formuta a(z/7) jest spelniona przez stan pa-
mieci v,
(i) formutla a(x) jest spelniona przez stan pamieci
v uzyskany po wykonaniu instrukcji przypi-
sania x=7 w poczatkowym stanie pamieci v.
Przyktad.
{y=c+7}er+y<2)e (z+2+7<2)
Sens tego aksjomatu mozna odczytaé z rysunku 1.
Aksjomat stwierdza, ze diagram na tym rysunku jest
przemienny. A wiec, wartosé¢ formuly algorytmicznej
{z :=7}a(z), ktora wyznaczamy

(1) obliczajac wartosé | wyrazenia 7 po prawej
stronie instrukcji przypisania,

(2) przypisujac te wartosé zmiennej = , ktora wy-
stepuje po lewej stronie instrukcji,

(3) obliczajac wartos¢ formuly o(z) nastepujacej
po programie, dla uzyskanego nowego stanu
pamieci,

jest rowna wartosci formuly «a(z/7) obliczonej dla po-
czatkowego stanu pamieci. dowod
Kolejnym prawem rachunku programow jest
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Rysunek 1. Aksjomat instrukcji przypisa-
nia jest tautologia

na gornej plaszczyznie wydrukowalismy text aksjomatu,
na dolnej plaszczyznie objasniamy co sie dzieje podczas
obliczen i wskazujemy znaczenie (tj. semantyke) aksjo-
matu, Litera 2 oznacza dowolny typ (na razie przyjmij,
ze moze to by¢ typ integer lub typ real). Czerwone
strzatki laczg formule o(z/7) (odpowiednio {x:=7}a) z
funkcja a(z/7)a (odpowiednio {z:=7}(a)a ). Stan pamieci
v" 1 dodatkowe strzalki ilustrujg sposob obliczania war-
tosci formuly, {z := 7}(a), zauwaz, wartosé¢ v'(z) = n =

ma(v())-

{K;M}a s {K}H{M}a Axqg

Kazda formula zbudowana zgodnie z tym schematem

jest tautologia. Zobacz rysunek 2

W przypadku gdy oba programy K oraz M sa in-
strukcjami przypisania mozemy wykorzystaé¢ opera-
cje skladania takich instrukcji.Aksjomat Az, pyjmuje

postac

{s1;82} a <= {(s1 0 s9) }x

Popatrzmy na rysunek 3 Aksjomaty te zastosujemy

w ponizszym dowodzie.
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{K; M} &  {K}{M}a

Rysunek 2. Aksjomat instrukcji zlozonej
jest tautologia

{s1; 82} & (51 089)x

O
5

A )

/—%
m ’32}04‘21 —

{;N % false
Y

Rysunek 3. Operacja zlozenia instrukcji przypisania

v

6. Kilka przykladow

SWAP — zamiana wartosci. Czy jest prawda, ze po
wykonaniu trzech instrukcji, zmienne z i y zamienily
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sie wartosciami? Rozpatrzmy nastepujacy program.

program SWAP;

const k=, I=;

var x, y, t: integer;
begin

t =x;

X:=y;

y =t

writeln(“x="x,"y="y)
end

Pytanie brzmi:
czy prawdziwa jest ponizsza implikacja?

(x=kny=0)=>{t=xx=yy=tHz=INy=k)

Zastosujemy aksjomat instrukcji przypisania ax18 i
aksjomat instrukcji ztozonej ax19.

Nr Formutla Podstawa
D) =kry=D)={t=xr=yy=t}jzx=IANy=k)

(2)l x=kry=l)={t=xr:=yly=t}Hz=I1Ay=k) =1, ax19 1
B =krhy=0)={t=x0:=y}x=INt=k) =2, ax18 ¢
)] @=kry=0)={t=al{z=yla=INt=k) =3, ax19 ¢
B) (@=kry=D)={t=a}y=INt=k) =4, ax18 ¢
6) (=kAhy=l)=y=INz=k) =5, ax18 ¢

Nie ma watpliwosci, ze formula w wierszu (6) jest
tautologia. Wobec tego, formula w wierszu (5) tez
jest tautologia, poniewaz jest rownowazna formule
(6). Kontynuujac to rozumowanie dochodzimy do
wniosku, ze kazda z tych formutl jest tautologia.

Mozna takze narysowaé diagram obliczenia warto-
§ci formuly

(x=kAhy=0)=>{t=x0:=y;y:=tHx=1ANy=k).

Zobacz rysunek 4.. Rozpatrujemy takie wartoscio-

wania v, ktore spelniaja poprzednik implikacji.
Zastanow sie co rozni te dwie analizy.

Ktore rozumowanie nalezy uznaé za lepsze?

Oba sa poprawne. Ta obserwacja jest zapowiedzia

twierdzenia o pelnosci logiki algorytmicznej, zob. [MS87].

Zastosowanie. ...
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Rysunek 4. Sprawdzenie tautologii ra-
chunku programow
(x=kANy=)={t=xr:=yy:=tHz=1Ny=k)

Uogodlnienie. To samo rozumowanie mozna powto-
rzy¢ gdy zmiennne x,y i t sa innego typu 7. W dowo-
dzie nie wykorzystuje sie, zadnych wlasnosci struk-
tury integer (ani odpowiednio, innej struktury). Dla-
tego uogodlnienie nie stanowi problemu.

Rozkladanie instrukcji przypisania. Wyrazenie po
prawej stronie instrukcji przypisania moze miec do-
wolnie zlozona strukture. W programach inzynier-
skich i naukowych zdarzaja sie instrukcje przypisa-
nia zajmujace 2 i wiecej linii.

Natomiast komputer (lub maszyna wirtualna) ma ogra-
niczony repertuar poleceri. Mozna powiedzie¢, ze sa
to instrukcje przypisania, w ktorych wystepuje co-
najwyzej jeden operator. Dla przykladu, w niekto-
rych komputerach starszych generacji mieliSmy do
dyspozycji tylko takie instrukcje

polecenie | co robi

LOAD x ACC:=x

ADD x ACC := ACC+x

SUB x ACC := ACC-x

MULT x ACC :=ACC * x

DIV x ACC := ACC / x

STORE x | x := ACC
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W poleceniach moga pojawiaé sie réozne zmienne.
Kompilator dodaje pomocnicze zmienne do tych za-
deklarowanych w programie przez programiste.

Definicja 4.8. InstrukCJa przyplsanla jest elemen-
tarna jesli zawiera co najwyzej jeden operator.

Mozemy teraz obejrzeé¢ przyktad ilustrujacy zada-
nie kompilatora.

Operacja Argumenty czyli stan pamieci

load X Acc ;= x Acc=x

add y Acc := Acc+y | Acc=x+y

store t1 tl := Acc tl=x+y & Acc=x+y
load a Acc := a Acc=a & tl=x+y
mult tl Acc := Acc * t1 | Acc=a*(x+y)

store z z:= Acc z—a*(x+ty) & tl=x+y

Z powyzszej tabelki wida¢ jak kompilator realizuje
instrukcje przypisania 2z = a* (r + y). Mozna udo-
wodnié, ze kazda instrukcja przypisania postaci z := 7
moze byé¢ rozlozona na ciagg elementarnych instruk-
cji przypisania, z ktorych kazda zawiera conajwyzej
jeden operator.

Twierdzenie 4.2. Niech 2 bedzie zmienng typu pier-
wotnego 7, a napis 7 wyrazeniem tego samego typu
T. Istnieje cigg rlementarnych instrukcji przypisania
s taki, ze instrukcja z := 7 jest rownowazna ciggowi
polecen przypisania s.

Dowé6d. Dowéod przeblega przez indukcje ze wzngdu
na dlugosc wyrazenia 7. Pozostawiamy go jako ¢wi-
czenie. 0

W dalszych rozdzialach zobaczymy, ze zbior in-
strukcji przypisania moze by¢ powiekszany. Progra-
mista moze tworzy¢ nowe typy. Moga sie pojawiaé
nowe operatory oznaczjace nowe dzialania.
Powyzsze twierdzenie pozostanie w mocy.

Wykorzystuj wlasnosci struktury danych. W po-
przednich przykladach nie wykorzystano wtlasnosci
struktury danych (czyli typu) 7. Jest to zaleta po-
niewaz nasze obserwacje maja uniwersalny charakter,
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ale czesto wykorzystanie wltasnosci typu 7' w ktorym
pracujemy moga przynieé¢ wiecej korzysci. W powyz-
szych przykladach dowodziliSmy tautologii. Oznacza
to z jednej strony, ze nasze rozumowania maja cha-
rakter uniwersalny. Wykorzystamy to w kolejnym
rozdziale analizujac procedure Swap.

Z, drugiej strony w rozumowaniach o programach bar-
dzo przydatna jest znajomosé wlasnosci struktur da-
nych. Np. 2+ 0=z lub 21 =2 lub 2x0=0 itp.

Przyklad 4.3. Czy po wykonaniu programu P za-
chodzi warunek «o?
tu napisaé¢ dosé¢ dlugi program, ktory daje sie skrocié

Przyklad 4.4. Wczesniej widzieliSsmy przyklad in-
strukcji przypisania
y:= x*x*x xRk xRk xkx*x Mozna ja roztozyé (za-
stapi¢) ciggiem 17 elementarnych instrukcji przypi-
sania. Ale mozna uzyskac¢ ten sam efekt taniej
(2 :=X; )

y =X

=Z%xZ
=z%z: p(z=x
=z %z
=Z %z
=ZoRY )

17)

N N N N N

WykorzystaliSmy prawo lacznosci mnozenia. Udalo
sie zmniejszy¢ liczbe operacji mnozenia. Ten pomyst
znajdzie jeszcze inne zastosowania.

Inny przyktad

Przyklad 4.5. An example of a straight-line pro-
gram that computes the fast Fourier transform (FFT')
on four inputs is given below. (The FFT is introdu-
ced in Section 6.7.3.) Here the function

Wykorzystuj prawa algebry Boole’a. W podobny
sposOb mozemy wykorzystywac prawa algebry Bo-
ole’a.

Przyklad 4.6. tu napisa¢ program dzialajacy na
zmiennych boolean
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Mnozenie liczb zespolonych. Wczesniej zapytali-
smy czy potrafisz pomnozyc liczby zespolone wyko-
nujac tylko trzy mnozenia liczb rzeczywistych. Oto
odpowiedz

tl:=a—+b;
t2:=c+d;
t3:=a*c; _ _
(1) »+ t4.—b*d- (A = axc—bxdAB = axd+bx*c)
A:=t3-t4;
[ B:=t1*t2-t3-t4;

W powyzszym napisie R oznacza zbior aksjomatow
typu real (zob 7.3). Czyli formul wyrazajacych }ch-
nos¢ i przemiennosé¢ dodawania, rozdzielnosc mnoze-
nia wzgledem dodawania,

Napis ten czytamy: z aksjomat(‘)w R mozna udowod-
ni¢ - formute algorytmiczna (1)

Rzeczywiscie, Formula ta jest rownowazna formule
nastepujacej

tl:=a-+b;
t2:=c+d;
(2) t3:=a*c; (A = axc—bxdAt1%t2—t3—t4 = axd+bxc)
t4:=b*d;
A:=t3-t4;
Ta z kolei jest rownowazna formule
(3)
tl:=a-+b;
t2:=c+d;

t3:=a*c: (t3—td = axc—bxdANt1%t2—t3—t4d = axd+bxc)
t4d:=b*d;

po kolei otrzymujemy

(4)
{ E%isig’ } (axc—bxd = axc—bxdNt1xt2—axc—bxd = axd+bxc)

pierwszy czlon koniunkcji jest prawdziwy i nie sta-

nowi problemu w dalszych rozwazaniach (tj. mozemy

go pomijac).

(5) {tl:=a+b; }(tlx(c+d) —axc—bxd=a*xd+bx*c)
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Pozostaje do sprawdzenia prawdziwos¢ drugiego czlonu
koniunkcji.

(6) ((a+b)*(c+d)—axc—bxd=axd+bxc)

Stosujemy aksjomat rozdzielnosci mnozenia wzgle-
dem dodawania i skracamy wyrazy o przeciwnych
znakach.

Przechodzimy od formuly (3.i)) do rownowaznej for-
muly (3.i4+1). Kazda taka rownowaznosé¢ jest twier-
dzeniem arytmetyki liczb typu real. Ostatnia for-
mutla (6) jest twierdzeniem arytmetyki. Wobec tego
pierwsza formula (1) jest twierdzeniem arytmetyki
liczb typu real.

Najstabszy warunek wstepny. Zacznijmy od defi-
nicji. Niech napis K bedzie programem,a 3 wyraze-
niem boolowskim (formulg). Niech 2 oznacza jeden z
typow (pierwotnych lub zdefiniowanych przez pewna
klase C). Jak zobaczymy w dalszej czesci tej ksigzki
deklaracje klas umozliwiaja wprowadzanie nowych
typow. Pozyteczne bedzie ...

Definicja 4.9. Najstabszym warunkiem wstepnym
formuly 3 wzgledem programu K nazywamy formute
a spelniajaca nastepujace kryteria

(i) Dla dowolnych danych poczatkowych (tj. dla
dowolnego wartosciowania zmiennych programu),
ktore spelniaja formutle o, istniejg wyniki pro-
gramu K (tj. obliczenie jest udane) i spel-
niaja formule 3. Inaczej moéwiagc, formula o
jest warunkiem wstepnym formuly s wzgle-
dem programu K.

(i1) Dla dowolnej formuly 4§, jezeli formula 7 jest
warunkiem wstepnym formutly 3 wzgledem pro-
gramu K to implikacja (§ = o) jest prawdziwa.

Zadanie znalezienia najstabszego warunku wstep-
nego mozna zilustrowaé rysunkiem 5.

Gdy program K jest ciggiem instrukcji przypisania
(abstrahujemy od instrukcji write i read), a formula
f jest wyrazeniem boolowskim, por. 3.2.2 str.29,
to najstabszy warunek wstepny o dla formuly s ze
wzgledu na program K mozna efektywnie wyznaczy¢
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g

Rysunek 5. Znalezé najstabszy warunek wstepny

postugujac sie aksjomatami instrukcji przypisania oraz
instrukcji ztozonej, rachunku programow Az;s i Azy,.
Jesli wykazemy, ze formula o jest rownowazna naj-
stabszemu warunkowi wstepnemu formutly 3 ze wzgledu
na program K tj. nww(f,K) < o i ponadto wykazemy,
ze implikacja (« = 3) ma dowod wyprowadzony z ak-
sjomatow typu (pierwotnego) 7 tj. T F (a = ) to
mozemy takze uznaé, ze program K jest poprawny
wzgledem tej pary formul.

a = {K}()

Przyklad 4.7. Jaki jest najstabszy warunek wstepny
dla formuly > = (a+b)? ze wzgledu na program {z := a*b+b*b-3*a*b+a*a}?
Odpowiedz: nastepujgca formutla algorytmiczna

{z := a*b+b*b-3*a*b+a*a}(z = (a + b)?)

ktora jest rownowazna formule (wyrazeniu boolow-
skiemu)

(a —b)* = (a +b)?
czyli ab =0, co jest rownowazne formule (¢ =0V b =0).

Najmocniejszy warunek koncowy — programu li-

niowego. Czesto stawiamy sobie pytanie: co jest naj-
mocniejszym warunkiem koricowym pewnego programu
P i warunku poczatkowego o?
Inaczej mowiac, jesli wiemy, ze dane poczatkowe spel-
niaja warunek poczatkowy o i wiemy, ze obliczenie
programu P dla tych danych jest udane, to co wia-
domo o wynikach v tego obliczenia?

Definicja 4.10. Najmocniejszym warunkiem konco-
wym warunku poczatkowego o ze wzgledu na pro-
gram P, jest jest formula §,ktora spelnia nastepujace
warunki:
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Rysunek 6. Znalezé formule g, ktora za-
stapi znak ’?’ zapytania

(i) dla kazdego wartosciowania danych v (stanu
poczatkowego), jesli stan pamieci v spelnia
warunek poczatkowy o i jesli obliczenie pro-
gramu P jest udane i wartosciowanie koncowe
V' jest wynikiem, to formula 3 jest spelniona
przez wartosciowanie v (tj. formuta beta jest
warunkiem koncowym dla warunku poczat-
kowego o i programu P),

(i1) dla kazdej formuly 4, jesli formula ta jest wa-
runkiem koncowym dla warunku poczatko-
wego «a 1 programu P, to implikacja (a = 0)
jest prawdziwa.

Obliczenie symboliczne pozwala w wielu wypad-
kach wyznaczyé najmocniejszy warunek korncowy pro-
gramu liniowego. Ale czy zawsze to sie uda? Zba-
dajmy.

Przyklad 4.8. Let us consider the program A of
the form
x:= insert(x,y)
in the data structure of queues Q with the natural
interpretation of the functor insert. We assume that
x is a variable of type queue, and y a variable of type
element of queue.
The weakest precondition of a formula —empty(z) with
respect to the program M is the formula —empty(insert(z,y)).
Observe, that in the data structure Q, the formula
—empty(insert(z,y)) is valid under each valuation.
The situation is not always so simple. Let K be a
program of the form:
while —first(x)=y A —empty(x)
do
x:=delete(x)
od

69



The weakest precondition of a formula o of the
form
(mempty(z) A first(z) =y)
in the structure of queues QQ is the condition which
states that y is an element of queue x. This condi-
tion can be written as the following infinite disjunc-
tion (which however does not belong to the language
FOL) :
(mempty(x) A first(z) = y) A
(mempty(delete(x)) N first(delete(z)) =y) A ...
(—mempty(delete™*(z)) A first(delete™ *(z)) = y) A ...)
If the initial valuation is such, that for some n, v(z) is
an n-element queue and v(y) € v(z), then after remo-
ving at most (n —1) first elements we obtain a queue
with first element v(y).

7. Polgrupa podstawien i sieci

W tym podrozdziale spojrzymy na instrukcje przy-
pisania nieco inaczej Woczesniej 7?7 widzieliSmy, ze
zbior Wy wyrazen danego typu T tworzy algebre. In-
strukcje przypisania s postaci z + 7 mozemy pojmo-
waé jako funkcje ze zbioru zmiennych (typu 7) w
zbior wyrazen Wy, tego samego typu s: Vp — Wr
taka, ze

)= y w pozostalych przypadkach’

Instrukcje przypisania o tej wlasnosci nazywaé be-
dziemy elementarnymi. Odwzorowanie s daje sie roz-
szerzy¢ ze zbioru zmiennych V; na caly zbior W, wy-
razen typu 7. Wystarczy w dowolnym wyrazeniu w
wyznaczy¢ wszystkie wystapienia zmiennej y i na-
stepnie kazde z nich zastgpi¢ wyrazeniem 7. Nowy
napis powstaly w ten sposéb oznaczamy w(y/7). Wiemy,
por. ??, ze jest to wyrazenie typu 7.

W niektorych jezykach programowania instrukcja
przypisania moze by¢ instrukcja rownoczesnego przy-
pisania.

T & ... T T
Znaczenie takiej instrukcji jest wyznaczone w ten
spos0, ze najpierw nalezy wyznaczy¢ wartosci 7, (v), ..., 7(v)
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wyrazen po prawej stronie operatora przypisania, a
nastepnie wartosci te przypisa¢ odpowiednim zmien-
nym x,...,rg.

W dalszym ciagu rozwazaé bedziemy odwzorowania
s: Vo — Wr. Napis w(z1/7,...,2,/7) oznaczaé bedzie wy-
nik rownoczesnego zastapienia wszystkich wystapien
zmiennych z,,... 7, w wyrazeniu w przez odpowiednie
wyrazenia 7,...,7,. Zbior instrukcji przypisania two-
rzy polgrupe.

Niech s, i s, beda dwoma instrukcjami przypisania.
Zlozeniem jest instrukcja s, o s, okreslona w nastepu-
jacy sposéb

(s1052)(y) 4 s1(s2(y)) dla kazdej zmiennej y

czyli zlozeniem dwochinstrukcji przypisania ronocze-

snego

S1: 14 T1 ... T < Tk

Sog i TV ... Tk < Vg

Jjest nastepujaca instrukcja

s1: < n(x/viexg/vg) oo xp < (T fvreavg)

Jak nietrudno zauwazy¢ dzialtanie zlozenia (czyli su-
perpozycji) jest laczne.

((31 o 82) e} 83> = (31 o (82 @) 33))
Jednoscig tej polgrupy jest instrukcja i przypisujace
(kazdej) zmiennej y wyrazenie y.

11 < 11&...2 < T}

Przypomnijmy, w kazdym programie zbior zade-
klarowanych, tj. dostepnych, zmiennych jest skori-
czony.

Przyklad 4.9. Nastepujacy ciag elementarnych in-
strukcji przypisania

tl:=axc;
t2 :=1tl + b;
A:=12;

realizuje instrukcje {A :=a*c+b & tl:=a*c & t2:=a*c+Db}.
Ale ponadto, przypisuje zmiennym t1 i t2 wartosci wy-
razen ax*c oraz a*c-+b.
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Mozna takze uznaé, ze powyzszy program jest row-
nowazny jednej instrukcji przypisania rownoczesnego

tli=axc & t2:=axc+b & A:=axc+0Db.

Te trzy pojedyncze przypisania mozna przedstawié
na ponizszym diagramie

A, t2
t
+

/
t1

a C b

Warto przyjrzeé¢ sie nieco ciekawszemu przyktla-
dowi.

Przyktad 4.10. (przygotowanie do FFT)
Mamy nastepujacy program liniowy

A := a+b+c+d;
%6 B := a+b*x*x+c*x+d¥x*x*x;
C := a+b+c*x*x+d*x*x;
D := a+b*x*x4c*x¥x*x+d*¥x*x¥x*¥x*x;

Wykonanie powyzszego programu wymaga 12 doda-
wan i 20 mnozern.
Te same wyniki da nastepujacy program liniowy.

tl := a+bx":

t2 .= c+dx":

t3 ;= a+b*x*x ;

t4 1= c+d*x*x;
(8) A = t1+t2x";

B := t3+t4*x;

C :=tl + t2*x*x;
D := t3 + t4*x*x*x;
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A B C D

2 2
a+b+0+dI a+bx2+cm+ad—~1_’3b+ﬁx o ot bt ol da?
‘ _ _|__ xO _ +_ Xl _ +_ XQ _ +_ x'i
A A
c+dzx a + ba?
a + ba° ¢+ dz?

Rysunek 7. Diagram programu 8

W prostokatach zapisano operacje — podkreslenia
to miejsce na argumenty operacji. Zmienne a,b,c,d
sa argumentami programu, a wynikami sg A4, B,C, D.

W tym programie mamy 8 dodawan i 10 mnozen.
Mnozenia przez x° mozna pomingé. Czy te programy
sg rownowazne? To tatwo sprawdzi¢é. Formuta

tl:=a+bx 2% )

12 :=c+dx 2"

t3:=a+bxxxux; A=a+b+c+d;
d:=c+dxz*ux; B = a+ bz* + cx + da?;
A:=1t1+12x 2% C=a+b+cx?+dx?%
B =13+ t4 x x; D = a+ bx? + ca® + dz®;
C:=tl+t2*xx*ux;

D :=t3+tdxz*xx*xx; )

jest twierdzeniem teorii pierscieni, a wiec rzeczywi-
Scie programy te sa rownowazne.

Mozna jeszcze zmniejszyé liczbe mnozen, ale nie to
Jjest najwazniejsze. W zastosowaniach (FFT) zamiast

2%, 2!, 22 23 wystapia stale.

W dalszym ciaggu bedziemy rozwazac takie wtasnie
instrukcje przypisania jednoczesnego. Zauwazmy pare
faktow:
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e przypisanie identycznosciowe x:=x jest jed-
noscia obustronng tej polgrupy, jest to wiec
monoid,

e kazda instrukcja przypisania jednoczesnego daje
sie rozlozy¢ na iloczyn elementarnych instruk-
cji przypisania (do jednej zmiennej),

e Niech s, oznacza instrukcje z := 7,1 niech s,
oznacza instrukcje z» := w. Jesli wyrazenie w
nie zawiera zmiennej r to zlozenie s, o5, = 55,
czyli w tym przypadku instrukcja s, jest le-
wym zerem instrukcji s,. Ta obserwacja ma
pewne znaczenie.

Ogolniej, kompilator kazdego jezyka programowania
wykorzystuje podobne fakty w procesie ulepszania
(tj. optymalizacji) skompilowanego programu. W
podrecznikach dotyczacych kompilacji a takze w tek-
stach o algorytmice wystepuje pojecie grafu acyklicz-
nego skierowanego (ang. directed acyclic graph —
dag) przypisanego programowi liniowemu.
Ponad sto lat temu zaobserwowano odpowiednio$é
pomiedzy wyrazeniami boolowskimi zbudowanymi (wy-
lacznie) ze zmiennych boolowskich a obwodami elek-
trycznymi lgczonymi szeregowo badz rownolegle. Ist-
nieje obszerna literatura tego przedmiotu.
Rola dag’o6w uznana w srodowisku tworcow kompila-
torow powoli jest tez doceniana wsréd osob zajmu-
jacych sie algorytmika. W ksigzce Savage’a [Sav98]
znajdujemy 1° spostrzezenie, ze pomiedzy progra-
mami liniowymi a grafami acyklicznymi skierowa-
nymi istnieje a jednoznaczne odwzorowanie i 2° wiele
ciekawych faktow pokazujacycg jak to spostrzezenie
wykorzystaé¢ w celu obnizenia kosztu algorytmu. W
podrecznikach i monografiach dotyczacych budowy
kompilatorow zob. [ALSUO07, App98] pojecie to jest
wykorzystywane w rozdziatach dotyczacych optyma-
lizacji kodu wynikowego.

Sie¢ programu liniowego.
Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é po-
miedzy zbiorem programoéw liniowych i zbiorem gra-
fow cyklicznych zorientowanych (ang.dag).
Kazdej (elementarnej) instrukcji przypisania postaci
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r — 7 odpowiada graf(drzewo) okreslone w ten sposob
A, —

gdzie A, jest drzewem wyrazenia 7, zamiast strzatki
w prawo mozesz uzy¢ strzatke do gory.

T

:
A,

Instrukcji (jednoczesnego) przypisania z; «+ 7& ... 15 +
7, pPrzypisujemy dag

I T
1
A, o A

Natomiast programowi liniowemu

X1 < Tq;
Lo < To;

przypisujemy graf
a1 o)

x
NN
A,

Wyrazeniom mozna przyporzadkowaé drzewa bedace
ich diagramami graficznymi, zob. poprzedni rozdzial
??. Instrukcji i przypisania postaci z := 7 przypo-
rzadkowujemy drzewo A; w ten sposdb, ze do drzewa
). dodajemy nowy wierzcholek, umieszczamy w nim
zmienng z, synem tego wierzchotka bedzie korzen
drzewa §,. Wierzchotlek ten bedzie korzeniem drzewa
A;. Programom liniowym mozemy przyporzadkowac
sieci (inaczej dagi tj. grafy skierowane, acykliczne).

Definicja 4.11. Niech P bedzie ciggiem instrukcji
przypisania, tj. programem liniowym.

T11=T1, Tg :=To, ...; T i= Tk
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Niech A; bedzie drzewem instrukcji z; .= 7;, i=1,... k.
Sieciag programu P jest graf Gp» skonstruowany w k
krokach w nastepujacy sposoéb:

(1) na poczatek, j=k i graf Gp jest drzewem A,
instrukcji z; := 75,

(2) jesli utworzono graf G, wykorzystujac ciag
{A 31 drzew instrukcji z; . =74 .. 2=
ij+#1to do grafu Gp dolaczamy drzewo A; in-
strukcji z; := 7; i dodajemy krawedzie laczace
korzen z; drzewa A; z wszystkimi lis¢mi grafu
Gp ktore zawieraja zmienna z;.

(3) jesli j =1 to konczymy.

Przyktad
Przyktad

8. Co warto zapamietac?

Instrukcja przyplsama jest naplsem postaci z := T,
gdz1e r jest zmienng a 7 jest wyrazeniem. Kazde wy-
razenie jest zbudowane ze zmiennych, znakéw dzia-
lan (i relacji) oraz nawiasow. Znaczeniem instrukcji
przypisania jest funkcja (z := 7)y okreslona na zbiorze
wartosciowan zmiennych (czyli stanéow pamieci) .
Wartosciami tej funkcji sa takze stany pamieci

(x:=T)g: W — W.

Program liniowy to ciag instrukcji przypisania. Pro-
gramista powinien mie¢ nastepujace umiejetnosci

e uzasadnié¢, ze dane dwa programy liniowe sa
rownowazne lub podaé¢ kontrprzyktad,

e uzasadnié¢, ze po wykonaniu programu linio-
wego P koncowy stan pamieci bedzie spelniaé
warunek zapisany jako wyrazenie boolowskie
/6’

W rozwiazywaniu takich zadan pomocne sa: wlasno-
§ci typu pierwotnego zob. poprzedni rozdzial Wyra-
zenia, aksjomat instrukcji przypisania Ax;s, aksjomat
instrukcji ztozonej Axq.
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Cwiczenia
4.1. W pewnych jezykach programowania dopusz-
cza sie instrukcje przypisania rownoczesnego np. z :=
& y:=p & 2z :=6. Czy jest to istotne wzbogace-
nie jezyka? Inaczej mowiac, czy instrukcje tego typu
mozna rozlozy¢ na ciag instrukcji przypisania poje-
dynczego?

4.2. Czy instrukcje przypisania rownoczesnego two-
rza polgrupe?

4.3. Scharakteryzuj lewe zero przypisania s

4.4. Ilu mnozen potrzeba by obliczyé¢ iloczyn wie-
lomianow (ax+b)*(cx+d)?

4.5. Zastanow sie czy program SWAP moze zamie-
ni¢ wartosci zmiennych innego typu (boolean, real,
char, string)?

4.6. Jak narysowaé¢ program liniowy?

4.7. Trudne. Dla danego programu liniowego znajdz
jego najszybszy odpowiednik. Optymalizacja

4.8. Udowodnij, ze nastepujacy program P oblicza
poprawnie iloczyn dwu macierzy o wymiarze 2 x 2.
Nalezy wiec wykazac, ze dla kazdej 6semki liczb a,b,c,d, ¢, f,g,h,
program P oblicza liczby A, B,C,D takie ,ze zachodzi
rownosc



Program P

( program P;
var a,b,c,d,e, f,g,h, A, B,C, D : real,
var pi, pa, ps, P4, Ps, Pe, Pr : real;

begin
P1 = a-€;
p2 = b g;
ps:=(c+d—a) (h—f+e)
P ps=(c+d)-(f —e);

ps = (a— o) (h - f);
pe:=(b—c—d+a) h;
pri=d(g—h+f—e)
A= p1 + p;

B :=p1 + ps + pa + pe;
C = p1+p3+ps + pr;

D :=py+p3+ps+ps

| end )

Nalezy wiec wykazaé, ze prawdziwa jest formutla
A=ae+bg A
B=a f+bhA
{r} C=ce+dgAN
D=cf+dh
czyli, udowodnié¢, ponizsza formute

( 3\

pri=ae
p2 = b g;
p3s = (c+d—a) (h—f+e);

(
Pa Ec +d)-(f —e);

ps:=(a—o)- (b~ 1) A=aetbygn

B=af+bhA

p7::d.(g—h—|—f—e); Decfidh
A= pi+ p;

B :=p1 + p3 + ps + ps;
C :=p1+p3s+ps+pr;
.  D:=pi+p3+pi+ps )

4.9. Czy dla kazdego programu liniowego P istnieje
roOwnowazny z nim program liniowy @, taki ze w pro-
gramie () wszystkie instrukcje read sa na poczatku
i wszystkie instrukcje write sa na koricu tego pro-
gramu?
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4.10. Zastanow sie, czy kazdy program liniowy mozna
przeksztalcié¢ tak, by wszystkie instrukcje read po-
przedzaly kazda inng instrukcje programu i wszyst-
kie instrukcje write wystapity na kornicu programu?

4.11. Czy dag’i programumu liniowego z, := 7; ... 2y :
7. 1 instrukcji przypisania rownoczesnego =, =71 & ... &z, :=
7. S§ rowne??

4.12. Udowodnij twierdzenie 4.2
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ROZDZIAY 5
L3 Programy elementarne

L1G Ly G L3 G LG Ls G L G Ly &Ly G Ly & Ly
Jezyk programow elementarnych £; ma te same de-
klaracje co jezyk programéw liniowych L.

Ds = D,

Zbior instrukcji atomowych jest takze ten sam co w
Jjezyku L,.

dtg = at2

Natomiast pojawiaja sie dwie nowe operacje na pro-
gramach: if — operator tworzenia instrukcji warun-
kowej i for — operator tworzenia instrunkcji powta-
rzania.

Przyklad 5.1. Czy zgadniesz co oblicza ten algo-
rytm?
read (x); readln(k);
s:=0; j:= 0; c:=1;
fori:=1tok
do
c.:=c*x/1i;
if i = 2* j4+1 then s := s+ c else j:=j+1 fi
od
write(s)

Wynik zalezy od (poczatkowych) wartosci zmiennych
r i k. Program nie zmienia wartosci tych zmiennych.
Zmienne i,j oraz c sg zmiennymi pomocniczymi. Co
mozna powiedzieé¢ o koncowej wartosci zmiennej s?

1. Sktadnia

W ponizszej definicji wprowadzamy nowe konstruk-
cje programotworcze i zestawiamy je z tymi wczesniej
zanymi.
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Definicja 5.1. Napisy poprawnie poprawnie zbudo-
wane roznice i podobienstwa:

e Zbior W wyrazen jezyka L; jest taki sam jak
jezyku L, programoéw liniowych.

W=WAUWBUWIUWDUWP

e Zbior deklaracji dopuszczalnych w jezyku £;
jest ten sam co w jezyku L.

D3 = Dy
e Zbior instrukcji atomowych jest ten sam.
dtg = atQ

Przypomnijmy, sa to instrukcje przypisania
oraz instrukcje czytania i drukowania.

e Zbior instrukcji jest najmniejszym zbiorem
napisoOw zawierajacym instrukcje atomowe i
zamknietym ze wzgledu na trzy operacje:
p0) (zlozenia) jesli K i M sa ciagami instruk-
cji to ich zlozenie K, M jest instrukcja,

pl) (rozgalezienia) jesli napis v jest wyraze-
niem boolowskim, a napisy K oraz M sa
skorniczonymi ciggami instrukcji to instruk-
cja jest takze napis postaci

if v then K else Mfi,

Instrukcje tej postaci nazywamy instruk-
cjami warunkowymi. W przypadku gdy
cigagg M jest pusty, to instrukcje warun-
kowa mozna zapisaé krocej

if v then K fi,

p2) (ograniczonego powtarzania) jesli i jest
zmiennga typu integer, a napisy A oraz C
sa wyrazeniami arytmetycznymi, to na-
pis postaci

for i:=A to C do K od

jest instrukcja powtarzania.
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2. Semantyka

Podobnie jak wczesniej, znaczenie programu jest
opisane przez podanie definicji relacji bezposredniego
nastepstwa w zbiorze stanéow tj. konfiguracji. Wy-
starczy opisa¢ dwa nowe przypadki: Obliczenie pro-
gramu to ciag stanow {¢}; taki, ze 1°c, jest stanem
poczatkowym rekordu aktywacji programu, 2°jesli w
stanie ¢; cigg instrukcji do wykonania jest niepusty i
I oznacza pierwsz3a instrukcje tego ciagu, to nastepny
stan Citl =«

Bezposrednim nastepnikiem stanu

(v,K;s) gdy 7(v) = true
(v, M;s) gdy ~(v)=false
Bezposrednim nastepnikiem stanu

(v,if v then K else M fi;s) —

(1= A;  aux2:=C;
if i < auz2 then
M;
for i . =i+ 1 to aua2
do M od

(v,for i := Ato C do M od;s) — (v,

( fi;

Powyzsza regula przejscia od konfiguracji w ktorej
pierwsza do wykonania instrukcja jest instrukcja for
moze wydawa¢é sie dziwaczna. Jest to jednak precy-
zyjny opis zmiany stanu. Oczywiscie tworca kompi-
latora i maszyny wirtualnej ma wiele mozliwosci by
osiggnacé¢ ten sam efekt, by¢é moze postugujac sie in-
nymi srodkami.

Latwo sprawdzié, ze obliczenie instrukcji for spro-
wadzi sie do instrukcji zlozonej {i :=i+ 1, M} powto-
rzonej C — A razy.

Lemat 5.1. Niech v bedzie dowolnym wartosciowa-
niem zmiennych, niech s bedzie dowolnym ciggiem
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instrukcji (z jezyka £;). Jesli spelniona jest nierow-
nosé C > A, to nastepujece dwie konfiguracje sg row-
nowazne, tj. mozna jedna zastapic¢ przez druga.

(v,for i:= A to C do M od;s)

(,{i=A4;, aua2:=C }; {5\4‘_1_’_1}5)
—_—
(C+1-A)x

3. Abstrakcyjna wirtualna maszyna K;

Wykonywanie kazdego programu P z jezyka L; po-
lega na wykonywaniu kolejnych instrukcji zapisanych
w rekordzie aktywacji programu P.

Komputer K; instrukcje if oraz for wykonuje w spo-
s6b opisany powyzej w definicji relacji bezposred-
niego przejscia z jednego stanu do nastepnego. Tak
jak to napisalismy w definicji obliczenia.

4. Aksjomaty

Co robi program elementarny? Jakie sa efekty
jego dzialania?

Znaczenie instrukcji jezyka £, okreslaja nastepu-
Jjace schematy aksjomatow

Znaczenie instrukcji for opisuja trzy schematy ak-
sjomatow:

fl) (B< A)= ({for i:== A to B do I od}a & {i:= A}a)
f2) (B=A)= ({for i:=Ato Bdo I od}as ({i:=A;I[;i:=i+1}a))
f3) ({for i:= A to B+1do I od}a«
{for i:=Ato Bdo I od;I;i:=i+1}a)
ponizej znajdziesz dwie, czasami przydatne,

odmiany schematu f3).
f3°) ({for i:=Ato B+1do I od}a<&

{i:=A;I;for i:=A+1to B+1do I od;i:=i+1}a)
f3") ({for i:=Ato B+1do I od}a<&
{i:=A; I;for i:=A+1to Bdo [ odI;i:=i+1}a)
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Przeczytajmy jeszcze raz co znacza te trzy schematy:

f1) Jesli wartosc poczatkowa A jest wieksza od
wartosci koncowej B to instrukcja for jest in-
strukcja pusta,

f2) Jesli wartosci, poczatkowa A i koncowa B sa
rowne to instrukcja iteracyjna for wykonuje
cigg instrukcji I jeden raz,

f3) wykonanie instrukcji “dla i od A do B+1 po-
wtarzaj instrukcje I” jest rownowazne wyko-
naniu programu {“dla i od A do B powtarzaj
instrukcje I”’, potem instrukcje i:=i+1; I }.

Uwaga 5.2. Zapewne dostrzegles, irytujaca, instruk-
cje i:=i+1 dopisang na korncu tych aksjomatow po
prawej stronie rownowaznosci. Jezeli zmienna i nie
wystepuje w formule o jako zmienna wolna, to nie ma
problemu. Programista powinien jednak by¢ swia-
dom tego, ze zakornczenie instrukcji for — w Loglanie
ma taki wtasnie efekt. W innych jezykach programo-
wania — Java, C++ jest inaczej. Zechciej to samemu
zbadacé.

W rozdziale o instrukcji bloku pokazemy jak sobie
poradzi¢ z ta niedogodnoscia.

Znaczenie instrukcji warunkowej opisuja formuly o
nastepujacym schemacie

{if v then K else M fi }a < ((hA Ka)V(—A M «a))

w powyzszym schemacie v oznacza wyrazenie boolow-
skie, a wyrazenia K oraz M oznaczaja ciagi instrukcji.

prove f1,f2, £3

5. Analiza programow

Lemat 5.3. Jesli A < B, to po wykonaniu programu
for i:= A to B do I od zachodzi i=B+1

Dowo6d. Dowéd przebiega przez indukcje.
Gdy A = B to na mocy schematu f2) wykonano in-
strukcje i .= A, a potem ciag I instrukcji, ktore nie
zmieniaja wartosci zmiennej i. Poézniej jeszcze war-
tos¢ zmiennej i jest zwiekszona o 1 i wynosi B-+1.
Zalozmy, ze teza lematu jest prawdziwa dla B = k.
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{if ythen Kelse M fila & (y A KaV =y A Ma)

v 2‘;’; — ({if’ythenKelser;h)z)m/;: e
f\ﬂ@l t\ﬂeﬂ (K o)
,Ul . TYz / Nl OL\Q&
(=) kip ase U
s

Rysunek 1. Aksjomat Az, instrukcji wa-
runkowej jest tautologia

na gornej plaszczyznie wydrukowalismy text aksjomatu,
na dolnej plaszczyznie objasniamy co sie dzieje podczas
obliczen i wskazujemy znaczenie (tj. semantyke) aksjo-
matu, Litera 2l oznacza dowolny typ (na razie przyjmij,
ze moze to byé typ integer lub typ real).

Zauwazmy, ze prawdziwa jest implikacja (i = k) = {i :=
i+1;1}(i=k+1). Teraz wykorzystamy regule wniosko-

wania R2:M§jﬁw i otrzymujemy prawdziwa implika-
cje
for i:= A to B _ for := A to B i:=i+1; o
{ do I od }( :’“:‘{ do I od }{1 }(1—’““)-

Teraz stosujemy schemat f3) i mamy
{for i:= A to B do I od}(i=k) = {for i:= A to B+1 do I od}(i = k+1).

A wiec dla kazdych wartosci 4 1 B, jesli A < B to
wartos¢ zmiennej i po wykonaniu instrukcji for i:=
A to B do I od wynosi B. O

Whiosek 5.4. Obliczenie kazdego programu P z je-
zyka L, jest skonczone.

Dowo6d. Dowod przez indukcje ze wzgledu na dtlu-
gosé¢ programu P. Przeprowadz samodzielnie ten do-
wod. O
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Twierdzenie 5.5. Niech 7(i) bedzie wyrazeniem aryt-
metycznym.
Program

5:=0;
{ for 1:=0 ton do s:=s+7(i) od }
ma te wlasnosé, ze po wykonaniu programu K spel-

niony jest warunek koncowy s = > 7(i). Inaczej mo-
=0
wigc, program K oblicza wartosé¢ wyrazenia > 7(i) i
=0
przypisuje ja zmiennej s.

Dowod. Dowod przebiega przez indukcje ze wzgledu
na wartosc¢ n.
(Baza). Dla n =0 nalezy udowodnié, ze

{s:=0;for i:=0 to 0 do s:=s+7(i) od} (s=27(i)) :

=0

Prawdziwos¢ tej formutly algorytmicznej wykazujemy
stosujac wlasnosé (fl) instrukcji for oraz definicje
znaku Y.

(Krok indukcyjny.) Teraz mamy wykazac, ze dla kaz-
dego n prawdziwa jest implikacja (T'(n) = T(n + 1)) tj.
formuta algorytmiczna

s:=0; s :=0;

for i:=0ton n for i:=0ton+1 n+1

do <s = ZT(z')) = { do (s = Zﬂi))
s:=s+7(i) i=0 s:=s5+7(1) i=0

od od

Zacznijmy od tautologii

n n

(9) s=Y (i) =s=> (i)

=0 1=0

Ta formutla jest rownowazna nastepujacej

n n

(10) S:ZT(i):>S+T<TZ+1):ZT(i)+T(n+1)

=0 i=0
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Z definicji znaku ¥ otzymujemy formute

(11) s:zf(i):sw(iﬂ)zzf(i)

Stosujgc aksjomat instrukcji przypisania otrzymujemy

(12) s=Y 7(i)={i:=n+1} (s—i—r(i):ZT(i))

=0 =0

Ponownie stosujemy ten sam aksjomat

13) =30 =2 ) (32%7(”)

i=0 i=0
Zastosujmy regule wnioskowania |R2: a=p i ak-
"Ma = Mp

sjomat Axy
(14)

s:=0; 5= .0;

for i:= 0 to n n 200”::0'“0” ntl

do s = (i) | = 5= 54 7() s = Z 7(7)

s:=s+7(i) i—0 od;i =i+ 1; i=0

od s:=s+7(i)
Stosujgc aksjomat (f3) instrukcji for, otrzymujemy,
ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest im-
plikacja

(15)
s:=0; s:=0;
for i:=0ton n for i:=0ton+1 ntl
do s=Y» 7(i)| = { do s = (i)
ds = s+ 7(i) =0 s:=s+7(i) i—0
o

co konczy dowod kroku indukcyjnego.
Wobec tego, dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi

s :=0;

for i:=0to n n

do 5= ZT(Z)
s :=s+7(i) =0

od
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O

Wtasnosci programoéow z jezyka £; c.d. Nie tylko
suma jest obliczalna w jezyku £;. Zobaczmy, ze mozna
udowodnié, ze takze iloczyny, alternatywy i koniunk-
cje oraz kilka innych operacji daje sie zaprogramowac
w jezyku L;.

Twierdzenie 5.6. Niech 7(i) bedzie wyrazeniem aryt-
metycznym. Nastepujacy program

p=1
for i:=1to n n
do p=[]70)
p:=7(i)*p i=1
od
oblicza wartos¢ iloczynu wielkosci 7(1) x7(2) x ... x7(n).

Podobne spostrzezenie odnosi sie do kwantyfika-
tora ogolnego

Twierdzenie 5.7. Niech i bedzie zmienng typu in-
teger. Niech napis «a(i) oznacza formule. Niech P(i)
oznacza ciag instrukcji. Ponizsza regula wnioskowa-
nia jest poprawna w systemie Loglan

Vici<i<n {P(0); P() (i) & {P(i)}a(i))

Loglan : :
for 1 :=1 to n do
Vi {P(1)} a(i) & { P(i) }\ﬁl a(i)

od

Sens tego twierdzenia jest nastepujacy: jezeli dla
i # 7 wykonanie programow P (i) oraz P(j) nie wply-
waja ... Jak korzystamy z tych twierdzen?

Przyktad 5.2. Mamy napisaé¢ program obliczajacy
k
S 2,
=1

Korzystajac z twierdzenia 5.5 mozemy napisaé¢ pro-
gram

p.ls= 0;
"\ for i:=0 to k do s:=s+:* od
i nie musimy powtarzaé¢ dowodu, ze zachodzi P(s =
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Rozpatrzmy zadanie troche trudniejsze

Przyktad 5.3. Nalezy obliczyé¢ sume Z

Zaczynamy od ponownego wykorzystanla twierdze-

nia 5.5.

s :=0;
{forz =0tondo s: —s+—0d}
Mozemy ten program przeksztalmc nastepujaco.

(s :=0;
forz._O to n do
sl = 2t
P s2 :=1l;
8128-1—2—;
( od )

No tak, ale wyrazenia z‘ oraz i! nie naleza do na-
szego jezyka, poniewaz nie ma w nim dziatania potegowanie

ani dzialania silnia. Wykorzystamy inne twierdze-
nie, odmiane twierdzenia 5.5. (Zastanow sie jak je
sformulowaé¢ i udowodnié. Potraktuj to zadanie jako
éwiczenie.)

Korzystajac z tego nowego twierdzenia piszemy:

((s:=0;
fOI'Z.—OtOndO
s1:=1;

for j:=1to i do
sl:=slx*xzx

od;

s2:=1;

for k:=1to i do
sl :=slxk

od;

s::s+§—;

od

k )
Dowod prawdziwosci formuly P(s = Z £) konstruujemy

korzystajac z lematow 5815.9 przytoczonych poni-
zej.
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Lemat 5.8. (Obliczanie potegi)

sl:=1;

f .::1 t i d i
Va Vi OI‘slj::sl* )(c) Lo (s1 =27)

od;

Lemat ten upowaznia nas do zastapienia (niefor-
malnej) instrukcji {sl:=x'} przez powyzszy program
obliczania potegi. Idzie o to, ze

sl:=1;
- < f ;=1 to i d -
{sl:=a'}(sl=2") & Orsl{:sl* ;: tao (s1=2a")
od;
Lemat 5.9. (Obliczanie silni)
s2:=1;
for k:=1 to i d .
vi Ysoimsar e (2=
od;

Warto zauwazy¢é, ze poprawny program P mozna
zastapi¢ innym, rOwnowaznym mu programem (
(5:=0;81:=1;52:=1; )

for i :=0 to n do
S:=Ss+ %;
sl :=sl *xx;
s2:=82x%(i+1)

od J

Zechciej porownacé koszty wykonania obu tych pro-
gramow.

6. Kwantyfikator ograniczony

W dowodach poprawnosci przyda sie nam naste-
pujace

Twierdzenie 5.10. (o wprowadzaniu instrukcji for
przed kwantyfikator ograniczony)
Niech P(i) bedzie programem, niech «o(i) bedzie for-
mula.
Kazda formutla zbudowana wedlug nastepujacego sche-
matu jest twierdzeniem logiki algorytmicznej.
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- (/\?‘_1 (PO} i) A Ayere o ((PG)} (PG }ali) = (PG} a@))

for i1+ 1 ton

do " .
= P(Z) vi:l Oé(Z)
od
Dowod. napisaé ten dowod O

Twierdzenie to znajduje wiele zastosowan w pro-
gramowaniu z tablicami, zob. nastepny rozdziat.
W naturalny sposéb twierdzenie to uzasadnia stoso-
wanie nastepujacej reguly wnioskowania

N PO} i) 5 Aicicjen (P@}PG)} i) = {P(D)} ali))
{for i <~ 1 to n do P(i) od} V!, a(i)

7. Funkcje pierwotnie rekurencyjne

W latach 30 dwudziestego wieku zaistniala po-
trzeba zdefiniowania pojecia funkcji obliczalnej. Na-
turalnymi kandydatami staly sie funkcja nastepnika
i funkcja zero. Zauwazono, ze jesli funkcje f ig sa
obliczalne, to obliczalne jest tez zlozenie (superpo-
zyja) tych funkcji. Jesli obliczalne sa funkcje ¢(x) oraz
h(n,z,y) to obliczalna jest funkcja f(n,r) okreslona in-
dukcyjnie nastepujacymi wzorami

£(0,2) L g()

f(n+1,2) 4 h(n,z, f(n,x))

Lemat 5.11. Dla kazdej pary liczb naturalnych n,z
istnieje liczba naturalna y taka, ze f(n,z) =y.
Jesli istniejg dwa rozne obliczenia wartosci wyrazenia
f(n,z) to otrzymane wyniki sa rowne.

Definicja 5.2. Zbior funkcji pierwotnie rekurencyj-
nych Prek to najmniejszy zbior funkcji zawierajacy
nastepnik, zero oraz dwie funkcje I(z,y) =21 J(z,y) =y
i zamkniety ze wzgledu na superpozycje i rekursje
prosta.
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Jest oczywiste, ze zlozenie (superpozycja) funk-
cji pierwotnie rekurencyjnych jest funkcja pierwot-
nie rekurencyjna. W dowodzie tej wlasnosci wyko-
rzystujemy aksjomat instrukcji zlozonej Ax,,.
Pozostaje do wykazania, ze program

i:=0; aux:=g(x);
for i :=1 to n do

aux := h(i-1,x,aux)
od

oblicza poprawnie funkcje f(n,z).
Nalezy udowodnié, ze dla kazdego » i dla kazdego n
zachodzi

i:=0; aux:=g(x);
for i :=1 to n do
aux := h(i-1,x,aux)

od

(auz = f(n,z))

Rzeczywiscie. Dla n =0 mamy
{i:=0; aux:=g(x); } (auz = f(n,x))

poniewaz f(0,z) = g(x).
Zalozmy, ze teza jest spelniona dla kazdego z i dla
n < k. Zbadajmy wyrazenie

i:=0; aux:=g(x);

for i :=1 to k+1 do (auz = f(k+1,2))

aux := h(i-1,x,aux)
od
Z wlasnoséi f3) otrzymujemy formule rownowazna
(1:=0; aux:=g(x); )
for i :=1 to k do

= h(@-1
0(?;uX (* alglx:’f)'((,l?,l)l())()*) (auz = f(k+1, 1))
i:=i+1; (* i=k+1 *)

aux:=h(i-1,x,aux);

L.atwo dostrzec, ze konicowa wartosé zmiennej auz jest
rowna h(k,z, f(k,z)) czyli jest rowna f(k+1,z). Powyzsze
rozumowanie pozwala uznaé¢ za udowodnione poniz-
sze twierdzenie
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Twierdzenie 5.12. Rozwazmy programy operujace
tylko na typie integer i zbior § funkcji obliczanych
przez te programy. Zbior funkcji pierwotnie reku-
rencyjnych jest rowny zbiorowi §.

W latach 20 XX wieku Dawid Hilbert zapytal czy
zbior funkcji (pierwotnie) rekurencyjnych zawiera wszyst-
kie funkcje obliczalne. Jego dwaj asystenci Wilhelm
Ackermann i Gabriel Sudan skonstruowali dwa kontr-
przyklady. Pokazali mianowicie funkcje obliczalne,
ktore nie daja sie zdefiniowaé przy pomocy super-
pozycji i schematu rekursji prostej. Funkcja Acker-
manna jest dzis lepiej znana niz funkcja Sudana. O
funkcji Ackermanna mozesz poczytaé¢ w powojennym
wydaniu ksigzki Kalejdoskop Matematyczny Hugo Ste-
inhausa [] lub na Wikipedii. Obie funkcje rosng szyb-
ciej niz dowolna funkcja pierwotnie rekurencyjna. Co
to oznacza? 1°Przy obliczeniu wartosci funkcji A(6)
szybko zabraknie nam pamieci by zapisywac¢ kolejne
cyfry wyniku. 2°Ale nie martw sie, zanim do tego
dojdzie to umrze wiele pokolen. W ten, nieco maka-
bryczny, sposdéb zwracamy Ci uwage na aspekt cza-
sowy. Chociaz funkcja Ackermanna jest obliczalna to
dla rodzaju ludzkiego nie ma to znaczenia. Juz dla
niewielkich argumentow czas potrzebny do oblicze-
nia wyniku jest niewyobrazalnie wielki.

W nastepnym rozdziale wprowadzimy instrukcje ite-
racji while i bedziemy kontynuowaé¢ nasze rozwaza-
nia.

8. Podsumowanie

Swiatly programista wie, ze nastepujace funkcjo-
naly tzn. operacje na funkcjach zwracajace funkcje
sa programowalne w jezyku [£; programow elemen-
tarnych:
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Suma: En: (i)
=1

Iloczyn: ﬁ 7(1)

=1

Maksimum: M%x (1))

1=

Minimum: Min 7(i))

=1

n

Voa(i)

=1

alternatywa :

koniunkcja:

1

a(i)

>

kwantyfikator
ograniczony
ogolny

minimum
ograniczone °

indukcja ograniczona

[ s:=0; )
for i:=1 to n do

s:= s+7(1)

\ done )
(s:=1; )
for i:=1 to n do

s:= s*7(1)

\ done )
S:=-00; )
for i:=1 to n do

s:= if s>7(i)

then s:= 7(i) fi
\ done

[ s:=00;

for i:=1 to n do
s:= min(s,7(1))

\ done

( s:=false;

for i:=1 to n do
s:= s Va(i)

\ done

s:=true;

for i:=1 to n do
s:= s Na(i)

done

s:=true;

for i:=1 to n do
if —a(i) or —s
then s:= false fi

\ done

(( for ;=0 to n do
if a(j) then exit fi
done ;

| J:=0;

i:=0; aux:=g(x);
for i :=1 to n do

aux := h(i-1,x,aux)
ﬁ if aux > j(n,x) then

aux:=()

(auzx = f(n,z))



Wprowadzanie kwantyfikatora ogolnego ograniczonego
Zakladamy, ze dla kazdego 1 < i < n prawdziwa jest
formuta {P(i)}a(i), a nawet wiecej ...

Vie {P(0)} ali)
for i <1 to n do
P(1) Vi a(i)
od

8.1. Wnioski.

A) Jeden wniosek, to postulat by odwazniej uzy-
wac instrukcji przypisania z notacja matema-
tyczna. Mozesz w programie umiesci¢ napis

u\assign{y \leftarrow \sum_{i=1}"n ix*al}

i traktowaé¢ go jak instrukcje przypisania. Z
kolei program bedzie kompilowany najpierw
przez TEX i ... jesli program (lub jego frag-
ment) ma byé publikowany to zobaczymy no-
tacje matematyczna

n
Y — E 1% Q.
i=1

A jesli program ma byé¢ skompilowany i wy-
konany to uzyjemy innego stylu by uzyskaé¢
var i: integer;

y:=0;

for i :=1 to n do
y:= y+ i*a

od

Trzeba tylko te dwa pakiety, nazwijmy je, al-
gorithmpub.sty i algorithmkod.sty przygotowaé. Za-
uwaz, nie ma potrzeby konstruowania nowego
jezyka programowania i jego kompilatora!
Zauwaz takze: stosowanie takiej notacji zmniej-
sza ryzyko pojawienia sie bledu.

B) Programisci odczuwaja potrzebe instrukcji fo-
reach, podobnej do intrukcji for. Instrukcja
foreach miataby odnosié¢ sie do zbioréow skon-
czonych zapisanych w pamieci komputera i
umozliwia¢ powtarzanie pewnej sekwencji po-
lecen dla kazdego elementu z zadanego zbioru
skonczonego. Nasuwa sie pytanie czy mozna
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wprowadzi¢ taka instrukcje foreach do zestawu
polecen?

Na to pytanie postaramy sie odpowiedzieé
w czesci drugiej: Programuj z klasj.

Cwiczenia.

5.1. Napisz program wyznaczajacy najwieksza z
trzech liczb 7,9,z 1 udowodnij jego poprawnosc¢.

5.2. Napisz program: wez nastepng czworke liczb
naturalnych.
Wskazowka 1. Napisz program wez nastepng pare
liczb naturalnych.
Wskazowka 2. Czy ciag czworek utworzonych przez
Two6j program zaczyna sie podobnie ... ?

5.3. Udowodnij, ze indukcja ograniczona jest defi-
niowalna przy pomocy rekursji prostej.
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ROZDZIAY 6
Programowanie z tablicami

LoG L1 G LG Ly G LI GL G L G Ly G Ls G Ly G Lo

W tym rozdziale omoéwimy tworzenie obiektow ta-
blicowych i operacje na takich obiektach. Zazwyczaj
mowimy uzywamy krotkiej nazwy tablice (ang. ar-
rays). Wygodnie jest pojmowacé tablice jako zestawy
zmiennych.

ponizej] W tym rozdziale pojawiaja sie obiekty.
Chociaz nie jest to ich pelny zakres - nie ma obiektow
klas. Napiszmy jednak postulaty dotyczace obiektow
— slowami:

a) kill — jego aksjomat

b) zbior obiektow jest skornczony

czy mozna ‘“zapetli¢” wskazniki do obiektow tablico-
wych?

var A,B arrayof arrayof real;

A[3]:=BI7];B[7]:=A[3]

c) typy obiektow tablicowych - aksjomat A in T
obiekt tablicowy przypisany zmiennej A jest typu
wymienionego w deklaracji zmiennej A

TODO

A. Skladnia

B. Semantyka aksjomaty

C. Maszyna 1. opis typu tablicowego

2. iloczyn skalarny

3. macierz trojkatna

4. algorytm Gaussa

5. mnozenie macierzy

(zwyktle, alg. Winograda, mnozenie w strukturach
tropikalnych, ...) 6. domkniecie tranzytywne relacji
(algorytm kosztowny, binpower, )
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7. Jak reagowaé na sygnaly bledow? Np. ———

1. Tablice

Tablice sa obiektami, ktore zawieraja jednorodny
ciagg zmiennych.
Mozemy tez powiedzieé, ze obiekt tablicowy jest prze-
dluzeniem pamieci programu o pewien skonczony zbior
zmiennych, wszystkie tego samego typu i wszystkie
nazwy tych zmiennych sa podobne.
Jeszcze inaczej, tablica jest funkcja. To sg trzy rézne
spojrzenia, ale przedmiot ogladany, analizowany po-
zostaje ten sam.

Typy tablicowe i zmienne tablicowe. Ponizej znaj-
dziesz przyklad deklaracji: zmiennej tablicowej A oraz
typu tablicowego arrayof T, gdzie T jest typem zade-
klarowanym lub pierwotnym.

var A: arrayof T,

Powtarzajace sie deklaracje typu mozemy tlaczyé:,
dwie linie deklaracji:

var A arrayof T,

var B arrayof T;
znaczg tyle samo co nastepujaca deklaracja

var A B arrayof T; .

Przyklad 6.1. Obliczanie iloczynu skalarnego wek-
torow
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program ilSkal;
var n,i, iloczyn: integer;
var A, B: arrayof integer;
begin
readIn(n);
array A dim (1:n);
array B dim (1:n);
for i := 1 to n do read(A(i)) od;
readln;
for i := 1 to n do B(i):=3*i od,;
for i := 1 to n do iloczyn :=iloczyn +A(i)*B(i) od;
writeln(“lloczyn skalarny A * B=", iloczyn)
end

Jak bedzie przebiegac¢ obliczenie powyzszego pro-
gramu?

1) stan poczatkowy

integer: n =0 wartosciowanie zmiennych
integer: i =0

integer: iloczyn =0

arrayof integer A = none

arrayof integer B = none

readln(n);

array A dim (1:n);

array B dim (1:n);

fori := 1 to n do read(A(i)) od;

readln;

for i := 1 to n do B(i):=3%*i od;

for i := 1 to n do iloczyn :=iloczyn +A({)*B(i) od;
writeln(“Iloczyn skalarny A * B=", iloczyn)

2) wczytano n=3
integer: n =3
integer: i =0
integer: iloczyn =0
arrayof integer A
arrayof integer B

none
none

array A dim (1:n);

array B dim (1:n);

fori:= 1 to n do read(A(i)) od;

readln;

for i := 1 to n do B(i):=3*i od;

for i := 1 to n do iloczyn :=iloczyn +A({)*B(i) od;
writeln(“Iloczyn skalarny A * B=", iloczyn)

101



3) tworzymy obiekt tablicy A
integer: n =3

integer: i =0

integer: iloczyn =0

arrayof integer A

arrayof integer B = none
array B dim (l:n); A= g; g

fori:= 1 to n do read(A(i)) od;
readln;

fori := 1 to n do B(i):=3%*i od;
for i := 1 to n do iloczyn :=iloczyn +A({)*B(i) od;
writeln(“Iloczyn skalarny A * B=", iloczyn)

4) tworzymy obiekt tablicy B
integer: n =3

integer: 1 =0

integer: iloczyn =0

arrayof integer A
arrayof integer B

readin{n);

NN M0
&Hlay—A—érm—(—l—n% A= (2) |0
array B -dim (1:n);

for i := 1 to n do read(A(i)) od; (3)10

readln; Mo
for i := 1 to n do B(i):=3%*i od; _ 0
for i := 1 to n do iloczyn :=iloczyn —1—%_(1)%(000&

writeln(“Iloczyn skalarny=", iloczyn)

5) kolejne wprowadzone liczby to 2, 4, 6
integer: n =3

integer: i =4

integer: iloczyn =0

arrayof integer A
arrayof integer B

array A; ;d’im (1:n): 1) |2
. e A= (2) |4
& E.Q_ZE dim-—(1:n); ) 3)|6
readin; o Beiy—3%i od: M3
for i := 1 to n do iloczyn :=iloczyn +%:(l)%§%(ig0d;
writeln(“Iloczyn skalarny=", iloczyn)

Powiedz prosze, co wydrukuje program? Uzasad-
nij.
Co sie stanie jesli pierwsza instrukcja readln(n) wpro-
wadzi wartosé 0 zero?
Udowodnij, ze dla n>0 program obliczy poprawng
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wartos¢ iloczynu skalarnego.
Jak zmienié¢ program by uzytkownik nie napotkatl
niespodzianki podczas stosowania tego programu?

2. Sktadnia jezyka £,

Jezyk L, jest rozszerzeniem poprzedniego jezyka

Ls.
L3 G Ly

Rozszerzeniu ulegaja: zbior deklaracji, zbior wyra-
zen i zbior instrukcji atomowych. Natomiast zacho-
wane zostaja operacje na instrukcjach: if i for oraz
sktadanie instrukcji (;).
Oprocz typow prostych pojawiaja sie typy tablicowe.

Deklaracje.

Definicja 6.1. Deklaracja A jest napis postaci
var A: {arrayof }* T
gdzie A ¢ Identyfikator, T c{boolean, integer, real,
char, string }, znak * moéwi powtorzono skonczong

liczbe razy(conajmniej raz). Jest to rownoczesnie de-
klaracja zmiennej A i deklaracja arrayof™ T.

Przyklad 6.2. Jest deklaracja zmiennej tablicowej
napis
var X: array of integer ,
takze napisy
var B,D: arrayof real, C: arrayof arrayof integer
sq deklaracjami zmiennych tablicowych.

Definicja 6.2. Deklaracja w jezyku L, jest deklara-
cja zmiennej tablicowej lub deklaracja z jezyka L;.

D, LDy U {zbiér napiséw postaci: var A: arrayof T}

gdzie A jest identyfikatorem zmiennej, a T jest typem
prostym {boolean, integer, real, char, string } lub
typem tablicowym.

Ciag deklaracji D wystepujacy w programie P € Dj
to skoriczony ciag deklaracji zmiennych prostych i
stalych (jak w jezyku £;) i deklaracji zmiennych ta-
blicowych.
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Wyrazenia. W zbiorze wyrazen dopuszczalne sa
Wyrazenia tablicowe. Zbiory wyrazen typu prostego
sa wieksze niz w jezyku £;. Jesli T jest typem to na-
pis postaci 3 zmienne indeksowane postaci A[i] gdzie
A jest zmienng typu array of T.
zmienna tablicowa A jest wyrazeniem tablicowym,
Wyrazeniem obiektowym tablicowym jest zmienna
zadeklarowana jako arrayof T oraz generator tablicy
array A dim (a:b)

Wyrazenie arytmetyczne
Zmienna indeksowana A(i) jest wyrazeniem typu T

wyrazenie boolowskie
A=B gdzie A i B s3 zmiennymi tego samego typu ta-
blicowego
wyrazenie arytmetyczne
napisy lower(A) 1 upper(A) sa wyrazeniami arytmetycz-
nymi calkowitoliczbowymi.

Przyktad

Instrukcje. Niech A i B beda zmiennymi tablico-
wymli, [ 1 v wyrazeniami arytmetycznymi typu caltkowito-
liczbowego..

Definicja 6.3. Zbior At, instrukcji atomowych je-
zyka £, zawiera instrukcje drukowania, instrukcje przy-
pisania oraz opisany ponizej zbior instrukcji atomo-
wych tablicowych

array A dim(l:u),

& A:=B,
Aty = Atz U B:= copy(A),
kill(A)

Definicja 6.4. Zbior Z, instrukcji jezyka £, jest naj-
mniejszym zbiorem napisow zawierajagcym zbior in-
strukcji atomowych At, i zamknietym ze wzgledu na
operacje tworzenia instrukcji warunkowych (if), in-
strukcji powtarzania (for) i skladania, tj. laczenia
instrukcji znakiem srednika (;).
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2.1. Semantyka. Znaczenie zmiennej tablicowej.
Wyznaczanie zmiennej tablicowej: jesli zmienna in-
deksowana jest postaci A[r] to trzeba wyznaczyc war-
tos¢ | = 7(v) wyrazenia indeksujacego 7 i nastepnie na-
lezy sprawdzié¢ czy w obiekcie tablicowym A istnieje
zmienna A[l] .

3. Komputer K,

Ten komputer jest rozszerzeniem komputera K;
i potrafi wykonywaé¢ wszelkie polecenia, jakie umie
wykonywaé ten ostatni, a ponadto komputer K, po-
trafi: utworzyé obiekt tablicowy, odczyta¢ wartosé
zmiennej indeksowanej , przypisaé¢ zmiennej indekso-
wanej nowa wartosé, usunaé obiekt tablicowy A wy-
konujac polecenie kill(A).
Repertuar polecen komputera K, zawiera wszystkie
rodzaje polecen znane nam z opisOw wczesniejszych
i ponadto polecenia nastepujace:

(1) Utworz obiekt tablicowy
(Pam,array A dim(l:u); Ins) — (Pam U {o}, Ins)
gdzie Pam’ = PamU{o} jest stanem pamieci Pam
powiekszonym o nowy obiekt tablicowy o ...,
wartosciag zmiennej tablicowej A jest obiekt o

(i) Oblicz wartosci wyrazen arytmetycznych
[1u.
(i1) Do istniejacego zbioru obiektow Pam do-
daj nowy obiekt o rozmiarze u—I[+1 i przy-
pisz go jako warto$S¢ zmiennej A.
(iii) Zmiennym indeksowanym A(l), A(l+1), A(u)
przypisz wartosci poczatkowe zgodne z
typem T
(2) Przypisz zmiennej tablicowej A obiekt tabli-
cowy B A:=B
W efekcie wykonania tej instrukcji nowa war-
tos¢ zmiennej A to obiekt tablicowy bedacy
wartoscia wyrazennia tablicowego B.
(3) Stworz kopie obiektu tablicowego B := copy(A)
(i) Niech obiekt o bedzie wartoscia zmiennej
tablicowej A.
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(ii) Stworz nowy obiekt tablicowy o bedacy
kopia obiektu A.

(ii1) Przypisz obiekt o jako wartos¢ zmiennej
tablicowej B.

Wiliasciwie, instrukcja B:=copy(A) jest skrotem

oznaczajacym nastepujaca pare instrukcji

array B dim(lower(A) : upper(A));
B = copy(A) £ forBZ(z':)::iOﬁZ)(A) to upper(A) do

od

(4) Usun obiekt tablicowy
Jesli wartoscia zmiennej A jest none to nic
nie rob. W przeciwnym przypadku (tzn. gdy
wartosciag zmiennej A jest obiekt tablicowy o),
przypisz wszystkim zmiennym, ktérych war-
toscia jest obiekt o (w tym zmiennej A) war-
tos¢ none i usun obiekt o tzn. zbior jednostek
dynamicznych Pam’ = Pam\ {o}.
Wazne. Czas wykonania operacji kill(A) nie za-
lezy od liczby zmiennych wskazujacych obiekt
o jako swoja wartosc!

(5) Wyznacz wartosé zmiennej A(i)

Jesli A # none

to
{ jesli lower(A) < i < upper(A)
to
wartoscig wyrazenia A(i) jest wartos¢ i-tego elementu tak
inaczej
podnies sygnal bledu (array index error)
}
inaczej
podnies sygnal bledu (reference to none)
koniec

Sprawdz czy wartosé¢ zmiennej A jest rozna
od none. Jesli jest to podnies sygnal bledu —
raise Reference to None. Gdy wartoscig zmiennej A
jest obiekt tablicowy o, to sprawdz czy spel-
niony jest warunek lower(A) <i < upper(A)? Jesli
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warunek ten nie jest spetniony to podnies sy-
gnal bledu — array index error. Jesli warunek jest
spelniony to wartoscia wyrazenia A(i) jest i-ty
element obiektu o

(6) Zmien wartos¢ zmiennej A(1) Al) == w
Oblicz wartos¢ wyrazenia (.Niech to bedzie i.
Wyznacz zmienng A(i). Niech to bedzie zmienna
z. popraw oznaczenie z
Oblicz wartosé¢ wyrazenia w. Niech to bedzie
w.

Jesli typy zmiennej 2z i wartosci w nie sa zgodne

to podnies sygnatl bledu.

Przypisz zmiennej » wyliczona wartosé¢ w.

Operacje na tablicach. Jesli mamy dwie zmienne

tego samego typu tablicowego

var A, B: arrrayof integer;

array A dim(2:7);
to obie te zmienne moga wskazywaé¢ na te sama ta-
blice

B :=A ;
Po wykonaniu tej instrukcji spetniony jest warunek
(formula) A=B.
Natomiast wykonanie instrukcji

B := copy(A);
tworzy nowa tablice bedaca kopia tablicy A i te nowa
tablice przypisuje jako wartos¢ zmiennej B.
Narysuj diagramy ilustrujace réznice pomiedzy tymi
instrukcjami! Podczas wykonywania instrukcji przy-
pisania A := B wazna jest zgodnosé¢ typow zmiennych
A i B. Nie jest wazny rozmiar tablic A i B lecz czy
typy ich elemntow sa zgodne.
Przed wykonaniem instrukcji B := A rozmiar tablicy
B moze byé inny niz rozmiar tablicy A.
Obiekt tablicowy o moze by¢ wartoscia wielu zmien-
nych, pod warunkiem, ze zmienne te maja zadekla-
rowane zgodne typy.

Obiekt tablicowy o jest ciagiem zmiennych. Wyra-
zenie A(i) ma wartosé¢ wyznaczong w ten sposob, ze
obliczamy wartosé wyrazenia ;i w nawiasach i z kolei
wyznaczamy wartosé¢ zmiennej A(val(i)).
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lower i upper. W trakcie moze wystapic btad “ar-
ray index error”’. Co to znaczy? Jak unikac takiego
btedu?

Blad “reference to none”. W jaki sposé6b moze po-
wstac taki btad?

Przyklad 6.3. przyklad programu W tym progra-
mie jest blad. Jaki? Napraw to.
program ilSkal;
(* obliczanie iloczynu skalarnego wektorow *)
var n,i, iloczyn: integer;
var A, B: arrayof integer;
begin
readln(n);
array A dim (1:n);
for i := 1 to n do read(A(i)) od;
readln;
fori := 1 to n do read(B(i)) od;
for i := 1 to n do iloczyn :=iloczyn +A(i)*B(i) od;
writeln(“Iloczyn skalarny A * B=", iloczyn)
end

Przyktad 6.4. przyklad programu W tym progra-
mie jest blad. Jaki? Napraw to.
program ilSkal;
(* obliczanie iloczynu skalarnego wektorow *)
var n,i, iloczyn: integer;
var A, B: arrayof integer;
begin
readln(n);
array A dim (1:n);
array B dim (1:n);
for i := 1 to n do read(A(i)) od;
readln;
for i := 0 to n do read(B(i)) od;
for i := 1 to n+3 do iloczyn :=iloczyn +A()*B(i) od;
writeln(“Iloczyn skalarny A * B=", iloczyn)
end
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Przyktad 6.5. przyklad programu W tym progra-
mie jest blad. Jaki? Napraw to.
program ilSkal;
(* obliczanie iloczynu skalarnego wektorow *)
var n,i, iloczyn: integer;
var A, B: arrayof integer;
begin
readln(n);
array A dim (1:n);
array B dim (n:n-2);
for i := 1 to n do read(A(i)) od;
readln;
for i := 1 to n do read(B(i)) od;
for i := 1 to n do iloczyn :=iloczyn +A(i1)*B(i) od;
writeln(“Iloczyn skalarny A * B=", iloczyn)
end

4. Semantyka
Aksjomat (niezmiennik) jezyka Loglan

Niezmiennik systemu Loglan. Dla kazdej zmiennej
tablicowej A jej wartosé jest obiektem tablicowym
typu arrayof T wymienionego w deklaracji zmiennej A
lub jest rowna none.

T, = A in arrayof TV A =none

Poczatkowa wartosé zmiennej tablicowej ¢, = none
Aksjomat utworzenia tablicy
Niech napis A bedzie zadeklarowana zmienng tabli-
cowga typu arrayof T, niech napisy § i 1 beda wyraze-
niami arytmetycznymi. Symbol ¢, oznacza wartosé
poczatkowa typu T.! Polecenie array A dim(5:) ma efekt
opisany formulami o schemacie podanym ponizej:

(AxArr)
u>1= {array A dim (/: u)}(A # none A lower(A) = IA

upper(A) = u A 'vz A7) = )

1=

1Przypomnijmy dla typu integer jest to 0, dla typu Boolean
jest to false, dla typu tablicowego jest to none.
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popraw ten aksjoma'l: jak zapisaé¢, ze A jest rozne
od wszystkich dotychczasowych obiektow, jak zapi-
saé¢, ze liczba obiektow tablicowych jest skoriczona?
uwzglednij typ T

Aksjomat przypisania

PRE = {A@):=wyr }(POST )

Twierdzenie 6.1. Zakladamy, ze B jest tablica n-
elementowa B,,...,B,. Niech i bedzie zmienng typu
integer. Niech P(i) oznacza ciag instrukcji, taki ze,
napis B(i) nie wystepuje w nim po prawej stronie in-
strukcji przypisania, tzn. jest prawda, ze j = k =
P(i)(j = k). Ponizsza regula wnioskowania jest po-
prawna w systemie Loglan

Vi {P()} (B(1) = 7(i))

Tak for i< 1 ton do
{ P(i) } i (B(i) = 7(3))

od

Dowod. Zastosujemy poprzednie twierdzenie wpr-
kwog ... O

Przydatna tez bedzie odmiana powyzszego twier-
dzenia

Twierdzenie 6.2. Jesli

T | F {P@)} (B(i) = 7(2))
for i <1 to n do
{ dP(i) } i1 (B(i) = 7(3))

5. Tablice dwuwskaznikowe.

Tablica dwuwskaznikowa moze (i w Loglanie musi)
by¢ tablica tablic.
var A, B, C: arrayof arrayof real;

;fray A dim(1:n);
for i:= 1 to n do
array A(i) dim(1l:n)

od;
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Moze to jest uciazliwe, ale stwarza mozliwosé¢ tworze-
nia tablic o r6znych ksztaltach, np. tablice trojkatne,
tablice wstegowe, etc.

Przyklad 6.6. Zapisa¢ macierz trojkatng gorna

a;; Qi ... A1p
o9 ... QA9
Qnn

Zadeklaruj tablice dwuwskaznikowa

var A arrayof arrayof real;

Utworz tablice

array A dim(l:n);

for i:=1 to n do array A(i) dim(i:n);

Utworzymy w ten sposob tablice o n wierszach A(1)
, ... , A(n). Dla i=1, ..., n. i-ty wiersz ma elementy
o numerach od i do n, A(i,i), ... A(i,n). Pozostaje
wypelnic¢ te tablice. Ile miejsca ona zajmie?

. Co zrobi¢ gdy tablica A nie jest juz potrzebna?
Pozbyé¢ sie jej wykonujac polecenie kill(A); Seman-
tyka polecenia kill jest opisana przez nastepujacy ak-
sjomat

Niezmiennik systemu Loglan. Jesli zmienne A, B,
C wskazuja na pewien obiekt tablicowy, to po wyko-

naniu polecenia kill(B) wszystkie trzy zmienne przyj-
muja wartoS¢ none, a obiekt zostaje usuniety.

LoGL“N F (A = B = C # none) = {kill(A)}(A = B = C = none)

Oczywiscie, to samo mozna powiedzie¢ gdy na pe-
wien obiekt wskazuja dwie, pieé¢, lub wiecej zmien-
nych.

Aksjomat instrukcji przypisania. Ten aksjomat wy-

maga ponownego sformulowania. Formutla | {z :=7}a(z) & a(z/7)

nie opisuje calej prawdy o stanie pamieci po wy-
konaniu instrukcji przypisania np. A@3) = 7. Je-
sli bowiem przed wykonaniem tej instrukcji na ta-
blice A wskazywala takze zmienna B to po wykona-
niu tej instrukcji zachodzi warunek A(3) = 7A B(3) =
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7. aksj.? zastosuj dwukrotnie aksj. przypisania W
zwigzku z tym zalecane jest stosowanie nastepuja-
cej reguly: Jesli zmienna z jest elementem tablicy
A i formuta a(z/7) zawiera takze klauzule wylicza-
Jace wszystkie aliasy obiektu o wskazywanego przez
zmienna tablicowa A, to formuta ‘{:}: =rT}a(z) & oz(x/r)‘
jest prawdziwa. przemysl tablice dwuwskaznikowe
Niech A i B bedag dwoma zmiennymi typu arrayof ar-
rayof T. Jesli spelniona jest formula A = B to znaczy,
ze v;‘i’lpf;(eng) A(i) = B(i). 7Z kolei to, ze zachodzi row-
nos¢ A(i) = B(i) oznacza, ze dla kazdego lower(A(i)) < j <
upper(A(i)) spelniona jest rownosé A(i,j) = B(i,j). Ale
moze sie zdarzyé, ze w takim stanie zostanie wyko-
nane polecenie zmieniajace pewien wiersz tablicy B,
np. B(4) + C, gdzie wartoscia zmiennej C jest obiekt
typu arrayof T. W wyniku nadal bedzie prawda, ze
A = B, ale zmieniona zostala tez wartosS¢ A(4) i jest
rowna C. Podobnie bedzie z instrukcja A(3,7) + 7.
Nadal zachodzi rownosé A = B.

Natomiast po wykonaniu instrukcji A < D lub array A dim(2 :
9) rownos¢ A = B przestaje zachodzié.

Przyktad 6.7. (A=BA7T<9) < {B(3):=7}(A=BAA(3) <
9A B(3) < 9)

6. Rozwiagzywanie ukladu réwnan

Umiemy operowac na tablicach dwuwskaznikowych.
Zobaczmy do czego takie obiekty sie przydaja.
Nalezy rozwiagzaé¢ uklad réownan liniowych dany
przez trojkatna, nieosobliwa macierz gorng wspol-
czynnikow A i wektor wyrazéw wolnych B.
Anzy +Aprs -+ Az, = By
+Axpxy -+ Agpx, = By

Annxn = Bn
Szkic programu
program G;
var A: arrayof arrayof real, B, X: arrayof real;
var sum: real, n, k, I: integer;
begin
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(* utworz i zainicjuj tablice A i B *)
readln(n);

array A dim(1:n);

for k := 1 to n do array A(k) dim(1:n);
array B dim (1:n);

(* wczytaj tablice A i B *)

array X dim (1 :n);

(* oblicz tablice X *)

for k: =n downto 1 do
suma :=0;
for j: = k+ 1 to n do suma := suma+A(k,j)*X(j) od;
X(k): =( B(k)-suma)/ A(k,k)

od

(* wydrukuj tablice X *)

end

Udowodnimy nastepujacy

Lemat 6.3. Jezeli A jest trojkatna, nieosobliwg ma-
cierza gorna i tablica B jest wektorem wyrazow wol-
nych to prawdziwa jest nastepujgca formuta

( for k: =n downto 1 do )
suma :=0;
for j: = k+ 1 to n do _on
G : suma := suma-+A(k,j)*X(j) <‘v12 A(i, j)xX () = B(i))
od; ==
X(k): =(B(k)-suma)/ A(k,k)
( od )

To oznacza, ze instrukcja G oblicza rozwigzanie po-
danego powyzej ukladu rownan.

Dowo6d. Najpierw zauwazmy, ze na mocy twierdze-
nia 5.5, dla k=n,n—1,...,1 zachodza formuly

suma :=0;

for j: = k+ 1 to n do i ‘ L
suma : = suma+A(k,j)*X() (;ﬂ Ak, 7)xX (j) = Suma)
od; j=

113



Stad wnioskujemy, ze dla k£ = n,n — 1,...,1 zachodza
formuly

suma :=0; . | |

for j: = k+ 1 ton do B(k)~ > Alk,j)*X(j)
suma = suma+A(k,j)*X(j) X(k) = j=k+1

od; Ak, k)

X(k): =(B(k)-suma)/ A(k,k)

Kazda z tych formul jest rownowazna odpowiednio
nastepujacej

suma :=0;

for j: = k+ 1 to n do n
Csluma := suma-+A(k,j)*X(j) (Z Ak, )*xX () = B(k))

g((i{): =(B(k)-suma)/ A(k,k) ]:k

dlak=nn-1,...,1.

I to wlasciwie konczy dowod lematu. Warto jesz-
cze zauwazy¢ kolejnos¢ w jakiej obliczamy warto-
§ci niewiadomych z,,z,_;,...,1. Raz obliczona wartos¢
niewiadomej z; nie ulega zmianie w kolejnych kro-
kach algorytmu.

Wykorzystujemy odmiane twierdzenia 6.1 by wpro-
wadzié polecenie for.

( for k: =n downto 1 do )
suma :=0;
for j: = k+ 1 to n do _on
G suma :— suma-+A(k,j)*X(j) (4\712 Ali, )X () = B<¢)>
od; T =
X(k): =(B(k)-suma)/ A(k,k) ’
( od )

7. Mnozenie macierzy

Dane sg dwie tablice A i B. Nalezy sprawdzié¢ czy
mozna je pomnozy¢ przez siebie i jesli to jest moz-
liwe, nalezy obliczy¢é macierz C = A+ B. Przyjmujac,
ze macierz A ma n wierszy i k£ kolumn, a macierz B
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ma k wierszy i m kolumn nalezy napisaé¢ program P i
zapewnié¢ prawdziwosé nastepujacej formuly

k

{Pyv v (Oz—j = Aux Bl])
== 1=1

Operacja mnozenia macierzy ma tak wiele zastoso-

wan, ze warto pokusié¢ sie o algorytm o mozliwie ni-

skim koszcie. Zobacz prace [].

7.1. Algorytm podstawowy. Wykorzystamy spostrze-
zenia poczynione w poprzednim rozdziale. Nastepu-
jaca formula jest twierdzeniem Loglanu.

Twierdzenie 6.4.

for i+ 1 to n do )

for j <1 to m do
s <« 0;
for [+ 1 to k do N k

AL+ S(—S+A(Z7Z)*B(l,]) <\v/ Y CZJ:ZAN*BZ]>

od; =15=1 =1
C(i,j) < s

od

L od

Dowo6d. Z twierdzenia 5.5 mamy

s :=0;
o for [:=1 to k do k
LPFVY V s:=s+ A(i, 1)« B(l,7) (Cij :ZAN*BU)
i=1j=1 od; =1
Cij) =

Teraz zastosujemy spostrzezenie, ze kwantyfikator ogra-
niczony VY/_, mozna wyrazi¢ przez p¢tle for poréwnaj

tw. 6.1.

for j:=1 to m do )
s:=0;
. for 1:=1 to k do . k
LPF v s:=s+A(,1)*B(1,j) <V Cyj = ZAil * Bl])
=1 od; =1 =1
C(,j):=s
od ]
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Jeszcze raz stosujemy ten sam fakt by wprowadzié
kwantyfikator v, za program

for i:=1 to n do )
for j:=1 to m do
s:=0;
for 1:=1 to k do o k
og — 3 k 1 R . .
L2 |- Os; s+AG,D*B(,j) (iilj\zl Cy;j ;Ad*Bl]>
C@,j):=s
od
\ Od /
Co koriczy dowod. O

Powinnismy zawczasu sprawdzié¢ czy w trakcie wy-
konywania tego programu nie wystapi btad array in-
dex error. Czyli nalezy sprawdzié¢ czy kazdy wiersz
tablicy A ma k elementéow i czy kazda kolumna ma-
cierzy B ma k elementow. Czy potrafisz napisa¢ od-
powiedni program? Czy potrafisz go uzasadni¢?

Co jest lepsze? sprawdzenie czy macierze A i B maja
odpowiednie ksztalty (n x k) i (k x m). Czy tez od-
powiednia obsluga bledu reference to none?

7.2. Algorytm Winograda. Algorytm Winograda
moze byé stosowany do obliczania iloczynu macie-
rzy kwadratowych. Jego przydatnosc¢ jest szczegolnie
widoczna gdy elementami macierzy sga obiekty repre-
zentujace jakis pierscien inny niz pierscien liczb rze-
czywistych. Np. w przypadku gdy dany pierscien C
jest zaimplementowany w programie przez klase C,
zob. nastepna czesc II.

Drugim i wazniejszym powodem do skreslenia tej
notatki jest potrzeba zwrocenia uwagi na znikoma
przydatnosé asercji i tzw. programowania przez kon-
trakt (ang. design by contract). Asercje sa przy-
datne jako notatki, ale nie stanowia rozwigzania pro-
blemu zapewnienia poprawnosci algorytmu.

Zapraszam do czytania, zwlaszcza rozdzialu Do-
wod poprawnosci.

Algorytm. W tym rozdziale pojawiaja sie dwa wa-
runki:

e warunek wstepny — Precondition,
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e warunek koncowy — Postcondition, oraz
e algorytm — algorytm Winograda.

Jak sie upewnig¢, ze algorytm jest poprawny ze wzgledu
na warunek poczatkowy i warunek koncowy? W li-
teraturze proponowane sa dwa podejscia:

e udowodnij czesSciowa porawno$é¢ sprawdzajac
pewne niezmienniki — jest to tzw. metoda
Floyda-Hoare’a,

e wykonaj pewna liczbe obliczen testowych i
zaufaj, ze w trakcie eksploatacji algorytmu
nie okaze sie, ze jest on niepoprawny.

W obliczeniach testowych mozna w trakcie obli-
czen sprawdzaé¢ wczesniej wstawione warunki — aser-
cje. Czy rzeczywiscie sa one pomocne?

W nastepnym punkcie pokazemy inng droge - droge
dowodzenia lematéw i w koncu twierdzenia o po-
prawnosci (catkowitej) algorytmu Winograda wzgle-
dem warunku poczatkowego Precondition i warunku
koncowego Postcondition.

1: signal Niezgoda;
2: unit Winograd : procedure(A, B : array _of array of real; output C':
array _of array of real);
Precondition: wymagaj by A i B byly macierzami
kwadratowymi rozmiaru n x n
Postcondition: zapewnij, ze obliczona macierz C jest
produktem macierzy Ai B, C = A *B
3: var i, j,k,n,m:integer, W,V :array of real,p: boolean,s :
real,
4: begin
{ ustali¢ czy macierze moga byé mnozone tzn.
czy ilosé wierszy w A = ilosc kolumn w B? }
{ ustali¢ czy n jest parzyste? }
{ obliczyc preprocessing }

{ dynamiczne sprawdzanie precondition }
5: if lower(A) # lower(B) or lower(A)+# 1 or upper(A)+#
upper(B) then
raise Niezgoda
fi;
i := upper(A);
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9: j := lower(A);

10:
11:
12:

13:
14:
15:

n = i-j+1;
for i:=j to i do

if lower(A(l1)) # lower(B(l)) or lower(A(l1))# 1
or upper(A(l))# upper(B(l) or upper(A(l)#upper(A)

then
raise Niezgoda
fi;
od;

Assertion sprawdzono: macierze sag kwadratowe, roz-

16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:

24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:

31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:

miaru n x n

{ mozna mnozy¢ }

p:=(n mod 2) = 0;

m:=n div 2;

array W dim(1: n);

array V dim(1 : n);

array C dim(1: n);

for i :=1 to n do
array C(i) dim(1 :n)

od;

{ obliczanie "preprocessingu'}
for j:= 1 to n do

s:=0;
fori:=1tom do
s:=Alj,2xi—1] % A[j,2 x| + s;
od;
WIj] := s;
od;
n-+2
Assertion 1: Dla kazdego j,1 < j <n, W, =3 Ajoi1x Ajo
=1
for ;=1 ton do

s:=0;
fori:=1tom do
s := B[2*i-1,j] * B[2%*i,j] +s;
od;
V[j] :=s;
od;
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n+2
Assertion 2: Dla kaidego j,l < ] < n, ‘/J = Z Bgiflyj * BQ*Z‘J
=1

{obliczanie iloczynu macierzy }
38: for i:=1to n do
39: for j:=1 to n do

40: s:= 0;
41: for k:=1 to m do
42: s:= (A[i,2*k-1]4+BJ[2*k,j]) * (B[2*k-1,j]+Ali,2*k])
+s;
43: od;
n+2
Assertion 3: Vi<i<ns Vi<j<n, s = Z (Az',Qkfl + BQk,j) * (BQ*kq,j + Ai,Zk)
k=1
44: Cli,j| :=s— W] — V[jl;
2(n+2)
Assertion 4: Vlgign,vlgjgn Ci,j = Z (Ai,k * Bk',j)
k=1
45: if not p then
46: Cli, j| := C[i, j] + Ali,n] * Bln, j]; { poprawiamy -
gdy n jest nieparzyste }
47: ;
48: od; {j}
49: od; {1}
Assertion 5: Dla kazdych wartosci i,5,1 <i<n,1<j<n, Cij= zn:
k=

50: end Winograd,;

Dowod poprawnosci. Naszym zadaniem jest wy-
kaza¢ nastepujaca implikacje

Precondition = {Algorytm Winograda}Postcondition

co sie czyta tak: jesli dane spelniaja warunek wstepny
to algorytm Winograda konczy obliczenia nie sygna-
lizujac btedu i wyniki spetniaja warunek koncowy.
Sprawdzenie czy warunek wstepny jest spelniony
przez dane moze by¢ w czesci wykonane przez kompi-
lator. Kompilator moze sprawdzié czy parametry ak-
tualne sa tablicami dwuwymiarowymi. Druga czesé
warunku, ze rozmiary tablic sa rowne n x n nie moze
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byé sprawdzona przed wywotaniem procedury Wi-

nograd, nie moze tez by¢ udowodniona. Wobec tego

wykonywanie procedury rozpoczynamy od (dynamicz-
nego) sprawdzania ksztaltu i rozmiaru tablic’. Mozna
rozwazaé czy nie daloby sie udowodnié, o programie

stosujacym procedure Winograd, ze warunek wstepny
jest spelniony za kazdym razem gdy procedura Wi-

nograd jest wywolywana w naszym programie. Ale

czy mozna zagwarantowac, ze kazdy program stosu-

jacy algorytm Winograda bedzie sprawdzal warunek

wstepny? lub go dowodzil? Lepiej wiec zostawic

sprawdzanie warunku wstepnego procedurze Wino-

grad.

Do algorytmu Winograd wstawiliSmy asercje. Maja
one za zadanie:

(1) umozliwi¢ sygnalizacje naruszenia warunku aser-
cji w trakcie wykonywania programu,

(2) ulatwi¢ argumentacje na rzecz tezy o popraw-
nosci algorytmu.

W tym przypadku trudno moéwié o dynamiczej wery-
fikacji: azeby sprawdzi¢ warunek wyliczony w asercji
trzeba powtorzycé obliczenia — to niewiele nam daje.
Ponadto, tu uwaga natury ogoélnej, zamiana asercji
na instrukcje warunkowa

if warunek _asercji then wrzué¢__ wyjatek fi

zapewnia tylko tyle, ze podczas wykonywania algo-
rytmu zostanie zasygnalizowany blad. Nie mamy na-
wet gwarancji, ze zdarzy sie to zawsze gdy program
zawiera bledy.

Natomiast asercje mozemy zastapi¢ lematami i udo-
wodnic¢ je

2w loglanie’82 dwuwymiarowej tablicy mozemy nadacé
ksztalt trojkatny, wstegowy i oczywiscie ksztalt kwadratowy
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dzi
( s :=0;
for 1 :=1 tom
i do
' s:=Alj,2%i— 1] % Alj,2 ] + s;
od;
L Wil =

\

(

(

\

Lemat 6.5. Dla kazdego j,1 <j <n, i m =n+2 zacho-

\

J

n+2
<Wj = Z Ajoi1 * Aj,Qi)

i=1

lub to samo spostrzezenie zapisane nieco inaczej

Lemat 6.6. Dla m = n + 2 zachodzi

( for j:=1 to n do

s:=0;
for 1 :=1 tom
do
s:=Alj,2%i— 1] % Alj,2 %] + s;
od;
Wljl = s;
od

n-+2
=3 A A
<1sz'SnW] 2 Ajai-s ]72>

i=1

Zwro6é uwage na to, ze zewnetrzna instrukcja for
uzasadnia wprowadzenie kwantyfikatora ograniczo-
nego, a wewnetrzna instrukcja for oblicza sume. In-
strukcja for ma jeszcze wiele innych zastosowarn.

Lemat 6.7. Dla kazdego j,1 <j <n, 1 m =n=+2 zacho-
dzi

s:=0;

for i:=1tom

do
s:=B[2xi—1,j] % B[2x*i,j] + s;

od;

Vijl :=s;

Kolejny lemat

Lemat 6.8. vi<;<, Vi<j<n
5:=0;
for k:= 1 tom
do
s:=(A[i,2%k — 1]+ B2 %k, j])
x(B[2xk —1,j] + A[i,2 % k]) + s;
od;
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i=1

n+2
V= Z Bai—1,j * BQi,j)

n+2

s= > (Ajak-1+ By )*
(Bag—1 + Aiok)



Lemat 6.9.
Przy zalozeniu, ze tablice A i B s3 macierzami kwa-
dratowymi rozmiaru n x n i ze zachodza lematy 1
oraz 2, prawdziwa jest nastepujgca formutla algoryt-

miczna

)
1<i<n 1<j<n

s :=0;
for k:=1tom
do
s:= (Ali,2xk — 1]+ B[2*k, j])

(B[2*k—1,j] + Ali,2 xk]) + s;

od;
Cli,j] = s = Wi = VI[jl;
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Lemat 6.10.
Z prawdziwosci lematow 11 2 wynika, ze nastepujaca
formutla jest prawdziwa

([ for i:=1ton )

do
for j:=1ton
do
5:=0;
for k:= 1 to m
do
s:=(Al,2x k —1]
+B[2 %k, j])
x(B[2xk—1, ] &
A2 k] + s A Cig= 2 Akx B
od: 1< z'in
Cli,j] = s — Wil - VIjl; <
if not p
then
Cli, j] = Cli, ]
+Al[i,n] * B[n, j|
fi;
od
od

Dowody lematow.
Dowod lematu 6.5.

Dowod. W dowodzie wykorzystujemy nastepujaca
wtlasnosé programoéow for:
niech napis w(i) oznacza wyrazenie arytmetyczne (zmienna
i moze, ale nie musi, w nim wystepowac)

\

s:=0

for ::=1ton n

do <5 = Zw(z))
s:=w(i)+s i=0

od

Pozostaje skorzystaé z aksjomatu instrukcji przypi-

sania
(s - Zwm) = (Wj] = s} (W(j) = Zw(z'))

1=0
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Dowody lematow 2 i 3 przebiegaja podobnie.
Dowod lematu 6.9.

Dowod. Nalezy udowodnié

n-=2 2(n=+2)
(s= Z(Ai,Zk—l+B2k,j)*(BZ*k—l,j+Ai,2k) = (s=WIi]-V]j] = Z A 1By j)
k=1 k=1

Rozwinmy mnozenie i zastosujmy rozdzielnosé¢ mno-
zenia wzgledem dodawania

n-+2

> (Aigr—1 + Bokj) * (Bosk—1,; + Aiok)
k=1

n-+2
= > [Aiok—1 * Bowk—1j + Aiok—1 % Aok + Bogj * Bog—1; + Bog j * A; 2]

3 =
N =

: n<2 n<2 n-9
= > Aiok—1 % Bowp—1; + g Ajop—1 * Aj o + E Boy j % Bog_1j+ > Bok; * Aj o
k=1 k=1 k=1 =1
A ~~ J/ ~~ J/
=W[i] =V[j]

Skorzystamy z lematow 6.6 oraz 6.7
n=2 n+2 n-+2
Z(Ai,zkz—l+sz,j)*(BQ*k—l,j-i-Ai,zk)—W[i]—V[j] = Z Ai,zk—l*Bz*k—1,j+Z sz,j*Ai,Qk
k=1 k=1 k=1
Wykorzystujemy przemiennos$é¢ mnozenia i lgcznoscé
dodawania

2(n=+2

n-+2 n-=+2 )
E A; o1 * Bowr—1,j + E Boy j x Ajor = E A;  * By
k=1 k=1 k=1

[
Dowod lematu 6.10.
Dowod. Trzeba wykazaé, ze
wa [ n
(s = ; A, 1 xBy ;) = ) Cli, j] := Cli 1] + Ali, n] * Bln, j] (s = ;Ai,k*BkJ)

Pamietamy, ze p= (n mod 2 =0). Jezeli n jest liczba
parzysta to 2(n+2)=n1i

n
Cij= E Ay * By
k=1
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W przeciwnym przypadku (tzn. gdy not p) sumowa-
nie zakonczylo sie dla ¥ = n - 1. Trzeba wiec dodac¢
wartos¢ iloczynu A[i, n| x Bln, j]. O

8. Namawiamy do notacji matematycznej

Zauwaz, ze przyjecie konwencji zaproponowanej w
poprzednim rozdziale por.8.1, upraszcza zapis algo-
rytmow macierzowych.

Mnozenie macierzy (zwykle) zapisuje sie tak

\[\bigl\{\mathop{\forall}_{1\leq i \leq n},\, \mathop{\forall}_{1\leq,j.\leq n}
uC_{ijH\leftarrow \sum_{1\leq k \leq n }A_{ik}*B_{kj}
u\bigr\}u\]u
co moze da¢ w druku taki efekt
vV vV G+ Z Ay % By }

1<i<n 1<5<n
1<k<n

a jesli zastosujemy TeX’a z odpowiednim stylem, (moze
stworzysz taki styl?) da program z potrojna petla
for.
fori:=1tondo
for j=1ton do
s:=0;
for k :=1 to n do s := s+ A[i,k]*Blk,j] od;
Cli.j] :=s
od
od

Algorytm Winograda takze zapisze sie krocej

(m <+ ndiv?2; )

Vicj<n Vi Zlgism(BQ*i—l,j * Boyij);

Vicj<n Wi < Zléigm(Ai,Q*j—l * A 24j);

5 > 1cpem(Aiguk—1 + Bowkj) * (Bosp—1,; + Ai2ek);
R T
- if odd(n) then Cj; < Ci; + A;, x By fi J

Zapis dla druku, tj. dla czlowieka jest zwiezly i czy-
telny. Jest tez czterokrotnie krotszy od kodu.
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9. Obiekty tablicowe — Podsumowanie

Tablice sa tworzone, wspotdzielone, odczytywane,
modyfikowane, usuwane wreszcie.

(1) Deklaracja zmiennej
var A: array of T

jest rownoczesnie deklaracja typu tablicowego.
Mozesz taczyé deklaracje:

var A: array of T; var B: array of T;
i zastgpi¢ je przez jedna deklaracje
var B,A: array of T;

Oznacza to, ze typy bywaja zgodne.
(2) Opisz relacje zgodnosci typow
(3) Instrukcja

array A dim(low: up);

tworzy obiekt tablicowy. Oto co wiemy po
wykonaniu takiej instrukcji:

e A # none,
e lower(A) = lower
e upper(A) = up
e V(lower(A) < i < upper(A)) = A(i) = initval init
val dla typu integer i real jest 0, dla typu
boolean jest false, dla typu char jest ...,
dla typu tablicowego lub zadeklarowanego
jako klasa jest none,
(4) zmienne A i B moga sie dzieli¢ obiektem ta-
blicowym gdy wykonano instrukcje
B:=A;
w efekcie zachdzi relacja A=B i konskwentnie...
(5) instrukcja kopii
B:=copy(A);
ma nastepujacy efekt ...
(6) instrukcja
ill(A)
usuwa obiekt tablicowy
niezmiennik:
(7) operacje na elementach tablicy ...
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Cwiczenia
6.1. Utworz dwie tablice A i B o wymiarach 4x4.

Wypelnij je liczbami przypadkowymi i oblicz sume
C=A+B tych tablic.

6.2. Utworz dwie tablice A i B o wymiarach 4x4.
Wypelnij tablice B liczbami przypadkowymi, zapisz
w tablicy A kopie tablicy B i oblicz sume C=A+B
tych tablic.

6.3. Utworz dwie tablice A i B o wymiarach 4x4.
Wypetnij je liczbami przypadkowymi, wykonaj przy-
pisanie B:=A 1 nastepnie wypelnij tablice A zerami.
Wydrukuj obie tablice. Co zobaczysz?

6.4. Na pewien obiekt tablicowy o wskazuja dwie
zmienne A i B.
Czy w tej sytuacji instrukcje sg rownowazne?
kill(A) | A := none | A,B :=none

6.5. Algorytm mnozenia macierzy napisaliSmy przyj-
mujgc pewne zalozenia. Sprobuj ...
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ROZDZIAYt 7

L; Programowanie z while

1. Programy iteracyjne

Jezyk L; jest bogatszy od poprzedniego o jeden
tylko rodzaj instrukcji: instrukcje while. Rozszerze-
nie jezyka wydaje sie niepozorne. Ale pojawiaja sie
nowe zjawiska obliczeniowe.

Do tej pory nie mieliSmy problemu z zapewnie-
niem wlasnosci stopu programu. Kazdy program,
omawiany we wczesniejszych rozdziatach, ma obli-
czenie skonczone. Wprowadzenie do jezyka progra-
mowania instrukcji iteracji while, z jednej strony w
istotny sposéb zwieksza zbior funkcji obliczalnych, z
drugiej strony tracimy gwarancje, ze obliczenie pro-
gramu bedzie skornczone. Pojawia sie koniecznosé
udowodnienia, ze obliczenia programu beda skoriczone.
A to nie zawsze jest latwe i czasami stanowi wyzwa-
nie dla pokolen badaczy.

Przyktad 7.1. W latach 30 dwudziestego wieku Ac-
kermann zdefiniowal, funkcje, ktora rosnie bardzo
szybko i wykazal, ze nie jest ona funkcja pierwotnie
rekurencyjna. W przetlunaczeniu na dzisiejszy je-
zyk oznacza to tyle, ze funkcji Ackermana nie mozna
zaprogramowac ograniczajgc sie do instrukcji for.

1.1. Skladnia. Zbior programow iteracyjnych rézni
sie od poprzednio opisanego zbioru programow z ta-
blicami, tym, ze w ciggu instrukcji takiego programu
moga pojawiac sie instrukcje while.

1
Lo G Ly GL G LG Ly G L &L G Lr &Ly G Lo & Lo
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Sktadnia 7.1. Zbior instrukcji programoéw iteracyj-
nych jest to najmniejszy zbior P napisow taki, ze

i) kazda instrukcja atomowa (drukowania, przy-
pisania oraz instrukcja dzialania na tablicach)
nalezy do zbioru P,

ii) zbior P jest zamkniety z wzgledu na opera-
cje: zlozenia, powtarzania — for oraz rozgale-
zienia,

iii) jesli napis v jest formula boolowska i napis K
jest instrukcja, to napis

while v do K od
jest instrukcja iteracji

Przyklad 7.2. Dwa przyklady — druga instrukcja
operuje na stosach s i t.

while x<y do x:=x+1; u:=3*u od

while = empty(s) do

e:= top(s);

s := pop(s);

t:=push(e,t)
od

1.2. Semantyka. Modyfikujemy odpowiednio defi-
nicje obliczenia tak by objeta ona programy z jezyka
Ls.

Relacja bezposredniego nastepstwa — konfiguracji
(tj. stanow obliczen) jest nadzbiorem relacji opisanej
we poprzednim rozdziale.

Definicja 7.2. Bezposrednim nastepnikiem stanu
c : (v,while v do K od;s) jest konfiguracja okreslona
ponizej

e gdy 1(v) = false
(v, K; while v do K od;s) gdy 7(v) = true

Pozostale przypadki zostaly opisane we wczesniej-
szych rozdziatach.
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2. Komputer

Komputer K; potrafi wykonywaé¢ wszystkie pole-
cenia z repertuaru komputera K, i ponadto potrafi
wykonaé polecenie while. Zapewniajac przy tym, ze
realizacja polecenia while bedzie zgodna z definicja
bezposredniego nastepstwa konfiguracji, zob. powy-
Z€j.

3. Aksjomat instrukcji while i regula wnioskowania

Znaczenie instrukcji while opisuje aksjomat i reguta
wnioskowania.
Aksjomat while

(Ax2)
{whileydo K od}a < ((—y A )V (v A{K; whileydo K od}a))

Zwroé uwage — w odroznieniu od aksjomatow Ax g —

fwhile v do K od}a
f—ry
ify /
@ {while v do K od}«

K

Rysunek 1. Aksjomat instrukcji while
Ax,, (schemat)

Ax,,, ten aksjomat nie eliminuje instrukcji while. Nie
daje tez zadnej wskazowki pozwalajacej ograniczyé
liczbe powtorzen iterowanej instrukcji K. Stad wy-
nika konieczno$é wzbogacenia rachunku programow
o nastepujaca regule wnioskowania.

Reguta wnioskowania R;— wprowadzanie while w po-
przedniku implikacji.
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{M(if v then K fi)a = 5},_,
{M; while v do K od}a=p

(R3)

4. Programowanie z instrukcja while

TODO

e prawo Archimedesa, zasada wyczerpywania Eu-
doksosa, ...

e opisz obliczanie zera wielomianu wyzszego stop-
nia — przygotowanie do bisekcji,

e obliczanie calki oznaczonej,

e przyklad funkcji obliczalnej, ale nie pierwot-
nie rekurencyjnej czyli funkcja Ackermanna
na ten temat mozna napisaé¢ sporo:

e przyklady: program PF (Fermat) i program
CollatzForAlIN. Te programy nie maja obli-
czenia skonczonego.

Zastanow sie: to nie jest takie oczywiste. W
przypadku Fermata zajelo to ponad 300 lat
pracy wielu matematykow, w przypadku Col-
latza dziesiatki tysiecy informatykow i mate-
matykow pracuja i ... nic.

Instrukcja while (odp. operator minimum efek-
tywnego) to narzedzie trudne do opanowania.

4.1. Czy to wystarczy? Do tej pory omowiliSmy
wszystkie niezbedne konstrukcje programotworcze.
Programowanie w strukturze liczb catkowitych z wy-
korzystaniem instrukcji przypisania, ztozenia (tj. sred-
nika ;), oraz instrukcji while pozwala zaprogramowac
kazda funkcje obliczalng. Twierdzenie o takiej tresci
(ale innymi stlowami) wypowiedzial i udowodnil Ste-

phen C. Kleene w roku 1936 [Kle36].

Twierdzenie 7.1. Prawdziwe sg inkluzje:

(i) Kazda funkcja f obliczalna w dziedzinie liczb
catkowitych jest programowalna w jezyku ;.
(i) Kazda funkcja f programowalna w jezyku L,
(dla uproszczenia zakladamy, ze w programie
Jja definiujacym nie wystepuja wyrazenia typu
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real) jest obliczalna w dziedzinie liczb catko-
witych.

Okazuje sie, ze w jezyku £; i dziedzinie liczb catko-
witych (nieujemnych) potrafimy zaprogramowac kazda
funkcje obliczalng (porownaj []) i kazda funkcja ob-
liczalna moze byé zaprogramowana w tym jezyku.
Jest to fragment larnicucha twierdzen uzasadniajacych
teze Churcha-Turinga. []. Jezyki programowania za-
wieraja ponadto inne narzedzia: procedury, funkcje,
klasy, wspolprogramy i procesy. Narzedzia te ula-
twiaja prace ludzi tworzacych oprogramowanie, po-
zwalaja na oszczednosci w gospodarce czasem i zaso-
bami komputera. Zajmiemy sie nimi w dalszej czesci
tej ksiazki.

Pytania. Sformulujemy tu kilka pytan jakie nasu-
waja sie czlowiekowi myslacemu:

e Jesli programy while pozwalaja zaprogramo-
wacé obliczenie kazdej funkcji obliczalnej, to
po co wprowadzaé¢ deklaracje modulow pro-
cedury, funkcji, klasy, wspolprogramu, pro-
cesu? Czy nie sa one zbednym dodatkiem?

e Programy while pozwalajg zaprogramowa¢ ob-
liczenia funkcji obliczalnych, ktore nie sg pier-
wotnie rekurencyjne. To dobrze.

Ale czy na pewno? Przyklady skonstruowane
przez Ackermanna, Sudana, Rozse Peter i in-
nych wskazuja na to, ze te funkcje sa nieprak-
tyczne. Rosna one tak szybko, ze juz dla nie-
wielkich argumentow np. n=6 ich obliczenie
mogloby trwaé¢ tak dlugo, ze konca obliczen
nie doczekalaby sie ludzkosé. A wiec poco in-
strukcja while? Czy gra jest warta swieczki?

e Jak to zobaczymy w praktyce programowania
mamy czesto (najczesSciej) z przetwarzaniem
skonczonych zbioréw informacji. W zasto-
sowaniach w bankowosci, administracji, woj-
sku, wywiadzie i policji, medycynie , etc. pro-
gramy przetwarzaja zbiory informacji zmaga-
zynowane w pamieci komputerow. Programi-
§ci odczuwaja potrzebe konstrukcji foreach.
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Instrukcja taka powinna by¢ podobna do in-
strukcji for.

Niech S bedzie zbiorem elementéw, obiektow,
informacji. Niech ¢ bedzie zmienna typu ele-
ment. Wtedy instrukcja

foreach e in S do I od

zapewnialaby powtorzenie ciggu instrukcji 7
dla kazdego elementu wystepujacego w skori-
czonym zbiorze S. Niewiele jezykéw progra-
mowania oferuje taka instrukcje. Wiecej na
ten temat napiszemy w drugiej czesci tej ksigzki.

5. Wtlasnosci instrukcji while

Ponizej przytaczamy kilka wtasnosci tej instrukcji.
Zachecamy do poszukiwania dalsych.

(1) Instrukcja while jest idempotentna.

while v do M od; }a

{while y do M od}a < { while v do M od

A wiec nie warto powtarzacé tej instrukcji dwu-

krotnie?2.

(2) Instrukcja while zawiera w sobie instrukcje
if

{if v then M fi;while v do M od}a & {while v do M od}a

{while v do M od;if v then M fi}a & {while v do M od}«

I tak jest dla kazdej iteracji instrukcji warun-
kowej if. Dla kazdej liczby i €¢ N zachodza
nastepujace rownowaznosci

{(if v then M fi)’; while v do M od}a < {while v do M od}a

{while v do M od;(if v then M fi)'}a < {while v do M od}a

2Czasami jednak powtorzenie takiej instrukcji moze byé po-
mocne w zrozumieniu co nasz program robi.
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(3) Przydatng tautologia jest nastepujgaca row-

nowaznosc¢
( while v do while (7 A 6) do K od:
if o0 .
then K while 6 do
olse M (OF while (yAJ) do K od; a
f while (—yA¢d) do M od;
od;
\ Od /

(4) Myslimy , ze warto wprowadzi¢ nastepujaca
definicje porzadku w zbiorze programow.
Niech symbole K oraz M oznaczaja dwa pro-
gramy. Niech o bedzie oznaczeniem formula
algorytmiczna.

Definicja 7.3.
K<MZTr(Ka= Ma)

i zbadac¢ te relacje.
Powinnismy latwo udowodnié

whileydo K od = g.1.b.{ifythen K fi}’

i€N
Pomocnicze reguly wnioskowania. W wielu dowo-
dach korzystamy z regul wnioskowania przytoczo-
nych ponizej.
a=pf

while 3 do M odtrue = while o do M od true
Jeszcze inna regula

while v do M oda, Ky vy, KM(aAy) & (vAa)

while v do M; K oda

petle do — od. Petla
do K; if v then exit fi od
jest rownowazna programowi
{K; while v do K od}

W niektorych jezykach programowania mozna zna-
lez¢ instrukcje repeat

repeat K until ~;
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Wprowadzajac polecenie do ... od oraz instrukcje
exit i repeat stwarzamy mozliwosé samodzielnego pro-
Jjektowania nowych instrukcji iteracyjnych. Np.

6. Algorytmiczne teorie typow pierwotnych

Rozszerzeniu jezyka programowania odpowiada roz-
szerzenie jezyka formul algorytmicznych. Okazuje
sie, ze tak wzbogacony jezyk pozwala sformutowac
wlasnosci struktur danych.

6.1. Aksjomatyczna teoria ATZ. W rozdziale 3 o
wyrazeniach podaliSmy aksjomaty opisujace typ in-
teger jako aksjomaty pierscienia z dolaczonym aksjo-
matem dobrego ufundowania. Ten ostatni aksjomat
jest klopotliwy, poniewaz wystepuje w nim kwantyfi-
kator wiazacy podzbiory zbioru liczb catkowitych. W
miejsce tego aksjomatu nalezy(!) uzyé nastepujacej
formuly algorytmicznej

(Std) V>0 {y <= 0; while y # x do y +—y+ 1 od}(y = x)

wszystkie pozostale aksjomaty zostaja zachowane.

Ta aksjomatyzacja ma wiele zalet, najwazniejsza z
nich jest zapewnienie, ze program wymieniony w ak-
sjomacie algorytmicznym na pewno konczy oblicze-
nia. Z tego faktu mozna wyprowadzac¢ inne podobne
twierdzenia dotyczace algorytmow. Np. prawo Ar-
chimedesa , wlasnosé stopu algorytmu Euklidesa itp.

Twierdzenie 7.2. (prawo Archimedesa jest twier-
dzeniem algorytmicznej teorii typu integer A77T)

(Archl)
ATIZFH (0 <y <z)= {t+ y; while t <z do t «+ t+y od}(t > 7))

Twierdzenie 7.3. W algorytmicznej teorii typu in-
teger mozna udowodni¢ poprawnosé¢ algorytmu Eu-

klidesa.

while n # m do
if n>m thenn:=n—-m

ATZEVn,m >0
else m:=m-—-nfi

od

Mozna tez udowodnié¢ kategorycznosé teorii ATZ

Twierdzenie 7.4. Kazde dwa modele teorii ATZ sa
izomorficzne.
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6.2. Aksjomaty typu real. Do poprzednio wymie-
nionych aksjomatow ciala mozemy teraz dodac¢ ak-
sjomat (prawo?) Archimedesa

(Arch)
(0<yAy<z)={t+y;while t <z do t « t+y od}(t > z))

Erwin Engeler [| udowodnil, ze dla kazdej formutly al-
gorytmicznej postaci Ko formuta taka jest prawdziwa
w ciele liczb rzeczywistych z porzadkiem wtedy i
tylko wtedy gdy jest prawdziwa w kazdym ciele upo-
rzadkowanym spelniajagcym aksjomat Archimedesa.

Wykorzystujac twierdzenie o pelnosci logiki algo-
rytmicznej (tj. rachunku programow) mozemy twier-
dzenie Engelera sformutowaé tak.

Twierdzenie 7.5. Niech Z oznacza zbior formul al-
gorytmicznych na ktory skladaja sie aksjomaty ciala
uporzadkowanego oraz aksjomat Archimedesa Arch.
Niech ¢ oznacza Boolowska kombinacje formutl algo-
rytmicznych (tj. formul postaci Ka). Formuta ) jest
prawdziwa w uporzadkowanym ciele RO liczb rzeczy-
wistych wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dowod tej
formuly z aksjomatow zbioru Z.

RO ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy 7+ o

Sens tego twierdzenia sprowadza sie do nastepuja-
cej obserwacji, kazda semantyczna wlasnos¢ w, progra-
mu(-6w) z jezyka £L; wykonywanego w ciele liczb rze-
czywistych z porzadkiem, jest prawdziwa w ciele RO
wtedy i tylko wtedy gdy wyrazajaca te wltasnosé for-
mutla algorytmiczna ¢ posiada dowod z aksjomatow
zbioru Z. Jest tak, poniewaz widzieliSmy, ze wlasno-
§ci semantyczne takie jak stop programu, popraw-
nos¢ programu, wlasnosé fault, rownowaznosé, etc.
sa wyrazalne formutami bedacymi boolowskimi kom-
binacjami formul postaci Ko.

7. Przyklady
W tym podrozdziale przytoczymy kilka dowodow

7.1. Eudoksosa zasada wyczerpywania. Eudoksos
w III wieku p.n.e, a pozniej Archimedes, dokonywali
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obliczenn wielkosci pola (lub objetosci bryly) postu-
gujac si¢ nastepujaca zasada wyczerpywania:
Zalozmy, ze x jest poszuklwanq wielkoscia pola fi-
gury F. Skonstruujmy cigg figur F,,F,,..., o polach
p1,p2, ... 1 taki, ze dla kazdego i, zachodzi nieré6wnos¢
r—p; < x/2". Mozemy wiec obliczy¢ pole figury F z
btedem dowolnie malym » —p' < e.
Zasada wyczerpywania jest rownowazna prawu Ar-
chimedesa. Antoni Kreczmar [Kre77b] zapisal te za-
sade w postaci schematu formut algorytmicznych H(K).
Niech K bedzie programem, niech z bedzie jedyna
zmienng wejscia-wyjscia tego programu. Wybierzmy
trzy zmienne ¢ u,> nie wystepujace w programle K.
Kazda formuta H(K) o podanym ponlzeJ schemacie
jest instancja zasady wyczerpywania.

(((x:t/\z:y)ém{K; z(—%}(Ogmgz)) #{x%t}UK(mSu))

t,u,y>0

Formute te mozna wyprowadzié¢ z aksjomatéw pierwotnego typu
real. Przypomnijmy jednym z aksjomatow jest prawo Archime-
desa.

Zastosowane zasady wyczerpywania pokazujemy ponizej, pod-
czas analizyy algorytmu obliczajacego przyblizong wartosé /a.

Mozemy takze stosowac nastepujaca regule wnioskowania przy-
datna w rozumowaniach o wtasnosciach algorytmow dzialaja-
cych w typie real.

(= t) = {K(2)}(x < t/2)

ATRE {whilez > edo K(z) od} (z < €)

Nietrudno przekonac sie o jej poprawnosci. Ta reguta wniosko-
wania znajdzie swe zastosowanie ponizej podczas analizy kolej-
nych algorytmow.

7.2. Obliczanie /a z zadang dokladnoscia.

Twierdzenie 7.6. Program

z:=(a+1)/2;
(16) { while (z —a/z) > € do x:= (x +a/z)/2 od }

oblicza pierwiastek z liczby dodatniej a > 0 z dokladnoscia do .
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Dowod. Rozwazmy program

d:=¢
while d > ¢ do
ifd=ce¢
then z:=(a+1)/2
an I: else z:=(zx+a/x)/2
fi;
d:=(x—a/x)
od

Ten program oblicza warto§é zmiennej z w taki sam sposob jak
program poprzedni, lub oba programy maja obliczenie nieskon-
czone. Wystarczy wykluczyé te druga mozliwosé, tzn. wykazag,
wlasnosc stopu programu 17. Wartosé zmiennej d jest obliczong
dokladnoscia. Wykazemy, ze dla kazdej pary liczb a i ¢ takiej,
ze a >0 1 ¢>0 program ten ma obliczenie skoriczone.

Zastosujemy zasade wyczerpywania. Najpierw wykazemy,
ze prawdziwa jest formula

(18) {d:ze;z::a+e+1}ﬂ{l;z::z/2}(0§d§z)).

Nalezy wiec wykazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej i € N za-
chodzi formuta

(19) {di=¢z:=a+e+1}H{I;z:=2/2}(0 < d < 2)).
Dla i = 0 rzeczywiscie zachodzi formula
(20) {di=€¢z:=a+e+1}(0<d<2)).

Dla sprawdzenia wystarczy zastosowaé aksjomat instrukcji przy-
pisania i fakt, ze

(21) 0<e<a+e+1.
Dla i = 1 skorzystamy z nastepujacego faktu: ponizsza formula
(22) {z:=(a+1)/2;d:=2—a/z}(0<d<(a+e+1)/1)
jest rownowazna nastepnej formule
(23) (a+1)/2)>>an0< (a—1)?/2%(a+1) < (a+e+1)/2
a wiec
d:=¢
(24) j;::a+6+1; (22 >an0<d<zAd=1x—a/7)).
z:=2z/2

Dla kroku indukcyjnego, najpierw sprawdzamy, ze zachodzi for-
mula

(22> an0<(z—ajr)<z)=
(((z +a/x)/2)* > an0 < (2 +a/2)/2 - a/(z +a/x)/2 < 2/2)
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Stad i z wlasnosci programu I otrzymujemy
(2 >aN0<d<zAd=x—a/z)=>

(26) )
{L;z:=2/2}(z*>an0 <d<zAd=z-a/x))

Wykazalismy, ze formuta (22 >aA0<d<zAd=2— a/x) jest nie-
zmiennikiem programu {I z:=2/2}. Laczac ten fakt i implikacje
20 oraz 24 dowodzimy, ze

dla kazdej liczby naturalnej i € N

27) {di=¢ z:=a+e+1}; {I; 2:=2/2}(0<d < 2)

Wynika stad, ze stosujac regule R;, (zob. nastepny rozdziatl,
strona 155) mozemy wprowadzi¢ ogolny kwantyfikator iteracji
by otrzymac poprzednik w zasadzie wyczerpywania

(28) {d:ze;z:za—l—e—i—l}ﬂ{[;z:: 2/2}(0 < d < 2).

A wiec, stosujac zasade wyczerpywania, wykazaliSmy, ze praw-
dziwa jest formutla

(29) a>0Ae>0={d:=e}|JI(d<e)

Wykorzystamy nastepujace twierdzenie rachunku programow
(zob. formuta (2) str. 62 [MS87])

(30) while v do M oda « | J{if v then M fi}(-y A a)

1 z jego pomocyg wprowadzimy operator while

(31) a>0ANe>0= {d:=¢while d>¢e do I od}(d<e)
Udowodnilismy wiec, ze nasz program 17 kornczy obliczenia i
wobec tego program 16 tez koriczy obliczenia. O

7.3. Bisekcja. Zadanie, ktore teraz omowimy, polega na zna-

lezieniu przyblizonej wartosci zera funkcji f(z) = 2° + 72% — 72 + 12
w przedziale [-10,10].
Przypatrzmy sie wlasnosciom funkcji f. Latwo zauwazyé, ze
f Jjest funkcja jednej zmiennej rzeczywistej o wartosciach rze-
czywistych, ze f jest funkcja ciqglq na odcinku [-10,10], ze na
koncach przedzialu przyjmuje rozne znaki f(-10) * f(lO) <01 ze
funkcja f jest obliczana przez ponizszy program Mf.

(Mf) {y :=2° + 72 — Tz + 12}
Wybiegajac w przyszlosé sformulujemy algorytm o szerszym
zastosowaniu.
Twierdzenie 7.7. Zalozenia.
(i) Funkcja f jest okreslona na przedziale [q,}] i ciagla,
(ii) f jest obliczana przez pewien program tzn. jest
prawda, ze

Vacico{z =1 [ M |}(y = f(1)),

(iii) znaki funkcji f na koncach przedziatu [a,b] sa rozne, tj.
fla)* f(b) <O.
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Teza. Nastepujaca formula jest twierdzeniem algorytmicznej
teorii liczb rzeczywistych.

vimai M} far=y,
1= by [M]; fb:=y;

while (b—a) > ¢ do

z = (a+)/2; [M}

if y=0
then b := a; exit
(32) else (f(z) =0V((b—a) <e)Af(a)*f(b) <0)
if yxfa<0

then b:=z; fb:=y
else a:=ux; fa:=y
fi
fi
od

Zauwazyles, ze ten program jest rozwlekly i trzykrotnie po-
wtarza program M. Wybiegajac troche naprzod wprowadzimy
pewne rozszerzenie jezyka. Jezeli potrafimy udowodnié praw-
dziwosé formuly

ATRE (z=1) = {M}(y = f(l))

to wolno nam wprowadzi¢ deklaracje tj. definicje nowego funk-
tora
1 program przyjmie prostsza postaé

unit f : function(zx : real) : real
begin
end f
fa:= f(a);
fo:= f(b);
while (b—a) > € do
(33) = (a+b)/2 y:= f(2);
if y=0 then a,b:=x
else
if yx fa<0
then b:=2z; fb:=y
else a:=uz; fa:=y
fi
fi
od

Naszym celem jest analiza poprawnosci tego programu. Zwroc
uwage: w programie nie widac¢ zalozen twierdzenia jakie chcemy
udowodnié. Deklaracje funkcji nalezy, w umysle czytajacego(!)
uzupelni¢ twierdzeniem o okreslonosci funkcji.

141



Dowod. W dowodzie wykorzystujemy prawo Archimedesa i
inne aksjomaty ciala liczb rzeczywistych. Dowod sprowadza sie
do wyprowadzenia naszej formuly z aksjomatu Arch. Najpierw
jednak udowodnimy, ze z aksjomatu Arch wynika inna, wygod-
niejsza w zastosowaniu formutla:

Lemat 7.8.
Raren B ((0 <aAa<b)= {while a <b do b:=0/2 od}(b < a))

Udowodnimy, ze kazda formula zbudowana wedlug poniz-
szego schematu

({t:=a;if t <bthent:=2«t fi"}(b < t)) = {if a < bthen b:=0/2 i}"(b < a))
gdzie n € N jest dowolng liczba naturalng

posiada dowod z aksjomatow ciala uporzadkowanego. Tzn., ze
dla kazdej liczby naturalnej » mozna udowodnigé, ze

Rt ({t:=a;ift <bthent:=2«tfi"}(b<t)) = {if a <bthenb:=b/2fi}"(b < a))

Gdy to zostanie udowodnione to najpierw korzystamy z ak-
sjomatu instrukcji while i mamy dla kazdej liczby naturalnej n
mozna udowodnié, ze

R.o-({t:=a;ift <bthent:=2+tfi"}(b <t)) = {whilea <bdo b:=b/2 0d}(b < a))
Teraz mozna zastosowac regule R; (zob. strona 155) i uzyskamy
Rt ({t:=a; whilet <bdot:=2«t od}(b<t)) = {whilea < bdob:=b/20d}(b < a))
Poprzednik implikacji to aksjomat Archimedesa. Udowodnili-
Smy wiec, ze
Ruyen - {while a < b do: = b/2 od}(b < a)).
Co konczy dowod lematu.

Wracamy do dowodu twierdzenia. Dla n = 0 bez trudu stwier-
dzamy, ze formula

{t:=a}b<t))=(b<a))
qut tgutologiac, wystarczy zastosowaé aksjomat instrukcji przy-
pisania
a wiec
RE{t:=a}b<t))= (b<a)).

Zalozmy, ze dla k < n jest prawda, ze
RbE ({t:=a;if t <bthent:=2«t fi"}(b < t)) = {if a < bthen b:=b/2 fi}¥(b < a))
Zbadajmy implikacje
({t:=a; ift <bthent:=2xt i""'}(b < t)) = {if a < bthen b:=b/2 i}"" (b < a))
7. definicji iteracji K" programu K mamy

F({t:=a;if t <b then t:=2xt i""'}(b<t)) =
(34) ({t := a; ift < bthent := 2 x tfi";

ift < bthent := 2« tfi}(b < t))
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7. aksjomatu instrukcji warunkowej if otrzymujemy
F({t:=a;if t <b then t:=2xt i""'}(b<t)) =

(35) ({t :=a; if t <b then t:=2xt fi"}
(t<b)A{t:=2xt}(b<t)V(t<b)A((b<t))

Dwie latwe do udowodnienia obserwacje beda przydatne.
Lemat 7.9.

c:=(a+0b)/2;
iff(a)* f(c) <0
(1) R+ ((f(a) % f(b) <0) = then b:=c¢ (f(a) x f(b) <0)
else a:=c
fi
c:=(a+b)/2;
iff(a)* f(c) <0 k
(i1) Rk ((b—a)=k)= then b:=c¢ ; ((b—a)= 5)
else a:=c
fi

Dowody wtlasnoséi (i) oraz (ii) sa bardzo latwe. Sprobuj sam
udowodnié¢ te wlasnosci.

Z aksjomatu Archimedesa - w jego zmienionej postaci wy-
nika, ze ponizszy program sie zatrzymuje. Z wlasnosci (ii) wy-

nika

Lemat 7.10.
while (b—a) > ddo
c:=(a+0b)/2;
iff(a)* f(c) <0
Ryren = ((b—a) >6) = then b:=c¢ ((b—a) <)

else a:=—c

fi
od

Wykorzystamy wtasnosé (i) lematu 7.9 by otrzymac poza-
dang teze
while (b —a) > ddo
c:=(a+b)/2;

if f(a) * f(c) <0
(b—a)>5 N ) < (b—a) <6 A
Raren ( (f(a) * f(b) <O > = then b:=c ( (f(a)* f(b) <O )

else a :=¢
fi
od

O

7.3.1. Uwagi. Czytelnik moze zapytaé, po co tak sie me-
czy¢? Przeciez jest oczywiste, ze ten program jest poprawny.
Naprawde? Wyobrazmy sobie, ze obliczenia programu bisek-
cja wykonywane sg w ciele niearchimedesowskim. Co wtedy?
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Przypomnijmy, az do polowy XIX wieku wierzono, ze kazde
cialo liczbowe jest archimedesowskie. Odkrycie, ze moze by¢
inaczej, bylo wstrzagsem tylko nieco stabszym od odkrycia geo-
metrii nieeuklidesowej. Pytanie: czy mozna zaprogramowac
strukture ciata niearchimedesowskiego?

Wykonalismy pewne doswiadczenie myslowe(por. niem. gedan-
kenexperiment). Jakie wnioski mozna wyciagnaé¢ przypatrujac
sie drodze jaka przebylismy?

e Skad wiemy, ze znalezliSmy (przyblizona) wartosé¢ miej-
sca zerowego funkcji f? Aha, potrzebne dodatkowe
zalozenie, ze funkcja f jest ciggla.

e Wydaje sie, ze wiedzy o cigglosci funkcji nie da sie
wlaczyé¢ do kompilatora.

e Mamy jednak nadzieje, ze przyszle systemy wspoma-
gania programisty znajda sposob by wesprze¢ go w
tym zadaniu.

e 7 drugiej strony zawsze pewna praca czlowieczego mo-
zgu bedzie niezbednym skladnikiem zawodu progra-
misty. Dzieki temu zawod ten nie zostanie wyelimino-
wany przez komputery.

e W tym konkretnym przypadku tekst programu nale-
zalo uzupelnié o zalozenia twierdzenia. Minimum wy-
magan to oczekiwanie, ze programista wprowadzajac
deklaracje funkcji f dolaczy dowod istnienia wyniku.
Dla wielomianow takie twierdzenie jest oczywiste, ale
w innych przypadkach moze to byé trudne.

e Najwazniejszy wniosek jaki nalezy wyciagnac z tego
przykladu to: jesli uzywasz funkcji to zadbaj by jej
wynik byl wartoscia okreslong!

7.4. Algorytm Euklidesa. Algorytm Euklidesa, w jego naj-
prostszej postaci, zapisujemy stosujac instrukcje powtarzania
while.

while n # m do
(E) if n>m then n:=n—m else m:=m—n fi

od

algorytm FEuklidesa

Wtasnosé stopu tego programu nie jest oczywista. Udowod-
nimy, ze dla kazdej pary liczb naturalnych roznych od zera al-
gorytm Euklidesa ma obliczenie skoriczone. W dowodzie wyko-
rzystamy prawo Archimedesa.

(Arch) V,mson>m= {k:=m; while n >k do k:=k+m od}(n < k)

Dowod. Zacznijmy od nastepujacej obserwacji:
kazde dwie formuly algorytmiczne o schematach wskazanych
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ponizej, sa roOwnowazne

while o do

if while a do
then K _ while a Ay do K od;
(36) else M A= while a A =y do M od; 2
fi od
od

Symbole K i M mozna zastapi¢ przez dowolne programy, a sym-
bole «, 8,y przez dowolne wyrazenia boolowskie. Rownowaznosé
36 jest przykladem tautologii rachunku schematéw programoéow
PAL (tj. zdaniowej logiki algorytmicznej)(por. [MS87] rozdz.
V, str. 206-269).

Wstawiamy:
a:n#m, B:n=m, yin>m
K:n:=n—m, M:m:=m-—n
naszym celem jest teraz udowodnienie formuly
while n # m do
while n Zm An>m do n:=n—m od;

while n # m A =(n>m) do m:=m —n od;
od

(n=m)

Uprosémy troche
while n # m do
while n > m do n:=n—m od;

while m >n do m :=m —n od;
od

Teraz trzykrotnie mozna zastosowaé¢ prawo Archimedesa, w jego
troche innej postaci.

(n=m)

Vn,m>o{while n >m do n:=n—m od}(n <m)
V.m>o{while m >n do m :=m —n od}(m < n)
Zauwazmy tez, ze
while n > m do n:=n—m od;
while m >n do m :=m —n od;

In—m|=k= (In —m| < k)
{ }

Skad stosujac prawo Archimedesa po raz trzeci otrzymujemy
while n # m do
while n > m do n:=n—m od;

while m >n do m :=m —n od;
od

vn,m>0 |n - m‘ =0

co koniczy dowod wlasnosci stopu.
Poprawnos¢ algorytmu latwo udowodnié postugujac sie trzema
faktami
ged(n,n) =n
ged(n,m) = ged(n —m,m) gdy n>m
ged(n,m) = ged(n,m —n) gdy n<m
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Prawo Archimedesa posiada dowod z pozostalych aksjoma-
tow liczb naturalnych, piszemy o tym w innym miejscu.

7.5. Obliczanie potegi z". Przyjmijmy, ze dwie zmienne sg
zadeklarowane w nastepujacy sposob
var x: real, n: integer
1 ponadto przyjmijmy, ze n>0. Bardzo szybko mozemy napisac¢
program obliczajacy n-ta potege liczby =
P:{p:=1;fori:=1ton do p:=pxx od}.
Z twierdzenia 5.6 wynika, ze

{Pi(p=2a")
Ten algorytm wykonuje n mnozen. Mozna jednak znacznie
zmniejszy¢ liczbe dziatan.
zi=x;y:=1; m:=mn;
while m # 0 do
if odd(m) then y:=yx z fi;

BP: m = mdiv 2;
Zi=2%2
od
Udowodnimy, ze
{BP}(p=2")

W dowodzie wykorzystamy wlasnosci liczb naturalnych oraz
fakt, ze wartosci zmiennych z,y,2 naleza do pierscienia. Wtla-
sciwie skorzystamy tylko z lacznosci mnozenia. Najpierw za-
uwazmy, z aksjomatow algorytmicznej teorii liczb catkowitych
ATZ wynika, ze zatrzymuje sie program

Lemat 7.11.

ATZF{n>0= {m:=n; while m # 0 do m :=mdiv2 od}}(m = 0)

Dowod. Nastepujaca formutla jest twierdzeniem algorytmicz-
nej teorii liczb naturalnych ATZ, zob. prawo Archimedesa
ATTEVYym(0<n<m)= {p:=n; while p<m do p:=p+n od}(p>m)
Stad latwo wyprowadzié¢ inne twierdzenie teorii ATT
ATZEVY,m(0 <n<m)= {p:=mn; while p<m do p:=2x%p od}(p>m)
Dla kazdej liczby naturalnej i € N formula o nastepujacej postaci
jest twierdzeniem teorii ATZT

{p:=n;if p<m then p:=p+n fi}'(p >m) )

ATIE ( = {p:=n;if p<m then p:=p+p fi}'(p >m)

Stosujac aksjomat Ax23 dowodzimy, ze kazda z nastepujacych
formul jest twierdzeniem teorii A7Z (dla kazdej liczby natural-
nej i € N).

ATIF<{P1=n;ifp<mthenp:=p+nﬁ}i(p>m) )

= {p:=n; while p<m do p:=2xp od}(p >m)
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Mozemy teraz zastosowac regule wnioskowania R3 i uzyskujemy

{p:=n; while p<m do p:=p+n od}(p > m)
= {p:=n; while p<m do p:=2x*p od}(p > m)

Kolejny lemat potrzebny do udowodnienia twierdzenia

Lemat 7.12.
if odd(m) then y:=y* z fi;
37 (zMxy=2")= < m:=mdiv2; (zMxy =2a")
Zi=ZkZ
stwierdza, ze formula ™ xy = 2" jest niezmiennikiem pro-
gramu wystepujacego w powyzszym lemacie.

Dowod. Dowod przebiega w trzech latwych krokach.
1) Formula wymieniona w lemacie jest rownowazna nastepuja-
cej formule

(38) (zm*y:x")i{ if odd(m) then y:=yx z fi; }((z*z)m*yzx")

m = mdiv 2;
2) Jeszcze raz stosujemy aksjomat instrukcji przypisania
(39) (2" xy=2a") = { if odd(m) then y:=yx*z fi; } ((zx2)" " ?xy=2")
czyli
(40) (2" xy=a") = { if odd(m) then y:=yx*z fi; }((z)" xy=2a")
3)
(41)  (Mxy=2a")=> < \/O:Z(C)chgéll/; iy(zziZi(ii)* A ey =) )
czyli
42) GMrxy=a")= (" *xy=12")

(|

Na podstawie tych dwu lematow mozemy przeprowadzié do-
wod twierdzenia o poprawnosci programu BP wzgledem wa-
runku poczatkowego n > 0 1 warunku koncowego y = 2”. Wyko-
rzystamy nastepujaca regule wnioskowania

0= Mo
0 A {whileydo M od}true = {whileydo M od}(—y A ¢)

7.6. Najmocniejszy nastepnik programu M.

Definicja 7.4. Najmocniejszym nastepnikiem warunku wstep-
nego o i programu K w strukturze algebraicznej 2 jest taka
formuta 3, ktora speilnia nastepujace warunki

(1) jesli dane poczatkowe v spelniajg warunek wstepny o i
okreslony jest wynik +' = Ky (v) to koricowy stan pamieci
v spelnia warunek 3.Mowimy krotko, formula 3 jest
nastepnikiem pary: formula o i program K.
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(2) Dla dowolnej formuly ¢ jesli 6 jest nastepnikiem pary
a1 K, to implikacja (8 = §) jest formulg prawdziwg w
strukturze 2.

Przyktad
Przyklad 7.3. Rozwazmy nastepujacy program M
begin
z:=x; y:=1;
while z -y >0
do
Z:=2z-Yy;
y:=y+2
done
end

in the structure of the real numbers R with the usual interpre-
tation of the symbols +,—,0,1,2,=,> .

The variable y takes on the values of the consecutive odd num-
bers. As a result, after execution of the ith iteration, the values
of variables z,y are, respectively,

v(@)—1-3-5—..—(2i—1) and (2i +1).
Since > (2j—1)=i?,
0<j<i

the value of variable > after the ith iteration is v(x) —i2. The in-
struction “while” is executed until the difference v(z)—i2 - (2i+1)
is less than zero, i.e. when we find a natural number n, such
that

(n+1)2 >v(z) and n? < v(x).

The value of the variable 2 is equal to v(z) — { v(x)Jz, and the

value of y is 2 b/(x)J +1. Briefly, if the condition v(z) > 0 holds for

the initial data v, then the program M has a finite, successful
computation, and the value of variable z is the distance from
the greatest integer square number less than v(z).

The formula

f=(z=2—|va])Aly=2[va| +1)Az>0

is the strongest postcondition of the formula a = x>0 with re-
spect to program M in the data structure considered.

Indeed, if R,v = 2 > 0, then, after execution of the program M,
the valuation Mg(v) satisfies the formula 3 from the above ana-
lysis. The condition (1) of the definition is thus satisfied.

Let § be a formula such that for any valuation v,

R,v = a and v € Dom(Mg) implies R, Mk (v) = d.

Consider any valuation v’ and let R,v’E= b. Then

V) =2 [ V@] 4,
V() =v'(@) - [V
v'(x) > 0.
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Hence R,v' = o, and therefore the program M has a finite com-
putation at the initial valuation ¢/, i.e. v/ € Dom(Mg). Using our
assumption, we then have R, Mr(v') = (§AB). Since the behaviour
of the program M depends only on the value of the variable z,
which, in fact, does not change during the computation, the
resulting valuation Mg(v') may differ from the initial valuation
only on variables y or z. According to the above analysis, the
values of variables z,y after execution of the program M satisfy
condition 3. As a consequence, Mg(v') =+ and R,v’ = § and finally
R,v' = (B =>6) for all valuations ¢/, i.e. R | (3 = ).

7.7. Pewna wlasnos$é¢ drzew binarnych poszukiwan. W algo-
rytmicznej teorii kolejek priorytetowych nalezy udowodnic, ze

Cwiczenia
7.1. Udowodnij, dla kazdej pary liczb a > 0 i ¢ > 0 wartosci
zmiennej ¢ obliczone przez programy 16 i 17 s rowne.

7.2. Udowodnij, ze w ciele liczb rzeczywistych prawdziwa
jest nastepujaca implikacja

t:=ux; U=z
while ¢t <y do while © > € do

(43) ettt (x>y) = I (u<e)
od od
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ROZDZIAL 8

Rachunek programow

Widzielismy, ze wiele wlasnosci semantycznych programow
mozna wyrazié¢ jako formuly algorytmiczne.
W tym rozdziale odpowiadamy na kilka podstawowych pytan:

e czy podane wczesniej aksjomaty i reguly wnioskowania
o programach stanowia kompletny zestaw narzedzi?
Problem ten zajmowal nas od poczatku. Kilka prac
zawiera twierdzenie o pelnosci rachunku programoéow
[Mir71, Mir77, BKR91, Kre77a]

e czy aksjomaty rachunku programoéw opisuja seman-
tyke programow w sposob jednoznaczny?

¢ jakie wnioski mozna wyciggna¢ z twierdzenia o pelno-
§ci rachunku programow tj. logiki algorytmicznej?

Programy, algorytmy stanowia wazny skladnik jezyka jakim po-
sluguja sie programisci i matematycy. Od tysigcleci algorytmy
sg uzytecznymi narzedziami. By nie rozwodzié sie dlugo, za-
uwazmy, ze Urzad Patentowy USA rejestruje zgloszenia paten-
towe algorytmow. Ma to swoj wymiar finansowy. Algorytmy
sa czeSciag wypowiedzi, np. sa cytowane. Algorytmy sa takze
przedmiotem wypowiedzi, np. w zdaniu oznajmujacym O po-
prawnosci danego programu. Matematycy maja doczynienia z
algorytmami od tysiecy lat. Nie odczuwano potrzeby trakto-
wania algorytow w sposob rownorzedny z wyrazeniami zdanio-
wymi i/lub nazwowymi. Mamy do czynienia z pewna niekonse-
kwencja ... Rola algorytmow nie byta dostatecznie uwypuklana.

Programisci pojawili sie nie tak dawno. Zdazyli jednak zgro-
madzi¢ olbrzymi zasob doswiadczen.

Obie partie traktujg algorytmy w sposob intuicyjny. Mie-
szajac jezyk 1 metajezyk. W szczegolnosci, dostrzegamy brak
precyzji w przechodzeniu pomiedzy wyrazeniami i semantyka.

1. Rachunek programow

Rachunek programoéw jest rachunkiem logicznym (zob. Rys.
1 str. xviii) bedacym rozszerzeniem rachunku predykatow. Be-
dziemy uzywaé¢ zamiennie nazw: logika algorytmiczna i rachu-
nek programow.
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Rachunek programow AL to zbior systemow formalnych cechu-
Jjacych sie wspolnym schematem. Na kazdy taki system S skla-
daja sie jezyk £ i operacja konsekwencji syntaktycznej (logicz-
nej) C. System S = (£,C) nazywaé bedziemy systemem deduk-
cyjnym. Wszystkie jezyki rachunku programéw (méwimy tez
Jjezyki algorytmiczne) maja podobng strukture. Na zbior WFF
wyrazen poprawnie zbudowanych (ang. well formed formulas)
skladajg sie zbior termow T, zbior formutl F i zbior programow
P.
WFF=TUFUP

Kazdy jezyk rachunku ma te sama gramatyke. Ro6znica pomie-
dzy dwoma jezykami algorytmicznymi moze wynikaé¢ z przyje-
cia innego alfabetu. Alfabet A czyli zbior symboli atomowych
dzieli sie na podzbiory wedlug wspolnego schematu: zbior V
zmiennych, zbior & funktorow, zbior R predykatow, zbior spoj-
nikow logicznych, zbior operatorow programotworczych, zbior
symboli pomocniczych Auzx.

A={VUDPURU Auzx}

Oprocz systemow dedukcyjnych rozpatrywane sa tez teorie.
Teoria T = (L,C, A) to trojka, na ktora skladaja sie jezyk L, ope-
racja konsekwencji C oraz aksjomaty specyficzne dla danej teorii
A. Ostatni element trojki A to zbior formutl innych niz aksjo-
maty logiki. Moéwimy aksjomaty specyficzne teorii 7.

1.1. Jezyk rachunku programow. W poprzednich rozdzia-
lach wprowadzalismy wiele elementow jezyka. napisz Teraz
trzeba dodaé¢ kwantyfikatory iteracji...

1.2. Semantyka. Przypominamy znaczenie formul Ko i wpro-
wadzamy znaczenie kwantyfikatow iteracji Wartosé formuly al-
gorytmicznej postaci Ko gdzie napis K jest oznaczeniem pro-
gramu, a napis a oznacza formule wyznacza sie wedlug naste-
pujacego wzoru

(Ka)a(v) = {
Wartosci formul zawierajacych kwantyfikatory iteracji okresla
sie nastepujgcymi wzorami

(Jx&a),(v) = Sup{(Ki a)a(v)}

tj. formula | Ka przyjmuje wartosé prawda wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje iteracja K programu K taka, ze po wykonaniu pro-
gramu K° zachodzi formula o,

oraz ‘
(N Ka), ) = inf{(K' ) v)}

tj. formula N Ka przyjmuje wartosc prawda wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdej iteracji K¢ programu K, po wykonaniu programu
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0 w przeciwnym przypadku wartoscig formuly jest falsz.



K' zachodzi formula o.
Zauwaz, tautologia rachunku programow jest formula

(WhIt) {while v do K od}a < | J{if v then K fi}(=y A a)

1.3. Aksjomaty rachunku programow.

Definicja 8.1. Aksjomatem rachunku programow jest kazda
formula, ktorej struktura jest zgodna z jednym z ponizszych
schematow aksjomatow Ax1l — Ax23. O

Aksjomaty rachunku programoéw sa tautologiami, tzn. for-
muly te przyjmuja wartosé true w kazdej strukturze danych i
dla kazdego wartosciowania zmiennych.

Przyktad 8.1. Jest aksjomatem formuta

(x<yAnz2<0=22<0).
—— S——
a B B

Wskaz, ktory to aksjomat.

1.3.1. Aksjomaty rachunku programow. Aksjomatem rachunku
programow jest kazda formula zbudowana wedlug jednego z po-
nizszych schematow.
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Azy ((a=B) = ((B=0) = (a=14)))

Azy  (a= (aVP))

Azz  (B= (aVp))

Azy ((a=10) = (B=9) = ((aVp)=9))
Azs  ((aAB) = «)

Azg  ((aAB) = B)

Azz (6= a)=((6=8)= (6= (anp))))
Azs  ((a= (B=9))=(anp)=19))

Azg  ((aA-a) = f)

Az1g (o= (@ A—a)) = —a)

Az1n (aV-a)

Az ((z:= )true = (Vo)a(z) = (z := 7)a(z))),

gdzie term 7 jest tego samego typu co zmienna x

Aziz (Vz)a(z) = -(3z)~a(x)

Azris K((@z)a(z)) = Fy)(Ka(z/y)), dla y ¢ V(K)

Az K(aVvp) = ((Ka) Vv (KB))

Az K(aAB) = ((Ka) A (KB))

Az K(-a) = ~(Ka)

Azig ((x:=7)y = (v(&/7) A (@ 2= T)true)) A ((q =)y =(a/7))

Az begin K;M enda = K(Ma)

Axog if v then K else M fia = ((—yA Ma)V (v A Ka))

Azo; while v do K od a=((-yAa)V (yA K(while v do K od(a))))
Axag mKaE(a/\(KﬂKa))

Axog UKa =(aV (KUKa))

Reguly wnioskowania.

Definicja 8.2. Regula wnioskowania (ang. inference rule) to
operacja przyporzadkowujaca pewnemu zbiorowi formut 7, for-
mule o ...

Formutly 3; ze zbioru Z sg nazywane przestankami reguly wnio-
skowania. Formula o jest wnioskiem, albo konkluzjg, reguly
wnioskowania. O

Regule wnioskowania przedstawiamy w postaci formalnego
ulamka.
{Bitier

«
Reguly wnioskowania rachunku programéw prowadza od tau-
tologii w przestankach do tautologii — wniosku. Ponizej wyli-
czamy podstawowe reguly wnioskowania rachunku programow.
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W dowodach wtlasnosci algorytmicznych programow napotkasz
jeszcze inne, pomocnicze (wtorne), reguly wnioskowania.

o (@= )
Ry 3
(0= 5)
B Ras KB
R {s(if v then K fi){(=y A a) = Blien
s (s(while v do K od «) = f)
R {(K'a = B)}ien
' (UKa=9)
g o= K'B)}ien
T (a=NKp)
n @ = 5)
(F2)ez) = B)
R, (B = afz))
(B = (Vo))

W regulach Rs; i R;, przyjmuje sie, ze z nie jest zmienng wolna
w formule 3, t.j. =z ¢ FV(B). Regula Rs jest regula wprowadza-
nia kwantyfikatora egzystencjalnego w poprzedniku implikacji.
Regula R; jest regula wprowadzania kwantyfikatora ogolnego w
nastepniku implikacji.

Reguly R, 1 R; sa algorytmicznymi odpowiednikami regul Rg
i R;, pozwalaja wprowadzi¢ kwantyfikator iteracji. Regula R,
wprowadza szczegolowy kwantyfikator iteracji w poprzedniku
implikacji. Regula R; wprowadza ogolny kwantyfikator iteracji
w nastepniku implikacji. Reguly te maja jednak inny charakter,
poniewaz zbiory ich przestanek sa zbiorami nieskoriczonymi.
Regula R; wprowadzania instrukcji while w poprzedniku impli-
kacji tez ma nieskoriczony zbior przestanek. Reguly R3, Ry, Rs sa
nazywane regutami w.

Operacja syntaktycznej konsekwencji C.

Definicja 8.3. Niech X bedzie zbiorem formul ustalonego je-
zyka £. Zbior C(X) syntaktycznych konsekwencji zbioru X jest
to najmniejszy zbior formul taki, ze

e Zbior C(X) zawiera wszystkie aksjomaty rachunku pro-
gramow Az, i

e zbior C(X) zawiera wszystkie formuly ze zbioru X, i

e jesli do zbioru C(X) naleza wszystkie przestanki pewnej
reguly wnioskowania R;, i = 1,...,7 to do zbioru C(X)
nalezy tez konkluzja tej reguly.

W1lasnosci operacji konsekwencji C
cl) X cc(x),
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c2) X CY pociagga C(X) cC(Y),
c3) C(X) =C(C(X))
Niech 7 =(L,C, A) bedzie teoria algorytmiczng.
Definicja 8.4. Twierdzeniem teorii 7 jest kazda formula o
nalezaca do zbioru C(A).

Na oznaczenie tego faktu mozna stosowaé rozne zapisy:

Al a — co sie czyta formula o posiada dowod ze zbioru A, lub
a € C(A) — formula o jest konsekwencja zbioru A.

Przyklad 8.2. tu przyklady
2. Kilka przykladow

2.1. Wyrazalnosé wlasnosci semantycznych.
2.2. Dowody - wybrane przyklady.

2.3. Algorytmiczne teorie.

3. Pelnosé AL

W tym miejscu zastanowimy sie nad mnastepujacymi pyta-
niami:

e czy jesli udowodnie formule o, to czy jest ona praw-
dziwa?

e czy formuta prawdziwa posiada dowod?

e czy formula wyprowadzona przy pomocy rachunku pro-
gramow i aksjomatow struktury liczb catkowitych jest
prawdziwa w tej strukturze?

e czy kazdy model algorytmicznej teorii liczb calkowi-
tych jest izomorficzny z modelem wzorcowym (lepiej
powiedz, modelem standardowym)?

e czy teoria niesprzeczna posiada model?

Tw. o pelnosci i co z niego wynika

Twierdzenie 8.1. (o pelnosci rachunku programow)
Niech 7 = (£,C, A) bedzie teorig niesprzeczna, niech o bedzie
formula w jezyku tej teorii.
Nastepujace zdania sg rOwnowazne:
i) Formutla o jest twierdzeniem teorii 7, A+ o
ii) formula o jest prawdziwa w kazdym modelu teorii T,
A= a.

Przyklad. Poprawnosé programu swap - w kazdej strukturze
danych program swap jest poprawny. Nawet w tych o ktorych
dopiero bedziemy mowic.

Zauwaz, ze dowod poprawnosci algorytmu swap korzysta wy-
lacznie z dwoch aksjomatow rachunku programoéow i zadnego
aksjomatu jakiejs struktury danych. Zgodnie z twierdzeniem o
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pelnosci wlasnosé algorytm swap zamienia miejscami wartosci
zmiennych x i y jest prawdziwa w kazdej strukturze danych.

Algorytm Euklidesa - poprawnosé nie jest tautologia. (Szok
Pitagorejcykow) Ale alg. Euklidesa zatrzymuje sie w strukturze
liczb calkowitych i potrafimy to udowodnié.

4. AL definiuje semantyke programow while

W tym podrozdziale kontynuujemy dyskusje na temat zwiazku

semantyki jezyka(-6w) programowania i rachunku programow.
Woeczesniej ustalilismy taki zwiazek pomiedzy operacjami syn-
taktycznej i semantycznej konsekwencji. Obecnie, podejmu-
jemy probe zrozumienia w jaki sposob przyjecie systemu for-
malnego logiki algorytmicznej (tj. rachunku programoéw) moze
wplynaé¢ na realizacje maszyny wirtualnej i kompilatora jezyka
programowania. MogliSmy wczesniej zaobserwowaé, ze seman-
tyczne reguly obliczania wartosci formul i/lub wykonywania
programow znajduja swoje odpowiedniki w schematach aksjo-
matow.
Glownym pytaniem, jakie stawiamy w tym podrozdziale jest:
w jakim stopniu aksjomaty determinujg sposob wykonywania
programow, tj ich semantyke. Czy mozna przyjac¢ system de-
dukcyjny logiki algorytmicznej jako definicje semantyki progra-
mow (napisanych w jezyku Ls).

Definicja 8.5. Struktura semantycznag dla algorytmicznego
Jjezyka £ nazywaé bedziemy trojke (A, I, |=), gdzie,

A jest strukturag algebraiczna,
I jest interpretacjg programow (tj. funkcja, ktora kazdemu pro-
gramowi przyporzadkowuje pewna relacje binarng w zbiorze
wartosciowarn zmiennych w strukturze A) i
= jest relacja spelnialnosci,
przy czym trojka (A I, =) ma nastepujace wlasnosci
(1) Struktura algebraiczna A jest ekspresywna, tj. dla kaz-
dego elementu « € A istnieje taki term 7, w jezyku L,
ze 7,5 (v) = a, miezaleznie od wartosciowania v.
(2) Interpretacja termow i formul pierwsego rzedu jest
zdefiniowana tak jak w logice pierwszego rzedu (por.).
(3) Nastepujaca wlasnosé relacji spelnialnosci zachodzi dla
kazdego wartosciowania v w A

AvE Ma iff (30)(v,0" € I(M) and Av' = a.

W przeciwienstwie do semantyki opisanej w poprzednich
rozdzialach nie bedziemy zaklada¢ niczego o mechanizmach ob-
liczen ani o interpretacji operatorow programotworczych. Krotko
mowiac nie znamy komputera Ks.

Jedyne zalozenie jakie przyjmiemy to, ze kazdy program wy-
znacza relacje binarng w zbiorze wartosciowar zmiennych.
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Niech trojka (A, I,=) bedzie struktura semantyczna. Wtedy
ma miejsce nastepujagca wlasnosé¢ separowalnosci.

Lemat 8.2. Dla kazdej pary wartosciowan zmiennych v,v’ in
A, wartosciowania te sg rozne, v # v wtedy 1 tylko wtedy gdy
istnieje pewna formula o je odrézniajgca tj. taka, ze Av =« i
AV E —a.

Dowod. Niech v,v" beda dwoma r6znymi warto§ciowaniami w
strukturze A, v # . Istnieje wtedy zmienna z taka, ze v(z) # v/(2).
Jesli zmienna 2 jest zmienna zdaniowa, to kladac o = 2z (lub
a=-z), uzyskujemy A vEai AV E-a.

Jesli 2 jest zmienng indywiduowa and v(z) = a, to ktadac a = (7, =
2) (przypomnijmy, struktura danych (A) jest ekspresywna — zob.
zalozenie (1)), otrzymujemy, ze A, v = (1, = 2) 1 non A v = (1, = 2).
Latwiej udowodni¢ implikacje odwrotng. Jesli v = v/, tj. gdy
dla kazdej zmiennej z, v(z) = v'(z), to dla kazdej formuly o, A,v |
a wttw gdy A, v | a. O

Definicja 8.6. Struktura semantyczna (A,I,}=) jest standar-
dowa jesli spelnione sa nastepujagce warunki dla kazdej pary
programow K, M c P, dla kazdej formuly otwartej v € F, i dla kaz-
dej zmiennej x € V i dla dowolnego wyrazenia w, where id,(y) =

{(v,0) : A v a3
Iz :=w) = {(v,0) V' (x) =wp(v), V'(2) =v(z) for z # x}
I(begin K;M end) = I(K)oI(M)
I(if « then K else M fi) = idp(y) o I(K) U ida(—y) o I(M)
I(while ¥ do Kod) = | JI(ify then K i)’ o ids(~).

Lemat 8.3. Jesli (A,I,|=) jest standardowg strukturg seman-
tyczna, to dla dowolnego programu M i dla dowolnych warto-
Sciowan v, v w strukturze A,

(v,0") € I(M) wtedy i tylko wtedy gdy (v,v') € My.

tj. relacja I(M) jest rowna relacji wyznaczonej przez standar-
dowe obliczenia programu M w strukturze danych A.

Dowod wynika wprostt z przyjetych definicji.

Definicja 8.7. Struktura semantyczna (A,I,}=) jest modelem
systemu formalnego AL(II) jesli

a) dla kazdego aksjomatu o z systemu AL(Il),zachodzi A =
« )

b) dla kazdej reguly r wnioskowania z systemu AL(II), praw-
dziwosé wszystkich przestanek reguly r pocigga praw-
dziwosc konkluzji w tej regule.

Nastepujace twierdzenie wynika bezposrednio z lematu 8.3
i z twierdzenia o pelnosci 77.
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Twierdzenie 8.4. Kazda standardowa struktura semantyczna
Jjest modelem systemu formalnego AL(Il) rachunku programow
(tj. logiki algorytmicznej).

W pozostalej czesci tego podrozdzialu bedziemy dowodzic
implikacji odwrotnej badajac jak spelnianie aksjomatow ra-
chunku programow wymusza okreslone wlasnosci interpretacji
1.

Lemat 8.5. Jesli struktura semantyczna (A, I, =) jest modelem
wszystkich formul postaci wymienionej w aksjomacie Ax16

Ax16: M(anp) = (ManMPp)
gdzie wyrazenia a, 3 sa dowolnymi formutami algorytmicznymi,
to dla kazdego programu M, I(M) jest funkcja czesciowa na zbio-
rze W wszystkich wartosciowan w ten sam zbior.

Dowod. Zalozmy, ze dla pewnych wartosciowari v, v, v"” mamy
(v,0") € I(M) 1 (v,0") € I(M) oraz v" #v', . Wtedy z lematu 8.2 wy-
nika, ze istnieje formutla o, taka, ze 4,0 = ap 1 A,v" = —ap. A wiec
AvE May 1 Ajv |E M-ay. Stosujac aksjomat Ax16 otrzymujemy
Av | M(ap A ~g), sprzecznosé. W ten sposdb wykazalismy, ze
dla kazdego warosciowania v, istnieje conajwyzej jedno warto-
Sciowanie o' takie, ze (v,v') € I(M), oznacza to, ze dla kazdego
programu M, jego interpretacja I(M) jest funkcja czesciowa. [

Lemat 8.6. Jesli struktura semantyczna (A, I, =) jest modelem
dla aksjomatow Ax16 i Ax19

Ax19 begin K; M end a < K(Ma«),
to dla kazdej pary programow K i M,
I(begin K; M end) =I(K)oI(M),
tj. interpretacja zlozenia programow K i M, jest superpozycja
interpretacji I(K) oraz I(M).
Dowod. Niech (v,v") € I(begin K; M end) i A4,v" E a. Wtedy
A,v Ebegin K; M end «,

i na mocy aksjomatu Ax19, A,v = K(Ma). Z definicji struktury
semantycznej wynika, ze istnieja wartosciowania v,,v3 takie, ze
(v,v9) € I(K), (v2,v3) € I(M) oraz A,vs = o. Na mocy lematu 8.5, war-
tosciowania v, 1 v3 s wyznaczone jednoznacznie. niezaleznie od
formuly o. Mozemy powtorzyc ten argument dla dowolnej for-
muly 3, i dowiesé, ze A, = 3 implikuje A,v3 = 3. Tak wiec,
z lematu 8.2, otrzymamy (v,vs) € I(K), (v2,v') € I(M) i v3 =v. W
konsekwencji (v,v') € I(K) o I(M). Zawieranie w drugg strone do-
wodzimy w podobny sposob. O

Lemat 8.7. Jesli struktura semantyczna (A, I, =) jest modelem

aksjomatow Ax19, Ax16 i Ax20
Ax20: if v then K else M fia <— (yAKa) V (—yAMa),
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to dla dowolnych programoéw K, M i dla dowolnej formuty otwar-
tej 7,
I(if v then K else M fi) = ida(y) o I(K) U ida(—y) o I(M).

Lemat 8.8. Jesli struktura semantyczna (A, I, =) jest modelem
aksjomatow Ax16, Ax19, Ax20 i

Ax21: while v do K oda <= ((-yA«a)V (yA K(while v do K od«))),

to dla dowolnej formuly otwartej v i dla dowolnego programu
M zachodzi

| I((Gf ~ then M fi)’) o ids(—~y) C I(while v do M od).
iEN

Dowod. Zalozmy, ze (v,v') € |J I((if v then M fi)) o iday(—7).
iEN
Wynika stad, ze istnieje liczba naturalna m taka, ze A,v' E -y i
(v,v") € I((if v then M fi)™).
Jesli, dla pewnej formuly o, zachodzi A,v' |= a, to zachodzi tez
A,v = (if v then M fi)"(-yA«) i z prawdziwosci aksjomatu Ax21 w
naszej strukturze semantycznej, mamy

A,v = while v do M od «a.

Wynika stad, ze istnieje wartosciowanie v’, ktore jest wyzna-

czone jednoznacznie (zob. lemat 8.5) i takie, ze (v,v”) € I(while v do M od)
and A,v" = o. Poniewaz powyzszy argument moze byc powto-

rzony dla dowolnej formuly «, to na mocy lematu 8.2 otrzymu-

jemy rownosé o' =v”. A wiec

(v,v") € I(while v do M od).
(]

Lemat 8.9. Jesli struktura semantyczna (A, I, =) jest modelem
aksjomatow Ax16, Ax19, Ax20, Ax21 i jesli regula wnioskowa-
nia R3 jest poprawna w tej strukturze, to

I(while v do K od) = U I((if v then K fi)") o idy(—y).
iEN

Dowod. Niech (v,v") € I( while v do M od) i niech A, v = . Za-
lozmy, ze z1, 1, ..., 2, sa wszystkimi zmiennymi indywiduowymi i
qi,...,q 8a wszystkimi zmiennymi zdaniowymi, ktore wystepuja
w formule while v do M oda. Przyjmijmy ponadto, ze v(z;) = a;
dla 1 < j < k. Niech 3 bedzie formula opisujaca wartosciowanie
v zmiennych xy,zs,....71,q1,...,q , NP.

B=(r1=a1)A (w2 =a2) A.. Az =ar) AL A ... A,

gdzie podformula ¢, oznacza ¢; jesli v(¢;) = 1 a podformula ¢
jest postaci —¢; jesli v(¢;) = 0. A wiec mamy Av E 1 Av
while v do M oda i, wobec tego, A,v ¥ while ¥ do M oda =
-B). Stosujac regule R3, stwierdzamy istnienie takiej liczby
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naturalnej m, ze nonA = (if v then M i)™ (aA—y) =3. A wiec istnieje
wartosciowanie v” takie, ze A,v” = (if v then M i)™ (aA—y) 1 A,v“ | B,
skad wynika, na mocy przyjetej definicji formuly 3, ze A,v |
(if v then M fi)"(aA—y). Przyjmijmy, ze m jest najmniejszg liczba
naturalng o tej wlasnosci. A wiec istnieje wartosciowanie v”,
takie, ze (v,v%) € I(if v then M fi)" 1 A,v“ | (a A —g).

Udowodnimy teraz, ze dla dowolnehj formuty 6, 4,v' = d im-
plies A,v“ = (§ A —y). Powtarzajac powyzsze rozumowanie uzy-
skujemy A,v |=if v then M fi)/(6 A—y) dla pewnej liczby naturalnej
j. 7 zalozenia o liczbie m i z aksjomatu Ax20 wynika, ze m < j.
A wiec A,v = if v then M fi)™(5Av). Na mocy lematu 8.5 i definicji
wartosciowania v”, otrzymujemy A,v“ = (§ A ).

Udowodnilismy wiec, ze istnieje liczba naturalna m i war-
tosciowanie " takie, ze (v,v”) € Iif v then M fi)™ i dla dowolnej
formutly 6, jesli A, =6 to A v E (6A—y). Z lematu 8.2 v/ =4 a
wiec

(v,v") € I(if v then M fi)" oidy(—y).
O

Lemat 8.10. Jesli struktura semantyczna (A, I,|=) jest mode-
lem dla aksjomatu Ax18

Ax18:  (z:=7)y(z) = (2/T)AN(T=T)(g:=7)(0) = v(a/7),
, to dla kazdej zmiennej indywiduowej = i dla dowolnego termu
7 okreslony jest wynik I(z :=7) = {(v,v) : Ta(v) 1 v/(z) = 74(v), oraz
v'(2) = v(z) for z # x}. pamietaj o termach czesciowych, czy je tu
mamy?? i dla kazdej zmiennej zdaniowej ¢ oraz dowolnej for-
muly otwartej 1/ zachodzi I(q:= ¢') = {(v,0") : V'(q) = ga(v) 1 V'(2) =
v(z) dla 2 # ¢}.

Dowod. Niech (v,v') € I(x :=1t),v'(z) = a 1 v'(z) = b for some varia-
ble z # z. By part (1) of the definition of a semantic structure,
there exist terms 7, and 7, without free variables such that

Av E (x=ta)A(z=1b).

Thus

AvE (z:=t)((x=ta) N (z=1b)).

Applying axiom Ax18, we obtain

AviE(ta=ta) AN (th=1tb) N (t=1),

which means that t4(v) is defined and tA(v) = taA(v) = a = v/'(z)
and v(z) = thA(v) = b = v/(z). Hence the inclusion c has been
demonstrated.

To prove the inverse inclusion let tA(v) be defined and +/'(z) =
a=tA(v),v'(2) =v(z) =b. By the definition of a semantic structure,
there exist ta and tb which are definitions of elements o« and b of
the universe of A. Thus

AvE (x=ta)AN(z=th) A(t=1)

Substituting ¢ in axiom Ax18 by the formula (z = ta) A (z = tb)
gives A,v = (z := t)((z = ta) A (z = tb)). By the definition of the
satisfiability relation, there exists a valuation v“ such that

(v,v“) € I(z:=1t) andA,v“ | (x =ta) A (z=1b),
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i.e.

v¥(x) = tav“(z) = tb.

From our assumptions, we have v“(z) = v'(z) and v“(z) = v/(2).
Since z was an arbitrary variable such that z # z, we can deduce
that v“=1+/, and therefore (v,v') € I(z :=1).

The analogous proof for the assignment instruction of the
form (¢q:=~) is left to the reader. O

Z powyzszych faktow wynika natychmiast glowny wynik tego
podrozdziatu.

Twierdzenie 8.11. Kazda struktura semantyczna, ktora jest
modelem formalnego systemu rachunku programow jest struk-
tura standardowa.

We have proved in this way that axioms of the system AL(II)
determine properties of interpretation which guarantee that in-
terpretation of programs is standard. By lemma 4.5.2 we have
proved therefore the equivalence of the notion of model of AL(II)
and of standard semantic structure. Thus by lemma 8.2 axioms
of algorithmic logic AL(II) uniquely determine the semantics of
programs of the class II. Moreover this is just the semantics
defined by the notion of computation in the section 77.

dopiszmy cos o innym podejsciu do semantyki aksjomatycz-

5. Definicje

Kolejne narzedzia programowania to bloki, funkcje, proce-
dury i klasy. Zanim przejdziemy do omawiania tych poje¢, ko-
nieczne jest zrozumienie czym one sa. Przyda sie nam analiza
pojecia definicji w jezykach pierwszego rzedu.

e W jezyku L5 mozna zaprogramowa¢é kazda funkcje ob-
liczalng (teza Turinga-Churcha). Dlaczego wiec w je-
zykach programowania wystepuja deklaracje funkcji,
procedur, klas? Jaka role odgrywaja, np. deklara-
cje funkcji? Niewatpliwie sa uzyteczne. Czy jednak
wlasciwie pojmujemy jak sie nimi poslugiwac¢? Pra-
gniemy zwrocié Twoja uwage na potrzebe dyscypliny
we wprowadzaniu deklaracji.

e W logice matematycznej omawia sie pojecie definicji
i ustala sie kilka waznych faktow. O czym piszemy
ponizej. Przyjmuje sie, ze definicja jest para wyrazen

(de finiendum){&}(de finiens)

oddzielonych znakiem rownowaznosci lub znakiem row-

nosci.
Definiendum czyli wyrazenie definiowane, ma postac¢
albo formuly atomowej p(z1,...,2,) albo termu elemen-

tarnego ¢(z1,...,2,). Symbol p jest nowym predykatem,
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tj. oznaczeniem nowo wprowadzanej relacji. Podob-
nie, symbol ¢ jest nowym, nie wystepujacym do tej
pory w jezyku teorii 7 oznaczeniem nowej operacji.

Jawna, lub nieuwiklana, definicja relacji. Jawna,
lub nieuwiklana definicja relacji jest rownowaznoscia

p(x1y. . xn) & a(xr, ... T,)

Nowy predykat p definiowany jest przez formute a(z1,...,2,),
ktora ma dokladnie te same zmienne wolne zi,...,z,,
jakie wystepuja po lewej stronie definicji i ponadto, w
formule o(z,...,2,) nie wystepuje symbol definiowany

p.

Niejawna, lub uwiklana, definicja relacji.

Jawna definicja funktora. Napis postaci

o1,y ) =T(T1,. .., T)
jest definicja nowego funktora jesli 1) symbol ¢ nie wy-
stepowal dotad w jezyku rozwazanej teorii, 2) wyraze-
nie 7(z1,dots,z,) jest termem (wyrazeniem nazwowym)
i wystepuja w nim dokladnie tesame zmienne zi,...,z,
co po lewej stronie rownosci.

Niejawna definicja funktora. Definiendum czyli wy-
razenie definiujace (jest to odpowiednio, formutla lub
term), jest wyrazeniem o takim samym zbiorze zmien-

nych wolnych.z,...,z, jest wyrazeniem w jednej z trzech
postaci:
(i) formuta a(xy,...,z,)
(ii) formulav,, ...v,, 3, B(z1,...,z,,y) jest twierdzeniem
teorii 7. ?
(iii) term 7(xy,...,7m)

W rachunku programow jest troche inaczej poniewaz
definiens moze by(‘: formulq algorytmiczng tj. w de-
ﬁl’llCJl moze pojawié sie algorytrn Pomlqdzy jawna i
niejawng definicja funktora mozna umiescié¢ wiele roz-
nych postaci definicji
A(T1,5 ey ) y K, w termie Kt nie wystepuje symbol
definiowany ¢.

. J.w. ale dopuszczalne jest by po prawej stronie de-
finicji wystepowal symbol definiowany

dla relacji p(z1q, ..., z,) Y Mo podobnie

Jawna definicja predykatu p wymaga by po prawej stro-
nie nie wystepowal ten symbol,

niejawna definicja ...

Sformulowaé¢ warunki konieczne by zachodzily twier-
dzenia o istnieniu modelu i o nieistotnosci definicji.
Poda¢ kontrprzyklady.
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® XXX ...

Zwracamy uwage na podobienstwo definicji (jakie przyjmuje
sie w trakcie rozwijania teorii matematycznych) i deklaracji
funkcji, jakie wystepuja w programach.

Przypomnijmy pare istotnych faktow znanych w podstawach
matematyki. Rozpatrujemy rachunek predykatow i teorie ele-
mentarne (tzn. pierwszego rzedu).

Dodanie do pewnej teorii matematycznej 7, ktora jest wyzna-
czona przez jej jezyk L, operacje konsekwencji C 1 zbior aksjo-
matow niebedacych aksjomatami logiki A

T =(L,C, A)

pewnych definicji nowych funktoréw i predykatéow kaze nam
mowié o nowej teorii 7' = (£'.C', A"). Jezyk £’ nowej teorii jest bo-
gatszy od jezyka £ poniewaz wprowadzono nowe symbole funk-
torow i predykatow. Odpowiednio bogatsze sg zbiory termow i
formult . £ ¢ £

Operacja konsekwencji C zachowuje wszystkie schematy aksjo-
matow logicznych i regul wnioskowania, ale w poniewaz jezyk
L' jest bogatszy od jezyka £, to mamy nowe aksjomaty logiki i
nowe reguly wnioskowania.

Zbior A’ aksjomatow teorii 7' powstaje przez dodanie do zbioru
A zestawu dolaczanych definicji. A ¢ A'.

O logice pierwszego rzedu, a wlasciwie o teoriach pierwszego
rzedu dowodzi sie dwu faktow:

T1) Jesli teoria 7 posiada model, to teoria 7' tez posiada
model, a wiec jest niesprzeczna.
T2) Kazde twierdzenie a nowej teorii 7' = (£'.C', A"), ktore
jest formula jezyka £ starej teorii jest twierdzeniem
teorii 7.
CA=CA)NF
Twierdzenie T2 nazywane jest twierdzeniem o nieistotnoscéi de-
finicji. W jezyku angielskim uzywany jest zwrot conservative
extension. Czyli teoria 7' jest ...
Kolejny fakt o podobnej wymowie zostal wypowiedziany i
udowodniony przez S. Kleenego [Kle36].

T3) Kazda funkcja rekurencyjna jest py-rekurencyjna.

Oznacza to tyle, ze kazda funkcja obliczalna okreslona na zbio-
rze liczb calkowitych dodatnich, jest programowalna w jezyku
Ls. Podkreslmy, funkcja ma byé obliczalna tzn. dla kazdego
argumentu ma istnie¢ okreslony wynik. Ten warunek jest fun-
damentalny. Niespelnienie tego warunku moze spowodowac
sprzecznosSé¢ w systemie wykorzystujacynm formalizm Hoare’a.
Pisali o tym M. Wand [Wan78] i M. O’Donnell[O’D82].
Jestesmy przekonani, ze te twierdzenia T1) i T2) moéwiag nam,
ze jesli program (lub jakis jego modul) zawiera deklaracje funk-
cji, to
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e oznacza to tyle, ze wzbogacamy jezyk,

e struktura algebraiczna (model) zostaje wzbogacona,

e rozszerzenie jest nieistotne, w tym sensie, ze dodanie
deklaracji nowych funkcji nie wzbogaca zbioru twier-
dzen,

e wzbogacenie struktury danych jest obliczalne w termi-
nach dotychczasowej struktury danych. Tzn. jesli do-
tychczasowa struktura danych byta obliczalna to nowa
struktura jest tez strukturag obliczalna

Pamietajmy, ze rachunek programoéw, czyli logika algorytmiczna,
ma nastepujaca wlasnosc:

Twierdzenie (Skolema-Loevenheima) Jesli teoria algorytmiczna
ma model to posiada tez model przeliczalny w dziedzinie liczb
naturalnych.

Warto tez wspomnieé¢ wynik Laszlo Kalmara [Kal55], ...

W tym miejscu wykazemy nieistotnosc jawnych definicji w
rachunku programow. 2 twierdzenia i dowody

Natomiast wprowadzanie definicji niejawnych (programisci
nazywaja takie definicje rekurencyjnymi) wymaga wielkiej ostroz-
nosci.

Zbior definicji niejawnych moze zawieraé sprzecznosci. W
takim przypadku nie mozna udowodnic wlasnosci T1).

Zbior definicji niejawnych, a nawet definicji algorytmicznych
moze byc czczy tzn. definicje moga byé spelniane przez wiele
roznych funkcji.

Wreszcie definicje powinny gwarantowac istnienie wartosci
definiowanej funkcji.

Kazda z tych wlasnosci semantycznych jest bardzo wazna i
naruszenie ktorejkolwiek z nich moze zakonczy¢ sie niepowo-
dzeniem obliczen.

Wtlasno§¢ niesprzecznosci (niejawnych tj. rekurencyjnych)
deklaracji funkcji nie jest tozsama z wlasnoscia stopu programu.
Dlaczego?

Podobnie z wlasnoscia semantyczna: niejawne(rekurencyjne)
deklaracje funkcji z pewnego zbioru deklaracji Z, nie gwaran-
tuja jednoznacznosci takich funkcji.

Tego typu wlasnosé semantyczna powinna byé rozpoznana i
nsprawiona w miare mozliwosci. Nie jest to wlasnosc tozsama
z brakiem wlasnosci stopu. Dlaczego?

Inaczej mowiac, programista wprowadzajacy deklaracje funk-
cji f, lub zestawu Z deklaracji funkcji powinien przeprowadzié
dowod, ze taki zestaw deklaracji jest niesprzeczny ( a wiec ma
rozwiazanie) i ze rozwiazanie jest tylko jedno.

Zwrocimy tez uwage na problem niesprzecznosci wprowa-
dzanych definicji. Ma to istotne znaczenie dla programowania
z funkcjami.

tu przenies z sekcji funkcje I
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Cwiczenia
8.1. Udowodnij powyzszy lemat 8.7.

8.2. Czy potrafisz wyprowadzié¢ to twierdzenie z aksjomatow
AL podanych ponizej?

8.3. Narysuj diagramy formuly {while v do K od}a oraz for-
mutly (J{if v then K fi}(—y A a). Porownaj.

8.4. Porownaj formule Whit z wzorem podanym przez Dijk-
stre w [Dij78] str. 36 (oraz 40) i zechciej skomentowac.

TODO
Polaczy¢ trzy nastepne rozdzialy w jeden: Funkcje, procedury
i bloki ?
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ROZDZIAt 9
£6 Bloki

LoG L1 G L GLIGLLGLs &L G L G LG Lg G L1oG& L1 & Lo

Instrukcje bloku majg taka posta¢ jak program (w wersji za-
czynajace]j sie od slowa block).

Znane sa co najmniej trzy powody dla ktorych warto stosowac
instrukcje bloku:

e gdy pewne instrukcje I wykorzystuja dodatkowe za-
soby (wprowadzane przez lokalne deklaracje) D,

block D begin I end

e gdy chcemy podzieli¢ prace nad programem na dwa
zespoly pracujace niezaleznie wtedy kazdy z nich moze
opracowywacé swoj blok. Powstale bloki B; i B, moga
korzysta¢ z wspolnych deklaracji programu, a kazdy z
nich moze dla swoich potrzeb wprowadzi¢ deklaracje
D; (odp. D).

e Czasami trzeba wykonaé pewien algorytm w srodowi-
sku zadeklarowanym przez klase o nazwie K. Stosu-
jemy wtedy instrukcje bloku prefiksowanego

pref K block D begin I end.
O tej instrukcji napiszemy obszerniej w nastepnej cze-
§ci Programuj z klasa.

1. Skladnia

Do zbioru instrukcji dodajemy napisy zbudowane w naste-
pujacy sposob.
block
D
begin
I
end

gdzie symbol D oznacza ciag deklaracji, a symbol I oznacza ciag
instrukcji.

Ponizszy przyklad ukazuje pewng motywacje dla wprowadzenia
instrukcji bloku. Jezeli chcemy napisa¢ pewien ciag instrukcji I,
i w tym ciggu potrzebujemy zmiennych roboczych, to instruk-
cja bloku pozwoli nam wprowadzié¢ takie zmienne bez narusze-
nia (tj. bez konfliktu) dotychczas uzywanych zmiennych. To
jest wazne, bowiem pozwala rozdzieli¢ prace w zespole. Gdy
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jeden zespol ma zaprogramowacé blok B;, a drugi ma za zada-
nie napisaé¢ blok B, to w obu blokach mozna uzywaé¢ otoczenia
wspoldzielonego i w kazdym bloku, bezpiecznie, bezkonfliktowo
uzywaé wlasnego srodowiska. W bloku B, wprowadzamy jego
srodowisko lokalne poprzez deklaracje D;. W bloku B, deklara-
cje D, rozszerzaja wspolne srodowisko w inny sposob.

Przyktad 9.1. W ponizszym programie zawarty jest modul
bloku

program SWAPzBlokiem;
const k= -12 |, 1=35 ;
var x = 0
vary = 0
var t = 0
begin
x := k; y:=1; t:=x+y;
block
var t: integer
begin
t =x;
X:i=y;
y =t
end;
writeln(ﬁ‘x: 77,x"‘y: ,7’y_’ K‘t:77,t)
end

Zauwaz, wewnatrz bloku wystepuja, zmienna ¢t — lokalna i dwie
zmienne z i y z zewnatrz-- nielokalne.

Nielokalna zmienna t nie jest dostepna wewnatrz bloku.

Gdy wskazane jest by zmienna i uzywana w instrukcji for nie
byla uzyta poza ta instrukcja, to mozemy ograniczy¢ jej zasieg
w taki sposob.

s:= 0;
block
Przyklad 9.2. , V3@ integer
begin
for i:= 1 to n do s := s+ A(i)*B(i) od
end

W niektorych jezykach programowania kazda instrukcja for
jest takim blokiem.

Uwaga. Oprocz zmiennych, deklaracja bloku moze wprowadzac
lokalne deklaracje funkcji, procedur i klas.

Struktura moduléow programu. Programy w jezyku L; maja
strukture drzewa. Wezlami sa bloki. Relacja bezposredniego
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zawierania sie jednego bloku w drugim bedzie oznaczana strzatka

decl .. .
£~ Blok programu Main jest korzeniem drzewa.

Przyklad 9.3. Rysunek przedstawia strukture blokow pew-

nego programu P.

&

S

| Blok LL| | Blok LR] Blok RR

W nastepnych rozdzialach, zwlaszcza w rozdziale 77 Dziedzi-
czenie, struktura modulow okaze sie bardziej skomplikowana.

2. Komputer Kg

Wykonanie instrukcji bloku polega tym, ze do zbioru jedno-

stek dynamicznych dodawana jest nowa jednostka o. Struktura
jednostko o jest podobna do struktury rekordu aktywacji pro-
gramu glownego Main.
Ale taka jednostka jest wyposazona w strzalke SL, ktora przy-
daje sie gdy wykonanie instrukcji napotyka na zmienng nielo-
kalna. Rekord aktywacji bloku wyposazony jest w jeszcze jednag
strzatke DL.

Przyktady
Popatrzmy jak przebiega wykonanie tego programu. Stan po-
czatkowy, to rekord aktywacji programu.

program SWAPzBlokiem;
const k= -12 , 1=35 ;
et
var t = 0/
begin
x = k; y:=1; t:=x+}y;
block

end;
writeln (‘= "x,“y= "y, “4=")
end

Nastepny stan, po wykonaniu polecenia, x:=k
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program SWAPzBlokiem;
const k= -12 |, 1=35 ;

e

var t = 0
begin

x := k; y:=1; t:=x+y;

block

end;

writeln(“x: ”,X,“y: n,y, “t:”,t)
end

Nastepny stan, po wykonaniu polecenia y:=I

program SWAPzBlokiem;
const k= -12 , 1=35 ;

e x — 35
var t = 0

begin
x = k; y:=1; t:=x+}y;
block

end;
writeln(“x="x,“y= "y, “4="t)
end

Nastepny stan, po wykonaniu polecenia t:=x-y.

program SWAPzBlokiem;
const k= -12 , 1=35 ;

o

var t = 23
begin

x := k; y:= 1; t:=x+y;

block

end;

writeln(“x= ",x,“y= "y, “t=",t)
end

Nastepny stan, rozpoczynamy wykonywanie instrukcji bloku
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program SWAPzBlokiem;
const k= -12 , 1=35 ;

var x = -12 SL block {Procesor
vary—2335 D var t = 0
var t = :
begin befl.n_x‘./
x = k; y:= 1; t:=x+ty; x.j N
block y_:y’t
end; end;
writeln(“x: ”,X,“y: n,y, “t:”,t)
end

Na rysunku widag¢, ze komputer utworzyt nowa jednostke dyna-
miczng (jej struktura jest podobna do rekordu aktywacji pro-
gramu Main). Rekord aktywacji bloku jest wyposazony w dwie
strzatki SL i DL. Ich znaczenie okaze sie za chwile. Procesor
zaczyna wykonywanie instrukcji bloku.

Przystepujemy do wykonania pierwszej instrukcji. Gdzie jest

zmienna t?7 Procesor szuka zmiennej t w bloku i1 znajduje.

Zmienna x? Nie ma jej wsrod zmiennych zadeklarowanych w

bloku — szukamy dalej przechodzac po strzalce SL. Znaleziono.

Oto co widzimy po wykonaniu instrukcji t:=x.

program SWAPzBlokiem;
const k= -12 |, 1=35 ;

var x = -12
vary = 35 ‘SL block _ 1 LProcesor

var t = 23 var 5=
begin e
t :=x

x = k; y:=1; t:=x+y; ’

blOCk x:_},’
y =t
end; end;
writeln(x=",x,y= "y, “t=",t)
end

Teraz druga instrukcja. Latwo sie domysli¢ co sie dzieje. Zmiana
dokonuje sie w rekordzie aktywacji Main. Oto co widzimy po
wykonaniu instrukcji x:=y.
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program SWAPzBlokiem;
const k= -12 |, 1=35 ;

writeln(“x= "x,“y= "y, “t=",t)
end

taki obraz.

program SWAPzBlokiem;
const k= -12 , 1=35 ;
var x = 35
var y = -12
var t = 23

begin
x = k; y:=1; t:=x-+}y;
block

end;
writeln (“x= ", “y= "y, “4=")
end

var x = 35
var y = 35 ‘SL
var t = 23
begin
x := k; y:=1; t:=x+y;
block
end;

block

var t = -
begin
t =x;

X:=Y;
y =t
end;

LProcesor
12

Ostania instrukcja bloku. Po wykonaniu polecenia y:=t widzimy

block

var t = -

t =x;
X=Y;

begin

yi=1
end;

LProcesor

12

Zakonczono wykonywanie bloku. Strzalka SL staje sie zbedna.
Gdzie nalezy kontynuowac¢? Procesor przesuwamy wzdluz strzatki
DL. Mozna usunaé¢ rekord aktywacji bloku. Za chwile, w na-
stepnym rozdziale zobaczymy, ze osobna strzatka DL jest nie-
zbedna. Tylko w przypadku instrukcji bloku strzatki SL i DL

maja ten sam poczatek i koniec.

program SWAPzBlokiem;
const k= -12 , 1=35 ;
var x = 35
var y = -12
var t = 23
begin
x = k; y:=1; t:=x+}y;
block
end;
writeln(‘(x: ’77x"(y: ’7’y’ “t:”’t)
end

Teraz mozna wydrukowaé wyniki.
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Procesor




program SWAPzBlokiem;
const k=-12 | 1=35 ;
var y = 12
var t = 23
begin
x = k; y:i= I; ti=x+y;
block
end;
writeln(“x= "x,“y= "y, “t=",t)
end
Zapamigtajmy:

e Wszystkie moduly zawarte w programie to moduly
bloku. (Program tez jest blokiem.)

Rekordy aktywacji to rekordy aktywacji bloku.

e procesor wskazuje na jeden rekord aktywacji: rekord
aktywacji programu glownego Main lub rekord akty-
wacji jakiegos bloku.

e SL — ta strzalka wskazuje gdzie jest rozszerzenie pa-
mieci.

e DL — ta strzalka wskazuje procesorowi gdzie nalezy
kontynuowac¢ wykonywanie polecenn po wypelnieniu wszyst-
kich zadan z biezacego rekordu aktywacji.

e bind — funkcja przyporzadkowujaca wystapieniu zmien-
nej » w instrukcji I zawartej w module m programu
taki modul m’ tego programu, ktéory zawiera deklara-
cje zmiennej z i jest przy tym najmniejszym modulem
zawierajgcym modul m.

m’ = Decl’(m) przy czym i jest najmniejsza liczba taka,

ze modul Decli(m),zawiera deklaracje

bind(z, m) df zmiennej z,

" ]| BLAD tj. program jest niepoprawny
zmienna z niezadeklarowana w zadnym
bloku obejmujacym blok m.

W naszym przykladzie ... Wystarczy zapamie-
tac ile razy nalezy przejsé do modulu obejmuja-
cego dany modul. Liczba ta zostanie wykorzy-
stana przez komputer g podczas wykonywania
programu.
¢ find — funkcja przyporzadkowujaca wystapieniu zmien-
nej x w instrukcji I odpowiedni rekord aktywacji, w
ktorym instrukcja i moze zapisa¢ nowa warto§é zmien-
nej z, lub z ktorego instrukcja i odczyta wartosé zmien-
nej z.
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find(z,0) g SL(0)
Dokladniejszy opis tej funkcji podamy w nastepnych
rozdzialach.

3. Semantyka

Jak napisa¢ aksjomat instrukcji bloku?

Wyglada na to, ze kazdy modul (odp. kazda jednostka dyna-
miczna) powinien byé analizowany w nowej teorii. Dlaczego?
Instrukcja bloku zawiera wyrazenia i instrukcje zawierajace nowe
zmienne (i zaslaniajace niektore zmienne zadeklarowane w mo-
dule lub modulach obejmujacych instrukcje bloku. Dalej, w
bloku mozemu zadklarowaé nowe procedury i funkcje, a nawet
klasy. Oznacza to przyjecie nowego zestawu definicji. Defi-
nicje te powinny by¢ niesprzeczne (sa to bowiem aksjomaty
definiujace nowe nowe operacje) z tymi definicjami, ktore nie
sa zasloniete przez nowo deklarowane funkcje i procedury.

Przyklad 9.4. Wtrakcie wykonywania programu struktura
rekordow aktywacji odzwierciedla strukture modulow.

%\)

<
processo
S
c)P rograrnq
</
lok R
de
o C,
¥ < /

| Blok LL | Blok LR/| Blok RL | Blok RM || Blok RR |

Na dolnej (szarej) plaszczyznie umieszczono moduly. Strzalki
decl wskazujg modul m' obejmujacy dany modul m. Oznacza
to tyle, ze zmienna nielokalna w bloku m bedzie poszukiwana
w bloku deci(m).

Na gornej(zielonej) pltaszczyznie umieszczono rekordy aktywa-
cji. Zauwaz, podczas wykonania programu istniejg rekordy ak-
tywacji tylko pewnych modutow.

Main jest rekordem aktywacji bloku glownego tj. programu,
rec L jest rekordem aktywacji bloku L, rec LR jest rekordem
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aktywacji bloku LR. Na rysunku ujeto chwile, gdy ten wtasnie
rekord jest aktywny tzn. procesor wykonuje instrukcje (niewi-
doczne na rysunku) z rekordu rec LR. O

Zacznijmy od nastepujacego schematu: kazda formula na-
stepujacej postaci jest tautologia.

block block
var z: T var y: T

begin a(z) & { begin a(z)
I(z,z) I(z/y,z)

end end

gdzie zmienna y jest dobrana tak, ze nie wystepuje w instruk-
cjach I(r). Formula o jest dowolna. Ale to nie opisuje calej
prawdy Mozesz przyjac¢ nastepujacy schemat aksjomatow bloku

{block var x: T begin I(x) end} a < {I(x/y)} «

gdzie zmienna y nie wystepuje w instrukcjach I.
Grazyna zauwazyla, ze nie napisano nic o pozostalych zmien-
nych i innych deklaracjach.

Analizowanie instrukcji bloku. Podczas analizy instrukcji bloku
nalezy pamieta¢ o paru zasadach:

e Blok jest instrukcja zlozonga.

¢ Instrukcje bloku poslugujg sie zasobami lokalnymi —
zadeklarowanymi w tym bloku, a takze zasobami za-
stanymi — opisanymi i zadeklarowanymi wczesniej.
Przyjmijmy, ze do analizy otoczenia bloku nalezy sto-
sowac teorie TG = (L C,A) Teoria Tg = (Lp,Cp, Ap), ktora
od teorii 73 roézni sie w sposob nastqu_]accy

e Globalny efekt instrukcji bloku mozna oplsywac impli-
kacja

Tha={I}p8

gdzie

3.1. Eliminacja bloku. Instrukcja bloku zawarta w zewnetrz-
nym (tj. obejmujacym ja) bloku moze byé¢ wyeliminowana w
ten sposob:
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block
const k= -12 |, 1=35 ;
var x = 0
e = 0 block
var t = 0 const k= -12 , 1=35 ;
begin var x = 0
x := k; y:i=1; ti=x+y; var y = 0
block var t = 0
var t: integer var t2 =0
begin begin
t =x; x = k; yi= I; t:=x+y;
2=V t2 =x;
y =t X:=Yy;
end; y = t2;
writeln(“x= " x,“y= "y, “t=",t) writeln(“x= ", x,“y= "y, “t=",t)
end end

W ten sam sposob mozna usunaé instrukcje bloku zawartego
w kazdym innym module,procedury, funkcji, klasy, wspolpro-
gramu, procesu.

Nie jest to jednak najlepsza metoda. Po pierwsze jestesmy zo-
bowigzani dokonaé¢ klopotliwej dla naszej pamieci transforma-
cji tekstu. Nalezy kazdg zmienng zadeklarowang w bloku we-
wnetrznym zastgpi¢ nowa zmienng jaka nie wystepuje w bloku
zewnetrznym. W naszym przypadku niech to bedzie t2. Do
deklaracji bloku zewnetrznego nalezy dodaé deklaracje nowej
zmiennej. Usunaé¢ deklaracje zmiennej t oraz stowa block, be-
gin oraz end.

Jesli nasz program ma wiecej blokow wewnetrznych to latwo
popelnié blad.

Po drugie ta metoda nie daje sie zastosowaé¢ w przypadku gdy
mamy do czynienia z instrukcjg procedury, zob. nastepny roz-
dzial.

3.2. Udowodnij lemat. Udowodnij lemat o nastepujagcym sche-
macie

o= {I(x/2)}B
gdzie formula o ...

Pozwoli Ci to na udowodnienie nowej formuly zawierajacej in-
strukcje bloku

block
D

begin

0= Il; o
block var z begin I(z) end;
I>;

end

Przyktlad...
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Wydaje sie, ze brakuje mi pomystu jak opisa¢ srodowisko.
W opisie komputera to sie pokazuje, ale w formutach?

4. Teoria Tg

Jesli w programie wystepuja bloki, deklaracje funkcji, pro-
cedur, klas to mamy do czynienia z przechodzeniem od jednej
teorii do teorii wiekszej w tym sensie, ze jej jezyk jest bogatszy
o: nowo zadeklarowane zmienne, nowe zadeklarowane funkcje
etc.

Jak to sie ma odzwierciedli¢ w rachunku programow? Kazdy
modutl programu nalezy rozpatrywa¢ w innej teorii. Jezeli do
tej pory program wprowadzil n teorii to nowa deklaracja wpro-
wadza teorie n + 1 pierwszg. Mamy tu ze zjawiskiem niespoty-
kanym w matematyce: Jeden program moze wprowadzac setki
teorii. Przy czym wprowadzanie to nie ma miejsca!. Programi-
§ci nie sa swiadomi tego robia. Pracu_]q lntulcyjnle Na pocieche
mozemy zauwazyc ze teorie zawieraja sie w sobie tak jak mo-
duly zawieraja sie w sobie. Z jednej strony struktura modutow
programu jest strukturg drzewa.

Rysunek?

7. drugiej strony w kazdym momencie (w kazdym module) do
jego analizy wystarcza nam znajomosc tej galezi drzewa modu-
low ktora prowadzi od danego modutlu (na razie, bloku — ale to
sie zaraz zmieni) do modulu korzenia tzn. do bloku MAIN.

?? Mozemy formalizm podzieli¢c na warstwy: wprowadza-
jac definicje (przez indukcje) kolejnych warstw [troche to moze
przypominaé prace Helmuta Thiele.]

Whniosek. Kazdy program definiuje swoja wlasng teorie po-
niewaz deklaracje to forma zdefiniowania: zbioru zmiennych,
zbioru definiowanych funkcji, zbioru definiowanych instrukcji
(instrukcje procedury!), zbioru definiowanych typow obiekto-
wych.

Co wiecej, Struktura zagniezdzen modulow ujawnia, ze mamy
do czynienia z hierarchia teorii. W kazdym module obowiazuje
inny alfabet etc.

Informacja o grafie modulow i relacjach decl oraz inh jest
bardzo wazna.

Stosujac instrukcje bloku:

e programista zmienia teorie — rozszerza zbior zmien-
nych, dodaje nowe definicje , etc.

e mozna takze potraktowac te instrukcje bloku I jako
wlasnie nowa instrukcje

a=1p

jesli to moze poméc to warto udowodnié taki lemat
(a=1IP)

177



¢ instrukcja bloku umozliwia latwe i dokladne okresle-

nie zbioru zmiennych nieistotnych dla pewnej czesci
programu. Mianowicie instrukcja bloku
block

var x,y,z: T
begin

M
end
pozwala wykonaé¢ algorytm M zapewniajac przy tym,
ze wartosci tych trzech zmiennych nie wplyna na dzia-
lanie innych instrukcji programu, Te trzy zmienne maja
wplyw tylko na wykonanie algorytmu M wewnatrz bloku.
Powtorzmy, jesli analiza programu ma odbywacé sie w
teorii 7, to analizujac dzialanie bloku pracujemy w
nowej bogatszej teorii 7.
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ROZDZIAY 10
Ls Funkcje

W matematyce wprowadzamy definicje symboli funkcyjnych
i relacyjnych, po to, by operowaé¢ krotszymi formulami. For-
malnie rzecz biorac, dodanie nowej definicji oznacza zmiane
(rozszerzenie) jezyka teorii w ktorej prowadzimy rozumowania
1 przejscie do nowej teorii. W naturalny sposob pojawiajg sie
pytania: 1°czy przy_]qae nowe_] definicji nie prowadzi do sprzecz-
nosci? 2°czy przyjecie nowej definicji pozwala udowodnié¢ cos
nowego (jakis nowy fakt) o pojeciach starej teorii, czego nie
mozna udowodnié w starej teorii? W zwigzku z tym, wprowa-
dzenie nowej definicji jest oblozone pewnymi warunkami.

W srodowisku programistéow, stwierdzamy to ze smutkiem,
nikt nie zadaje sobie takich pytan, a powinien. Rozwiniemy
ten temat ponizej. 7 drugiej strony roznorodne formy jakie
moze przyjmowacé deklaracja funkcji w programowaniu stwarza
wiele interesujacych mozliwosci. funkcja nieokreslona jedno-
znacznosc f.

Przyklad 10.1. W strukturze danych liczby caltkowite, czyli
dla programistéw w typie integer, mozna okreslic¢ relacje parzyste
i operacje div2.

Matematyk zapisze to tak:
even(n) £ Jz(n =2+ 2)
ndiv2:yg(n:y+y)v(n:y+y+1)
Programista napisze algorytmy, na przyktad tak:

unit div2: function(n: integer): integer; unit even: function(n: integer): Boolean;
var i j: integer var i: integer
begin begin
i:=0; j:=0; i:=0;
while i<n do while i<n do
i:=i4+2; j:=j+1; =i+42;
od; od;
result := j; result := i=n;
end div2 end div2

Obaj (mniej lub bardziej swiadomie) wykorzystuja dwa twier-
dzenia teorii liczb

Vnz(n=z+2)V(n=2z+2+1))
Vn,z,yin=z+zxAn=y+y)=zcz=y
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Zajmiemy sie najpierw definicjami funkcji i relacji wedlug
wzoru znanego z podstaw matematyki.

Niech napis a(z1,...,,) bedzie wyrazeniem boolowskim (tj.formula
otwartg (por. 3.2.2), taka, ze ciag zi,...,z, zawiera wszystkie
zmienne wystepujace w formule a(zy,...,2,,). Niech napis p, be-

dzie identyfikatorem, ktory nie wystepuje w formule «.

Definicja 10.1. Napis zbudowany wedlug nastepujacego sche-
matu jest deklaracja funkcji boolowskiej

unit p,: function(z, : 71,..., 2., : T},):Boolean
begin

result:= a(xy,...,2,)
end p,

Przyklad 10.2. Funkcje charakterystyczna relacji liczba x
jest dzielnikiem liczby y mozna zadeklarowa¢ w nastepujacy
sposob

unit JestDzielnikiem: function(x,y: integer): Boolean;
begin
result := (y mod x = 0)
end JestDzielnikiem
1 mozna wykorzystywa¢ do budowania wyrazen boolowskich,
np.
(JestDzielnikiem(2,x) or JestDzielnikiem(2,3x+1)).

Niech napis 7(z1,...,7,,) bedzie wyrazeniem catkowito-liczbowym
(por. 3.2.1), takim, ze ciag z,...,z, zawiera wszystkie zmienne
wystepujace w wyrazeniu 7(z1,...,7,). Niech napis ¢, bedzie

identyfikatorem, ktory nie wystepuje w formule 7.

Definicja 10.2. Napis zbudowany wedlug nastepujacego sche-
matu jest deklaracja funkcji typu integer

unit ¢,: function(z, : 11,...,z,, : T}, ):integer
begin

result:= 7(xy,...,2,)
end ¢,

Gdzie mozna umiesci¢ deklaracje funkcji? Deklaracja funk-
cji moze wystgpié wsrod deklaracji dowolnego modutu, a wiec:
programu, bloku, procedury, funkcji, klasy, wspolprogramu,
procesu i modulu obslugi sygnalu. Jesli w pewnym module
znajduja sie dwie deklaracje funkcji o tej samej nazwie to pro-
gram zawiera blad sprzecznosci. Kompilator wykrywa taki blad
1 odrzuca program zawierajgcy podwojng deklaracje tej samej
funkcji. Inaczej moéwiac, w kazdym module poprawnego pro-
gramu kazda zadeklarowana w nim wielkosé jest zadeklarowana
jeden raz.
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1. przyklady

Wykorzystamy poprzednie rozwazania by podacé kilka przy-
kladow.

Przyktad 10.3. Funkcja obliczajgca n-ta potege liczby =z.

unit power: function(x,n:integer): integer;
var z,y,m: integer

begin
z:=x; y:=1;m:=n;
while m # 0 do

if odd(m) then y:= y*z fi;
m = m div 2;
z:=z%z
od ;
result := y*z;
end power;

Uwaga. Z postaci tej deklaracji tatwo widaé, ze obli-
czenie zalezy tylko od argumentow z i n, nie wystepuja
zmienne nielokalne. Taka deklaracja moze byé¢ przenie-
siona w dowolne miejsce programu. Mozna ja skopiowaé
do dowolnego programu. Deklaracja taka moze sie bez-
piecznie znalezé w bibliotece procedur.

Wykorzystujac rozwazania podrozdzialu 7.5, str. 146, stwier-
dzamy: jezeli obie wartosci z i n sg dodatnie, to wynikiem jest
z". Obliczenie wyniku wymaga logn mnozen.

Przyktlad 10.4. Funkcja sqrt obliczajaca pierwiatsek kwadra-
towy liczby =z.

unit sqrt: function(a,e: real): real;
var z. real;

begin
if a < 0 then raise NegativeArgSqrt fi ;
x:=(a+1)/2;
while (z —a/z) > e do z:= (z + a/z)/2 od;
result :== x

end sqrt

Twierdzenie 16, str. 138, upewnia nas o poprawnosci wyniku.

Nieco bardziej skomplikowany przyklad.

Przyklad 10.5. iloczyn macierzy
unit MultMat: function(A,B: arrayof arrayof real): arrayof ar-
rayof real;

end MultMat
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2. Nieistotnosé¢ definicji

Twierdzenie o rozszerzaniu modelu poprzez przyjecie ze-
stawu definicji.
Niech T = (L,C, A) bedzie pewnga teoria algorytmiczng okreslong
przez jezyk L, operacje syntaktycznej konsekwencji C i zbior
specyficznych dla tej teori aksjomatow A. Niech Dr bedzie ze-
stawem definicji. Dodatkowe zalozenie o definicjach ze zbioru
Dr brzmi ... Przyjecie takiego zestawu pozwala okreslié nowg
teorie 7 = (L/,C’, A"), gdzie jezyk L' ...uzupelni¢

Twierdzenie 10.1. Kazdy model A teorii 7 mozna rozszerzy¢
do modelu dla teorii 7.

Dowod. Dowod przebiega podobnie do dowodu w ksigzce
Rasiowej i Sikorskiego str. 322 O

Dyskusja.

Twierdzenie 10.2. Teoria 7' otrzymana z niesprzecznej teorii
T przez przyjecie zbioru definicji ... jest jej nieistotnym rozsze-
rzeniem.
CA=CA)YNF

Dowod. Nalezy udowodnigé, ze zbior twierdzen starej teorii T
jest rowny podzbiorowi zbioru twierdzen nowej teorii 7, ktory
zawiera tylko formuly F z jezyka starej teorii. Por. [RS63]
Ras-Sik str. 203 i str. 322 O

Jakie warunki maja byc spelnione by twierdzenie bylo praw-
dziwe. Lub inaczej, co sie stanie gdy np. zrezygnujemy z wy-
magania by symbol p, definiowanej funkcji nie wystepowal w
formule a.

Rozpatrzmy nastepujaca deklaracje

unit Fb: function(x: integer): Boolean;

begin
Przyklad 10.6. fesult — . Fbx)
end Fb
Zauwazmy, ze nie istnieje funkcja Fb spelniajgca rownowaznosé
Fb(x) & -Fb(z). Przyjecie takiej deklaracji powoduje przejscie do
teorii 7’ sprzecznej.

Kolejny przyktad.
Rozpatrzmy nastepujaca deklaracje

unit Fc: function(x: integer): Boolean;

begin
Przyktad 10.7. result := Fe(x)

end Fc
Dowolna funkcja Fc(z) spelnia réwnowaznosé Fe(z) < Fe(x).
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Przyktadow podobnych do tych dwoch, mozna podaé bar-
dzo wiele. Whnioski z nich wyplywajace sg takie: 1° Przyjecie
deklaracji, ktore prowadza do nowej sprzecznej teorii jest bez-
sensowne, jest strata czasu.dlaczego? wyjasnij! Zadbajmy o to,
by zestaw deklaracji funkcji byl niesprzeczny! 2° Zadbajmy tez
o to, by uklad funkcji wyznaczony przez zestaw deklaracji byt
wyznaczony jednoznacznie. W przeciwnym wypadku stracimy
czas na naprawianie takiego bledu w projektowaniu wymagar
na oprogramowanie. przeczytaj str. 203 i 324 ksigzki RS

Obliczalnosé. W odroéznieniu od rozwazan przeprowadzanych
w podrecznikach logiki matematycznej, musimy sie zastanowic
nad efektywnoscia deklarowanych funkcji. Nie wystarczy bo-
wiem stwierdzi¢, ze funkcja istnieje, nalezy wykazaé, ze przy-
jecie deklarcji funkcji prowadzi od struktury obliczalnej 2 do
struktury obliczalnej 2. W zwiazku z tym w definicjach funk-
cji boolowskich (tj. relacji) rodzaju pierwszego, bedziemy wy-
magacé by definiens byl formulg postaci M~. I rzeczywiscie, w
nieuwiklanych deklaracjach funkcji boolowskich mozemy przy-
jaé, ze sa one postaci
unit p: function(params): boolean;
D
begin
I
result := ~
end
Co to znaczy nieuwiklane? objasn Nalezy jeszcze wraz z taka
deklaracjg dotaczyc dowod, ze algorytm opisany instrukcjami B
nie zapetli sie i1 nie zerwie obliczenia. Tzn. wymagamy by jego
obliczenia byly skonczone i udane.

Podobnie jesli definicja funkcji jest uwiklana (znaczy to mniej
wiecej to samo co funkcja rekurencyjna (w slangu programi-
stow) to wraz przyjeciem takiej definicji nalezy dotaczyé dowod,
ze obliczenia beda udane i skonczone. Jesli tego nie zrobimy,
to moze okazaé sie, ze nie istnieje wynik. A co zatem idzie nie
istnieje model dla nowej teorii. Trzeba tez udowodnié, ze dla
kazdego zestawu argumentow istnieje conjwyzej jeden wynik.
To jest znacznie latwiejsze.

Deklaracje uwiklane. Niech napis K 7(z1,...,z,,) bedzie wyra-
zeniem calkowito-liczbowym (por. 7?), takim, ze ciag zi,...,z,
zawiera wszystkie zmienne wystepujace w wyrazeniu K 7(x1,...,Tm)-

Niech napis ¢, bedzie identyfikatorem, ktory nie wystepuje w
formule 7. Do wprowadzenia definicji wedlug ponizszego sche-
matu wymagane jest by formula stopu programu K, np. K true
byla twierdzeniem teorii 7 w ktorej pracujemy.wytltumacz!

Definicja 10.3. Napis zbudowany wedlug nastepujacego sche-
matu jest deklaracja funkcji typu integer
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unit v¢.: function(z, : Ty, ...,z : T,,):integer
begin

K;

result:= 7
end .

Zobaczmy pare przykladow

Przyklad 10.8. Tu wstawi¢ pare funkcji wywolujacych sie
nawzajem.

Kolejne pytanie jakie sie pojawia, to czy tego rodzaju defi-
nicje pozwalajg na istotne wzbogacenie mocy obliczeniowej?

Jawne 1 niejawne definicje

Definicje niejawne a rekursja

Jak sie ma jedno do drugiego?

Definicje w ktorych definiens jest termem algorytmicznym
postaci M7 lub formula algorytmiczng postaci Ka gdzie o jest
formula otwarta.

Jesli definicje sa takie..., to rozszerzenie modelu A teorii T
do nowego modelu jest obliczalne (o ile model A byl obliczalny).

W logice matematycznej definicja funkcji jest albo jawna — i
nie zawiera lokalnych definicji, albo jest niejawna tzn. uwiklana
— co to oznacza? czy mozna wtedy wprowadzaé wewnetrzne de-
klaracje? definicje?.

Definicja funkcji jest przyjmowana jako aksjomat definiujacy
nowa operacje.

W programowaniu, zwlaszcza w programowaniu obiekto-
wym deklaracja metody w klasie definiuje sposéb obliczania
ALE niekoniecznie jest to opis wlasnosci metody.

Moze okazaé sie, ze znamy deklarcje metody np. push w
klasie stosy, ale trudno jest odczyta¢ wlasnosci tej metody. Bo
np. potrzeba kilku formul w ktorych wystepuje funkcja push
by otrzymac specyfikacje czyli aksjomatyzacje.

Ponadto, implementacja metody jedna nie wyklucza innego
sposobu zaimplementowania metody push.

Podsumujmy. Z tych uwag wynika, ze

e W programowaniu z klasami i obiektami konieczne jest
stosowanie modulow specification.
Poniewaz nie mozna uzna¢ modulu implementujacego
za pelny opis zamierzenia. Modul klasy jest imple-
mentacja — jedna z wielu. Tak jest w przypadku klas,
kolejek FIFO, kontenerow etc.
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e Kazdy modul ma prawo wprowadzenia swoich lokal-
nych definicji: zmiennych, funkcji, klas ... W konse-
kwencji struktura programu jest bardziej skompliko-
wana niz to spotyka sie w podstawach matematyki.

Jest to wyzwanie dla badaczy.

3. Funkcjonaly

Proponujemy by deklaracje funkcji w ktorych przynajmniej
jeden argument jest funkcja nazywaé funkcjonalami i odpo-
wiednio stosowac termin functional.

Przyklad.
Algorytm bisekcji jest przykladem funkcjonatu.

unit bisection: functional(a,b,eps:real; function f(x:real):real): real;
var m:real

begin
if

fi
end bisection;

Ale wartoscia nie jest funkcja! Pytanie: czy potrafimy stworzy¢
modul, ktorego argumentem jest funkcja f i ktory zwraca jako
wynik nazwe nowej funkcji ¢?7 Probe odpowiedzi przedstawimy
w nastepnej czesci tej ksigzki, w rozdziale 13.

Cwiczenia
10.1. Ciag Fibonacciego jest opisany w nastepujgcy sposob
0 gdy n =20
fm=291 gdy n=1
fn—2+fn—1 gdy n22
Twoje zadanie polega na porownaniu kilku réoznych sposobow
obliczania wartosci n-tego elementu ciaggu Fibonacciego:

e bezposrednio wykorzystujac definicje ciggu — rekursja,
e obliczajac kolejno fo, f1,... fu_2, fn_1 — iteracja,
e wykorzystujac wzor Bineta,

Poréwnaj czasy wykonania Twoich trzech programow dla obli-
czenia wartosci fig.

10.2. Oszacuj koszt kazdej z metod.
Czy mozna obliczy¢ wartosé f,, w czasie logarytmicznym O(logn)?

10.3. Funkcja Ackermanna. To zadanie jest trudniejsze.
Definicja funkcji Ackermanna
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n+1 gdy m=0
Ack(m,n) g Ack(m —1,1) gdy m>0in=0
Ack(m — 1, Ack(m,n—1)) gdy m>01in>0
daje sie latwo przepisa¢ na deklaracje funkcji.
a) Zrob to i oblicz wartosé wyrazenia Ack(3,2).
b) Czy potrafisz udowodnié, ze Twoj program zatrzyma
sie 1 zwroci wynik po skonczonym czasie?
c) Czy potrafisz oszacowaé koszt?
d) Napisz program A obliczajacy wartosc¢ Ack(m,n) tej funk-
cji. Program A ma by¢ zapisany w jezyku s progra-
mow iteracyjnych. Nie wprowadzaj deklaracji funkcji.

10.4. Co sie stanie jesli w przykladzie 10.4 usuniemy dekla-
racje zmiennej 2 i w tresci funkcji sqrt zmienng 2 zastapimy przez
result?
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ROZDZIAt 11

L; Procedury

W kazdym module programu mozesz wprowadzié nowe po-
lecenie deklarujac odpowiedniag procedure, np. P.

unit P: procedure(PARAMETRY);
DEKLARACJE LOKALNE
begin
INSTRUKCJE
end P
W tym module (i w kazdym innym module, ktory jest w nim
zawarty) mozesz uzy¢ polecenia call P(Argumenty).

TODO

1. Zauwaz, jesli procedura (lub funkcja) nie ma wielkosci nielo-
kalnych, tzn. kazda wielkosé¢ jest albo parametrem formalnym
albo jest zadeklarowana lokalnie w tej procedurze to mozna ja
wywolywacé z dowolnego miejsca z ktorego jest dostepna.
2. Deklaracja procedury z wielkosciami nielokalnymi
— moze by¢ przestawiona w inne miejsce pod warunkiem ...
— moze byé wywolana skadinad pod warunkiem ...
Te warunki moga sie roznic.
3. Regula kopii — to wlasciwie jest przyjecie, schematu nieskori-
czenie wielu aksjomatow. Czyli Definicja!
Ale... zeby definicja mogla by¢ przyjeta powinny by¢ spelnione
warunki.

Mysle, ze reguta kopii powinna zosta¢ poddana obostrzeniom:
— udowodnij niesprzecznosgé ,
— udowodnij jednoznacznos¢ ...

Deklaracja procedury jest definicja nowej instrukcji atomo-
wej zdefiniowanej w programie. Instrukcja procedury ...Z wpro-
wadzeniem procedur wigze sie wiele pytan i niebanalnych pro-
blemow. Problemy te powstaja, gdy chcemy mieé¢ coraz bar-
dziej abstrakcyjne narzedzia.

Najpierw omoéwimy deklaracje procedur bezparametrowych i
wykonywanie odpowiednich instrukcji procedury.
Potem omoéwimy protokol przekazywania parametrow aktual-
nych i odbierania wynikow. Nasz pomyst: protokol wykonywa-
nia instrukcji procedury:
(1) utworz paczke parametrow aktualnych (chcialbym po-
wiedzieé¢ obiekt -sygnal),
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(2) przeslij ja w poszukiwaniu procedury o nazwie P wzdluz
sciezki SL,

(3) po znalezieniu deklaracji procedury P utworz blok (zmo-
dyfikowana tresc¢ procedury P) i wykonaj ten blok. Re-
kord aktywacji tego bloku ma strzaltke SL prowadzaca
do rekordu aktywacji w ktorym znaleziono deklaracje
procedury P oraz strzalke DL prowadzaca do rekordu
aktywacji w ktorym wykonano instrukcje procedury.

Nie zapomnij!
Call P(args) jest protokolem wspolpracy rekordu aktywacji za-
wierajacego instrukcje procedury i rekordu aktywacji procedury
wywolywanej. Opis przesylania parametrow i odbierania wyni-
kow: podobnie jak w CSP, jeden wysla drugi odbiera. Wyko-
nanie zmodyfikowanego bloku tresci procedury P poprzedzane
jest przez ciag par ...
Omowimy czesé z nich (tzn. tych problemoéw) na przykla-

dzie procedury swap. Struktura

e Przyklad

e Skladnia

e Semantyka

¢ Komputer

e Analiza przyktadow

1. Przykltady procedur

Krotki przyklad to procedura Swap. Przypomnij sobie pro-
gram Swap i zobacz jak mozna wielokrotnie wykorzystaé¢ zdefi-
niowana tam operacje zamiany wartosciami zmiennych x i y.

program sortuj3elementy;
var a, b, c: integer;
unit: Swap procedure(inout x,y: integer);
var t: integer
begin
t=x;xi=y;y =1
Praykiad 11.1. M9 5"
egin
readIn(a, b, c);
if a > b then call Swap(a,b) fi;
if b > c then call Swap(b,c) fi;
if a > b then call Swap(a,b) fi;
writeln(“a= ",a,"b=",b, "c=",c)
end

Drugi przyklad ... mergesort? quicksort? search w BST?
obmysl
Trzeci przyklad to procedura WHILE — tak! procedura row-
nowazna instrukcji while. Pokazuje ze mozna sie oby¢ bez in-
strukcji while. Jesli ktos tak lubi ... Wez jakis program z while
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1 przerob go na procedure. Np. bisection

Popatrzmy jak przebiega wykonanie tego programu, stan po-
czatkowy.

program sortuj3elementy;
vara = 0
var b =0
varc = 0
unit Swap: procedure(x,y: i
end swap;
begin
readln(a,b,c);
if a > b then call Swap(a,b) fi;
if b > ¢ then call Swap(b,c) fi;
if a > b then call Swap(a,b) fi;
writeln(“a= ”,a,“b= ",b, “c=",c)
end

Procesor

Nastepny stan, po wykonaniu polecenia readln(a,b,c). Oznaczmy
wczytane wielkosci przez, odpowiednio, 11, 12 i 13.

program sortuj3elementy;
var a = 11
var b = 12
var ¢ = 13
unit Swap: procedure(x,y: i

Procesor

readln(a,b,c3;

if a > b then call Swap(a,b) fi;

if b > ¢ then call Swap(b,c) fi;

if a > b then call Swap(a,b) fi;

writeln(“a= ”,a,“b= ",b, “c=",c)
end

Jesli /1 <2 to nastepny stan wyglada tak.

program sortuj3elementy;
var a = 11
var b = 12
var ¢ = 13
unit Swap: procedure(x,y: integer; -
begin
readln(a,b,c);
if a > b then call Swap(a,b) fi;
if b > ¢ then call Swap(b,c) fi;
if a > b then call Swap(a,b) fi;
writeln(“a= ”,a,“b= ",b, “c=",c)
end

Procesor

Natomiast jesli I1 > [2 to nastepny stan wyglada tak.
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program sortuj3elementy; block
var a = 11 var x
var b = 12 xL var y
t

0
5 | Procesor |
o 13 o=l
unit Swap: procedure(x,y:integer; begin /
begin

readln(a,b,c); x:=a; y:=b;

d s}

if a > b then call Swap(a,b) fi; i _—x,

if b > ¢ then call Swap(b,c) fi; x.'—_y,t'

if a > b then call Swap(a,b) fi; RSN

writeln(“a: ”,a,“b: ”,b, “C:”,C) a:=x; b:y,
end end;

Pojawita sie nowa jednostka dynamiczna: rekord aktywacji pro-
cedury Swap. Utworzono ja wedlug nastepujacej reguly kopii:
Deklaracje procedury przeksztalca sie w instrukcje bloku. Pa-
rametry formalne stajg sie wielkosciami (lokalnymi) zadekla-
rowanymi wewnatrz bloku. W tresci bloku pojawiaja sie naj-
pierw instrukcje przypisania, tak by parametrowi formalnemu f;
przypisac wartosé parametry aktualnego a;, o ile i-ty parametr
formalny zostal zadeklarowany z modyfikatorem in. Potem w
tresci bloku pojawia sie tresc procedury (tu trzy instrukcje).
Potem pojawiaja sie instrukcje przypisania przekazujgce warto-
§ci parametrow formalnych zadeklarowanych z modyfikatorem
out odpowiednim parametrom aktualnym.

Sprawdz, ze wykonanie instrukcji procedury call Swap(a,b) do-
prowadzilo do utworzenia pokazanego na powyzszym rysunku
rekordu aktywacji procedury Swap.

Efektem wykonania dwu polecen x:=a; y:=b; przekazujacych pa-
rametry aktualne parametrom formalnym jest stan pokazany
na nastepujacym rysunku.

program sortuj3elementy;
varc—13 B vary =12 [Procesor]
unit Swap: procedure(x,y: integer; ... b var t =

begin B
readln(a,b,c); fﬁ":jé,y'— ’
if a > b then call Swap(a,b) fi; o
if b > ¢ then call Swap(b,c) fi; x'j”t_
if a > b then call Swap(a,b) fi; y = -
writeln(“a= ”,a,“b= ",b, “c=",c) 3"_)(’ =l

end end;

Po wykonaniu trzech kolejnych instrukcji przypisania zawar-
tych w tresci procedury Swap, na kolejnym rysunku zobaczymy
taki obraz.
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program sortuj3elementy;
var a = 11
var b = 12

var ¢ = 13

unit Swap: procedure(x,y: integer; ...

begin
readln(a,b,c);
if a > b then call Swap(a,b) fi;
if b > ¢ then call Swap(b,c) fi;
if a > b then call Swap(a,b) fi;
writeln(“a= ",a,“b= ",b, “c=",c)
end

block
var x = 12

L var y = 11 | Procesor

var t = 11
begin

X:=a; y:=

t i=x;

X:=y;

y =t

a:=x; b:=y;
end;

Koriczymy wykonywanie procedury Swap. Przekazujemy war-
tosci parametrow formalnych oznaczonych modyfikatorem out

odpowiednim parametrom aktualnym.

program sortuj3elementy;
var a = 12
var b =11
var ¢ = 13

begin
readln(a,b,c);
if a > b then call Swap(a,b) fi;
if b > ¢ then call Swap(b,c) fi;
if a > b then call Swap(a,b) fi;
writeln(“a= ”,a,“b= ",b, “c=",c)
end

unit Swap: procedure(x,y: integer; ...

block
var x = 12
L var y = 11 | Procesor
var t = 11
begin

X:i=a; y:i=

t =x;

x:=y;

y =t

a:=x; b:=y;
end;

Usuwamy rekord aktywacji procedury Swap. Procesor wzna-
wia dzialanie w rekordzie aktywacji wskazanym przez strzalke

DL.
program sortuj3elementy;
var a = 12
var b =11
var ¢ = 13
unit Swap: procedure(x,y: integer; ...
begin
readln(a,b,c);
if a > b then call Swap(a,b) fi;
if b > ¢ then call Swap(b,c) fi;
if a > b then call Swap(a,b) fi;
writeln(“a= ”,a,“b= ",b, “c=",c)
end

Procesor

Do tego miejsca mozna dojsé dwoma réznymi drogami.

Oto,

jak zapisaé wspolne cechy stanu jaki widzimy powyzej.
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program sortuj3elementy;
var a = min(11,12)

e
unit Swap: procedure(x,y: integer; ...

begin
readln(a,b,c);
if a > b then call Swap(a,b) fi;
if b > ¢ then call Swap(b,c) fi;
if a > b then call Swap(a,b) fi;
writeln(“a= ",a,“b= ",b, “c=",c)
end

W podobny sposob przekonujemy sie, ze po wykonaniu dru-
giej instrukcji warunkowej if b >c ...fi zachodzi rownos¢ c =
max(maz(a,b),c). Natomiast nie wiadomo czy a < b.

program sortuj3elementy;
var a = min(11,12)

var b = max(11,12)
var ¢ = max(max(11,12),0)
unit Swap: procedure(x,y: integer; ...

begin

readln(a,b,c);

if a > b then call Swap(a :

if b > ¢ then call Swap(b,c) fi;

if a > b then call Swap(a,b) fi;

writeln(“a= ”,a,“b= ",b, “c=",c)
end

Po wykonaniu trzeciej instrukcji warunkowej spelnione sg dwie
relacje a < b 1 ¢ = max(max(I1,12),13). Wobec tego instrukcja wri-
teln(*a= ",a,"b=".b, “c=",c) wydrukuje wartosci a,b,c w porzadku nie-
malejgcym. Chcesz to sprawdz. Ale co dla Ciebie znaczy slowo
sprawdz?

program sortuj3elementy;
var a = min(l1,min(12,13))
var b = max(min(11,12),min(12,13))
var ¢ = max(max(11,12),13)
unit Swap: procedure(x,y: integer; ...
begin
readln(a,b,c);
if a > b then call Swap(a,b) fi;
if b > ¢ then call Swap(b :
if a > b then call Swap(a,b) fi;
writeln(“a= ”,a,“b= ",b, “c=",c)
end

Rozpatrzmy kolejny przyklad
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2. Skladnia

Zaczynamy od procedur z parametrami in, out, inout. Bez
procedur i typow jako parametrow.
Klopoty z procedurami jako parametrami — problemy powierz-
chowne (Latwiejsze) zapobiegac wywolaniu z parametrem P o
nieprawidlowej liczbie argumentow, typach argumentow. Pro-
blemy trudniejsze — pojawiaja sie wtedy gdy autor procedury
zaklada, ze parametr aktualny spelnia jakis warunek, a uzyt-
kownik (tj. autor instrukcji procedury) nie dopilnowal by wa-
runek ten zostal zapewniony.
WYMYSL przyktad.
Struktura deklaracji procedury jest podobna do struktury bloku.

Definicja 11.1. Niech ¥, 4, ..., x, beda identyfikatorami, p1, ..., tin
beda slowami z trojelementowego zbioru {in,out,inout} ...
Deklaracja procedury ¥ ma nastepujaca postaé

nazwa lista parametrow formalnych
—— .
unit ¥V: procedure (u; x1:7T1, ..., pin kn:Ty) ;D begin I end ¥
naglowek procedury tres¢ procedury

Identyfikator ¥ jest nazwa zadeklarowanej procedury, Ciag
napisow py w1 : T4, iy kn : T, jest lista parametrow formalnych
procedury V. Identyfikator «; jest formalnym i-tym parametrem
typu pierwotnego lub tablicowego 7;. Slowo p; okresla sposob
przekazywania parametru aktualnego — objasnimy to nieco da-
lej.

Lista deklaracji lokalnych D, zaré6wno programu jak i procedury
moze zawieraé deklaracje procedur i deklaracje zmiennych i sta-
lych.

Struktura modulow programu. Zbior blokéw i procedur zade-
klarowanych w programie wraz z relacja decl jest drzewem.
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program Pr7;
unit P2: procedure();
unit Pw: procedure();
begin
call P3();
end Pw;
begin

call Pw(0);

Przyktad 11.2.
end P2;

' ﬁﬁit P3: procedure();

end P3;
begin

call P20):;
end

rys. graf moduly 4 decl Ciag instrukcji I moze zawierac¢ in-
strukcje znane nam wczesniej oraz instrukcje procedury. ...obj.

Definicja 11.2. Instrukcja procedury ma nastepujaca budowe

call v (wy,...,wy)
—_——

lista par.aktualnych

Kazdy parametr aktualny w; ma by¢ wyrazeniem typu 7; wy-
mienionego w deklaracji procedury ¥.

Jesli sposob przekazania i-tego parametru jest out lub inout to
wyrazenie w; musi by¢ zmienng (prosta lub indeksowang) typu

Zbior procedur zadeklarowanych w programie wraz z relacja
call jest grafem wywolan. rys. moduly + call

3. Komputer K;

Komputer K; zachowuje zdolnos¢ wykonywania polecen zna-
nych z wczesniejszych wersji abstrakcyjnego komputera Ks. Nowa
umiejetnosé to

Instrukcja procedury. Komputer oblicza parametry aktualne
i sklada je na stos. Nastepnie tworzy nowa jednostke dyna-
miczng tj. rekord aktywacji procedury i przenosi procesor do
wykonywania instrukcji w tej jednostce. Return - instrukcja
zakonczenia obliczen w rekordzie aktywacji procedury. Ode-
stanie obliczonych wartosci do parametrow aktualnych okreslo-
nych jako out lub inout.
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4. Semantyka

Znaczenie instrukcji procedury nie jest oczywiste. Przez

pewien czas przyjmowano, ze instrukcja procedury da sie wy-
tlumaczyé¢ przy pomocy tzw. reguly kopii, zobacz ponizej.
W przypadkach bardziej zlozonych ta regula nie wystarcza.
Ogolny przypadek instrukcji procedury objasnimy OplSllJQC pro-
tokot call — wspolpracy jednostki dynamicznej zawierajacej in-
strukcje procedury z rekordem aktywacji procedury. Regula
kopii — pierwsze przyblizenie.
Wykonanie instrukcji procedury jest rownowazne wykonaniu
instrukcji pewnego bloku skonstruowanego z parametrow ak-
tualnych i tresci procedury. Zamieniamy instrukcje procedury
przez odpowiednio zbudowany blok. Najpierw przyklad

Przyktad 11.3. Program zawiera deklaracje pewnej proce-
dury Psi i jedna lub wiecej instrukcje procedury call Psi(...).

program PrA;
var z,y : integer, z : real;
unit Psi: procedure(in a : integer, out b : real, inout c: integer);
var u : integer;
begin
b=a+cu:=-1l;c:=a—u
end Psi;
begin
r:="Tz:=x—5;
call Psi(x*4,y,z) :
writeln(“z =", z, “y =", y)
end
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Ten program jest rownowazny programowi napisanemu ponizej

program PrAM od,
var x,y : integer,z : real;
unit Psi: procedure( in a:integer,out b:real, inout c: integer );

var u: integer;

begin
b:=a+tc;u:=-11; c:=a-u
end Psi;
b_egin i
r:=Tz:=x—05;
block
var a :integer,b : real, c : integer;
var u : integer
begin _ .
a:=x*4; c:=2; (x pobranie parametrow in: a i c x) ( = callPsi...x)
b:=a+cu:=—11;c:=a—u (* to jest tres¢ Psi x)
y:=b;z:=c (xodeslanie parametrow out: b i c, x)
end
writeln(“z =", z, “y =" y)
end

Kolejny przyktad

Przyklad 11.4. W tym przykladzie pokazemy, ze moze ist-
nieé¢ konflikt nazw: lokalna nazwa parametru formalnego i nie-
lokalna zmienna wystepujaca w parametrze aktualnym.
Transmisja parametru aktualnego do parametru formalnego bu-
dzi w tym przypadku watpliwosci.
a:= (y+3)*a
Wartosé wyrazenia (y+3)*a powinna byé obliczona przed prze-
kazaniem parametru do procedury. A przypisanie do parametru
formalnego (wielkosci lokalnej rekordu aktywacji procedury)
Juz wewnatrz tego rekordu. Jak postapic¢?

1. oblicz wartosé parametru aktualnego i przypisz zmiennej po-
mocniczej (roznej od do tej pory zadeklarowanych zmiennych)
np. aux := (y+3)*a,

2. zmien nieco instrukcje procedury, np. call Psi(...,aux, ...)

W kolejnym przykladzie pokazemy, ze strzatki DL i SL nie
zawsze musza mieé¢ ten sam poczatek i koniec.
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program Pr7;
unit P2: procedure();
unit Pw: procedure();
begin
call P3();
end Pw;
begin

call Pw(0);

Przyktad 11.5.
end P2;

' ﬁﬁit P3: procedure();

end P3;
begin

call P20):;
end

Statyczna struktura modulow tego programu jest widoczna
na rysunku ponizej. Zielone prostokaty reprezentuja procedury
(lub bloki). Strzalka decl prowadzi od modulu A do modulu B
gdy ten ostatni jest zadeklarowany w module B. W przypadku
gdy modul A jest blokiem, strzalka decl prowadzi do modutu
zawierajacego ten blok wsrod swoich instrukcji.

Program

Graf wywolan zawiera moduly programu. Strzalka call laczy
modul A z modulem B jesli wsrod instrukcji modulu A wy-
stepuje instrukcja procedury call B(...) lub, w przypadku gdy
modul B jest blokiem, gdy blok ten wystepuje pomiedzy in-
strukcjami modulu A..

ll P2

call P call P3

W pewnym momencie obliczen istniejg cztery rekordy aktywa-
cji.
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SL SL

[ Main |- | P2 | | Pw || P3|

SL

Relacja decl pomiedzy modulami w statycznym grafie modulow
daje podstawy do stworzenia relacji SL pomiedzy jednostkami
dynamicznymi modulow.

Relacja call (graf wywotlan procedur w Twoim obecnym stanie
wiedzy o modutlach) jest relacjg odwrotna do relacji DL pomie-
dzy jednostkami dynamicznymi.

def. laricucha dynamicznego

A oto regula kopii. Instrukcja procedury call P(a,b,c) ma
ten sam efekt co instrukcja bloku zbudowanego na podstawie
tresci deklaracji procedury P i postaci parametrow aktualnych
a, b, c.

block

oblicz wartosci a, b i c,

zl6z je na stos

block

tresé tego bloku wez z deklaracji P;
modyfikujac ja w ten sposob:
przypisz wartosci ze stosu

a, b i ¢ parametrom formalnym
tu wstaw tresc P

zakonczenie — odebranie wynikow
end

end

call P(a,b,c)a &

Problemy i pytania

Czy to musi by¢ takie skomplikowane?

Zauwaz, obliczenie warto§éi parametrow ma miejsce tam gdzie
jest instrukcja procedury, ale ciag dalszy obliczen ma miejsce w
rekordzie aktywacji procedury P. Jesli parametry aktualne sg
zmiennymi lub stalymi to regula kopii jest prostsza:

call P(a, b, ¢) zastap przez {fl:=a;f2:=b; tresé¢ P; b:=12;c:=13

zakladam tu ze w deklaracji procedury P, a jest in, b inout, c
out. Jesli w instrukcji procedury jest wyrazenie w to instrukcje
procedury call P(a, w, ¢) zastap przez {z+ w;call P(a,z,c) }

4.1. Procedury rekurencyjne. W tym miejscu przedstawimy
dwa przyklady: procedure rekurencyjng obliczania silni oraz
procedure ustawiajaca 8 hetmanéw na szachownicy.
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program PrS;
var a, w: integer;

var aux: integer; begin
if n=0 then result :=1

unit fact: procedure(in n: integer; out f: integer);

else call fact(n-1, aux); result := aux*n
Przyklad 11.6. fi
end fact;
begin
read(a);
call fact(a,w);
writeln(“argument= “, a, ” silnia= “, w)

end

Jesli wezytano a=3 to kolejne migawki obliczenia moga wy-

gladac tak:

program PrS;
var a, w: integer;
unit fact: procedure(in n: integer; out f: integer);
var aux: integer; begin
if n=0 then result :=1

Procesor

else call fact(n-1, aux);
result := aux*n
fi
end fact;
begin
read(a);
call fact(a,w);
writeln(“argument= “, a, ” wynik= “, w)
Sind SL /
o
n=3 n=2 5, n=1
f=20 f=0 f =
aux = aux = 0 aux = 0
begin begin begin
n:=a,; n :=— auxl ; n := auxl ;
block block block
auxl =0 auxl =0 aux1l =0
begin begin begin
auxl := n-1; auxl := n-1; auxl = n-1;
call fact(auxl1, ay call fact(auxl, aux call fact(auxl, aux);
f := n* aux; f := n* aux; f := n* aux;
end end end
w —=f w =f aux :=f
end fact; end fact; end fact;

ta koncepcja reguly kopii jest bedna! Widag¢, ze dotychczasowy
model instrukcji procedury zatlamuje sie. Nie jest poprawny.

Jak to naprawic?

W kompilatorze instrukcja procedury jest realizowana wedlug

pwnego protokolu. Mowi sie o sekwencji wywolujacej.

instrukcja call P(ay, ...,a,) jest realizowana przez wykonanie ciagu
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nastepujacych instrukcji
oblicz warto§é parametru a; i wloz na stos

oblicz warto§é parametru a, 1 wloz na stos

przejdz do wykonywania (zmodyfikowanej) tresci procedury P.
Po stronie procedury P:

utozsam stos z parametrami formalnymi (ten zabieg pozwala
zaoszczedzié ciagg instrukcji

wez ze stosu 1 przypisz paramatrowi formalnemu f,_; [dla i= 1,
.., n]

wykonaj tresé procedury

powrdé do jednostki dynamicznej wywolujacej procedure P.
odbierz wartosci przekazane dla wyniku.

koniec protokolu Czytelnik zechce zauwazy¢, ze pare zwrotow
w powyzszym protokole pozostalo niejasnych. Tworcy kompi-
latoré6w wiedza o co chodzi.

Jak nalezy rozumie¢ stowa utozsamiamy stos wartosci parame-
trow aktualnych z lista parametrow formalnych?

Jak nalezy rozumieé¢ zwrot odbierz wartosci parametrow for-
malnych oznaczone modyfikatorem out lub inout?

4.2. Protokol call - realizacja instrukcji procedury. Ponizej
opisujemy protokol realizacji polecenia call. Do zrozumienia
jak on dziala wystarczy, ze opiszemy go dla przypadku gdy
procedura P jest zadeklarowana w ten sposob:

unit P: procedure(in a: integer, inout b: integer, out c: real);
var t: integer;
begin
t :=a;
c=-77;
b .=t;
end P
(1) Niech J oznacza jednostke dynamiczna , w ktorej na-
lezy wykonaé¢ polecenie
call P(t+u, v,w)
wykonujemy ciag polowicznych instrukcji przypisania
(t+u)!, v!
polega to na wystaniu wartosci tych dwu wyrazen na
stos robocazy,
(2) utworz rekord aktywacji procedury P i przejdz do niego
e wyznacz jednostke dynamiczng J’, ktora zawiera
deklaracje procedury P,
Niech i= min(j: SL’/(J) zawiera deklaracje proce-
dury P).
J’= SL‘(J)
e utworz nowg jednostke dynamiczng — rekord ak-
tywacji procedury P, oznaczmy ja K.
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K.SL :=J
K.DL:=]

(3) W rekordzie aktywacji procedury P:

e odbierz parametry aktualne

a? c?
w ten sposob dopelni sie wykonywanie polecen
a:= t+u; c:=v.
Zwroé uwage: obliczenie wartosci wyrazen (t+u)
oraz v wykonuje sie w otoczeniu rekordu akty-
wacji, w ktorym znajduje sie polecenie call, a
dokornczenie instrukcji przypisania dokonuje sie
w rekordzie aktywacji procedury P.
wykonaj instrukcje tresci procedury P,
podczas wykonywania tych polecen (tresci proce-
dury), moze dojs¢ do odczytywania wartosci pa-
rametrow formalnych a i ¢ (a takze b), moze tez
dojsé do przypisywania tym parametrom nowych
wartosci

e wyslij wyniki blc! na stos roboczy ,

powroé do wykonywania polecenn w miejscu wy-
stapienia instrukcji procedury, tzn. procesor po-
wraca do wykonywania instrukcji w jednostce dy-
namicznej J.

(4) W jednostce dynamicznej J:

e odbierz wyniki v? i w?

w ten sposob dopelni sie wykonywanie polecen
v:=b;w:=c

¢ kontynuuj obliczenie (rekord aktywacji procedury

P bedzie usuniety)

Historia obrazkowa w dziesieciu odslonach. 1. Poczatek wy-
konywania instrukcji call.

before; Val(t+wu)=11AVal(v) = -8
Procesor
(t+ u)!

call P(t+y,v,w) =

after

2. Obliczono wartos¢ wyrazenie t = u i wystawiono do odebra-

nia.
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before; Val(t+u)=11AVal(v) = -8

Procesor

(t+u)!

call P(t+y,v,w) = Ziall p
v?
w STOS

after

v 1 wystawiono do odebrania.

Procesor

3. Obliczono warto§é wyrazenia
before; Val(t+u)=11AVal(v) = -8

(t+u)!
!
call P(t+y,v,w) = v E
T call P
v? -11
w?
S[T'OS

after

Dwukrotnie wykonano operacje wstaw do stosu, raz wartosé
wyrazenia t+u tj. 11, drugi raz wartosé wyrazenia v tj. -8.

4. Przejscie do wykonywania procedury P.

block
~ 3L var a
before; Val(t+u) =11 AVal(v) = —8 ™Y var b
var C
var t
begin

(t+u)!
call P(t+y,v,w) =

v?
w?

after

vl P =l

S[I'OS

b?; 47;
t :=a;
a:=b;

b :=t;

b!; c!;
end;

Strzatka SL wskazuje na pewien rekord aktywacji, ktory za-

wiera deklaracje procedury P.

5. Pobranie dwu kolejnych wystawionych wartosci i przypisa-
nie ich parametrom formalnym input (to sg zmienne) a i b.

-

Q1
=L

before; Val(t+u)=11AVal(v) = -8

(t+ u)!
call P(t+y,v,w) =

after

block
var a (=
var b (=
var ¢
var t
begin

t :=a;

c:=-TT;

b := t;

b!; c!;
end;

b?; a?/

11)

-8) E—')’I'OCQSO’I‘
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6. Rozpoczecie wykonywania tresci procedury P.

-

before; Val(t+wu)=11AVal(v) = -8 3L
(t+ u)!
call P(t+ y,v,w) = Z;u P
v?
5
after B ST

(ON

block
var a
var b
var ¢
var t

begin
t: ;

c:=-7’7;

b :=t;

b!; c!;
end;

Procesor

. Wykonanie kolejnych instrukcji tresci procedury P.

h
SL

before; Val(t+u) =11 AVal(v) = -8

(t+u)!
call P(t+y,v,w) =

el STOS

after

. Wysylanie wynikow na stos.

-

g
before; Val(t+wu)=11AVal(v) = -8 L
(t+ u)!
- v!
call P(t+y,v,w) = call P 77
v? 11
' i
S[T'OS
after
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block
var a
var b
var c
var t

begin
b?; a?;
t =4
c:=-7T7;
b :=t;
b!; c!;

end;

Procesor

Procesor




9. Zamkniecie rekordu wykonywania procedury P.
before; Val(t+u)=11AVal(v) = -8

Procesor

call P(t+y,v,w) =

S[T'OS

after

10. Odbieranie wynikow ze stosu.

before; Val(t+u) = 1A Val(v) = =8

(t+u)!

call P(t+y,v,w) =

w?
after : Val(v) = —77AVal(w) =11 STOS

Realizacja tego protokolu moze byc tansza. Jesli wydaje
Ci sie, ze ten protokol wykonywania instrukcji procedury jest
skomplikowany i kosztowny w realizacji to masz racje. Kom-
pilator i maszyna wirtualna realizuja ten sam cel taniej. W
istniejacych instalacjach wystawianie wartosci jest realizowane
przez wstawianie do stosu. Natomiast odbieranie parametréow
aktualnych i przypisywanie wartosci parametrom formalnym
nie kosztuje NIC!. Jak to mozliwe? Sprobuj odgadnaé.

Przekazywanie procedur, funkcji, klas. Jesli parametrem ak-
tualnym jest funkcja to do rekordu aktywacji (poprzez stos!)
przekazywana jest para: <nazwa funkcji, rekord aktywacji w
ktorym zawarta jest deklaracja funkcji>.

Uwaga. Modul procedury, ktorej (jednym z) parametrem jest
funkcja, ... powinno sie nazywaé¢ funkcjonalem.

4.3. Sprzecznosé. W tym miejscu warto zwrocié uwage na
mozliwosé zadeklarowania procedur wzajemnie sprzecznych.

5. Dowod programu PawelG

Przypominamy program 0.0.1 z przedmowy.

program PawelG:
var A: arrayof integer;
var n, i, k, |, u: integer ;
unit DrukujA: procedure;
var j: integer
begin
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for j:=I to u do write( A(j)) od;
writeln

end DrukujA;

unit F: procedure;
var i: integer;

begin
if k=u+1 then
call DrukujA
else
forii=1tou
do
if A(i)=0 then
A(i) := k; k := k+1;
call F;
k == k-1; A(i):=0
fi;
od;
fi;
end F;
begin
readIn(n);

array A dim(1:n);
l:=lower(A); u:=upper(A);
fori:=1toudoA(i) := 0 od;
k =l
call F;
writeln("'Bywaj")

end PawelG

Zamierzamy udowodnié nastepujace

Twierdzenie 11.1. Dla kazdej liczby naturalnej n program
Pawel oblicza i drukuje wszystkie permutacje zbioru {1,...,n}.

5.1. Dowod M — matematyczny, prawie formalny. Zadanie
jakie sobie teraz stawiamy to przedstawienie dowodu, w kto-
rym nie odnosimy sie do pojec¢: obliczenia, stanu obliczenia etc.
Dowod ma zawieraé tylko takie formuly, ktore sg albo aksjoma-
tami algorytmicznej teorii liczb naturalnych, por. podrozdziat
7?7, zobacz tez [MS92], albo aksjomatami rachunku programow,
zob. [MS87], albo wynikaja z zastosowania pewnej reguly wnio-
skowania rachunku programow do pewnego zbioru formul wcze-
$niej udowodnionych. Wielokrotnie stosujemy prawa rachunku
zdan 1 wykorzystujemy wlasnosé¢ ekstensjonalnosci. Zastepu-
jemy pewng podformule v danej formuly ¢, formulg 9 wiedzac,
ze rOwnosé 0 = ¢ posiada dowdd. Nie bedziemy takich przypad-
kow rozpatrywac zbyt szczegolowo by nie zmacié glownej nici
dowodu. Dopuszczamy zastosowanie reguly w w ograniczony
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sposOb: mozesz mianowicie udowodnié, pewne metatwierdze-
nie stwierdzajace, ze dla kazdego i ¢ N formula v, posiada do-
wod i zastosowacé jedna z w-regul rachunku programow Rj, Rg, Ry.

Taki dowod quasi-formalny, moze wiec zawieraé nieskon-
czone podzbiory formul. Tym niemniej, dowody o jakich my-
slimy moga by¢ sprawdzane mechanicznie przez proof-checker.
Wiecej o tym w nieopublikowanym artykule [Sala].

Co mamy udowodni¢? Cel nasz zostanie osiggniety gdy po-
trafimy wykazaé, ze 1°) kazde wykonanie polecenia call DrukujA
spowoduje wydrukowanie pewnej permutacji liczb 1,...,n, 2°)
liczba wykonanych polecen call DrukujA jest rowna n! oraz 3°) wy-
drukowane permutacje nie powtarzaja sie.

Jakie narzedzia, jakie aksjomaty i reguly wnioskowania sg nie-
zbedne dla przeprowadzenia dowodu?

W analizowanym programie wystepuja zmienne typu integer i
operacje na liczbach calkowitych. Czy mozemy uznaé, ze do
przeprowadzenia dowodu wystarczy algorytmiczna teoria liczb
naturalnych ATAN? Zauwaz. w programie PawelG wystepuje
atomowa instrukcja procedury call F. Jezyk teorii ATN nie za-
wiera takiej instrukcji atomowej, ani (tym bardziej) aksjomatu
opisujacego dzialtanie tej instrukcji.

Trzeba wiec przyjaé, ze deklaracja procedury F wprowadzona
w programie opisuje sposob wykonania polecenia call F, determi-
nuje jego semantyke. Ale dla nas wprowadzenie deklaracji pro-
cedury F oznacza co$§ wiecej, mianowicie, deklaracja procedury
F jest schematem nieskonczonie wielu dodatkowych aksjomatow
postaci

({call F}¢ < {Bodyp}¢p)

gdzie ¢ jest dowolng formuly. Skrot Bodyr oznacza tres¢ pro-
cedury F. Dokladniej, kazda rownowaznosé zbudowana wedlug
ponizszego schematu jest dodatkowym aksjomatem opisujacym
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procedure F.

(44)
(«+ ponizej znajduje si¢ tres¢ I tzn. Body F «)
block
var i: integer;
begin
if k=n+1 then call DrukujA
else
for i:=1 to n do
{call F}p & if Afi] =0 then ¥
Alll =k k:=k+1;
call F;
Ali] :==0; k:=k—1;
fi
od
fi
end block

Co wiecej, w powyzszej formule, w tresci procedury F mozna
wszystkie wystapienia identyfikatora i rownoczesnie zastapic
przez dowolny inny identyfikator, por. formule (isub). Mo-
wimy, ze zmienna i zadeklarowana w bloku jest zmienna zwiag-
zana.

Dowod twierdzenia 11.1 bedziemy przeprowadzaé¢ w algoryt-
micznej teorii 7', ktora powstaje z algorytmicznej teorii liczb
naturalnych ATAN przez dodanie do jezyka nowej instrukcji ato-
mowej call F, i dodanie do zbioru aksjomatow teorii ATAN nie-
skonczonego zbioru formul zbudowanych wedlug omowionego
powyzej schematu.

Niech §(n,k,i1,...,i,_1) bedzie oznaczeniem formuly o nastepuja-
cym schemacie
(45)
k—1
Q<k<ntl) A A (Q<i;<n) A (Afi] =) A
=1
df z = 0;

o(n,kyit, ...y ik—1) for j:= 1 to n do

if Ajj]=0then z:=z+1fi
od

(z=n—-k+1)

Formule 6(n,k,i1,...,ix_1) czyta sie w nastepujacy sposodb (jest to
jej znaczenie semantyczne):
spelnione sg nastepujace warunki

(i) liczba naturalna n jest dodatnia,
(i1) wartoscia zmiennej A jest n-elementowy obiekt tabli-

cowy,
(ii1) liczba naturalna k spelnia podwojna nieré6wnosc 1 < k <
n+11liczby 1, ..., k—1 sa zapisane w dowolnym ukladzie

na pozycjach iy, ..., i1 tablicy A, tj. ViZlAi;] = j,
207



(iv) pozostale miejsca tablicy A, oznaczmy je r,...,r,, sa
rowne zero, V;_; Alr;] =0.

Udowodnimy nastepujacy fakt.
Lemat 11.2. Niech wartoscia zmiennej A bedzie n-elementowa

tablica (wektor) liczb naturalnych. Kazda formula o ponizszym
schemacie jest twierdzeniem teorii 7’

(46) T+ 6(n,k,i1, . ,Z'}gfl) = {call F} 5(n7k,i1, . 7’L'k,l).

Dowod. Dowod lematu przebiega przez indukcje ze wzgledu
na liczbe n+1 —k, tj. liczbe wolnych miejsc w tablicy A.

B0)(baza) Niech k=n+1, tzn. liczba wolnych miejsc jest 0.
Jesli spelniony jest warunek (k=n+1) A §(n,k,iy,...,i,) to ta-
blica A zawiera pewna permutacje liczb 1,....n, poniewaz zacho-
dzi A\j_; Alij] =J.
Jest tautologia formuta
Aliz] =3
=1

J

47 Fé(n,n 41,41, ..,0,) =

Instrukcja write(x) nie zmienia wartosci zadnej zmiennej. Wtla-
snoscia tej instrukcji jest

(48) (y = k) = {write(x)}(y = k)
Poslugujac sie tym faktem dowodzimy, ze jest twierdzeniem
teorii 7’ implikacja
(49) T'Fo(nn+1,i1,...,in) = {call DrukujA}( /\ Ali;] = j)
j=1
Postepujac podobnie udowodnimy formule
(50) ((5(n, n+1,41,...,i,) = {call DrukujA}d(n,n+1,iq,... ,zn))
Mozna to zapisa¢ nieco inaczej
(51) T+ (5(n, kyit, ... in) Nk = n+1) = {call DrukujA}d(n,n+1,i1,...,i,)

Korzystamy z reguly wnioskowania (77,zob. strone 77) o in-
strukcji if.

(52)
if k=n+1
then call DrukujA
T+ (8(n, ki1, ... in) ANk =n+1) = < else S(n,n+1,iq,. ..

(* tu wstaw cokolwiek *)
fi
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Wstawiamy to co potrzeba, dbajac o to by zmienna i, wyste-
powala tylko w tej instrukcji for.

(53)

T/ F (5(n,k,i1, e

Jin) Nk =n+1) =

if k=n+1
then call DrukujA,;
else

for i, :==1 to n do
if Ali,] =0 then

call F;
fi

od
fi

Alin] =k k:=k+1;

Al =0k =k —1;

d(n,n+1,141,

Poniewaz zmienna i, wystepuje tylko w tych kilku liniach to
mozemy zastosowaé aksjomat instrukcji bloku i otrzymamy

(isub)

T Fé§(n,n+1,41,...

Vin) =

block
var ¢: integer
begin
if k=n+1
then call DrukujA;
else

for i:=1 to n do
if Afi] =0 then
Al =k k=k+1;
call F;
All] :=0; k:=k —1;
fi
od
fi
end block

d(n,n+1,41,...,0,)

Program wystepujacy w powyzszej formule (isub) to tresé pro-
cedury F, mozemy wiec zastosowaé aksjomat, czyli deklaracje

procedury F
(54)

T Fé&(n,n+1,d,..

Sin) = {call F} d(n,n+1,iq,..

~7i71)

co konczy dowod przypadku gdy k=n+1.

W dalszej czesci dowodu wykorzystamy dwie niewielkie obser-

wacje.

wiec 1 teorii 7’ jest ponizsza formutla 55
Uwaga 11.3.

(99)
(5("1, k?,’il, ..

k1) AAlp] = 0) = {Alp] = k; k = k+1} (5(n, k+1,41, ..

Zauwazmy, ze twierdzeniem rachunku programow, a

Fakt ten jest latwa konsekwencja zastosowania aksjomatu

instrukcji przypisania 77.

7 zalozenia §(n,k,iy,..
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k-1
ze tablica A zawiera wszystkie liczby 1,...,k—1 czyli A A[i;] =j.

j=1
Ponadto miejsce Afp] tablicy A jest wolne, a wigc p # i; dla j =
L...,k—1.

Stad wynika, ze {A[p] := k}(/k\ Alij] = j) N Alp] = k. Z kolei, (z =
=1
n—k+1)={k:=k+1}(n—k). <Nynika stad

(56)
k—1 k
(( /\ Alij] = j)Az = n—k+1) = {A]p] :== 0; k := k:+1}((/\ Alij] = j)N(z = n—k))

Podobnie, nastepujaca formuta (57) jest twierdzeniem teorii 7".

Uwaga 11.4.
(57)
((5(n,k+1,i1, ceyik—1,0) AN Alp] = k’) = {Alp] :=0; k:=k—1}0(n, k,i1,...,7k—1)

I) (krok indukcyjny)
(zalozenie ) zakladamy, ze dla kazdego ukladu pi,...,pr_1 liczb
naturalnych, nastepujaca implikacja jest twierdzeniem teorii 7'

(58) T F6(n,k,p1,. .., pp—1) = {call F}d(n,k,p1,...,pr_1)-

(teza) Wykazemy, ze dla dowolnego uktadu liczb naturalnych
i1,...,ix_2 1 n—k+2 miejsc zerowych w tablicy A mozna udowodnig,
ze

(59) T Fé(nk—1,01,...,05_9) = {call F}d(n,k—1,iy,...,95_2).
Oznaczmy miejsca zerowe w tablicy A przez r,_1,...,r, czyli dla
j=k—1,...,n zachodzi A[r;] = 0. Rozpatrzymy po kolei te miej-
sca zerowe. Zauwazmy, ze dla j =k —1,...,n mozna udowodnié
implikacje

(60)

Alrjl =k k:=k+1,
A[?"j} =0/\5(n,k—1,i1,...,z’k_2) = call F; 6(n,k—1,i1,...,ik_2)
Alrj] =0k =k —1

Wynika to z Faktow (11.3) i (11.4). Dla kazdego j=k—-1,...,n
warunek A[r;] = 0A6(n, k—1,41,...,ix,_2) Pociaga za soba {A[r;] :=k; k :=
k+1}(n,k,i1,...,ixk—2,7;) (Fakt(11.3)). Z zalozenia indukcyjnego

(61) S(n ki, ... ig—1,7;) = {call F}d(n,k,i1,... i5_2,7;)
Teraz wykorzystamy Fakt (11.4)
(62) o(n,kyir, ... ik—2,7j) = {Alr;] :=0; k:=k —1}6(n, k — 1,i1, ..., ix_2).
Z kolei dla A[i] # 0 zachodzi w oczywisty sposoéb
(63) Ali] #ONS(nk — 11, ... ik_2) = 6(nk — 1,4y, ... ix_2).
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Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia

(64)
Ali] £ 0A

. . df
Gi(n,k—l,zl,...,zk_g)z A[@] —0A

d(n,k— 1,41, ..,0k_2) gdy A[i] # 0
All] = k;
k:=k+1,
call F; §(n,k—1,i1,...,i5_2) gdyA[i]=0
Ali] == 0;
k=k—1

W ten sposob, wykorzystujac aksjomat instrukcji warunkowej

if, wykazalisSmy, ze dla kazdego i =1,...,n twierdzeniem teorii 7’
jest
(65)
if A[i] =0 then
Ali] ==k
k:=k+1,;
T'|—5(n,k:—1,i1,...,ik,2):> call F; 6(717]{:—1,2'1,...,1']@,2)
Ali] == 0;
k:=k—-1
fi

Zastosujemy nastepujaca regule wnioskowania pozwalajaca
na wprowadzenie kwantyfikatora ogolnego ograniczonego po in-

strukcji for

(wprkwog)
FAPOYIG. Y _ (PO PGV = (P} 9(0)
for i_<— 1_t0 n
doP(i) zgl v ()
od
by uzyskaé
(66)

T’F&(n,k—17i1,...,ik,2):>

for i:=1 to n do

if A[i{] =0 then
Ali] == k;
k:=k+1,
call F;
Ali] == 0;
k=k-1

fi

od
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Wiemy, ze k—1 # n+1 jeszcze raz zastosujemy aksjomat instrukcji
if
(67)
if Kk =n+1 then call DrukujA else
for i:=1 to n do
if Afi] =0 then
Ali] == k;
k=k+1;

T =8(n,k=1,i1,... ik 2) = call F; 5(n,k—1,iy,

Ali] = 0;
k=k—-1
fi
od
fi

Zadbalismy o to by zmienna i roznila sie od wszystkich innych,
mozemy wiec zastosowac aksjomat instrukcji bloku
(68)
block

var i :integer;
begin
if Kk =n+1 then call DrukujA else
for i:=1 to n do

if A[i] =0 then

Ali] == k;

oy ip—2)

T"‘é(n,k—l,il,...,ik_g) = k':k+1, 5(n,k—1,i1,...,ik_2)

call F;
Ali] == 0;
k=k—1
fi
od
fi
end block

Teraz skorzystamy z deklaracji=aksjomatu instrukcji call F i uzy-
skamy

(69) T Fo(n,k—1,01,... 05_2) = {call F}d(n,k—1,i1,...,95_2).

co konczy dowod lematu 11.2. O

W ten sposob udowodnilismy, ze dla kazdej liczby naturalnej,
dodatniej n > 0 program PawelG zakoriczy obliczenie.
Pozostaje do wykazania, ze program ten drukuje wszystkie per-
mutacje liczb 1,... n.

ZauwazyliSmy wczes$niej, ze kazde wykonanie polecenia call Dru-
kujA drukuje pewna permutacje liczb 1,...,n, zob. str. 208.
Wykazemy, ze polecenie call DrukujA jest wykonane n! razy.
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Ulatwimy sobie zadanie, wprowadzajac do programu trzy nie-
wielkie zmiany: 1°) dodajemy deklaracje zmiennej licz obok de-
klaracji zmiennych nk,j, 2°) obok polecenia call DrukujA dopisu-
jemy ; licz=licz+1, 3°) w programie glownym, przed instrukcja
k:=1 wstawiamy instrukcje licz:=0;.

Definiujemy warunek poczatkowy

(70) a(n, ki, ... ig—1,w) g (5(n, kyiv, ... ig_1) A licz = w)

1 warunek koncowy

(71) B(n,k,ir, ... ip_1,w) i (6(n,kyiv, ... ig—1) A licz = (n—k+1)! +w)
Nietrudno teraz udowodnié odmieniony wariant lematu 11.2.

Lemat 11.5.
(72) T Fa(n ki, ... ig—1,w) = {call F}B(n,k,i1,...,i5_1,w).

Dowod tego lematu nasladuje dowod lematu 11.2.

Gdy k =n to wykonaniu polecenia call DrukujA towarzyszy instruk-
cja liczz=licz+1.
Jesli £ < n 1 teza jest udowodniona dla k£ +1 to instrukcja for jest
rownowazna (n—k+1)- krotnemu wykonaniu polecenia zlozonego
{A[il:=k; ki=k+1; call F; A[i]:=0; k:=k-1}, zmienna i przyjmuje wartosci
Tky...,mn O ktOorych mowiliSmy wczesniej.
7 zalozenia indukcyjnego, kazde takie polecenia powoduje zwiek-
szenie licznika licz o (n—k)!. Razem licznik licz zostaje zwiekszony
o(n—k+1)L

Koniec dowodu lematu 11.5

Pozostaje upewnic sie, ze zadna permutacja nie zostala wydru-
kowana dwukrotnie.

Rzeczywiscie, potrafimy wykazaé, ze jesli przyja¢ zmieniony
warunek koricowy

(73)
B (n, k,ir i lw)g (5(n,k7il7...,ik1)Alicz-(n—k+1)!+wA )

zadna z tych permutacji nie powtarza sie

Nietrudno teraz udowodnié odmieniony wariant lematu 11.2.
Lemat 11.6.

(74) T Foaln ki, ... ik_1,w) = {call F}B' (n,k,i1,... ix_1,w).

Nie bedziemy formalizowaé¢ tego dowodu. Mozesz sprobo-
wacé zrobié to samodzielnie. Zacznij od napisania formuly wy-
razajacej wlasnosc dwie permutacje sg rozne. Nasz argument
jest prosty. Podczas wykonywania instrukcji for powtarzamy
(n—k+1) razy czynnos¢ nastepujaca: dla j =k,...,n, zapisz liczbe
k na miejscu A[r;] i na pozostalych (n—k) wolnych miejscach wy-
tworz (n — k)! roznych, permutacji. Widzimy, ze utworzone w
ten sposob (n—k+1)! permutacje sa rozne, nie ma powtorzen.
Koniec dowodu lematu 11.6 i koniec dowodu twierdzenia 11.1.
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5.2. Dowod G — semantyczny, graficzny — "jak to dziata"?
W tym rozdziale przedstawiamy argumenty na rzecz twierdze-
nia 11.1, korzystajac z wiedzy o tym jak wykonywany jest pro-
gram. Konfiguracja (stan) obliczenia programu Pawel jest cia-
giem rekordow aktywacji procedury F.

1 23 45 6 7 8
00100200

integer \k}:e 2 W integer i = 3 ‘ integer i = 6
arrayof integer A 1) A@) = k; ki=k+1; AQ@) .= k; ki=k+1;
array A dim (1:8); call F call F
call F A():=0; k:=k-1; A(1):=0; k:=k-1;
: ) {36
Main 1y F k=2

Analiza obliczenn programu Pawel

Drzewo mozliwych aktywacji procedury F (tj. historii oblicze-
nia)

Korzeniem drzewa jest rekord aktywacji programu gléwnego
Pawel.

integer k=0
arrayof integer A
array A dim (1:8);
call F

Main

Dla kazdego wezla w drzewa H aktywacji procedury F, kazde
wykonanie instrukcji procedury call F w tym rekordzie aktywa-

cji spowoduje utworzenie nowego rekordu aktywacji procedury
F — syna v’

Flinia,...ix) |ETUPA n—k+1 Stanc—“ﬁ\(ihig,.“jk)F oziom k, liczby 1,...,k
{k} rekordu F' 72 ) {k} na pozycjach iy,iz,...ir w A

call F DL

Ff{i,;_’:ii"'ik’i“ﬁ)oziom k+1, liczby 1,...,k,k+1 na pozycjach iy,ia,... 0, i1 W A

Dla ustalonego n drzewo aktywacji H ma wiec taki ksztalt
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call F/- 'EJ\

Fl(l) N—— Fl(n)

nx

call F/ DI_\ call F \

DL
F2(1,2) — F2(1,n) F2(n,1) \A}'—/FQ(n,n—n

(n—1)x (n—1)x

DL
1,n,2) | ~~—— 1,n,n—1
g S e o )

call F

Na kazdym poziomie k,k < n kazdy wezel ma n — k synow.
Wezel na poziomie n ma jednego syna, jest nim rekord akty-
wacji procedury DrukujA. Liczba lisci drzewa aktywacji jest
rowna n!. Stan tablicy A podczas wykonywania tej procedury
z wartoscig zmiennej k = n jest taki, ze wypelnione jest kazde
miejsce w tej tablicy. Wartosciami zapisanymi w tej tablicy sa
liczby 1,...,n i zadna liczba sie nie powtarza.

Po powrocie z rekordu aktywacji poziomu k zadna liczba w ta-
blicy A nie jest wieksza od k.

Podsumowujac, wydrukowane zostang wszystkie permutacje liczb
1,...,n. O
Dowod nie odnoszacy sie do pojecia obliczenia zostanie przed-
stawiony ponizej.

Dowo6d. Dowod twierdzenia sprowadza sie do udowodnienia
nastepujgcego lematu.

Lemat 11.7. Zalozenia: A jest tablica liczb calkowitych o
rozmiarze n. Liczba n jest dodatnia n > 0, Zachodza rownosci
I=11u=n.

Liczba k spelnia warunek 0 <k —1<n. Na k réznych miejscach
tablicy A znajduja sie liczby 1,... k.

Teza. Jest twierdzeniem algorytmicznej teorii liczb natural-
nych ATN uzupelnionej deklaracja procedury F - schematem
aksjomatow {call F}a < {TrescF}a nastepujace zdanie

§ = {k:=k+1; call F}(y)

Baza indukcji. Dla n = 1 teza twierdzenia jest oczywiscie
prawdziwa.
Krok indukcji. Udowodnimy nastepujaca teze.
Teza. Dana jest tablica A o rozmiarze wiekszym od n. Ta-
blica zawiera dokladnie j zer. Pozostale miejsca sag wypelnione
liczbami dodatnimi 1,...,I. Wartoscia zmiennej k jest j + 1.
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Zalozmy, ze dla kazdej liczby n < j jest prawda, ze program
oblicza i drukuje wszystkie permutacje zbioru {1,...,;j}. Rozpa-
trujemy zbior {1,....j,7+1}. Wykonanie instrukcji call F w pro-
gramie glownym powoduje utworzenie rekordu aktywacji tej
procedury i zapoczatkowanie wykonywania instrukcji for. W
tablicy A o j +1 elementach na miejscu 1 zostanie wstawiona
liczba 1 (tzn. warto$¢ zmiennej k).

(]
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ROZDZIAYt 12
L. Sygnaly i ich obsluga

LoG L1 G L G L3 G Ly G Ls G LG Ly & Le G LG LgG Lo

Ten rozdzial poswiecamy sygnalom, wyjatkom i ich obstlu-
dze.
Podczas wykonywania obliczen moga wystapi¢ dwa niepoza-
dane, wrecz grozne, zjawiska:
zapetlenie — obliczenie nieskorniczacesie czyli wymagajace inge-
rencji, przerwania pracy programu, lub
zerwanie obliczen przez komputer lub maszyne wirtualna VLP,
wynikajace z wykrytego btedu np. dzielenie przez zero, préba
dostepu do nieistniejacego obiektu, proba zapisania wartosci w
nieistniejacym elemencie tablicy, ...
Mechanizm polegajacy na sygnalizowaniu sytuacji wyjatkowej
i odpowiednim jej obsluzeniu jest pomocny w zwiekszaniu od-
pornosci (ang. robustness) programu. Wiemy, jak groznym
zjawiskiem jest zapetlanie sie, czyli wystapienie obliczenia nie-
skonczonego. Podobnie grozne jest zjawisko obliczenia nieuda-
nego — zerwanego. Przykladem obliczenia zerwanego jest do-
prowadzenie do dzielenia przez zero.

Przyklad 12.1. Wiele programoéw wykorzystuje strukture da-
nych stosy i postuguje sie opearcjami: push, pop, top, empty
na nich. Czesto sie zdarza, ze program wykonuje operacje pop
na pustym stosie lub operacje push na stosie pelnym. Hakerzy
swiadoie wykorzystujatakie sytuacje. Mozna wymagac by kazde
wykonanie polecenia pop bylo poprzedzone sprawdzeniem czy
stos jest pusty. Czesto wymaganie takie jest nierealistyczne.
Natomiastprzewidujgcy programista zadeklaruje sygnal np. si-
gnal EmptStk 1 zapewni, ze podczas wykonywania metody pop sy-
gnal taki zostanie zgloszony raize EmptStk. W przypadku gdy taki
btad wystapi, uzytkownik zostanie ostrzezony i bedzie mogt od-
powiednio zareagowaé. Np. wprowadzajac deklaracje modulu
obslugi sygnalu. O czym obszerniej opowiemy ponizej.

Nie powinno sie pozostawiaé¢ takich zdarzen bez odpowied-
niej reakcji. Minimalnga reakcja powinno by¢ powiadomienie
uzytkownika programu o wystapieniu bledu i zakoriczeniu pracy
programu. (Ale komunikat“‘ten program popelnil blad i zo-
stanie zakoriczony” to nie jest odpowiednia reakcja.) Komu-
nikatowi powinna towarzyszyé¢ diagnoza. Maszyna wirtualna
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Loglanu dostarcza krotka diagnoze o rodzaju bledu i miejscu
wystagpienia bledu w programie. Programista poslugujac sie
mechanizmem sygnalow i ich obstugi moze znacznie ulepszyc¢
diagnostyke ewentualnych bledow, a w wielu przypadkach za-
programowaé odpowiednia reakcje na zasygnalizowany blad.
Wiele jezykow programowania nie sygnalizuje groznych bledow:
proba dostepu do nieistniejacego elementu tablicy, proba do-
stepu do nieistniejgcego obiektu to dwa przykltady z wielu po-
dobnych.

Warto by programista przewidywal mozliwosé wystgpienia btedu
np. dostepu do nieistniejagcego elementu tablicy i by wstawil w
odpowiednie miejsca moduly reakcji (obstugi) sytuacji wyjat-
kowych (bledow).

Przyklad 12.2. W podrozdziale 7.3 udowodnilismy popraw-
nosé¢ algorytmu bisekcja. Jezeli programista wykorzysta ten
algorytm i zadba przy tym by spelnione byly zalozenia twier-
dzenia 7.7, to nie stanie sie nic zlego. Ale... jak pokazuje
wieloletnie doswiadczenie, programisci chetnie stosujg gotowe
algorytmy i rownoczesnie lekcewazg sprawdzanie czy spelnione
sa wymagania gwarantujace otrzymanie poprawnego wyniku.
Popatrzmy jak to moze wygladac.

program ApplyBisection;
unit bisection: function(a,b,eps:real;function f(x:real):real): real;

end bisection;
unit f1: function(y:real): real;
begin

result := 8.3*(y-7)*(y+11)*()y-3.3)*(y-2.1)
end f1;
unit f2: function(y:real): real;
begin

result := (3*y+7)/(y+5)
end f2;
var z,t:real;

begin

t:= bisection(-20, 11, 0.00001, f1);
writeln(t);
z:= bisection(-20, 11, 0.00001, f2);
writeln(z);

end

Co tu sie moze stac?

e Obliczanie miejsca zerowego funkcji f1 przebiega bez-
problemowo.

e Podczas szukania miejsca zerowego funkcji f2 moze
dojsé do dzielenia przez zero.
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e Mozemy tez zaobserwowaé niekorzystne efekty niecia-
glosci funkcji f2.
Jak temu zaradzi¢? Poprobujmy.

Przyklad 12.3. Wprowadzamy deklaracje sygnalow i moduly
ich obslugi.

program SafeBisection;
signal DivZero, Discontin;
unit bisection: function(a,b,eps:real;function f(x:real):real): real;

end bisection;
unit f1: function(y:real): real;
begin
result := 8.3*((y-7)*(y+11))*((y-3.3)*(y-2.1))
end f1;
unit f2: function(y:real): real;
handlers
when NumError: raise DivZero;
end handlers;
begin
if abs(y+5 )<0.001 then raise Discontin fi;
result :=(3*y+7)/(y+5)
end f2;
var z,t:real;
handlers
when DivZero: writeln(" naruszono warunki");
when Discontin: writeln(" w poblizu punktu nieciggtosci");
end handlers;
begin

t:= bisection(-20,11,0.00001,f1);
writeln(t);
t:= bisection(-20,11,0.00001,f2);
writeln(t);

end

W programie SafeBisection, jesli dojdzie do dzielenia przez zero
to sygnal o tym zdarzeniu bedzie wygenerowny przez komputer
(tj. hardware) i zostanie przejety przez modul obstugi w rekor-
dzie aktywacji funkcji f2, w tym module zostanie podniesieny
sygnal DivZero. Ten sygnal zostanie obsluzony w module ob-
stugi sygnalow programu glownego. Natomiast sytuacja w kto-
rej podczas obliczen zblizamy sie do punktu nieciaglosci funkcji
f2 zostanie zasygnalizowana przez program raise Discontin.

Ponizej przytaczamy trzy przyklady w ktorych maszyna wir-
tualna VLP sygnalizuje blad
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Przyklad 12.4. Podajemy trzy z kilku mozliwych sygnalizacji
bledu zglaszanych przez maszyne wirtualng

e Reakcja na dzielenie przez zero.
division by zero error
line 234
e Reakcja na polecenie utworzenia tablicy o ujemnej dtu-
gosci.
array error
line 234
¢ Reakcja na probe odczytania/zmodyfikowania elementu
tablicy spoza jej zasiegu.
array index error
line 234

Jezeli w programie nie umiescimy modulu handlers prze-
chwytujacego i obslugujacego sygnal o takim bledzie, to obli-
czenie programu zostanie zerwane z krotka informacja:

w wierszu XXX programu wystapil blad
Czasami jednak mozna wykorzystac¢ informacje o bledzie w kon-
struktywny sposob.

Przypomnijmy dwa algorytmy: obliczanie pierwiastka kwa-
dratowego i rozwiazywanie ukladu rownan liniowych. Udowod-
nilismy, ze gdy argument funkcji sqrt jest nieujemny to obli-
czenie algorytmu bedzie skonczone i otrzymany wynik bedzie
przyblizal dokladng wartosé¢ \/a z zadang dokladnoscia . A co
sie stanie gdy argument o jest liczbg ujemnga? Nietrudno sie
przekonaé¢, ze w tym przypadku obliczenie moze byé dowol-
nie dlugie (nieskornczone) i oczywiscie nie przynosi odpowiedzi.
Jak sie zabezpieczy¢ przed taka ewentualnoscia? Mozna kazde
wystapienie instrukcji x:=sqrt(b) zastapi¢ instrukcja warunkowa

if b>0 then x:=sqrt(b) else writeln(“obliczenie pierwiastka liczby ujemnej") fi

Ten sposob zabezpieczenia programu jest jednak meczacy
dla programisty, zmniejszajacy efektywnosé poprawnych obli-
czen (sprawdzanie warunku to dodatkowy koszt), i zwieksza-
jacy koszt wytworzenia programu (choc¢by przez to, ze zmu-
szamy sie do napisania dluzszego tekstu). Ponadto metoda ta
nie zapobiega bledowi przypadkowego pominiecia sprawdzania
warunku.

W drugim przykladzie sytuacja jest bardziej zlozona. Podczas
rozwiazywania ukladu rownan moze dojsé do dzielenia przez
zero. Oznacza to, ze dany uklad réownan jest singularny (tzn.
macierz wspolczynnikow przy niewiadomych jest niewlasciwa).
Nie mamy jednak, zadnego latwego testu pozwalajacego orzec
przed rozpoczeciem obliczen, ze uklad rownan nie posiada roz-
wigzania. Pozostaje wiec tylko jedna droga postepowania: roz-
poczaé obliczenia np. wedlug metody Gaussa i gdy dojdzie bo
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zgloszenia bledu dzielenia przez zero nalezy blad taki zinter-
pretowaé w odpowiedni sposob. Np. zglaszajac blad “macierz
A jest niewlasciwa”.

Te dwa przyklady pokazuja niebezpieczenstwo obu bledow: za-
rowno bledu obliczenia nieskoriczonego jak i bledu zerwania
obliczenia. Najlepiej by bylo udowodnié o kazdym wystapieniu
nazewnika funkcyjnego sqrt(w), ze warto§é wyrazenia w jest nie-
ujemna. W takim wypadku nie grozi wystapienie bledu. Jesli
jednak nie potrafimy tego dokonac¢ to mozna wystaé odpowiedni
sygnatl i przejaé go w stosownym module obstugi sygnatu.
Przyklad W pewnym bloku programu zawarto deklaracje funk-
cji f, sygnalu S

program Odporny;
var x:real
begin
block
signal UjemnyArgument;

unit sqrt: function(a:real):real;
var x,d:real;
const epsilon=0.00001;
begin
d:=epsilon;
while d >= epsilon do
if d=epsilon
then x:=(a+1)/2
else x:=(x+a/x)/2
fi;
d:=(x-a/x)
od
result:=x
end sqrt

begin
block
handlers

when UjemnyArgument: writeln(“Alarm”)

end handlers
begin

Xi=...

writeln(sqrt(x))
end (* block *)

end (* block *)

end

Mowiac najkrocej modul obstugi sygnalu ma strukture po-
dobng do tresci procedury. Deklaracja sygnalu jest podobna

221



do naglowka deklarowanej procedury.

Polecenie raise uruchamia protokol o takiej nazwie. Protokol
raise rozni sie od protokotlu call realizujgcego instrukcje proce-
dury tym, ze modul obslugi sygnalu wyszukiwany jest wzdluz
sciezki strzalek DL.

Ma to znaczenie dla inzynierii programowania — pozwala bo-
wiem reagowac na bledy jakie moga pojawiaé sie w trakcie wy-
konywania programu.

Uruchamianie protokolu raise jest raczej kosztowne i nie za-
lecamy stosowania instrukcji raise bez istotnej przyczyny. Cza-
sami jednak uzycie mechanizmu obslugi sygnalow gdy nie wy-
stepuje zaden blad moze przynies¢ ciekawe rezultaty.

program MAZE;
var A : arrayof arrayof boolean,
i,n : integer,
there is_a_path : boolean;
signal Found;

unit PATH : procedure (i,j : integer);
(* the procedure makes one move from(i,j) *)
begin
if A(i,j)
then (* we can go through (ij) field *)
if i=n and j=n then raise Found fi;
if i< n then call PATH(i+1,)) fi;
Praykiad 12.5. ﬁ;lfj< n then call PATH(i,j+1) fi;
last_ will : write(i,j) ;
(* the path from A[n,n] to A[1,1] will be printed *)
end PATH,;

handlers
when Found : there is _a_path :=true; wind
end handlers;
begin (* main program *)
... (* create a maze A etc. *)
call PATH(1,1);
if there_is_a_path then ...

end MAZE

1. Skladnia

Elementy obstugi sygnalow sa rozlozone w kilku miejscach
programu: W programie musza pojawi¢é sie:
a) deklaracja sygnalu(-ow),
b) deklaracja modulu(-6w) obslugi sygnalu handlers,
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c) instrukcja raise wystania sygnalu,

d) instrukcja konczaca obsluge sygnalu,

e) ostatnia wola lastwill, przygotowana na wypadek usu-
niecia jednostki dynamicznej (rekordu procedury, obiektu
itp.).

Uprzedzamy Czytelnika, ze praca z sygnalami i ich obsluga
przebiega w sposob odmienny od dotychczas nabytych doswiad-
czen.

Sygnal S i obslugujacy go modutl obstugi H, razem tworza pare
podobna do modulu procedury. Sa jednak roznice: (i) sygnatl S
1 handler H moga znajdowac sie w roznych, odleglych od siebie
modutach programu, (ii) jeden sygnal S moze byé obslugiwany
w wielu, roznych modutach programu.

Doktadniej, obstuga podniesionego sygnalu odbywa sie podczas
obliczenia programu, moze istnie¢ wiecej jednostek dynamicz-
nych zawierajgcych moduly obslugi (handlery) niz deklaracji
tych handleré6w w tekscie programu.

Kolejna odmiana jaka spotykamy, uczac sie sygnalow i ich ob-
slugi, to nieoczywisty sposob odszukiwania miejsca w ktorym
sygnal bedzie obstuzony. W odroznieniu od statycznego wig-
zania instrukcji Ip procedury z deklaracjg procedury P, mamy
teraz do czynienia z dynamicznym wigzaniem. Od miejsca w
ktorym wystapilo podniesienie sygnalu rozpoczyna sie poszu-
kiwanie modulu H obstugi wzdluz sciezki DL.

Deklaracja sygnalu. Sygnal S§ musi byé zadeklarowany w
programie i widoczny z miejsc w ktorych bedzie zglaszany, a
takze w tych miejscach gdzie ulokowane zostang moduly ob-
stugi tego sygnatu.

Wymaganie to nie odnosi sie do sygnalow bledow wykrywanych
1 zglaszanych automatycznie przez maszyne wirtualng VLP.
Deklaracja sygnatu przypomina naglowek deklaracji procedury.

Przyktlad:

signal Err12, Tablica o ujemnej dtugosci;

signal Errl1(x:real, c:char);
Jak wida¢ kilka deklaracji sygnalu mozna poprzedzi¢ jednym
slowem signal. Zadeklarowany sygnal moze mie¢ parametry
formalne.

Modul obstugi sygnalow. Modul obstugi moze znalezé sie w
kazdym module: bloku, procedurze, klasie, wspolprogramie.
handlers
when Err12: writeln("Pomylka”);
when Errl3: ...
end handlers
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W powyzszym przykladzie pomiedzy wierszami handlers i end
handlers zawarto dwa moduly obslugi: dla sygnalow Errl2 i
Errl3. Troche klopotu moze sprawia¢ zapamietanie, ze modul
obslugi sygnalow musi byé ostatniag deklaracja modulu, tzn.
wystepuje tuz przed slowem begin. Nie nalezy sie tym przejmo-
wacé, kompilator przypomni te zasady.

Zglaszanie sygnalu. Zglaszanie (albo wysylanie, albo pod-
noszenie) sygnalu realizuje program wykonujac polecenie raise.

raise Errl3;

Konczenie obslugi. Ostatniag instrukcja wykonywana pod-
czas obslugi sygnalu jest domyslnie polecenie terminate. Pro-
gramista ma cztery sposoby zakornczenia obstugi sygnalu, sa
to

e terminate,
- domyslny, najczesciej spotykany sposob zakoriczenia
obstugi sygnatu

e wind,

e return,

e call endrun
- w ostatecznosci zakoricz program

Ostatnia wola. Ponizej przeczytasz o zamykaniu rekordow
aktywacji, jednostek dynamicznych w efekcie polecen termi-
nate 1 wind. Programista moze przygotowaé polecenia poprze-
dzajace zamkniecie takich jednostek dynamicznych. Polecenia
ostatniej woli, (lub destruktora) umieszczamy jako ostatnie w
tekscie modulu (przed end), poprzedzajac je etykieta lastwill:.
Zob. przyklad 12.5.

Przyktad

2. Semantyka

Omowienie semantyki zaczynamy u zrodla. Sygnal moze
by¢ zgloszony przez program (polecenie raise) lub przez ma-
szyne wirtualng VLP wykonujacag nasz program. Sygnalom
zglaszanym przez maszyne VLP nie towarzysza parametry ak-
tualne. Natomiast polecenie raise S moze mieé¢ forme niemal
identyczna z instrukcja procedury, np. raise 5(5.4, 'x).
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Protokol raise. Sygnal S i paczka zgromadzonych parame-
trow aktualnych, wedruje wzdluz sciezki DL w poszukiwaniu
jednostki dynamicznej zawierajacej modul obstugi podniesio-
nego sygnalu

Sygnal moze byé podniesiony podczas wykonywania pro-

gramu albo przez maszyne wirtualng VLP (np. MEMERROR)
lub przez program wykonujacy polecenie raise.
Przyjmijmy, ze zgloszenie sygnalu S nastapilo w trakcie wyko-
nywania polecen jednostki dynamicznej M (tzn. M jest albo re-
kordem aktywacji bloku, funkcji lub procedury) lub jest obiek-
tem klasy w trakcie inicjalizacji (konstruktor).

DL—M

< raise Sig

Jezeli jednostka dynamiczna M zawiera modul obstugi H dla sy-
gnalu S to ten modul zostanie wykonany.

Doktladniej, tworzona jest instancje Oy tego modulu obstugi
H, jej statycznym ojcem jest M, ojcem dynamicznym jest jed-
nostka dynamiczna, w ktorej zgloszono sygnal S, w tym kon-
kretnym przypadku SL=DL.

Jesli jednostka dynamiczna M nie zawiera modutlu obslugi dla
sygnalu S to kladziemy M = M.DL czyli przechodzimy do dyna-
micznego ojca jednostki M. Mozna powiedzieé, ze sygnal S jest
propagowany do dynamicznego ojca M.

DL M O
<«~— raise Sig

Sa nastepujace modyfikacje tego schematu postepowania:

— jesli jednostka M jest instancjag modulu obstugi H, to to sy-
gnal jest propagowany do jednostki zawierajacej deklaracje tego
modulu obstugi. W tym przypadku w poszukiwaniu odpowied-
niego modutu obstugi wykonywane jest przejscie wzdluz odno-
snika SL.

— jesli jednostka dynamiczna M jest obiektem wspolprogramu
lub rekordem aktywacji programu glownego Main, to obliczenie
programu jest koriczone,

— jesli M jest obiektem procesu, to to obiekt ten jest konczony
1 usuwany.

DL M p,—0:py,

e -— <— raise Sig

Gdy postepowanie to kornczy sie sukcesem tzn. gdy znaleziono
jednostke dynamiczna zawierajaca modul obstugi podniesio-
nego sygnalu, to tworzony jest rekord aktywacji tego modutu,
jego dynamicznym ojcem zostaje jednostka w ktorej zgloszono
sygnal, jego statycznym ojcem jest jednostka dynamiczna w
ktorej znaleziono modul obstugi sygnatu.
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M

handlers
when Slg: I,J I)L DL 03 DL Oo DL : 01 :
end handlers <« < - < raise Sig

Nastepuje przekazanie parametrow aktualnych.
Wykonywane sa po kolei instrukcje modutu obstugi.

On

J; DL
M AS} wind
handlers

when Slg I,J DL DL Q, DL Q, DL O,

=4

end handlers <« < — -~ raiseLSig

Na koniec wykonywane jest jedno z polecen:

wind — zamykane i usuwane sg wszystkie jednostki dynamiczne
poczynajac od tej w ktorej podniesiono sygnal S, raise S, a
koniczac na rekordzie aktywacji Oy modulu obstugi bledu S.
Wykonywanie programu jest kontynuowane w jednostce dyna-
micznej, ktora zawiera modul obslugi bledu S.

terminate — zamykane i usuwane sa wszystkie jednostki dyna-
miczne poczynajac od tej w ktorej podniesiono sygnal S, raise
S, a koniczac na jednostce dynamicznej M, ktora zawiera modut
obslugi btedu S. Wykonywanie programu kontynuowane jest w
jednostce dynamicznej wskazanej przez M.DL.

Oxu
[;
J; DL
M ‘S} wind
handlers
when Sig: I;J Q; Q,
end handlers ‘DL ‘DL P—L

Usuwane sa jednostki dynamiczne jedna po drugiej. Przed zli-
kwidowaniem jednostki wykonywana jest ostatnia wola, o ile o
to zadbales.

J3
M SL

handlers
when Sig: I;J DL DL (ON

end handlers < <
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return — to polecenie pozwala powrocié do instrukcji nastepu-
jacej po poleceniu raise S. To polecenie moze byé zastosowane
wylacznie do obslugi sygnatu zadeklarowanego przez program.
call endrun — to polecenie konczy wykonywanie programu.

Jak zakonczyé obsluge sygnalu? Programista ma do dys-
pozycji cztery sposoby zakonczenia obslugi sygnalu lub bledu
zglaszanego przez system maszyny wirtualnej Loglanu:

e return — wykonanie tego polecenia wznawia obliczenie
w miejscu nastepujacym po instrukcji raise. Zwroc
uwage, polecenie return nie jest odpowiednim sposo-
bem zakonczenia obstugi bledu zgloszonego prze zma-
szyne wirtualna.

e terminate — wszystkie jednostki dynamiczne w kto-
rych poszukiwno modulu handlera, lacznie z ta jed-
nostka dynamiczna w ktorej znaleziono modutl obsltugi
zostang zakonczone i usuniete. Obliczenie bedzie kon-
tynuowane w jednostce dynamicznej wskazanej przez
odnosnik DL w jednostce, ktora zawieratla modul ob-
stugi sygnalu.

Przy tej okazji wykonane zostana polecenia ostatniej
woli lastwill.

Polecenie terminate jest domyslnym sposobem konczenia
obliczen wewnatrz modulu obstugi sygnalu — podob-
nie jka polecenia return domyslnie konczy obliczenie
wewnatrz modutu procedury lub funkcji.

e wind — to polecenie ma efekt podny do polecenia ter-
minate, z ta réznica, ze obliczenie jest kontynuowane
w jednostce dynamicznej zawierajacej modul obslugi
sygnalu.

e call endrun — w ostatecznosci programista moze za-
koriczy¢ obliczenie programu.

lastwill. Gdy jednostka dynamicna jest koriczone w sposob
nienormalny przez wykonanie polecenia terminate lub wind,
wykonywane sa polecenia, jakie programista przygotowal na
taka ewentualnosé.

dziedziczenie vs. obsluga sygnalow. Handlers (modules han-
dling signals) behave similarly to virtual procedures, i.e. the
new handler from the prefixed module replaces the module from
the prefixing module. Example 6
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unit STACKS: class (type :telem);
signal empty _stack(s:stack), stack__overflow(s:stack);
unit stack : class (size:integer);
hidden place, top;
var place : arrayof token,
top: integer;
unit pop: function:telem;
handlers
when conerror: raise empty _stack(this stack)
end handlers;
begin
result :=place(top);
(** here con_error signal can be raised by run_time system **)
top:=top-1
end pop;
unit push : procedure (e:telem);
begin
if top> size
then
raise stack overflow(this stack)
fi;
top:=top+1;
place(top):=e
end push;
unit empty: function : boolean;
begin
Przyklad 12.6. result:=top< 1
end empty;
unit increase : procedure (addition: integer);
var i : integer,
x : arrayof telem;
begin
array X dim (size+addition);
size:=size-t+addition;
for i:=1 to upper(place)
do
x(i1):=place(i)
od;
kill(place);
place:=X
end increase.
begin
array place dim(1:size);
end stack;
handlers
when empty stack: write(empty stack"); terminate;
when stack overflow: write(stack overflow"); terminate;
when conerror : write(error in stack increasing");
call endrun;

end handle£§'8
end STACKS;



Applications
Example 7

program APPLICATION 1,
unit STACKS: ...

unit element: ...

pref STACKS (element) block
var sl,s2 : stack

handlers

when stack _overflow : ...
call s.increase(70);
return;

end handler;

begin (¥** block ***)

-s-l.:: new stack(cl);
s2:= new stack(c2);

call s1.push(e);
'y':.:sZpop;
end (*block*):

end APPLICATION _1

In this example the handler for stack _overflow from the pre-
fixed block overrides the handler given in the class STACKS.

Example 8

program ReversePolishNotation; (* Application 2 *)
unit STACKS: class; ... end STACKS;

unit element : class(sign:char);
end element;

pref STACKS (element) block:

handlers

when empty stack: write("

error in expression — too many ( closing brackets ");
terminate;

end handlers;

begin (*block *)
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while not eof

do

read(x);

if x=")’ then

(* take operators from stack until ( is met *)
else

fi

od

end (*block*)

end ReversePolishNotation;

This example shows that there are situations in which the
user of a class STACKS knows how to handle the signal empty stack
and solves the problem gracefully since in this case empty stack
means that the data were not a well formed expression.

3. Przyklady

Przyklad sygnal dzielenie przez zero moze pojawié sie pod-
czas wykonywania roznych fragmentow programu.
— podczas obliczania wartosci pewnej funkcji wymiernej i ozna-
cza ze argument funkcji nie nalezy do dziedziny funkcji,
— podczas rozwiazywania ukladu rownan metoda Gaussa i ozna-
cza, ze macierz A jest osobliwa.

4. Porady i wnioski

Gdzie umiesci¢ modul obstugi sygnatu?
Najlepiej wpisa¢ go w najmniejszy modul zawierajacy ciag C
instrukcji, taki, ze pojawienie sie wyjatku S podczas wykony-
wania ktorejkolwiek instrukcji I z ciagu C ma byé¢ obstuzone w
ten sam sposo6b. Modulem takim moze byé procedura P (jej
deklaracja) lub blok.

Gdzie umiesci¢ deklaracje sygnatu?

Pamietajmy deklaracja sygnalu odpowiada (jest podobna do)
naglowkowi deklaracji procedury. Moduly obsltugi tego sygnatu
(handlery) to rozmaite tresci realizujace wezwanie do obstugi
sygnalu. Sygnal przypomina deklaracje procedury z wieloma
tresciami tej procedury ulokowanymi w réznych miejscach pro-
gramu. Jest to wygodne i racjonalne jesli pamietamy, ze szuka-
nie odpowiedniej reakcji na sytuacje wyjatkowa (blad) odbywa
sie wzdluz sciezki DL.

Zawsze bezpiecznie mozna zadeklarowaé¢ sygnal w glownym
bloku programu tj. po stowie program. Warto tez w bloku
glownym umiescié modul obslugi tego sygnalu. Taki modul
jest ostatnia deska ratunku. Jesli go zabraknie to mozemy zo-
sta¢ z przerwanym obliczeniemi raczej kiepska diagnostyka ze
w programie nie znaleziono modulu obslugi sygnalu. Ale nie
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jest to konieczne.
Obsluga sygnalow jest dosé kosztowna — trzeba odszukaé od-
powiedni modutl obstugi sygnalu. W tej sytuacji pozadane jest
udowodnienie, ze blad np. "array index error " nie wystapi.
Zauwaz, wykorzystanie funkcji, lower() i upper(), w ponizszej
instrukcji

for i :=lower(A) to upper(A) do A(i):= w od
moze pomoc w przeprowadzeniu dowodu, ze nie wystapi ten
sygnal bledu.

Poréwnanie protokolow call i raise. Jak najkrocej opisaé

roznice pomiedzy instrukcja procedury (i wywolania funkcji)
call, a instrukcja podniesienia sygnalu raise?
Mozemy powiedzieé call odszukuje potrzebna deklaracjeproce-
dury (lub funkcji) wzdluz sciezki modulow zawierajacych in-
strukcje procedury. Protokotl raise odszukuje potrzebny modut
obslugi sygnalu wzdluz sciezki DL ... Statyczne dowiazania
moga byz wstepnie wyznaczone podczas kompilacji programu
1 caly mechanizm sie uprszcza. Natomiast przed wykonaniem
programu nie sposob okreslié dokad trafimy poszukujac modutu
obslugi sygnatu.

O nasladowaniu instrukcji try ... catch C+-+ 1 Javy. napisaé¢
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Czesé 2

Programuj z klasa
lub
programowanie obiektowe



