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Streszczenie

o Luka
Czy nie jest zastanawiajace, ze ludzie powierzajg swoj los i
pienigdze programom o ktérych nic nie wiedza?

@ A jednak mozna przeprowadza¢ dowody poprawnosci programéw.
Istnieja narzedzia.

@ Whioski i sugestie ptynace z doswiadczenia z programem
PawelG.
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Whprowadzenie
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Zastanawiajacy jest fakt, ze ludzko$¢ wytworzyta miliony programéw i powierzyta
im swoj los, zdrowie i pienigdze bez Sladu troski o jako$¢ tego oprogramowania.
Wociaz jednak tworcy oprogramowania nie daja gwarancji jakosci swych produktéw
w skali podobnej do tej oferowanej przez budowniczych, wytwércéw aut itp.
Testowanie oprogramowania wydaje sie jedynym sposobem na zapewnienie, ze
produkt programistyczny jest wtasciwe] jakosci. Ale co to znaczy? 1) Czy
wytwdrca oprogramowania wie jakie wtasnosci ma mie¢ jego produkt? Czy
kupujacy oprogramowanie wie czego potrzebuje i co uzyskuje za swoje pienadze?
2) Czy ktos$ skontrolowat produkt programistyczny i stwierdzit zgodnos¢ z
zaméwieniem?

Pomiedzy algorytmika a praktyka programowania jest luka. Mamy do dyspozycji
wspaniate teksty Knutha, Aho, Hpcroft i Ullman, Cormen, Leiserson,Rivest,. ..
W tych ksigzkach znajdziesz mnéstwo przydatnych i waznych informacji. Nie
znajdziesz tam programéw. ... Inne ksiazki np. Sedgewick, Drozdek, przytaczaja

programy, jednak bez argumentacji na rzecz poprawnosci tych programoéw.
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Wiele lat temu dr Pawet Gburzynski wymyslit takie zadanie. Niewielu
profesoréw UW potrafito odpowiedzie¢ na pytanie: co sie dzieje
podczas obliczenia tego programu?

Program zostat umieszczony w materiatach Miedzynarodowej Szkoty
Loglanu, Zaboréw'83. Program wyréznia sie tym, ze wystepuja w
nim rekurencyjna procedura F i instrukcja powtarzania for. Pozostate
instrukcje sa banalnie proste.

Przyktad ten ilustruje luke pomiedzy algorytmika i programowaniem.
W programie studiéw informatycznych uczymy pisania tekstéw
programéw (sktadni), uczymy tez analizy algorytméw i struktur
danych.

Ale kto uczy rozumienia co program robi? czy program robi too co
powinien?
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Q Wstep

© Przyktad ilustrujacy luke — zagadka: PawelG
© Odpowiedz M — Dowéd matematyczny

@ Odpowied? G — Dowéd semantyczny, graficzny
© Narzedzia - Rachunek programéw

© Whioski

@ Propozycje dla dydaktyki
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Program — zagadka
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program PawelG

program PawelG;
(* autor Pawet Gburzynski, 1983, *)

var A: arrayof integer;

var n, k, j : integer ;

unit DrukujA: procedure;

var j: integer
begin
for j:=1 to n do write( A(j)) od;
writeln
end DrukujA;
unit F: procedure;
(* tu tekst procedury F *) +——

begin

readin(n);

array A dim(1:n);

for j := 1 to n do A[j] := 0 od;

k :=1;

call F;

writeln("Bywaj")
end PawelG

unit F: procedure;
var i: integer;
begin
if k=n+1 then
call DrukujA;

else
fori=1ton
do
if A[i]=0 then
Ali] := ki k := k+1;
call F;
k := k-1; Ali]:=0
fi;
od;
fi; return
end F;
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Co ten program robi?

Nie martw sie jesli nie umiesz odpowiedzie¢ na to pytanie. Wiele
madrych gtéw takze nie umiato na nie odpowiedzie¢.

Twierdzenie (Tw. 1)

Program PawelG drukuje wszystkie permutacje liczb 1,... n i
zatrzymuje sie.

Przedstawimy dwa sposoby analizowania tego programu.
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Dowéd M — matematyczny
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Co mamy udowodnié?

Cel nasz zostanie osiggniety gdy potrafimy wykazac, ze

1°) kazde wykonanie polecenia call DrukujA spowoduje
wydrukowanie pewnej permutacji liczb 1,..., n,

2°) liczba wykonanych polecen call DrukujA jest réwna n! oraz

3°) wydrukowane permutacje nie powtarzaj3 sie.
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Jakie narzedzia, jakie aksjomaty i reguty wnioskowania sg niezbedne

dla przeprowadzenia dowodu?
Aksjomaty algorytmicznej teorii liczb naturalnych AT N

Vex+1#0 0]
VxVyx+l=y+1l=x=y (M)
Vx{y :=0;while y # x do y := y + 1 od}(x = y) (S)
x—1‘£{ w:=0; if x # 0 then while w +1# xdo w:=w+1odfi }w P)

Czy mozemy uzna¢, ze wystarczy algorytmiczna teoria liczb

naturalnych ATN7?

Zauwaz. w programie PawelG wystepuje atomowa instrukcja
procedury . Jezyk teorii AT N nie zawiera takiej instrukgji
atomowej, ani (tym bardziej) aksjomatu opisujacego dziatanie tej
instrukgji.
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Deklaracja F jest aksjomatem

( block )
var | . integer;
begin
if k =n+1 then call DrukujA
else

fori:=1to ndo
if A[i] =0 then

{call Flp < 4 Alil == k; k ==k +1; 14
call F;
Al :=0; k =k —1;
fi
od
fi
end block )
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Doktadniej o schemacie aksjomatéw

Niech ¢ bedzie dowolng formuta. Deklaracje procedury F mozemy
odczytywaé dwojako:

@ jako przepis w jaki sposéb wykona¢ polecenie , lub
@ jako schemat (nieskonczenie wielu) aksjomatéw:
warunek ¢ zachodzi po wykonaniu polecenia
wtedy i tylko wtedy gdy

warunek ¢ zachodzi po wykonaniu instrukgcji bloku z trescia
procedury F.

Co wiecej, w powyzszej formule, w tresci procedury F mozna
wszystkie wystapienia identyfikatora i réwnoczesnie zastapic przez
dowolny inny identyfikator,
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Teoria T’

Dowdd twierdzenia 1 bedziemy przeprowadzaé w algorytmicznej teorii
T, ktéra powstaje z algorytmicznej teorii liczb naturalnych ATN
przez dodanie do jezyka nowej instrukcji atomowej call F, i dodanie
do zbioru aksjomatéw teorii AT N nieskoniczonego zbioru formut
zbudowanych wedtug oméwionego powyzej schematu.

15 /78
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Formuta delta

Niech 6(n, k, i1, ..., ik_1) bedzie oznaczeniem formuty o
nastepujacym schemacie

5(”,/(,1'1,..,7[’,(71) dgf
(I<k<n+1)A
k—1
.ﬂ(ﬂgygmA(MH:ﬁ>A
]j=
z:=0;
fOrj;:]_tOndO -
if Aj]=0thenz:=z+1* (z=n—-k+1)
od

0 powiada: liczby 1,....k — 1 s3 w tablicy A, pozostate miejsca to

Z€ra.
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Niezmiennik

Lemat (1)

Niech wartoscia zmiennej A bedzie n-elementowa tablica (wektor)
liczb naturalnych.
Kazda formuta o ponizszym schemacie jest twierdzeniem teorii T’

T’I—(S(n,k,il,...,ik_l) — {call F}(S(n, k,il,...,ik_l).
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Dowéd 1/

Dowdd lematu przebiega przez indukcje ze wzgledu na liczbe
n—+1—k, tj. liczbe wolnych miejsc w tablicy A.

BO)(baza) Niech k = n+ 1, tzn. liczba wolnych miejsc jest 0.

Jesli spetniony jest warunek (k =n+1) A 6(n, k,i,...,i,) to
tablica A zawiera pewng permutacje liczb 1,....n, poniewaz zachodzi
/\Jr"=1 A[’J] =J

Jest tautologia formuta

Fo(nn+ L. i) = NAl] = (1)
j=1
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Dowéd 2/

Instrukcja write(x) nie zmienia wartosci zadnej zmiennej. Wtasnoscia
tej instrukcji jest

(y = k) = {write(x) }(y = k)
Postugujac sie tym faktem dowodzimy, ze jest twierdzeniem teorii 7'

implikacja

T'Fo(nn+1,i,...0n) = {call DrukujA}(/\ Alil =j) (2)

Jj=1

Andrzej Salwicki (Instytut Informatyki) O luce pomiedzy algorytmika i praktyka 26 maja 2020 19/78



Dowéd 3/

Postepujac podobnie udowodnimy formute

((5(n,n+1,i1,...,i,,) = {call DrukujA}(S(n,n—l—l,il,...,i,,)) (3)

Mozna to zapisac nieco inaczej

! (5(!7, k,il,...,in) . ] ]
TI_(/\k:n—i—l ) — {call DrukujA}o6(n,n+1,i,....,10,)
(4)
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Dowéd 4/

Skorzystamy z reguty wnioskowania IF+ o instrukgji if.

if k=n+1
: . then call DrukujA
< f\(z’fvll,l;.l.,ln) > — else d(nyn+ 1,0, ... 0p)
- (* tu cokolwiek *)
fi
(5)
7, {K}e
{if v then K else M fi}p (IF+)
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Dowéd 5/

Wstawiamy to czego nam potrzeba, dbajac o to by zmienna i,
wystepowata tylko w tej instrukcji for.

ifk=n+1
then call DrukujA;
else

for ip :=1 to n do
if Alin] =0 then

O(m ki, i) Alin] = ki ki=k+1; S 8(nn+1,i,....0i) (6)
ANk=n+1 )
call F;
Alin] :=0; k ==k —1;
fi
od
fi
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Dowéd 6/

Poniewaz zmienna i, wystepuje tylko w tych kilku liniach to mozemy
zastosowa¢ aksjomat instrukcji bloku i otrzymamy

block
var i : integer
begin
if k=n+1
then call DrukujA;
else
for i :=1to ndo
o(n,n+l,in,... 0n) = if A[i] =0 then S(ny,n+1 iy, ... in)
Alil ==k k= k+1;
call F;
Alil :=0; k:=k —1;
fi
od
fi
end block
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Dowéd 7/

Program wystepujacy w powyzszej formule (7) to tres¢ procedury F,
mozemy wiec zastosowal aksjomat czyli deklaracje procedury F

T Fé(nn+1,i,...,0,) = {call F} 6(n,n+1,i,...,i,) (8)

co konczy dowdd przypadku gdy k = n+ 1.
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Dowéd 8/

W dalszej cze$ci dowodu wykorzystamy dwie niewielkie obserwacje.
Zauwazmy, ze twierdzeniem rachunku programéw, a wiec i teorii 7'
jest ponizsza formuta

. . Alp] := k; . . . .
(50 ki oovis) A AL =0) = { FPLEE Y @kt L) A =)

(9)
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Dowéd 9/

Fakt (1) udowodnimy, dwukrotnie stosujac aksjomat instrukcji przypisania.

Z zatozenia d(n, k, i1, ..., ix—1) wynika, ze tablica A zawiera wszystkie
k—1

liczby 1,...,k—1czyli A\ Alij] =
j=1

Ponadto miejsce A[p]| tablicy A jest wolne, a wiec p # i; dla
j=1,... k-1,

Stad wynika, ze {Afp] = k}(/\ Ali] =) A Alp] = ).
Zkolei, (z=n—k+1) :> {k =k +1}(n— k).

Whynika stad
K
(A Alil =J) . All:=0; (A Alil =)
- — j=1 (10)
(/\z—nkJrl) {k'_k+1}(A(z:nk))
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Dowod 10/

Podobnie, nastepujaca formuta (11) jest twierdzeniem teorii 7.

( S\&/g?,;]k:—l—kl,h,...,I'k71,P)) ) — { /:[ﬁik:f,l }( 8(n k,it- k1) ) (11)

Dowdd tego faktu przebiega podobnie do wczesniejszego.
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Dowéd 11/ — krok indukeyjny

1) (krok indukcyjny)
(zatozenie ) zaktadamy, ze dla kazdego uktadu py, ..., px_1 liczb
naturalnych, nastepujaca implikacja jest twierdzeniem teorii 7’

T'Fo(n k,pr,...,pke1) = {call F}do(n, k,p1,...,pxk_1).

(teza) Wykazemy, ze dla dowolnego uktadu liczb naturalnych
f1y...,0k_p 1 n— k+ 2 miejsc zerowych w tablicy A mozna
udowodnié, ze

7-/ H (S(D,k— 1,[1,...71./(,2) — {call F}(S(n,k— 1,1.1,...,I'k,2).
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Dowéd 12/

Oznaczmy miejsca zerowe w tablicy A przez ry_1,...,r, czyli dla
Jj=k—1,...,nzachodzi A[rj] = 0. Rozpatrzymy po kolei te miejsca
zerowe. Zauwazmy, ze dla j = k — 1,..., n mozna udowodni¢
implikacje

1 Al =k k:=k+1;
( Algl=0n ) — { callF; S(m k=101, ik_2) (12)
o(nk—1,i,...,ik_2) A[rj] — 0k =k—1

Wynika to z Faktéw (1) i (2).

Andrzej Salwicki (Instytut Informatyki) O luce pomiedzy algorytmika i praktyka 26 maja 2020 29 /78



Dowéd 13/

Dla kazdego j = k — 1, ..., n warunek

Alrjl =0A0(n,k —1,i,..., i) pociaga za soba

{Alrj] :==k; k:==k+1}0(n, k, ir, ..., ik_2,r;) (Fakt(2)). Z zatozenia
indukcyjnego

(n ki, .o ik—1,r) = {call F}o(n, k, i, ..., 0k—2,1})
Teraz wykorzystamy Fakt (2)
5(!7, k, il, cey ik_2, I’j) = { ﬁ[ﬂ k:_O']- } 5(!7, k — 1, i1, c ey ik_g).
(13)
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Dowéd 14/

Z kolei dla A[i] # 0 zachodzi w oczywisty sposéb

A[I] % O/\5(n,k— ].,il,...,ik_z) - (S(H,k— l,il,...,ik_z).

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia

Ali] #OAS(n k —1,i1,.... 0k o) gdyA[i] # 0
Ali] == k;
i i df k=k+1;
Oi(n, k=100, ik—2) = Alil=0A{ call F; S(nk —1,i1,...,ix_2) gdyA[i] =0
Ali] :==0;
k:=k—-1
(14)
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Dowéd 15/

W ten sposéb, wykorzystujac akSJomat instrukcji warunkowej if,
wykazalismy, ze dla kazdego i = 1, ..., n twierdzeniem teorii T jest

if A[i] =0 then
Alf] := k;
k:=k+1;
Tll—(s(n,k—l,ih...,l'k,z) - call F; (5(!7,/(—1,/'1,...71'/{,2)
Alil :=0;
k=k—-1
fi

(15)
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Dowéd 16/

Zastosujemy nastepujaca regute (FA) wnioskowania pozwalajaca na

wprowadzenie kwantyfikatora ogélnego ograniczonego po instrukcji
for

AP}, v ({P(): PGIIG) = {P()}9(7))

i=1 1<i<j<n (FA)
fori—1ton
do n
P(i) v 00
od
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Dowéd 17/

by uzyskac¢

for i :=1to ndo
if A[i] =0 then
Alil == k;
k:=k+1;
Tll_(S(mk—].,l.l,...,l.k,Q) — call F: 5(”,/(—1,1.1,...71.;(,2)
Ali] :==0;
k=k-1
fi
od
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Dowéd 18/

if k=n-+1 then
call DrukujA

else

for i :=1to ndo
if A[i] =0 then

Alil == k;

T’I—é(mk—l,il,...,ik,z) — k:=k-+1;

call F:

Ali] :==0;

k=k—-1
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Dowéd 19/

Zmienna i r6zni sie od wszystkich innych, mozemy zastosowac
aksjomat instrukcji bloku

block

var i : integer;
begin
ifk=n+1
then

call DrukujA
else
for i :==1to ndo

if Ali] =0 then

T Fé(nk—1,it,... 0k 2) = S(nk—1,i1,...,ik_2) (18)

Ali] = k;
k=k+1;
call F,;
Ali]:=0;
k:=k—1
fi

od

fi

end block
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Dowéd 20/

Teraz skorzystamy z deklaracji czyli aksjomatu instrukgji call F i
uzyskamy

T/|—5(n,k*1,l'1,...,l'k,2) - {caII F}(S(n,k*].,l'l,...,l'kfz). (19)

co konczy dowéd lematu 1.
O
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Dowéd twierdzenia 1

W ten sposéb udowodnilismy, ze dla kazdej liczby naturalnej,
dodatniej n > 0 program PawelG zakonhczy obliczenie.
Pozostaje do wykazania, ze program ten drukuje wszystkie
permutacje liczb 1,..., n.

Wykazemy, ze polecenie call DrukujA jest wykonane n! razy.

Utatwimy sobie zadanie, wprowadzajac do programu trzy niewielkie

zmiany:

1°) dodajemy deklaracje zmiennej licz obok deklaracji zmiennych
nk.,j,

2°) obok polecenia call DrukujA dopisujemy ; licz:=licz+1,

3°) w programie gtéwnym, przed instrukcja k:=1 wstawiamy
instrukcje licz:=0;.
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Definiujemy warunek poczatkowy

1%

aln k iy, ... k-1, w) (5(n, koip, ... ik_1) A licz = W)

i warunek koncowy

B(n kv, yiea,w) E (5(n ko iv, . i) Alicz = (n—k+1)14+w)

-

Nietrudno teraz udowodni¢ odmieniony wariant lematu 1.

T’l—oz(n,k,il,...,ik_l,w) — {call F}ﬂ(n,k,il,...,ik_l,w).
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Dowéd lematu 2

Dowdd tego lematu nasladuje dowéd lematu 1.

Gdy k = n to wykonaniu polecenia call DrukujA towarzyszy instrukcja
licz:=licz+1.

Jesli k < n i teza jest udowodniona dla k + 1 to instrukcja for jest
réwnowazna (n — k + 1)- krotnemu wykonaniu polecenia ztozonego
{A[i]:=k; k:i=k+1; call F; A[i]:=0; k:=k-1 }, zmienna i przyjmuje
wartosci ry, ..., r, o ktérych méwilismy wczesniej.

Z zatozenia indukcyjnego, kazde takie polecenia powoduje
zwigkszenie licznika licz o (n — k)!. Razem licznik licz zostaje
zwigkszony o (n — k + 1)

Koniec dowodu lematu 2
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Pozostaje upewnic sie, ze zadna permutacja nie zostata wydrukowana
dwukrotnie.

Rzeczywiscie, potrafimy wykaza¢, ze jesli przyja¢ zmieniony warunek
koncowy

1%

) : S | \
B'(n ki, ..y ik_1,w) < Om ki, o iea) A fiez = (n =k 1)!+w

A zadna z tych permutacji nie powtarza sie

Nietrudno teraz udowodni¢ odmieniony wariant lematu 2.

T Faln ki, .. ik ,w) = {call F}p'(n k,it,... ik_1,w).

Nie bedziemy formalizowa¢ tego dowodu.
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Dowéd lematu 3 — Koniec dowodzenia

Nasz argument jest prosty. Podczas wykonywania instrukcji for
powtarzamy (n — k + 1) razy czynno$¢ nastepujaca: dla j =k, ..., n,
zapisz liczbe k na miejscu A[r;] i na pozostatych (n — k) wolnych
miejscach wytwérz (n — k)! réznych, permutacji. Widzimy, ze
utworzone w ten sposéb (n — k 4 1)! permutacje sa rézne, nie ma
powtorzen.

Koniec dowodu lematu 3
i koniec dowodu twierdzenia 1.

0
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Dowéd G — semantyczny, graficzny
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Statyczna struktura modutéw programu
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Statyczna

struktura modutéw programu

program
integer k , n
arrayof integer A
unit F: procedure

begin
array A dim (1:8);
k=175
call F

end program

Program

eclar

call F

retuyn

in

var integer i

if k=n+1
then
call DrukujA
else
fori:=1to n do
if A[i] = 0 then
Afi ]:=k;
k:=k+1;
call F;
Ali ]:=0;
k:=k-1;
fi
od

F procedure
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Obliczenie - pierwszy krok - program gtéwny

integer k = 2,
n=3§8

arrayof integer A

unit F: procedure

array A dim (1:8);

k:=1;

call F

Main

Wykonywanie programu gtéwnego.

Odczytanie danej — n, utworzenie obiektu tablicowego A o rozmiarze n, ktadziemy
k =1 i rozpoczynamy wykonywanie polecenia F zdefioniowanego w deklaracji
procedury.
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Czas wykonania — instrukcja F - za ktéryms razem

SL
integer k =2, var integer i=3
n=8 if k=n+1
arrayof integer A call F then
unit F: procedure call DrukujA
array A dim (1:8); else
k:=1; fori:= 1 to n do
call F if Ali] = 0 then
Ali ]:=k;
. L k:=k+1;
Maln call F;
retuyn Ali ]:=0;
k:=k-1;
fi
od
fi
F(3)
{k=1}
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Czas wykonania — troche pézniej

1 2 3 4 6 7
0 0 1 0 2 0
L
integer k = 2, var integer i=3
n=28 if k=n+1
arrayof integer A call F then
unit F: procedure call DrukujA
array A dim (1:8); else
k:=1; fori:=1tondo
call F if A[i] = 0 then
Ali ]:=k;
. L k:=k+1;
Maln call F;
retuyn Ali ]:=0;
k:=k-1;
fi
od
fi
F(3)
{k=1}

call F

retu
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var integer i=6

if k=n+1
then
call DrukujA
else
fori:=1to ndo
if Ali] = 0 then
Ali :=k;
k:=k+1;
call F;
Ali ]:=0;
k:=k-1;
fi
od
fi
(3.6)
F{k:2}




Drzewo obliczen

Maln .

~=ll ~ rni— wn

1)H F(z)\r—v—/ =0
call F,/ “return call F/ X\ return
/_—2(1,2) —— F(l,n) F2(n 1) 7 F(nn 1)

(n—1)x 2
call F/ \return

h,—’ F(l,n,2) "'_'2 >F3(]_7n7l'l_]-) \_‘\'/'_/

3
: o c. .,
. Vv
(11,12, i) (i1,02,--+J)
F, F.2y
call FJ T return call F/ T return
F(il,iz,...,i,j) F(il,iz,.‘.,j,i)
call F % return call F ¥ return
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Rekord aktywacji

Rekord aktywacji jest uktadem czterech elementéw:
© stanu lokalnej pamieci rekordu
listy instrukcji ,

szuka¢ zmiennych nielokalnych,

(2
© wskaznika SL wskazujacego rekord aktywacji w ktérym nalezy
(%)

wskaznika DL wskazujacego do ktérego rekordu nalezy przejs¢ w

trakcie realizacji polecenia return,

Kazdy rekord aktywacji zajmuje osobna, skoriczona porcje pamieci.
(Na rysunkach kazdy rekord aktywacji zajmuje oddzielny fragment

rysunku obwiedziony ramka.)
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Stan obliczenia

Konfiguracja ( tj. stan) obliczenia programu PawelG jest zbiorem
rekordow aktywacji procedury F i rekordu Main programu gtéwnego.
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Protokét call

Definicja

Protokdt call wykonania instrukcji procedury call F — realizacja
instrukcji procedury polega na utworzeniu rekordu aktywacji
procedury F:

Q przydzielenie porcji pamieci komputera wystarczajacej dla:
© zapisania wartosciowania zadeklarowanych w module zmiennych,

zapisania wskaznikéw SL i DL (w przypadku rekordow aktywacji
procedury F),

o

Q rozpoczecia wykonywania tresci procedury F,

© po wykonaniu wszystkich polecen tej instancji procedury F
procesor (tj. wirtualny komputer) wznawia obliczenie w
rekordzie aktywacji wskazanym przez wskaznik DL — tj.
wykonuje instrukcje return. Komputer usunie niepotrzebny juz
zakonczony rekord aktywacji.
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Ostrzezenie

Definicja powyzsza jest uproszczona.
Nie opisalismy protokotu przekazywania parametréw —
argumentéw i wynikéw.
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Drzewo mozliwych stanéw obliczenia

Definicja

Drzewo mozliwych aktywacji procedury F (tj. historii obliczenia).

(i) Korzeniem drzewa jest rekord aktywacji programu gtéwnego
Pawel, por. rysunek 2. (ii) Kazdy rekord aktywacji procedury F jest
na poziomie wyznaczonym przez warto$¢ zmiennej globalnej k i ma

n — k + 1 stanéw. Wynika to z analizy instrukcji for i . ...

Stany te zgrupowane razem to wezef drzewa H. Stan rekordu
aktywacji na poziomie k oznaczamy F,E'l"z""'k’l) — wskaznik u dotu to
poziom wezta, wskaznik u géry to informacja, ze w tablicy A na
miejscu i; zapisana jest liczba j, dlaj=1,... k —1.

(iii) Wezet na poziomie n ma jednego syna, jest nim rekord aktywacji
procedury DrukujA.
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Dowéd twierdzenia ?? wynika wprost ze zgromadzonych ponizej
obserwacji.

Wykonanie programu Pawel jest réwnoznaczne z utworzeniem i

odwiedzeniem wszystkich weztow drzewa H (przeszukiwanie w gtab
DFS).
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Uwaga 2

Fakt

W kazdym wierzchotku wykonywana jest liczba instrukcji ograniczona
przez nx 6. Na kazdym poziomie k, k < n wezet ma n— k + 1
standéw i tylez synéw. Przejscie od jednego stanu do nastepnego
wymaga odtworzenia stanu tablicy A i zmiennej k a nastepnie
wyszukania nastepnego pustego miejsca w tablicy A, zapisania w nim
wartosci zmiennej k i zwiekszenia k. Na rysunkach 77 i 77 wezet jest
obwiedziony czerwona linia grupujaca w ten sposéb stany tego Wezia.)
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Liczba lisci drzewa aktywacji jest réwna n!.

Stan tablicy A podczas wykonywania tej procedury z wartoscia
zmiennej k = n + 1 jest taki, ze wypetnione jest kazde miejsce w tej

tablicy. Wartosciami zapisanymi w tej tablicy sa liczby 1,... ni
zadna liczba sie nie powtarza. Podsumowujac, wydrukowane zostang
wszystkie permutacje liczb 1,..., n.
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Rachunek programéw — Narzedzia
programisty

Pan Jourdain: Daje stowo, zatem ja juz przeszto czterdzieéci lat mdéwie proza, nie majac o tem
zywnego pojecia! Jestem panu najszczerzej obowigzany, ze$ mnie pouczyt.

Mieszczanin szlachcicem
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Miejsce rachunku programaéw

rachunek programéw AL
WFFar={TarUFaLUPar}

Fror & FaL
rachunek predykatéw FOL rachunek schematéw programéw PAL
WFFror = {TroL U ]'—FOL} WF Fpar = {Fpar U Ppar}

N~

{ rachunek zdan PL }

WFFp ={FpL}
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Aksjomat instrukcji przypisania

({x :=1}p & o(x/T)) (Assign)

Przykfad.
{v:=2a—-b"}(555)

2 42
(anrZ )
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Aksjomat instrukcji ztozonej

{K; M} o = ({K}{M}y)) (Compose)
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Aksjomat instrukcji warunkowe;j if

{if y then K else M fi}yp < ((fy ANK}p) V(=9 A {M}gp))
(AxIF)
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Pomocnicze reguty wnioskowania dla instrukcji if

7, {K}y
{if v then K else M fi}¢ (IF+)
-7, {M}yp (F-)
{if  then K else M fi}¢
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Instrukcja for — trzy schematy aksjomatéw

(B < A) = ({for i:=AtoBdolod}y < ¢) (F1)

(B=A) = ({fori := A toBdo/od}y < ({i :=A; I}p))| (F2)

({fori .= AtoB +1do/od}p < {fori:= AtoBdolod; i ==+
(F3)
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Poréwnanie 4 rachunkéw

rachunek programéw AL
WFFar =A{Tar U Far UPar}
Fror & FaL

NN

{ rachunek predykatéw FOL } { rachunek schematéw programéw PAL

WFFror = {TrorL U Fror} WF Fpar = {Frar U Ppar}

N~

rachunek zdan PL
WFFpr = {FpL}
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program PawelGCor;
var A: arrayof integer;
var CF: arrayof F, n, k, j : integer ;

unit DrukujA: procedure;

unit F: coroutine;

var i: integer;

begin
return;
do
fori=1ton
do
if A[i]=0 then
Ali] := ki k := k+1;
if k<n+1 then
attach(CF(k))
else call DrukujA fi;
k := k-1; A[i]:=0
fi;
od;
detach
od
end F;
begin
readln(n);

array A dim(1:n);

for j := 1 to n do A[j] := 0 od;

array CF dim(1:n);

for j := 1 to n do CF[j] := new F od;
k :=

attach(CF(K));
writeln("Bywaj")

program PawelGCl;
var A: arrayof integer;
var n, k, j : integer ;

unit DrukujA: procedure;

unit F: class;

var i: integer;
begin

fori=1ton
do
if A[i]=0 then
Afi] := ki k := k+1;
if k<n+1 then
new F;
else call DrukujA fi;
k := k-1; A[i]:=0
fi;
od;
return

end F;

begin
readIn(n);
array A dim(1:n);
for j:= 1 to n do A[j] := 0 od;

k :=1; ;
new F;
writeln("Bywaj")
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\Whioski

Salwicki: Jesli udowodnisz, ze program jest poprawny to i komputer Cie postucha! i postapi tak

jak to udowodnites.
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Morat

Co warto zapamietac? Najwazniejsze jest stwierdzenie, ze do
osiagniecia celu jakim jest dowéd twierdzenia prowadza dwie, rézne
drogi. To jest wniosek z naszego ¢wiczenia.

Ta prawidtowosc jest ogdlna:

Twierdzenie o petnosci rachunku programoéw AL

Dla kazdego programu P,

Niech pewna wtasnos¢ semantyczna w programu P bedzie wyrazalna
formuta (algorytmiczna) 1.

Wtedy nastepujace zdania s3 réwnowazne:

o W algorytmicznej teorii 7 istnieje dowéd formuty v,

@ Formufa 1 jest prawdziwa w kazdym modelu teorii 7.

O tym wtasnie méwi twierdzenie o pefnosci rachunku programéw tj.
logiki algorytmiczne;.
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Waga aksjomatu liczb naturalnych S

Z udowodnionego twierdzenia 1 wynika, ze przy zachowaniu zatozenia
o tablicy A instrukcja procedury wykona sie w skoficzonym czasie.
Samo przyjecie deklaracji procedury nie wystarcza. Mozna napisac
deklaracje procedury i przyja¢ odpowiedni zbiér aksjomatéw, ale brak
dowodu wiasnosci stopu dyskwalifikowatby nasza prace.

Witasnos¢ stopu wynika z ponizszego aksjomatu (S) struktury liczb
naturalnych 1.

NE=Ve{y =0whiley #xdoy:=y+1lod}(x=y) (5)

A jezeli wiemy, ze ten program ma obliczenie skonczone to wiasnosé
stopu innego programu wyprowadzimy z whasnosci (S).
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Metodologia stosowania procedur

Zanotuj w pamieci! Jesli w programie wprowadzasz deklaracje
procedury (odpowiednio, deklaracje funkcji), to dzieja sie dwie rzeczy:

(/) dodajesz do jezyka programowania nowa instrukcje atomowa,
czyli wzbogacasz jezyk.

W naszym przypadku byta to instrukcja |call F |
(i) przyjmujesz nowe aksjomaty o tej nowej instrukcji. Zabieg ten

nie jest obojetny dla zdrowia teorii. Powinienes$ przeprowadzi¢
dowdd twierdzen o istnieniu i o jednoznacznos$ci dziatania

call .

W wielu przypadkach dowéd taki jest banalny. Sprawa moze sie

skomplikowa¢ gdy wprowadzana definicja jest niejawna lub gdy w
deklaracji wystepuje konstrukcja while.
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Zapewnienie

Zapamietaj
Jezeli dokonasz analizy programu PawelG, i udowodnisz twierdzenie
1, to i komputer bedzie musiat Cie postuchac i nie tylko zakonczy
obliczenia (tj. nie zapetli sie), ale i zwr6ci poprawny wynik obliczenia.
Uwaga ta odnosi sie do kazdego programu P i wszelkich poprawnych
dowodéw semantycznych wtasnosci programu, takich jak np. stop,
poprawnosc i in.
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Moze innym razem?

Sugestie dla dydaktyki

Dziekuje za uwage.

Komentarze? Pytania?

Andrzej Salwicki (Instytut Informatyki) O luce pomiedzy algorytmika i praktyka 26 maja 2020 72/78



Typy pierwotne

@ Integer — ten typ to pierscien z dodatkowym waznym
aksjomatem:
Dla kazdej liczby dodatniej x > 0 program
{y:=0; dopékiy # x powtarzaj y:=y+1 doskutku }
ma obliczenie skonczone,
@ Boolean -
o Character —

@ Real — ten typ to ciato spetniajace prawo Archimedesa
Vo<acp{c := a; while c < bdo c:=c+aod}(b<c)

@ String — operacja konkatenacji i aksjomaty Tarskiego, tw.
Grzegorczyka
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Instrukcja przypisania i programy liniowe

Aksjomat ten po raz pierwszy pojawit sie 1963 r. w ksigzce
"Mathematics of metamathematics"Heleny Rasiowej i Romana
Sikorskiego. Ciekawe?

Program liniowy — ciag instrukcji przypisania. Programy liniowe a
skierowane grafy acykliczne (dag).

Przyktady.

Andrzej Salwicki (Instytut Informatyki) O luce pomiedzy algorytmika i praktyka 26 maja 2020 74 /78



Formuty algorytmiczne — najstabsze warunki

wstepne
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Deklaracje procedur i funkcji — Definicje

rozszerzajace jezyk
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Sygnaty i ich obstuga
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Klasy czyli definiowanie typéw danych
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