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Streszczenie

Luka
Czy nie jest zastanawiaj¡ce, »e ludzie powierzaj¡ swój los i
pieni¡dze programom o których nic nie wiedz¡?

A jednak mo»na przeprowadza¢ dowody poprawno±ci programów.
Istniej¡ narz¦dzia.

Wnioski i sugestie pªyn¡ce z do±wiadczenia z programem
PawelG.
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Wprowadzenie
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Luka

Zastanawiaj¡cy jest fakt, »e ludzko±¢ wytworzyªa miliony programów i powierzyªa
im swój los, zdrowie i pieni¡dze bez ±ladu troski o jako±¢ tego oprogramowania.
Wci¡» jednak twórcy oprogramowania nie daj¡ gwarancji jako±ci swych produktów
w skali podobnej do tej oferowanej przez budowniczych, wytwórców aut itp.
Testowanie oprogramowania wydaje si¦ jedynym sposobem na zapewnienie, »e
produkt programistyczny jest wªa±ciwej jako±ci. Ale co to znaczy? 1) Czy
wytwórca oprogramowania wie jakie wªasno±ci ma mie¢ jego produkt? Czy
kupuj¡cy oprogramowanie wie czego potrzebuje i co uzyskuje za swoje pien¡dze?
2) Czy kto± skontrolowaª produkt programistyczny i stwierdziª zgodno±¢ z
zamówieniem?

Pomi¦dzy algorytmik¡ a praktyk¡ programowania jest luka. Mamy do dyspozycji

wspaniaªe teksty Knutha, Aho, Hpcroft i Ullman, Cormen, Leiserson,Rivest,. . .

W tych ksi¡zkach znajdziesz mnóstwo przydatnych i wa»nych informacji. Nie

znajdziesz tam programów. ... Inne ksi¡»ki np. Sedgewick, Drozdek, przytaczaj¡

programy, jednak bez argumentacji na rzecz poprawno±ci tych programów.
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Wst¦p

Wiele lat temu dr Paweª Gburzy«ski wymy±liª takie zadanie. Niewielu
profesorów UW potra�ªo odpowiedzie¢ na pytanie: co sie dzieje
podczas obliczenia tego programu?
Program zostaª umieszczony w materiaªach Mi¦dzynarodowej Szkoªy
Loglanu, Zaborów'83. Program wyró»nia si¦ tym, »e wyst¦puj¡ w
nim rekurencyjna procedura F i instrukcja powtarzania for. Pozostaªe
instrukcje s¡ banalnie proste.
Przykªad ten ilustruje luk¦ pomi¦dzy algorytmik¡ i programowaniem.
W programie studiów informatycznych uczymy pisania tekstów
programów (skªadni), uczymy te» analizy algorytmów i struktur
danych.

Ale kto uczy rozumienia co program robi? czy program robi too co
powinien?
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Spis tre±ci

1 Wst¦p
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5 Narz¦dzia - Rachunek programów

6 Wnioski
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Program � zagadka
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program PawelG

program PawelG;
(* autor Paweª Gburzy«ski, 1983, *)

var A: arrayof integer;
var n, k, j : integer ;
unit DrukujA: procedure;

var j: integer
begin

for j:=1 to n do write( A(j)) od;
writeln

end DrukujA;
unit F: procedure;

(* tu tekst procedury F *) 7−→
begin

readln(n);
array A dim(1:n);
for j := 1 to n do A[j] := 0 od;

k :=1;

call F;

writeln(�Bywaj�)
end PawelG

unit F: procedure;
var i: integer;

begin
if k=n+1 then

call DrukujA;
else

for i:= 1 to n
do

if A[i]=0 then
A[i] := k; k := k+1;
call F;
k := k-1; A[i]:=0

�;
od;

�; return
end F;
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Co ten program robi?

Nie martw si¦ je±li nie umiesz odpowiedzie¢ na to pytanie. Wiele
m¡drych gªów tak»e nie umiaªo na nie odpowiedzie¢.

Twierdzenie (Tw. 1)

Program PawelG drukuje wszystkie permutacje liczb 1, . . . , n i
zatrzymuje si¦.

Przedstawimy dwa sposoby analizowania tego programu.
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Dowód M � matematyczny
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Cel

Co mamy udowodni¢?

Cel nasz zostanie osi¡gni¦ty gdy potra�my wykazac, »e

1°) ka»de wykonanie polecenia call DrukujA spowoduje
wydrukowanie pewnej permutacji liczb 1, . . . , n,

2°) liczba wykonanych polece« call DrukujA jest równa n! oraz

3°) wydrukowane permutacje nie powtarzaj¡ si¦.
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O narz¦dziach

Jakie narz¦dzia, jakie aksjomaty i reguªy wnioskowania s¡ niezb¦dne
dla przeprowadzenia dowodu? Popatrzymy na narz¦dzia

Aksjomaty algorytmicznej teorii liczb naturalnych AT N

∀x x + 1 6= 0 (I)

∀x∀y x + 1 = y + 1⇒ x = y (M)

∀x {y := 0;while y 6= x do y := y + 1 od}(x = y) (S)

x − 1
df
= { w := 0; if x 6= 0 then while w + 1 6= x do w := w + 1 od � }w (P)

Czy mo»emy uzna¢, »e wystarczy algorytmiczna teoria liczb
naturalnych AT N ?
Zauwa». w programie PawelG wyst¦puje atomowa instrukcja
procedury call F . J¦zyk teorii AT N nie zawiera takiej instrukcji
atomowej, ani (tym bardziej) aksjomatu opisuj¡cego dziaªanie tej
instrukcji.
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Deklaracja F jest aksjomatem

{call F}ϕ⇔



block
var i : integer ;

begin
if k = n + 1 then call DrukujA
else
for i := 1 to n do
if A[i ] = 0 then
A[i ] := k ; k := k + 1;
call F ;
A[i ] := 0; k := k − 1;

�
od

�
end block



ϕ
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Dokªadniej o schemacie aksjomatów

Niech ϕ b¦dzie dowoln¡ formuª¡. Deklaracj¦ procedury F mo»emy
odczytywa¢ dwojako:

jako przepis w jaki sposób wykona¢ polecenie call F , lub

jako schemat (niesko«czenie wielu) aksjomatów:

warunek ϕ zachodzi po wykonaniu polecenia call F
wtedy i tylko wtedy gdy

warunek ϕ zachodzi po wykonaniu instrukcji bloku z tre±ci¡
procedury F .

��������
Co wi¦cej, w powy»szej formule, w tre±ci procedury F mo»na
wszystkie wyst¡pienia identy�katora i równocze±nie zast¡pi¢ przez
dowolny inny identy�kator,
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Teoria T'

Dowód twierdzenia 1 b¦dziemy przeprowadza¢ w algorytmicznej teorii
T ′, która powstaje z algorytmicznej teorii liczb naturalnych AT N
przez dodanie do j¦zyka nowej instrukcji atomowej call F, i dodanie
do zbioru aksjomatów teorii AT N niesko«czonego zbioru formuª
zbudowanych wedªug omówionego powy»ej schematu.
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Formuªa delta

Niech δ(n, k , i1, . . . , ik−1) bedzie oznaczeniem formuªy o
nast¦puj¡cym schemacie

δ(n, k , i1, . . . , ik−1)
df≡

(1 ≤ k ≤ n + 1)∧
k−1∧
j=1

(
(1 ≤ ij ≤ n) ∧ (A[ij ] = j)

)
∧

z := 0;
for j := 1 to n do

if A[j ] = 0 then z := z + 1 �

od

 (z = n − k + 1)


��������������
δ powiada: liczby 1, . . . .k − 1 s¡ w tablicy A, pozostaªe miejsca to
zera.
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Niezmiennik

Lemat (1)

Niech warto±ci¡ zmiennej A b¦dzie n-elementowa tablica (wektor)
liczb naturalnych.
Ka»da formuªa o poni»szym schemacie jest twierdzeniem teorii T ′

T ′ ` δ(n, k , i1, . . . , ik−1) =⇒ {call F} δ(n, k , i1, . . . , ik−1).
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Dowód 1/

Dowód lematu przebiega przez indukcj¦ ze wzgl¦du na liczb¦
n + 1− k , tj. liczb¦ wolnych miejsc w tablicy A.

B0)(baza) Niech k = n + 1, tzn. liczba wolnych miejsc jest 0.
Je±li speªniony jest warunek (k = n + 1) ∧ δ(n, k , i1, . . . , in) to
tablica A zawiera pewn¡ permutacj¦ liczb 1, . . . .n, poniewa» zachodzi∧n

j=1 A[ij ] = j .

Jest tautologi¡ formuªa

` δ(n, n + 1, i1, . . . , in) =⇒
n∧

j=1

A[ij ] = j (1)
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Dowód 2/

Instrukcja write(x) nie zmienia wartosci »adnej zmiennej. Wªasno±ci¡
tej instrukcji jest

(y = k) ≡ {write(x)}(y = k)

Posªuguj¡c sie tym faktem dowodzimy, »e jest twierdzeniem teorii T ′
implikacja

T ′ ` δ(n, n + 1, i1, . . . , in) =⇒ {call DrukujA}(
n∧

j=1

A[ij ] = j) (2)
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Dowód 3/

Post¦puj¡c podobnie udowodnimy formuª¦(
δ(n, n+1, i1, . . . , in) =⇒ {call DrukujA} δ(n, n+1, i1, . . . , in)

)
(3)

Mo»na to zapisa¢ nieco inaczej

T ′ `
(
δ(n, k , i1, . . . , in)
∧ k = n + 1

)
=⇒ {call DrukujA} δ(n, n+ 1, i1, . . . , in)

(4)
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Dowód 4/

Skorzystamy z reguªy wnioskowania IF+ o instrukcji if.

(
δ(n, k, i1, . . . , in)
∧ k = n + 1

)
=⇒


if k = n + 1
then call DrukujA
else
(* tu cokolwiek *)

�

 δ(n, n + 1, i1, . . . , in)

(5)

����-

γ, {K}ϕ
{if γ then K else M �}ϕ

(IF+)
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Dowód 5/

Wstawiamy to czego nam potrzeba, dbaj¡c o to by zmienna in
wyst¦powaªa tylko w tej instrukcji for.

(
δ(n, k, i1, . . . , in)
∧ k = n + 1

)
=⇒



if k = n + 1
then call DrukujA;
else

for in := 1 to n do
if A[in] = 0 then
A[in] := k; k := k + 1;
call F ;
A[in] := 0; k := k − 1;

�
od

�



δ(n, n + 1, i1, . . . , in) (6)
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Dowód 6/

Poniewa» zmienna in wyst¦puje tylko w tych kilku liniach to mo»emy
zastosowa¢ aksjomat instrukcji bloku i otrzymamy

δ(n, n+1, i1, . . . , in) =⇒



block
var i : integer

begin
if k = n + 1
then call DrukujA;
else
for i := 1 to n do
if A[i ] = 0 then

A[i ] := k; k := k + 1;
call F ;
A[i ] := 0; k := k − 1;

�
od

�
end block



δ(n, n+1, i1, . . . , in)

(7)
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Dowód 7/

Program wyst¦puj¡cy w powy»szej formule (7) to tre±¢ procedury F ,
mo»emy wi¦c zastosowa¢ aksjomat czyli deklaracj¦ procedury F

T ′ ` δ(n, n + 1, i1, . . . , in) =⇒ {call F} δ(n, n + 1, i1, . . . , in) (8)

co ko«czy dowód przypadku gdy k = n + 1.

Przeskocz do ko«ca dowodu Lematu 1
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Dowód 8/

W dalszej cz¦±ci dowodu wykorzystamy dwie niewielkie obserwacje.
Zauwa»my, »e twierdzeniem rachunku programów, a wi¦c i teorii T ′
jest poni»sza formuªa

Fakt (1)

(
δ(n, k, i1, . . . , ik−1) ∧ A[p] = 0

)
=⇒

{
A[p] := k;
k := k + 1

} (
δ(n, k + 1, i1, . . . , ik−1, ik) ∧ ik = p

)
(9)
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Dowód 9/

Fakt (1) udowodnimy, dwukrotnie stosuj¡c aksjomat instrukcji przypisania.

Z zaªo»enia δ(n, k , i1, . . . , ik−1) wynika, »e tablica A zawiera wszystkie

liczby 1, . . . , k − 1 czyli
k−1∧
j=1

A[ij ] = j .

Ponadto miejsce A[p] tablicy A jest wolne, a wi¦c p 6= ij dla

j = 1, . . . , k − 1.

St¡d wynika, »e {A[p] := k}(
k∧

j=1
A[ij ] = j) ∧ A[p] = k).

Z kolei, (z = n − k + 1) =⇒ {k := k + 1}(n − k).
Wynika st¡d (

k−1∧
j=1

A[ij ] = j)

∧z = n − k + 1

 =⇒
{

A[p] := 0;
k := k + 1

} (
k∧
j=1

A[ij ] = j)

∧ (z = n − k)

 (10)
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Dowód 10/

Podobnie, nast¦puj¡ca formuªa (11) jest twierdzeniem teorii T ′.

Fakt (2)

(
(δ(n, k + 1, i1, . . . , ik−1, p))
∧A[p] = k

)
=⇒

{
A[p] := 0;
k := k − 1

}(
δ(n, k, i1, . . . , ik−1)

)
(11)

Dowód tego faktu przebiega podobnie do wczesniejszego.
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Dowód 11/ � krok indukcyjny

I) (krok indukcyjny)
(zaªo»enie ) zakªadamy, »e dla ka»dego ukªadu p1, . . . , pk−1 liczb
naturalnych, nast¦puj¡ca implikacja jest twierdzeniem teorii T ′

T ′ ` δ(n, k , p1, . . . , pk−1) =⇒ {call F} δ(n, k , p1, . . . , pk−1).

(teza) Wyka»emy, »e dla dowolnego ukªadu liczb naturalnych
i1, . . . , ik−2 i n − k + 2 miejsc zerowych w tablicy A mo»na
udowodni¢, »e

T ′ ` δ(n, k − 1, i1, . . . , ik−2) =⇒ {call F} δ(n, k − 1, i1, . . . , ik−2).
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Dowód 12/

Oznaczmy miejsca zerowe w tablicy A przez rk−1, . . . , rn czyli dla
j = k − 1, . . . , n zachodzi A[rj ] = 0. Rozpatrzymy po kolei te miejsca
zerowe. Zauwa»my, »e dla j = k − 1, . . . , n mozna udowodni¢
implikacje

(
A[rj ] = 0∧
δ(n, k − 1, i1, . . . , ik−2)

)
=⇒

 A[rj ] := k; k := k + 1;
call F ;
A[rj ] := 0; k := k − 1

 δ(n, k−1, i1, . . . , ik−2) (12)

Wynika to z Faktów (1) i (2).
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Dowód 13/

Dla ka»dego j = k − 1, . . . , n warunek
A[rj ] = 0 ∧ δ(n, k − 1, i1, . . . , ik−2) poci¡ga za sob¡
{A[rj ] := k ; k := k + 1}δ(n, k , i1, . . . , ik−2, rj) (Fakt(2)). Z zaªo»enia
indukcyjnego

δ(n, k , i1, . . . , ik−1, rj) =⇒ {call F} δ(n, k , i1, . . . , ik−2, rj)

Teraz wykorzystamy Fakt (2)

δ(n, k , i1, . . . , ik−2, rj)⇒
{

A[rj ] := 0;
k := k − 1

}
δ(n, k − 1, i1, . . . , ik−2).

(13)
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Dowód 14/

Z kolei dla A[i ] 6= 0 zachodzi w oczywisty sposób

A[i ] 6= 0 ∧ δ(n, k − 1, i1, . . . , ik−2) =⇒ δ(n, k − 1, i1, . . . , ik−2).

Przyjmijmy nast¦puj¡ce oznaczenia

θi (n, k−1, i1, . . . , ik−2)
df
≡



A[i ] 6= 0 ∧ δ(n, k − 1, i1, . . . , ik−2) gdyA[i ] 6= 0

A[i ] = 0 ∧



A[i ] := k;

k := k + 1;

call F ;

A[i ] := 0;

k := k − 1


δ(n, k − 1, i1, . . . , ik−2) gdyA[i ] = 0

(14)
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Dowód 15/

W ten sposób, wykorzystuj¡c aksjomat instrukcji warunkowej if,
wykazali±my, »e dla ka»dego i = 1, . . . , n twierdzeniem teorii T ′ jest

T ′ ` δ(n, k − 1, i1, . . . , ik−2) =⇒



if A[i ] = 0 then
A[i ] := k;
k := k + 1;
call F ;
A[i ] := 0;
k := k − 1

�


δ(n, k − 1, i1, . . . , ik−2)

(15)
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Dowód 16/

Zastosujemy nast¦puj¡c¡ reguª¦ (FA) wnioskowania pozwalaj¡c¡ na
wprowadzenie kwanty�katora ogólnego ograniczonego po instrukcji
for

n

∀
i=1
{P(i)}ϑ(i), ∀

1≤i<j≤n

(
{P(i); P(j)}ϑ(i) ≡ {P(i)}ϑ(i)

)


for i ← 1 to n

do

P(i)
od


n

∀
i=1

ϑ(i)

(FA)
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Dowód 17/

by uzyska¢

T ′ ` δ(n, k−1, i1, . . . , ik−2) =⇒



for i := 1 to n do
if A[i ] = 0 then

A[i ] := k;
k := k + 1;
call F ;
A[i ] := 0;
k := k − 1

�
od


δ(n, k−1, i1, . . . , ik−2)

(16)
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Dowód 18/

Wiemy, »e k − 1 6= n + 1, jeszcze raz zastosujemy aksjomat instrukcji
if

T ′ ` δ(n, k−1, i1, . . . , ik−2) =⇒



if k = n + 1 then
call DrukujA

else
for i := 1 to n do
if A[i ] = 0 then

A[i ] := k;
k := k + 1;
call F ;
A[i ] := 0;
k := k − 1

�
od
�



δ(n, k−1, i1, . . . , ik−2)

(17)
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Dowód 19/

Zmienna i ró»ni si¦ od wszystkich innych, mo»emy zastosowac
aksjomat instrukcji bloku

T ′ ` δ(n, k − 1, i1, . . . , ik−2) =⇒



block
var i : integer ;

begin
if k = n + 1
then

call DrukujA

else
for i := 1 to n do

if A[i ] = 0 then
A[i ] := k;
k := k + 1;
call F ;
A[i ] := 0;
k := k − 1

�
od
�
end block



δ(n, k − 1, i1, . . . , ik−2) (18)
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Dowód 20/

Teraz skorzystamy z deklaracji czyli aksjomatu instrukcji call F i
uzyskamy

T ′ ` δ(n, k − 1, i1, . . . , ik−2) =⇒ {call F} δ(n, k − 1, i1, . . . , ik−2). (19)

co ko«czy dowód lematu 1.
�
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Dowód twierdzenia 1

W ten sposób udowodnili±my, »e dla ka»dej liczby naturalnej,
dodatniej n > 0 program PawelG zako«czy obliczenie.
Pozostaje do wykazania, »e program ten drukuje wszystkie
permutacje liczb 1, . . . , n.

Wyka»emy, »e polecenie call DrukujA jest wykonane n! razy.
Uªatwimy sobie zadanie, wprowadzaj¡c do programu trzy niewielkie
zmiany:

1°) dodajemy deklaracj¦ zmiennej licz obok deklaracji zmiennych
n,k,j,

2°) obok polecenia call DrukujA dopisujemy ; licz:=licz+1,

3°) w programie gªównym, przed instrukcj¡ k:=1 wstawiamy
instrukcj¦ licz:=0;.
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Lemat 2

De�niujemy warunek pocz¡tkowy

α(n, k , i1, . . . , ik−1,w)
df≡
(
δ(n, k , i1, . . . , ik−1) ∧ licz = w

)
i warunek ko«cowy

β(n, k , i1, . . . , ik−1,w)
df≡
(
δ(n, k , i1, . . . , ik−1)∧ licz = (n−k+1)!+w

)
Nietrudno teraz udowodni¢ odmieniony wariant lematu 1.

Lemat (2)

T ′ ` α(n, k , i1, . . . , ik−1,w) =⇒ {call F} β(n, k , i1, . . . , ik−1,w).

Andrzej Salwicki (Instytut Informatyki) O luce pomi¦dzy algorytmik¡ i praktyk¡ programowania26 maja 2020 39 / 78



Dowód lematu 2

Dowód tego lematu na±laduje dowód lematu 1.
Gdy k = n to wykonaniu polecenia call DrukujA towarzyszy instrukcja
licz:=licz+1.
Je±li k < n i teza jest udowodniona dla k + 1 to instrukcja for jest
równowa»na (n − k + 1)- krotnemu wykonaniu polecenia zªozonego
{A[i]:=k; k:=k+1; call F; A[i]:=0; k:=k-1 }, zmienna i przyjmuje
warto±ci rk , . . . , rn o których mówili±my wcze±niej.
Z zaªo»enia indukcyjnego, ka»de takie polecenia powoduje
zwi¦kszenie licznika licz o (n − k)!. Razem licznik licz zostaje
zwi¦kszony o (n − k + 1)!.

Koniec dowodu lematu 2
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Lemat 3

Pozostaje upewni¢ si¦, »e »adna permutacja nie zostaªa wydrukowana
dwukrotnie.
Rzeczywi±cie, potra�my wykaza¢, »e je±li przyj¡¢ zmieniony warunek
ko«cowy

β′(n, k , i1, . . . , ik−1,w)
df≡
(
δ(n, k , i1, . . . , ik−1) ∧ licz = (n − k + 1)! + w

∧ »adna z tych permutacji nie powtarza si¦

)
Nietrudno teraz udowodni¢ odmieniony wariant lematu 2.

Lemat (3)

T ′ ` α(n, k , i1, . . . , ik−1,w) =⇒ {call F} β′(n, k , i1, . . . , ik−1,w).

Nie b¦dziemy formalizowa¢ tego dowodu.
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Dowód lematu 3 � Koniec dowodzenia

Nasz argument jest prosty. Podczas wykonywania instrukcji for
powtarzamy (n− k + 1) razy czynno±¢ nast¦puj¡c¡: dla j = k , . . . , n,
zapisz liczb¦ k na miejscu A[rj ] i na pozostaªych (n − k) wolnych
miejscach wytwórz (n − k)! ró»nych, permutacji. Widzimy, »e
utworzone w ten sposób (n − k + 1)! permutacje s¡ ró»ne, nie ma
powtórze«.

Koniec dowodu lematu 3
i koniec dowodu twierdzenia 1.

�

Andrzej Salwicki (Instytut Informatyki) O luce pomi¦dzy algorytmik¡ i praktyk¡ programowania26 maja 2020 42 / 78



Dowód G � semantyczny, gra�czny
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Statyczna struktura moduªów programu
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Statyczna struktura moduªów programu

program
integer k , n
arrayof integer A
unit F: procedure

begin
array A dim (1:8);
k:=1;
call F

end program

var integer i

if k=n+1
then

call DrukujA
else

for i := 1 to n do
if A[i ] = 0 then
A[i ]:=k;
k:=k+1;
call F;
A[i ]:=0;
k:=k-1;

�
od

�

return

call F

Declared in

Program

F procedure
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Obliczenie - pierwszy krok - program gªówny

integer k = 2,
n=8

arrayof integer A
unit F: procedure

array A dim (1:8);
k:=1;
call F

1 2 3 4 5 6 7 8

0 0 1 0 0 2 0 0

Main

Wykonywanie programu gªównego.

Odczytanie danej � n, utworzenie obiektu tablicowego A o rozmiarze n, kªadziemy

k = 1 i rozpoczynamy wykonywanie polecenia F zde�oniowanego w deklaracji

procedury.
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Czas wykonania � instrukcja F - za którym± razem

integer k = 2,
n=8

arrayof integer A
unit F: procedure

array A dim (1:8);
k:=1;
call F

var integer i=3

if k=n+1
then

call DrukujA
else

for i := 1 to n do
if A[i ] = 0 then
A[i ]:=k;
k:=k+1;
call F;
A[i ]:=0;
k:=k-1;

�
od

�

DL

return

call F

SL

1 2 3 4 5 6 7 8

0 0 1 0 0 2 0 0

Main

F
(3)
{k=1}
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Czas wykonania � troch¦ pó¹niej

integer k = 2,
n=8

arrayof integer A
unit F: procedure

array A dim (1:8);
k:=1;
call F

var integer i=3

if k=n+1
then

call DrukujA
else

for i := 1 to n do
if A[i ] = 0 then
A[i ]:=k;
k:=k+1;
call F;
A[i ]:=0;
k:=k-1;

�
od

�

DL

return

call F
SL

var integer i=6

if k=n+1
then

call DrukujA
else

for i := 1 to n do
if A[i ] = 0 then
A[i ]:=k;
k:=k+1;
call F;
A[i ]:=0;
k:=k-1;

�
od

�

DL

return

SL

call F

1 2 3 4 5 6 7 8

0 0 1 0 0 2 0 0

Main

F
(3)
{k=1} F

(3,6)
{k=2}
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Drzewo oblicze«

Main

F
(1)
1 F

(2)
1i:=i+1

call F . . .︸ ︷︷ ︸
n× F

(n)
1

return

F
(1,2)
2

call F
. . .︸ ︷︷ ︸

(n−1)× F
(1,n)
2

return

F
(n,1)
2

call F
. . .︸ ︷︷ ︸

(n−1)×F
(n,n−1)
2

return

F
(1,n,2)
3

call F
. . .︸ ︷︷ ︸

(n−2)×F
(1,n,n−1)
3

return

. . .︸ ︷︷ ︸ . . .︸ ︷︷ ︸
. . .︸ ︷︷ ︸...

F
(i1,i2,...,i)
n−1

. . .︸ ︷︷ ︸
(n−2)×

F
(i1,i2,...j)
n−1

. . .︸ ︷︷ ︸ . . .︸ ︷︷ ︸

F
(i1,i2,...,i ,j)
n

returncall F

F
(i1,i2,...,j ,i)
n

returncall F

DrukujA
returncall F

DrukujA
returncall F
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Rekord aktywacji

De�nicja
Rekord aktywacji jest ukªadem czterech elementów:

1 stanu lokalnej pami¦ci rekordu

2 listy instrukcji ,

3 wska¹nika SL wskazuj¡cego rekord aktywacji w którym nale»y
szuka¢ zmiennych nielokalnych,

4 wska¹nika DL wskazuj¡cego do którego rekordu nale»y przej±¢ w
trakcie realizacji polecenia return,

Ka»dy rekord aktywacji zajmuje osobn¡, sko«czon¡ porcj¦ pami¦ci.
(Na rysunkach ka»dy rekord aktywacji zajmuje oddzielny fragment
rysunku obwiedziony ramk¡.)
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Stan obliczenia

De�nicja

Kon�guracja ( tj. stan) obliczenia programu PawelG jest zbiorem
rekordów aktywacji procedury F i rekordu Main programu gªównego.
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Protokóª call

De�nicja
Protokóª call wykonania instrukcji procedury call F � realizacja
instrukcji procedury polega na utworzeniu rekordu aktywacji
procedury F:

1 przydzielenie porcji pami¦ci komputera wystarczaj¡cej dla:

2 zapisania warto±ciowania zadeklarowanych w module zmiennych,

3 zapisania wska¹ników SL i DL (w przypadku rekordów aktywacji
procedury F),

4 rozpocz¦cia wykonywania tre±ci procedury F,

5 po wykonaniu wszystkich polece« tej instancji procedury F
procesor (tj. wirtualny komputer) wznawia obliczenie w
rekordzie aktywacji wskazanym przez wska¹nik DL � tj.
wykonuje instrukcje return. Komputer usunie niepotrzebny ju»
zako«czony rekord aktywacji.
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Ostrze»enie

De�nicja powy»sza jest uproszczona.
Nie opisali±my protokoªu przekazywania parametrów �
argumentów i wyników.
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Drzewo mo»liwych stanów obliczenia

De�nicja

Drzewo mo»liwych aktywacji procedury F (tj. historii obliczenia).
(i) Korzeniem drzewa jest rekord aktywacji programu gªównego
Pawel, por. rysunek 2. (ii) Ka»dy rekord aktywacji procedury F jest
na poziomie wyznaczonym przez warto±¢ zmiennej globalnej k i ma
n − k + 1 stanów. Wynika to z analizy instrukcji for i . . . .
Stany te zgrupowane razem to w¦zeª drzewa H. Stan rekordu

aktywacji na poziomie k oznaczamy F
(i1,i2,...ik−1)
k � wska¹nik u doªu to

poziom w¦zªa, wska¹nik u góry to informacja, »e w tablicy A na
miejscu ij zapisana jest liczba j, dla j = 1, . . . , k − 1.
(iii) W¦zeª na poziomie n ma jednego syna, jest nim rekord aktywacji
procedury DrukujA.
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Dowód

Dowód twierdzenia ?? wynika wprost ze zgromadzonych poni»ej
obserwacji.

Fakt
Wykonanie programu Pawel jest równoznaczne z utworzeniem i
odwiedzeniem wszystkich w¦zªów drzewa H (przeszukiwanie w gª¡b
DFS).
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Uwaga 2

Fakt
W ka»dym wierzchoªku wykonywana jest liczba instrukcji ograniczona
przez n ∗ 6. Na ka»dym poziomie k , k ≤ n w¦zeª ma n − k + 1
stanów i tyle» synów. Przej±cie od jednego stanu do nast¦pnego
wymaga odtworzenia stanu tablicy A i zmiennej k a nast¦pnie
wyszukania nast¦pnego pustego miejsca w tablicy A, zapisania w nim
warto±ci zmiennej k i zwi¦kszenia k. Na rysunkach ?? i ?? w¦zeª jest
obwiedziony czerwon¡ lini¡ grupuj¡c¡ w ten sposób stany tego w¦zªa.
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Uwaga 3

Fakt
Liczba li±ci drzewa aktywacji jest równa n!.

Stan tablicy A podczas wykonywania tej procedury z warto±ci¡
zmiennej k = n + 1 jest taki, »e wypeªnione jest ka»de miejsce w tej
tablicy. Warto±ciami zapisanymi w tej tablicy s¡ liczby 1, . . . , n i
»adna liczba si¦ nie powtarza. Podsumowuj¡c, wydrukowane zostan¡
wszystkie permutacje liczb 1, . . . , n.
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Rachunek programów � Narz¦dzia
programisty

Pan Jourdain: Daj¦ sªowo, zatem ja ju» przeszªo czterdzie±ci lat mówi¦ proz¡, nie maj¡c o tem

»ywnego poj¦cia! Jestem panu najszczerzej obowi¡zany, »e± mnie pouczyª.

Mieszczanin szlachcicem
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Miejsce rachunku programów

rachunek zda« PL
WFFPL = {FPL}

rachunek predykatów FOL
WFFFOL = {TFOL ∪ FFOL}

rachunek programów AL
WFFAL = {TAL ∪ FAL ∪ PAL}
FFOL  FAL

rachunek schematów programów PAL
WFFPAL = {FPAL ∪ PPAL}

Powracamy
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Aksjomat instrukcji przypisania

(
{x := τ}ϕ⇔ ϕ(x/τ)

)
(Assign)

Przykªad.
{v := a2 − b2}( v

a+b
) ≡ (a

2−b2
a+b

)
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Aksjomat instrukcji zªo»onej

{K ; M}ϕ⇔
(
{K}({M}ϕ)

)
(Compose)
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Aksjomat instrukcji warunkowej if

{if γ then K else M �}ϕ⇔
(
(γ ∧ {K}ϕ) ∨ (¬ γ ∧ {M}ϕ)

)
(AxIF)
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Pomocnicze reguªy wnioskowania dla instrukcji if

γ, {K}ϕ
{if γ then K else M �}ϕ

(IF+)

¬ γ, {M}ϕ
{if γ then K else M �}ϕ

(IF�)
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Instrukcja for � trzy schematy aksjomatów

(B < A)⇒
(
{for i := A toB do Iod}ϕ⇔ ϕ

)
(F1)

(B = A)⇒
(
{for i := A toB do I od}ϕ⇔ ({i := A; I}ϕ)

)
(F2)

(
{for i := A toB + 1do I od}ϕ⇔ {for i := A toB do Iod; i := i + 1; I}ϕ

)
(F3)
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Porównanie 4 rachunków

rachunek zda« PL
WFFPL = {FPL}

rachunek predykatów FOL
WFFFOL = {TFOL ∪ FFOL}

rachunek programów AL
WFFAL = {TAL ∪ FAL ∪ PAL}
FFOL  FAL

rachunek schematów programów PAL
WFFPAL = {FPAL ∪ PPAL}
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program PawelGCor;
var A: arrayof integer;
var CF: arrayof F, n, k, j : integer ;

unit DrukujA: procedure;

unit F: coroutine;

var i: integer;
begin

return;
do

for i:= 1 to n
do

if A[i]=0 then
A[i] := k; k := k+1;
if k<n+1 then

attach(CF(k))
else call DrukujA �;
k := k-1; A[i]:=0

�;
od;
detach

od
end F;

begin
readln(n);
array A dim(1:n);
for j := 1 to n do A[j] := 0 od;
array CF dim(1:n);
for j := 1 to n do CF[j] := new F od;
k :=1; ;
attach(CF(k));
writeln(�Bywaj�)

end PawelGCor

program PawelGCl;
var A: arrayof integer;
var n, k, j : integer ;

unit DrukujA: procedure;

unit F: class;

var i: integer;
begin

for i:= 1 to n
do

if A[i]=0 then
A[i] := k; k := k+1;
if k<n+1 then

new F;
else call DrukujA �;
k := k-1; A[i]:=0

�;
od;
return

end F;

begin
readln(n);
array A dim(1:n);
for j := 1 to n do A[j] := 0 od;

k :=1; ;
new F;
writeln(�Bywaj�)
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Wnioski

Salwicki : Je±li udowodnisz, »e program jest poprawny to i komputer Ci¦ posªucha! i post¡pi tak

jak to udowodniªe±.
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Moraª

Co warto zapami¦ta¢? Najwa»niejsze jest stwierdzenie, »e do
osi¡gni¦cia celu jakim jest dowód twierdzenia prowadz¡ dwie, ró»ne
drogi. To jest wniosek z naszego ¢wiczenia.
Ta prawidªowo±c jest ogólna:

Twierdzenie o peªno±ci rachunku programów AL
Dla ka»dego programu P,
Niech pewna wªasno±¢ semantyczna w programu P b¦dzie wyra»alna
formuª¡ (algorytmiczn¡) ψ.
Wtedy nastepuj¡ce zdania s¡ równowa»ne:

W algorytmicznej teorii T istnieje dowód formuªy ψ,

Formuªa ψ jest prawdziwa w ka»dym modelu teorii T .

O tym wªa±nie mówi twierdzenie o peªno±ci rachunku programów tj.
logiki algorytmicznej.
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Waga aksjomatu liczb naturalnych S

Z udowodnionego twierdzenia 1 wynika, »e przy zachowaniu zaªo»enia
o tablicy A instrukcja procedury wykona si¦ w sko«czonym czasie.
Samo przyj¦cie deklaracji procedury nie wystarcza. Mo»na napisa¢
deklaracj¦ procedury i przyj¡¢ odpowiedni zbiór aksjomatów, ale brak
dowodu wªasno±ci stopu dyskwali�kowaªby nasz¡ prac¦.

Wªasno±¢ stopu wynika z poni»szego aksjomatu (S) struktury liczb
naturalnych N.

N |= ∀x {y := 0;while y 6= x do y := y + 1 od}(x = y) (S)

A je»eli wiemy, »e ten program ma obliczenie sko«czone to wªasno±¢
stopu innego programu wyprowadzimy z wªasno±¢i (S).
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Metodologia stosowania procedur

Zanotuj w pami¦ci! Je±li w programie wprowadzasz deklaracj¦
procedury (odpowiednio, deklaracj¦ funkcji), to dziej¡ si¦ dwie rzeczy:

(i) dodajesz do j¦zyka programowania now¡ instrukcj¦ atomow¡,
czyli wzbogacasz j¦zyk.

W naszym przypadku byªa to instrukcja call F .

(ii) przyjmujesz nowe aksjomaty o tej nowej instrukcji. Zabieg ten
nie jest oboj¦tny dla zdrowia teorii. Powiniene± przeprowadzi¢
dowód twierdze« o istnieniu i o jednoznaczno±ci dziaªania

call FA .

W wielu przypadkach dowód taki jest banalny. Sprawa mo»e si¦
skomplikowa¢ gdy wprowadzana de�nicja jest niejawna lub gdy w
deklaracji wyst¦puje konstrukcja while.
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Zapewnienie

Zapami¦taj
Je»eli dokonasz analizy programu PawelG, i udowodnisz twierdzenie
1, to i komputer b¦dzie musiaª Ci¦ posªucha¢ i nie tylko zako«czy
obliczenia (tj. nie zap¦tli si¦), ale i zwróci poprawny wynik obliczenia.
Uwaga ta odnosi si¦ do ka»dego programu P i wszelkich poprawnych
dowodów semantycznych wªasno±ci programu, takich jak np. stop,
poprawno±¢ i in.
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Mo»e innym razem?

Sugestie dla dydaktyki

Dzi¦kuj¦ za uwag¦.

Komentarze? Pytania?
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Typy pierwotne

Integer � ten typ to pier±cie« z dodatkowym wa»nym
aksjomatem:

Dla ka»dej liczby dodatniej x > 0 program
{y:=0; dopóki y 6= x powtarzaj y:=y+1 doskutku }
ma obliczenie sko«czone,

Boolean �

Character �

Real � ten typ to ciaªo speªniaj¡ce prawo Archimedesa
∀0<a<b{c := a; while c < b do c := c + a od}(b ≤ c)

String � operacja konkatenacji i aksjomaty Tarskiego, tw.
Grzegorczyka
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Instrukcja przypisania i programy liniowe

Aksjomat ten po raz pierwszy pojawiª si¦ 1963 r. w ksi¡»ce
"Mathematics of metamathematics"Heleny Rasiowej i Romana
Sikorskiego. Ciekawe?
Program liniowy � ci¡g instrukcji przypisania. Programy liniowe a
skierowane grafy acykliczne (dag).
Przykªady.
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Formuªy algorytmiczne � najsªabsze warunki

wst¦pne

Andrzej Salwicki (Instytut Informatyki) O luce pomi¦dzy algorytmik¡ i praktyk¡ programowania26 maja 2020 75 / 78



Deklaracje procedur i funkcji � De�nicje

rozszerzaj¡ce j¦zyk
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Sygnaªy i ich obsªuga
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Klasy czyli de�niowanie typów danych
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