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Streszczenie. Przedstawiamy dowod twierdzenia Collatza.

Abstract. Collatz conjecture has a proof.

We present a couple of observations. 1. The problem is of algorithmic nature, The conjec-
tute states that Collatz algorithm C/ has the halting property. 2. There is an evidence of
infinite execution of the program in a non-standard model of Peano arithmetic. 3. For every
natural number n there exists numbers z, y, z such that the equation n - 3% 4+ y = 27 holds.
4. Another algorithm GC computes on triples z, y, z. The consecutivve states of memory
of any computation form monotone, descending sequences. 5. Hence, if a computation on
triples is finite then the corresponding computation of Collatz algorithm is finite too. 6. We
construct an infinite set Z of elementary sentences that express the negation of halting pro-
prty of Collatz algorithm. 7. The set Az of formulas that contains all axioms of elementary
theory of addition of natural numbers and the set Z is consistent and has a model. Let 9
denote any structure which is a model of axioms Ax. 8. We show that the structure 91 is
not isomorphic to the standard structure of natural numbers with addition.

From this we infer that execution of Collatz algorithm in standard model of arithmetic is
finite.
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1. Wprowadzenie

Hipoteza sformutowana przez Lothara Collatza w r. 1937 jest problemem algorytmicznynﬂ
Nalezy wykazaé, ze ponizszy program C'! wykonywany w standardowej strukturze 91 liczb
naturalnych z dodawaniem, ma dla kazdego argumentu n # 0 obliczenie skoficzone.
Bedziemy badaé wtasnos¢ stopu programu C'l.

while n # 1 do
Cl: if even(n) thenn := Z elsen :=3n + 1 fi
od

2. Drzewo Collatza

Ten rozdziat zostanie rozwinigty.

3. Formuia stopu

Ponizsza formuta wyraza wtasno$¢ stopu programu C'. Nalezy wykazac,ze jest ona praw-
dziwa w strukturze 1 liczb naturalnych z dodawaniem

while n # 1 do
if even(n) thenn :=Jelsen:=3n+1fi »(n=1) (halt)
od

Formuta stwierdzajaca, ze istnieje iteracja programu zawartego pomigdzy nawiasami { },
takze jest formuta stopu programu C'.

(ifn # 1 then )
if nmod2 =1
th 1
U enn <+ 3n+ (nzl) (LC)

else n + ndiv?2
fi

fi

\ Ve

Nalezy wykaza¢ jej prawdziwo$¢ w standardowej strukturze 1 liczb naturalnych lub przepro-
wadzi¢ jej dowdd w algorytmicznej teorii liczb naturalnych AT N, poniewaz kazdy model tej
teorii jest izomorficzny z strukturg 1. Zobacz [MS&7].

'Moze dziwié, Ze niektérzy umieszczaja ten problem w teorii uktadéw dynamicznych.
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S(x) #0
Teoria AT N ma trzy aksjomaty ¢ V,, S(z) =S(y) = z=y

V.{y:=0;whiley # xrdoy =y +1od} (y = x)

Teorug AT N mozemy wzbogaci¢ dodajac definicje pozytecznych operacji +, -3, =2, oraz pre-
dykatu parzystosci. Dla oszczgdnosci miejsca przyjmiemy, ze napis e(n) oznacza n jest liczbq

parzystq, zas napis o(n) czytamy n jest liczbq nieparzystq.

Postugujac si¢ aksjomatami rachunku programéw i aksjomatami teorii A7 N mozemy wypisaé

kilka formut rownowaznych formule stopu. Ponizej prezentujemy jedna z nich

((o(n) Am = 1)V
(e(n) A of2) An = 2)v
(e(n) Ne(5) ANo(§) An=4)V
(e(n) Ne(5) Ae(F) Ao(g) An=8)V
(e(n) Ne(5) Ae(F) Ae(g) Ao(5g) An=16)V
e(n) Ae(Z) Ae() Ae(Z) Ae() Ao(S) An = 32)V )
o(n) Ae(Bn+1) Ae(3) Ae(3E) Ae(2EE) Ao(PHE) An =5
(e(n) Ne(5) Ne(F) Ne(g) Aelfg) Nelgs) ANo(g) An = 64)V ) y
e(n) No(%) Ne(®E) - An =10
e(n) Ne(g) Ne(F) Ne(g) Nelgg) Ne(gs) ANe(g) Aolgag) An = 128)V
o(n) Ne(3n+ 1) Ae(2L) .- An = 21)
( e(n) Ao(%) Ae(2L) - An =20V
o(n) Ne(3n+ 1) Ao(2%H) .- An=3
(ifn # 1 then i (ifn # 1 then )
if nmod2 =1 if nmod2 =1
thenn < 3n+1 thenn < 3n+1
else n «+ ndiv?2 U else n <+ ndiv2 (n:1)
fi fi
\ \ ﬁ 7 \ ﬁ J

Rachunki te mozna kontynuowac. (I tak zrobiliSmy.)
Juz teraz wylaniaja si¢ pewne prawidtowosci:

* wyraznie wida¢ odpowiednio$¢ pomigdzy poziomami drzewa Collatza i sktadnikami for-

muly stopu,

* na wyzszych poziomach drzewa Collatza pojawiaja si¢ coraz liczniej liczby nieparzyste
— a kolejne sktadniki formuty stopu sa alternatywami coraz dtuzszych koniunkcji czynni-

kéw postaci o(.) lub e(.),
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 Zauwaz, alternatywe (n = 128Vn = 21Vn = 20Vn = 3) mozna zapisac tak (n-3°+0 =
27vn-3'+1=2vn-3'+4=20vn-3%+5=2%.

W rozdziale ] postaramy si¢ wykorzystac te obserwacje.

4. Trojki

Inspirujac si¢ obserwacami poczynionymi podczas prob konstrukcji kolejnych sktadnikéw for-
muly stopu wprowadzamy pojegcia: tréjki reprezentujacej liczbg naturalng i obliczenia na tréj-
kach.

Zacznijmy od nastgpujacego spostrzezenia

Fakt 1. Dla kazdej liczby naturalnej n # 0 istnieje nieskoriczenie wiele trdjek liczb naturalnych
x, Y, 2 takich, Ze spetniona jest rownos¢

n-3*+y=2°
Moéwimy, ze tréjka z, y, z reprezentuje (albo, koduje) liczbe n i zapisujemy to (z,y, z) < n.

Dowdd:

Dowdd tego intuicyjnego faktu wykorzystuje prawo Archimedesﬂ Niech n bedzie dowolnie
ustalong liczba naturalna.

Wybierzmy liczbg =, moze to by¢ dowolnie duza liczba naturalna z > 0.

Wyznaczymy liczby naturalne y i z w taki sposéb, by zachodzita réwnos$¢ n - 37 + y = 27,
Niech liczba k = n - 3%. Przyjmiemy z = p(2% > k) tj. liczba 27 jest najmniejsza potega liczby
2 wigksza lub réwna k. Ktadziemy y = 2* — k. O

Przyklad 2. Tréjka (1,7,6) reprezentuje liczbe 19 poniewaz 19 - 3 + 7 = 26,
Liczba 19 jest takze reprezentowana przez inne tréjki

(1,7,6) 19-3+7=26
(2,85,8) 1932+ 85 = 28
(3,511, 10) 19-3% +511 =210
(4,509,11)  19-3* 4+ 509 = 21!
(5,3575,13) 19-3°% + 3575 = 213
(6,2533,14) 19 - 3% + 2533 = 214
(7,23983,16) 1937 + 23983 = 216

2Przypomnijmy, prawo Archimedesa jest wtasnoscia algorytmiczna, prawo to nie jest wyrazalne formuta pierw-
szego rzedu.
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Natomiast, nie kazda tréjka liczb naturalnych reprezentuje jakas liczbe naturalna, np. tréjki
(2,4,11), (2,4044,11) .

Fakt 1 mozna takze wyprowadzi¢ formalnie w elementarnej teorii 7 dodawania liczb natural-
nych.

Twierdzenie 3. Zdanie V,,3,, . n - 3° +y = 27 jest twierdzeniem teorii 7T,

Dowdd znajdziesz w dodatku B. Wynika stad, ze wtasnos¢ ta jest prawdziwa w kazdym modelu
tej teorii.

4.1. WilasnoSci tréjek

Definicja 1. Dwie trdjki (x,y, z) i (u,v,t) sq réownowazne gdy reprezentujq t¢ samq liczbe
naturalng
a 2 —vy 22—y 20—
r,y,z2) = (u,v,t = e NA =
(2,9,2) = {u,0,1) - -2

W zbiorze tréjek mozemy zdefiniowac porzadek leksykograficzny >.

Definicja 2.
(u,v,t) = (a:,y,z)gw<ulubx:uiz<tlubx:uiz:tiy<v

Z faktu[I)wynika, ze dla kazdej liczby naturalnej n mozna wskazac kodujaca ja tréjke, ktéra ma
liczbg y wigksza od dowolnie wybranej liczby naturalnej k.

Definicja 3. Nieparzystosé¢ tréjek wyznaczona jest przez nieparzystos¢ liczby y
odd({x,y, z)) & y jest nieparzyste
Kolejne spostrzezenie
Fakt 4. Liczba n jest nieparzysta witw gdy reprezentujqca jq trojka (x,y, z) jest nieparzysta.

Definicja 4. Jedynka

equall((z,y,2)) & (27 —y = 3%)

Definicja 5. Klasa tréjek réwnowaznych jest zbiorem tréjek reprezentujacych tg sama liczbe
n.

Jedynka jest reprezentowana przez wiele tréjek, np. (0,0,0), (0,1,1), (1,1,2),(1,5,3),(2,7,4), ...

Na tréjkach mozemy okresli¢ dwie operacje
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Definicja 6. Operacja div2 przeprowadza trojke parzysta (x,y, z) w tréjke (z,y + 2,2 — 1)

<ZL’,y7Z> M <l’,y+2,2 - 1>
Definicja 7. Operacja mult3 okreslona jest na tréjkach (z,y, z) takich, ze tréjka (z,y, z) jest
nieparzystai z > 01y > 3!, W takim przypadku operacja mult3 przeprowadza tréjke
(x,y,2) wtréjke (x — 1,y — 3°71 2)

{mult3}
g

(2,9, 2) (x — 1,y — 371 2)

Zauwaz

Fakt 5. Tréjka (x,y, z) reprezentuje liczbe n witw gdy trdjka (x,y + 2,z — 1) reprezentuje
liczbe n = 2.

Ponadto (x,y +2,z—1) < (x,y, 2).

Tréjka (x,y, z) reprezentuje liczbe n wttw gdy tréjka (x — 1,y — 3°~1 2) reprezentuje liczbe
3n + 1.

Ponadto (x — 1,y — 371, 2) < (x,v, 2).

Zauwazmy z kolei

Lemat 6. Jesli program K : {if odd then mult3 else div2 fi} przeprowadza trdjke (x,y, z) w
tréjke (u, v, t), to wynikowa tréjka (u,v,t) jest mniejsza < od trdjki (x,y, z).

<{L’, v, Z> {if odd then mult3 else div2 ﬁ}\ <u7 " t) 1mp11kuje <u7 v, t) = <23, n Z)
Dowdd:
Jesli liczba y jest parzysta to od z odejmujemy jedynke i dzielimy y przez 2. W przeciwnym
przypadku zmniejszana jest liczba i od y odejmowana jest liczba 3*. O

W kazdym kroku obliczenia algorytmu Collatza wyrazenie x + 2 zmniejsza swa wartos¢ o 1,
zmniejszana jest tez wartoS¢ zmiennej .

Wynika stad, ze kazde obliczenie w strukturze ¥ jest skoficzone.
Obserwacje poczynione dotychczas pozwalaja stwierdzié, ze nastgpujacy diagram jest prze-
mienny.

Fakt 7. Dziatanie na trojkach prowadzi od trojki kodujacej liczbe n do kolejnej trojki, ktora
reprezentuje wynik m nastepujqcej instrukcji warunkowej K : {if odd(n) then n := 3xn + 1
else n := ndiv2 fi}.

{if odd(n) then m:=3n+1 else m:=n/2 fi}yn
n > m

n~3’“‘+y:2zT Tm-3“+v:2t

if odd(y) then u,v,t:=x—1,y—3*"! 2z else u,v,t:=x,y/2,2—1 fils
\
7

(z,y,2) (u,v,t)
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Diagram ten jest przemienny pod warunkiem, ze mozna wykona¢ operacj¢ odejmowania tzn.
gdy y jest liczba parzysta lub y jest nieparzyste i (x > 0 lub y > 3*~1). Klopot pojawiajacy
si¢ gdy y jest nieparzyste i nie mozna zmniejszy¢ x ani y jest tatwy do usunigcia. Wystarczy
zamiast tréjki (x,y, z) wziaC inna tréjk¢ réwnowazng i z wartoscia = wigksza. Przemiennos¢
tego diagramu pozwala nam dostrzec, ze kazdemu obliczeniu algorytmu Collatza w strukturze

91 liczb naturalnych, odpowiada obliczenie algorytmu sprzg¢zonego w strukturze tréjek <.

Przemiennos$¢ nastgpujacego diagramu

{while n#1 do if odd(n) then n:=3n+1 else n:=n/2 fi od}m\

1
Tn~3“‘"+y:2z 3“+y:2z1\
(z,y,2) > (2,y,2)

while 3% + y # 2% do
if odd(y) thenz,y, 2z : =z — 1,y — 3%~ 1 2
elsex,y,z:=z,y/2,z—1fi

od T

nie jest oczywista. Trudniej tez jest sformutowac warunek przemiennosci. Moze tak

if 3 4+ y # 2% then

(n-3"+y=2")A[) { froddw) then ey =0 Sy =3 } (odd(y) = (z>0Ay>3"1))

fi

4.2. Zbiory T,

Kazdej liczbie n przyporzadkowujemy zbior 7, tréjek x, y, 2 takich, ze zachodzi rownos¢ n3* +

y = 2%,

Zbior taki jest niepusty,

Zbiory T,, sa parami roztaczne, tj. n # m — T, N'T,, = 0.
Zbior T;, jest zamknigty ze wzgledu na operacje o1, 02, 03, 04, 05, Og

o1({z,y, 2)) (x+1,3y+ 2%, 2+ 2)

oo((r,y,2)) = (v+1,3y—2%2+1) gdy3y>?2°

o3({z,y,2)) = (z,y+2°,2+1)

os((r,y,2)) = (v,y—2"""2-1)  gdyy>2""
_2272

05(<$,y,2>) = <JZ—17?JT,Z—2> gdyy>22_2i(y_2z_2)m0d3:0
_{_2z71

06(<x7y72>) = <x_17yT7Z_]—>

Wynika stad, ze zbidr 7, jest nieskonczony.

Zauwaz zwiazki

)
)
3)
“4)

&)
(6)



8 Mirkowska & Salwicki/Na tw.Collatza — sprawozdanie — 22 lipca 2021

04(01((56, Y, Z>) = <SL’, Y, Z>
O trojkach zbednych (niepotrzebnych) ...
Trojka wieksza od trojki przydatnej nie musi byc przydatna, moze byc¢ zbedna. PRZYKEAD. Ale
tez od kaZdej trojki dobrej istnieje wigksza od niej trojka dobra.

4.3. Program IC

A wigc mozna realizowaé obliczenia algorytmu Collatza "na trojkach".
Rozwazmy nastgpujacy program. Zaktadamy, ze program IC startuje z wartoSciami x, y, z spel-

niajacymi warunel n - 3* + y = 2° A = Err. Jest to warunek wstgpny obliczen.
[ while 3 + y # 27 (x tj. n # 1 %) do

if y nieparzyste and ((z = 0) or (y < 3°71)) then Err := true; exit fi;
1C: if y parzyste then z 1= z — 1; y := ydiv2; (xn:= § *)
elsex:=x—1; y:=y—3% (xn:=3*xn+ 1 x)fi

od

\ Y
Obliczenie w strukturze tréjek jest zawsze skoficzone. Wynika to z nastgpujacego twierdzenia
algorytmicznej teorii liczb naturalnych AT N.

ATN +Vz{whilex #0doz =2 — 1 0d}(z =0)

Co prawda, moze si¢ zdarzy¢, ze obliczenie takie zakoficzy si¢ niepowodzeniem, Err = true.

4.4. Wiasnosci programu IC

Fakt 8. Kazde obliczenie programu IC' jest skoriczone i albo jest sukces i osiqgnigto jedynke
albo jest btqd i obliczenia algorytmu IC nie mozna kontynuowac.

NpvVn(n-3"+y=2") = {ICHB" +y=2°)V(odd(y) A (x =0Vy <3

-~

(z,y,2)=<1 Error

5. Zbiory W,
6. Hotel Collatza

7. Dowod twierdzenia Collatza

Nasz plan
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(i) Wykazujemy, ze zdanie V,,3, , . n - 3° + y = 27 jest twierdzeniem elementarnej teorii Ar
dodawania liczb naturalnych (teoria Presburgera). Por. Dodatek B A wiec zdanie to
jest prawdziwe w kazdym modelu tej teorii.

(ii) W Dodatku C[I7] pokazaliSmy nieskoficzone obliczenie algorytmu Collatza w niestan-
dardowym, obliczalnym i programowalnym, modelu teorii Ar.

(iti) Wykazujemy, ze istnieje model 9 teorii Ar w ktérym istnieje obliczenie nieskonczone.
Nie zaktadamy przy tym, ze model zawiera elementy nieosiagalne.

(iv) Wykazujemy, ze w kazdym modelu teorii Ar, jesli dla pewnego elementu n obliczenie
algorytmu Collatza jest nieskoniczone, to model ten zawiera elementy nieosiagalne.

(v) Wnioskujemy stad, ze jesli model nie ma elementéw nieosiagalnych to nie istnieja+ ob-
liczenia nieskoniczone.

7.1. Struktura w ktorej program Collatza ma obliczenie nieskonczone

Konstruujemy rozszerzenie teorii Ar (arytmetyki Presburgera) w taki sposéb by wykazaé ist-
nienie struktury w ktorej istnieja obliczenia niesko ficzone algorytmu Collatza. Modyfikacja
polega na tym, ze 1° do alfabetu dodajemy cztery nowe state ¢, c,, ¢, ¢, 1 odpowiednio modyfi-
kujemy zbiér formul, oraz 2° dodajemy dwa nieskonczone zbiory formut Z i Y. Jak tworzymy
zbior Z?

Naszym zamiarem jest wykazanie, ze

1. Przypuszczenie, ze dla pewnego elementu € oblicenie Collatza jest nieskoiczone nie pro-
wadzi do sprzecznosci, i

2. kazda struktuta algebraiczna 971 w ktérej takie obliczenie istnieje, nie jest standardowym
modelem liczb naturalnych.

Naturalnym odruchem chcielibySmy doda¢ negacje formuty stopu dla n = <. Ale formuta ta

( while n # 1 do

if Parz(n)

th div2
e e} enn < ndiv (n=1)
elsen < 3n+1
fi

(| od
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nie nalezy do jezyka pierwszego rzedu. Podobnie nie nalezy do jezyka pierwszego rzedu inna
formuta wyrazajaca tg sama wlasnosé

(if n # 1 then )
if Parz(n)

then n < n div 2
{n+e}) (n# 1) (7

elsen <+ 3n+1
fi

fi

\ Ve

Natomiast, w kazdej strukturze 9t powyzsza formuta (7)) jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy
gdy prawdziwe sa w tej strukturze wszystkie formuty nastgpujacej postaci

{nei(n#1),
{n < e{if Parz(n) thenn <— ndiv2elsen < 3n+ 1fi}(n # 1),

{n «+ e}{if Parz(n) thenn < ndiv2elsen < 3n+1fi}'(n # 1),

Kazda z tych formut jest rownowazna pewnej formule pierwszego rzgdu, ktéra juz nie zawiera
programéw. Eatwo to wykazaé postugujac si¢ aksjomatami instrukcji przypisana, np. {n <
ef(n > 1) = (¢ > 1)} i aksjomatami instrukcji ztozenia oraz instrukcji warunkowej. Dla
przyktadu podamy ré6wnowaznos¢

{n < e}{if P(n) thenn < ndiv2elsen < 3n+ 1fi}(n # 1)

((P(a)/\e;éQ)\/\(ﬂP( JA3e+1#1 )

false
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Kontynuujac otrzymamy m.in. naste¢pujace formuty

Formula

(o(e) Ne#1)

(e(e) No(5) Ne #2)

(e(e) Ne(5) No(5) Ne #4)

(e(e) Ne(5) Ne(F)No(g) Ne #8)

(e(e) Ne(5) Ne(F) Ne(g) Nol(53) Ae # 16)
e(e) Ae(5) Ae(2) Ae(S) Ae(S) Ao(5) Ae #32)V )
o(e) Ne(Be +1) Ae(35E) Ae(3EE) A 6(35“) No(3E ) Ne #5
(e(e) Ae(5) Ae(S) Ae(Z) Ae(S) AelS) Ao(E) Ae # 64V >
e(e) No(5) Ae(3HL) - Ae #£ 10
e(e) Ne(5) Ne(F) Ne(g) Ne(F5) Nelsz) Aelgg) Aolgsg) A e # 128V
o(e) Ne(Be+1) Ae(352E) -+ Ae # 21V
e(e) No(5) Ae(3EL) - Ae £ 20V
o(e) Ne(Be+ 1) No(3H) - ne#£3

Poziome linie oddzielaja formuty odpowiadajace poziomom drzewa Collatza.
Dodatkowy zbiér aksjomatéw Z sktada si¢ z wszystkich takich formut.

Zbioér Y zawiera wszystkie zdania pierwszego rzgdu réwnowazne zdaniom postaci

(if 37 + y = 2° then )
if odd(y) then
L= Cay r=r—11y:=qy— 31
Y= cy; ' Y=Y (odd(y) = (x> 0Ay > 3))
elsey :=y+2,2:=2—-1
z:=c,
fi
\ ﬁ Vs
gdzie: =0,1,2,...

Zdania ze zbioru Y moéwia: jesli w obliczeniu trojkowym wykonano i krokow, to mozna bedzie

wykonac krok i+-szy, jesli zajdzie taka potrzeba.

Na zbiér Az’ aksjomatéw nowej teorii sktadaja si¢: aksjomaty Ax teorii Presburgera (por. Do-
datek A, strona [14)), zbiér Z, definicje funkcji P2 i P3(por. Dodatek B, strona (17), zdanie

P3(e, c;) + ¢, = P2(c,), oraz zbiér zdai Y.

Nietrudno zauwazy¢, ze zbiér Az’ jest niesprzeczny. Niesprzeczny bowiem jest kazdy skon-

czony podzbidr zbioru Azx’. Dla kazdego skoriczonego podzbioru S, zbioru Axz’,
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wybierzemy jako stalg € liczbe wigksza od jakiejkolwiek liczby wystepujacej w zbiorze Sp.
Postuzymy si¢ twierdzeniem o zwartoSci logiki pierwszego rzedu. Glosi ono: jesli kazdy skon-
czony podzbior pewnego zbioru formut S jest niesprzeczny , to niesprzeczny jest caty zbior S.
Wykorzystujac twierdzenie o istnieniu modelu i uzyskujemy

Twierdzenie 9. Istnieje struktura algebraiczna 9%, w ktérej kazda formuta ze zbioru Az’ jest
prawdziwa.

Whiosek 1. Obliczenie programu Collatza Cl w strukturze 2t dla wrtoSciowania poczatko-
wego v(n) = € mozna dowolnie przedtuzad, tj. jest ono nieskoriczone.

Niech ciag
{e,e1,€9,...,€k,... } bedzie tym obliczeniem.

Whiosek 2. Struktura 91 zawiera nieskoficzony zbiér P taki, ze kazdy element e € P jest
poczatkiem nieskonczonego obliczenia Collatza. Zbior P zawiera kazdy element z nieskonczo-
nego ciagu

{e,e1,69,...,¢6k,...} CP

i ponadto spelnia nastgpujace warunki,
reP = (x+2x)€eP
rePANJr=y+y = yecP
rePNIr=y+y+1 = (r+2x+zx+1)€eP
rePANETe=z+2+1Nc=et+et+e+1l) = ecP

Fakt 10. Zbi6r P i drzewo Collatza sa zbiorami roztacznymi.

7.2. Nieskonczone obliczenie trojkowe

Struktura 9 jest modelem zbioru zdan Y i zdania P3(¢, ¢,) + ¢, = P2(c,). Kazdy poczatkowy
segment nastgpujacego diagramu nieskonczonego jest przemienny.
Przyjete oznaczenia:

K: if n#1 then if n mod 2=0 then n:=n div 2 else n:=3n+1 fi fi
if 3% + y # 2% then

ify -2=0
- theny =y div2;z .=z —1
K: 1
elsey .=y —3""Hx:=x—1
fi
fi.

t jest tréjka (cz, cy, Cz)
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Przyjelismy takze e; = {K }iy(e) oraz t; = {K}p, (t)dlai=1,2,....

K, K, K, K, K

£ SN €1 e E92 =i . Ek —2, Ek4+1 —2 .

T T T T T (Dia)
R, R, R, R, K,

t 2ty sty Ty oty — e — L
- - - - -

Wynika stad

zly |2
czleylez

Fakt 11. Obliczenie tr6jkowe rozpoczynajace si¢ od stanu v : jest nieskoficzone.

Zauwaz, ciag tréjek wymieniony w dolnym wierszu diagramu jest malejacy(!) i nieskonczony.
A to z kolei oznacza, ze w strukturze tej istnieja elementy nieosiagalne.

Ta obserwcja pozwala udowodnié twierdzenie

Twierdzenie 12. (Collatza)

Program C'l ma wlasnos¢ stopu.

Dla kazdej liczby naturalnej n obliczenie programu (w stansardowym modelu liczb natural-
nych) jest skoniczone.

Dowdd:

Niech 91 bedzie jakimkolwiek modelem elementarnej teorii dodawania liczb naturalnych. Jesli
dla pewnego elementu n obliczenie programu C' jest nieskoficzone to struktura ta nie jest izo-
morficzna z modelem standardowym liczb naturalnych. ad

8. Podsumowanie

Nietrudno zauwazy¢, ze przedstawiony dowdd jest okrezny.

Nie potrafimy, na razie, przedstawi¢ dowodu wyprowadzonego w algorytmicznej teorii AT N
z aksjomatOw tej teorii lub np. z prawa Archimedesa, ktére jesttwierdzeniem teorii AT N .
Kolejne zadanie to oszacowanie kosztu algorytmu Collatza, wiemy, ze obliczenia sa skoficzone,
ale nie potrafimy oszacowac ich dtugosci.

Z twierdzenia Collatza potrafimy jednak wyprowadzi¢ kilka ciekaych wnioskéw, o czym napi-
szemy 0sobno.

Podziekowania

Andrzej Szatas znalazt btad w innej, wczesniejszej pracy na temat algorytmu Collatza. Wiktor
Darko zwrdécil nasza uwage na luke w analizie obliczen tr6jkowych.
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9. Dodatek A - Kilka faktéw o elementarnej teorii dodawa-
nia

W rozdziale 4] zaobserwowaliSmy parg pozytecznych faktéw o tréjkach reprezentujacych liczby
naturalne.
Rozwazaé bgdziemy nastgpujacq teorig 7', por. [Grz71] str. 239 i nastepne.

Definicja 8. Teoria 7. = (L£,C, Az) jest uktadem trzech przedmiotow:

L jest jezykiem pierwszego rzedu. Na alfabet tego jezyka sktadaja sig: zbioér V' zmiennych,
znaki operacji: 0,.5, 4, znak relacji réwnosci =, znaki funktoréw logicznych i kwanrtfi-
katoréw, znaki pomocnicze, m. in nawiasy..

Zbiér wyrazen poprawnie zbudowanych to suma teoriomnogosciowa zbioru terméw 7' i
zbioru formut .

Zbiér terméw T jest to najmniejszy zbidr napiséw zawierajacy zbiérzmiennych V' i napis
0 i zamknigty ze wzgledu na reguly: jesli dwa napisy 7, oraz 7, sg termami to termem
jest tez napis postaci (77 + T»), jesli napis 7 jest termem to napis S(7) jest takze termem.
Zbioér formut jest najmniejszym zbiorem napiséw zawierajacym rownos¢i tj. napisy po-
staci (1, = 7o) i zamknigtym ze wzgledu na reguty: jesli napisy « oraz (3 sg formutami to
formutami sa tez napisy postaci

(Vv p), (@np), (a = f), ~a

formutami satez napisy postaci
V.o, 3, «

gdzie z jest zmienna, a « jest formula.

C jest operacja konsekwencji zdeterminowana przez przyjecie aksjomatow logiki pierw-
szego rzgdu (rachunku predykatow) i regut wnioskowania logiki pierwszego rzedu

Ax jest zbiorem formut wyliczonych ponize;.

Vex+15#0 (a)
VoVyr+1l=y+1 = o=y (b)
Ve.x+0==x (©
Yoy (y+ 1) +2=(y+2)+1 (d)
{P(0) AV, [®(x) = P(x+1)] = V,P(x) )

®)
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Tu napis ®(x) nalezy zastapi¢ jakakolwiek formuta. Ostatni wiersz jest wigc schematem induk-
Cji.
Do tego zbioru dodajemy aksjomaty definiujace dodatkowe pojecia

d
Parz(z) 4 dyr=y+y (p)
zdiv2=y=(r=y+yVer=y+y+1) (D2)
3xix—|—x+x (3x)

W teorii 7'y przeprowadzimy dowody paru faktéw znanych z rozdzialu 4} Dzigki temu upew-
nimy sig, ze fakty te prawdziwe g takze w kazdym modelu teorii . Natomiast w rozdziale [7]
postuzymy sig¢ teorig Presburgera

Definicja 9. Teoria Ar = (L£,C, Az) jest uktadem trzech przedmiotéw:

L jest jezykiem pierwszego rzedu. Na alfabet tego jezyka sktadaja sig: zbioér V' zmiennych,
znaki operacji: 0, 4, znak relacji rownosci =.
Zbiér wyrazen poprawnie zbudowanych to unia zbioru terméw 7" i zbioru formut F'. Zbiér
termOw 7' jest to najmniejszy zbidr napiséw zawierajacy zbiérzmiennych V' i napis O i
zamkniety ze wzgledu na reguly: jeSli dwa napisy 7, oraz 7, sa termami to termem jest
tez napis postaci (77 + 7»), jesli napis 7 jesttermem to napis S(7) jest takze termem.

C jest operacja konsekwencji zdeterminowana przez przyjecie aksjomatéw rachunku pre-
dykatow i regul wnioskowania logiki pierwszego rzedu

Ax jest zbiorem formut wyliczonych ponize;.

8

Vex+1#0 (A)
Vox#0 = Jyr=y+1 (B)
VeyT+y=y+2x ©)
VeoyT+(y+2)=(x+y) +z (D)
VeyT+2=y+2 — 2=y (E)
Vor+0=ux (F)
Vor3dy (=y+2Vz=y+zx) (G)
Vo3, (zx=y+yVe=y+y+1) (H2)

Vo3dy (e=y+y+yVe=y+y+y+1lVve=y+y+y+1+1) (H3)
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[ \\/'/
Ve 3y k 2
r=y+y+-+y+lelto 41V
b k2
r=y+y+-Fy+l+l+o+1
e ko1

Do tego zbioru dodajemy aksjomaty definiujace dodatkowe pojecia

Parz(z) =3,z =y+vy
zdiv2=y=(r=y+yVer=y+y+1)

Przypomnijmy pare¢ faktow
F! Teoria 7' jest rtownowazna teorii Ar.[Pre29, Sta84]]
F2. Teoria Ar jest rozstrzygalna. [Pre29].
F3. Ztozonos¢ teorii Ar, czyli koszt udowodnienia [FR79]].

(Hk)

(p)
(D2)

F4. Teorie T'; oraz Ar maja modele niestandardowe, tj. modele zawierajace elementy nieosia-

galne.
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10. Dodatek B- dowod Faktu 1

W tym rozdziale wykazemy, ze zdanie dla kazdego n istniejq x, vy, 2 takie, Ze n - 3* 4+ y — 2% jest
twierdzeniem teorii 7', dodawania. Elementarna teoria 7, dodawania liczb naturalnych zostata
przypomniana w dodatku A.
Dzialania mnozenia i potggowania sa niedostgpne w teorii 7. Ale nie s3 niezbgdne do osia-
gnigcia naszego celu.
Teori¢ T, wzbogacamy o dwie funkcje P2(-) oraz P3(-.-). zdefiniowane w ten sposGb

P2(0) =1 P3(y,0) =y

P2(x +1) = P2(z) + P2(x) | P3(y,x + 1) = P3(y,z) + P3(y,z) + P3(y, x)

Lemat 13. Powyzsze definicje sa poprawne, tzn. twierdzeniami teorii 7 wzbogaconej w ten
sposob sa zdania V3, P2(z) = yiV,, . P2(zx) =y A P2(z) =2 = y = 2.

T, F-v,3,P2(z)=y i

Ty b VeyP2(x) =y AP2z) =2 = y =2

Podobnie twierdzeniami wzbogaconej teorii 7' sa zdania V,, ,3, P3(y,z) = 21V, ., P3(y, z) =
2ANP3(y,x) =u = z=u.

Dowdd przebiega przez indukcje wzgledem zmiennej x.

Potrzebna nam begdzie nastgpujaca definicja relacji mniejszosci a < b s 3. a+ S(c) = b.
Wykorzystujac definicje funkcji P2 oraz P3 napiszemy wyrazenie P3(n, z) +y = P2(z).

Lemat 14. Nastgpujace zdanie jest twierdzeniem wzbogacone;j teorii 77
Vn3ey,-P3(n,x) +y = P2(2)

Najpierw przez indukcj¢ dowodzimy, ze T’y + V,,n < 2". A doktadniej, T, F V¥, n < P2(n).
Latwo sprawdzi¢, ze T + 0 < P2(0). Zatézmy, ze Ty + V,{n < P2(n)}. Nieréwnosé
n+ 1< P2(n+ 1) wynika z dwu nieréwnosci 7, Fn < P2(n)i T F 1 < P2(n).

W podobny sposdb uzyskamy 7'y F P3(n,x) < P2(z) A (z =n+ 2z + x)
Wynika stad, ze T F V,3,,.. P3(n,z) +y = P2(z).
Wiasciwie wykazaliSmy, ze V,, .3, . P3(n, z) + y = P2(z)

11. Dodatek C - przyklad obliczenia nieskonczonego
Niewielu programistow ...

W tym miejscu przypomnimy kilka faktéw mniej znanych spoteczecznosci informatycznej. W
dadatku A opisaliSmy teori¢ Ar dodawanialiczb naturalnych. Jedynym funktorem w jezyku tej
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teorii jest +, mamy tez dwie stale O 1 1 oraz predykat = réwnosSci. Opiszemy strukture alge-
braiczng 9N, ktére jest modelem tej teorii tzn. wszystkie aksjomaty tej teorii sa prawdziwe w
teorii 901. Najpierw opiszey t¢ strukturg tak jak to robig matematycy, potem napiszemy klasg
(tj. modut programu) implementujacg t¢ strukture.

Opis matematyczny struktury niestandardowej

Struktura algebraiczna 91
M= (M;0,1,P;=)

taka, ze M jest zbiorem par (k,w) gdzie element k& € Z jestliczbg catkowita, element w jest
liczba wymierng nieujemna i spetnione sa warunki

(i) dla kazdego elementu (k, w) jesliw = 0to k > 0,
(ii) znaczeniem statej O jest para (0, 0),
(iii) znaczeniem statej 1 jest para (1, 0),

(iv) dziatanie @ dodawania okreSlone jest w nastepujacy sposob
k,w) ® (K, w') Lk + K, w+ w).

Czytelnik zechce sprawdzié, ze kazdy aksjomat teorii Ar jest zdaniem prawdziwym w struktu-
rze 9.

Struktura 9 nie jest modelem algorytmicznej teorii AT N. Elementy struktury (k, w) takie. ze
w # 0 sa nieosiqgalne .tj. dla kazdego elementu =y = (k, w) prawdziwe jest zdanie

—{y := 0;while y # 2o doy := y + 1 od}

Natomiast fragment 91 C 91 ztozony z tych tylko elementéw dla ktérych w = 0 jest modelem
teorii ATN. Elementy struktury 91 nazywamy osiggalnymi. Bardzo waznym twierdzeniem
podstaw matematyki jest

Fakt 15. Struktury 911 91 nie sa izomorficzne. Zob. [Grz71], str. ...

Jak to zobaczymy za chwile, fakt ten ma tez znaczenie dla informatykow.
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Definicja w jezyku programowania

By¢ moze czytelnik zauwazyt juz, ze struktura 90 jest obliczalna. Ponizej podajemy klasg ,
ktéra implementuje strukturg 9I. Implementacja wykorzystuje typ integer, typu wymierane
(ang. rationalNumbers) nie wprowadzamy w sposéb jawny.

unit StrukturaM: class;
unit Elm: class(k,li,mia: integer);
begin
if mia=0 then raise Error fi;
if [i * mia <0 then raise Error fi;
if li=0 and k<0 then raise Error fi;

end Elm;
add: function(x,y:Elm): Elm;
begin
result := new EIm(x.k+y.k, x.li*y.mia+x.mia*y.li, x.mia*y.mia )
end add;

unit one : function:EIm; begin result:= new EIm(1,0,2) end one;
unit zero : function:Elm; begin result:= new EIm(0,0,2) end zero;
unit eq: function(x,y:Elm): Boolean;
begin
result := (x.k=y.k) and (x.li*y.mia=x.mia*y.li )
end eq;
end StrukturaM

Nastepujacy lemat wyraza poprawno$¢ implementacji

Lemat 16. Zbior obiektéw typu Elm z operacja add jest modelem teorii Ar

Nieskonczone obliczenia algorytmu Collatza

Jak wykona¢ algorytm Collatza w StrukturzeM? To proste.
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pref StrukturaM block
var n: Elm;
unit odd: function(x:EIm): Boolean; ... result:=(x.k mod 2)=1 ... end odd;
unit div2: function(x:elm): Elm; ...
begin
n:= new EIm(8,1,2);
while not eq(n,one) do
if odd(n) then
n:=add(n,add(n,add(n,one))) else n:= div2(n)
fi
od
end block;

Czy cos sie zmieni gdy zmiennej N przypiszemy inny obiekt? np. n:= new EIm(19,2,10)?
Nie przejmuyj si¢ jesli nie jestes programistka.
1

Pnizej mozemy obejrze¢ obliczenie algorytmu Collatza dla n = (8, 5).

1 1 1 1 3 3 3 9 9
<87§>> <471>>< 7§>7 < 71_6>7 < 7%% < 73_2>7< 76_4>7< 76_4>7 <27m>7

Zaden z elementéw powyzszego ciagu nie jest standardowa lizba naturalna. Kazdy z nich jest
nieosiagalny. Warto spojrze¢ na przyktad innego obliczenia

< 8 30> < 9 30> < 90 > < 4 90> <22 90> <11 90) <34 270> <17 270>

0
( ?>7 vy 16 )32 ) 732 64
8 0 405 405 1215 1215 1215 1215 3645 3645
< > <267 64> <137 128> <407 128> <207 256> <107 ﬁ> <57 512> <167 m) <87 1024>
3645 3645 33645 3645%3 33645 9%3645
( ) 204 > <27 m> <17 8192> <47 8192 >’ <2’ 2*8192> <17 4*8192>7 <47 4*8192>’ e

I jescze jednoobliczenie.

(19,0), (58,0),(29,0), (88,0), (44,0), (22,0), (11,0), (34,0), (17,0), (52,0), (26,0),
(13,0, (40, 0), (20,0), (10,0), (5,0), (16,0, (8,0, (4,0), (2,0), (1,0)

Whiosek 3. Struktura 91, ktéra opisaliSmy na dwa rézne sposoby jest modelem teorii 7', (mo-
zesz tez powiedzieé, ze struktura ta implementuje specyfikacj¢ zadang aksjomatami teorii Ar),
zaskakuje nieoczywista obecnos$cia w niej elementéw nieosiagalnych.

Inne spostrzezenie

Wnhiosek 4. Wiasnosci stopu algorytmu Collatza nie da si¢ udowodnié z aksjomatéw teorii 7', ,
ani teorii Ar.
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