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Streszczenie. Wykazujemy, ze:

F1) Dla kazdej liczby naturalnej n > 0, obliczenie algorytmu Collatza C, wykonywanne w stan-
dardowym modelu arytmetyki liczb naturalnych jest skoficzone.

F2) W niestandardowym modelu arytmetyki dodawania mozna zaobserwowac obliczenia dowol-
nie przedluzane, tj obliczenia nieskoficzone. Wynika stad, ze wlasno$¢ stopu algorytmu Col-
latza nie jest twierdzeniem elementarnej teorii liczb naturalnych, (i nie jest wyrazalna zadna
formuta pierwszego rzedu).

27 sierpnia 2018

1. Wprowadzenie

W roku 1937 Lothar Collatz zaobserwowat, ze dla dowolnie wybranej przez niego liczby naturalnej
n > 0, ciag okreslony dwoma wzorami
ar =mn

a;/2 gdy a; parzyste
aj+1 = .
3aj +1 gdy a; nieparzyste

zawsze koniczy si¢ na liczbie 1. Collatz sformutowat hipoteze, ze dla dowolnej liczby n > 0, naturalnej,
ciag okreslony powyzszymi wzorami osiaga liczbg 1, tzn. dla kazdej liczby naturalnej n, istnieje liczba
naturalna k, taka ze element a;, ciagu okre§lonego powyzszymi wzorami jest rowny 1.
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Poszukiwaniem dowodu tej hipotezy, lub kontrprzyktadu, zajmowaty si¢ tysiace matematykow i infor-
matykéw od przeszto 80 lat, zob. [3]].

Opublikowano wiele artykutéw. Do poszukiwania ewentualnego kontrprzyktadu zatrudniono komputery
i w ten sposéb sprawdzono, ze hipoteza Collatza jest spetniona przez wszystkie liczby az do 80 - 26,
zob. [1].

W latach 30-tych XX wieku nie istniaty jeszcze komputery. Dzisiaj w jezyku programowania mozna
napisaé nastgpujacy program C

while n # 1 do
C: if n cParzyste then n < n/2 else n« 3n+1 fi
od

Obserwacja poczyniona przez Collatza moze by¢ sformutowana w ten sposéb

Hipoteza 1. Dla kazdej liczby naturalnej n program C ma obliczenie skoficzone.

Zauwazmy, ze wykonywanie programu CP (z podrozdziatu [7.1)), w ktérym dodano polecenie print(n),
wewnatrz petli while, przed instrukcjg if, spowoduje drukowanie ciagu liczb {a;}.

Udowodnimy prawdziwos¢ hipotezy Collatza wykazujac, ze formuta wyrazajaca wtasnos$¢ stopu algo-
rytmu Collatza jest twierdzeniem algorytmicznej teorii liczb naturalnych.

Wykazemy takze, ze hipoteza Collatza nie moze by¢ udowodniona w elementarnej teorii dodawania liczb
naturalnych.

Struktura pracy jest nastgpujaca: w nastgpnym rozdziale wprowadzimy definicj¢ warstw w zbiorze liczb
naturalnych i udowodnimy dwa lematy. W kolejnym rozdziale wykazemy prawdziwos¢ hipotezy Col-
latza. Oméwimy wnioski wyprowadzone z tego faktu i sformulujemy nowe pytania. W kolejnym
rozdziale odpowiadamy na pytanie czy dowdd hipotezy Collatza moze przebiega¢ w elementarnej teorii
dodawania i mnozenia liczb naturalnych.

2. Formula stopu, modyfikacja algorytmu i definicja warstwy

Bedziemy rozpatrywac program C i jego odmiany |’} Wtasnos¢ stopu algorytmu C moze byé wyrazona
na przyktad formuta o takim schemacie

{Ci(n=1)

a wladciwie formuta nastepujaca,

while n # 1do
if n € Parzyste thenn < n/2elsen <+ 3n+1fi p (n=1)
od

lub tak

U{ifn # 1 then if odd(n) thenn <~ 3n+lelsen « n+2fifi}(n =1)

!Zauwaz, ze program CS (zob. podrozdziat ??) jest rtéwnowazny programowi C. Mozna to formalnie udowodni¢.
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Formuta stopu jest najstabszym warunkiem wstgpnym (tj. poczatkowym obliczenia), ktéry gwarantuje,
ze obliczenie programu bedzie skoficzone. Przypomnijmy, ze algorytmiczna teoria liczb naturalnych ma
tylko jeden, z doktadnoscia do izomorfizmu, model. Jest nim standardowa struktura liczb naturalnych z
dodawaniem i mnozeniem. Wynika stad

Spostrzezenie. Hipoteza Collatza jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy formuta stopu algorytmu
Collatza jest twierdzeniem algorytmicznej teorii liczb naturalnych.

d
Przyjmijmy nastepujaca definicje d(n) i (I n = 2F), a wigc boolowska funkcja d(n) odpowiada na
pytanie czy liczba n jest potega dwojki.
Nasz program C mozemy zastapi¢ réwnowaznym programem CS:

program CS;

Boolean function d(n) &£

m :=n; inS0 := true;
while m # 1 do if odd(m) then inS0 := false; exit else m :=m/2 fi od,
result := inS0
while —d(n) do
ifodd(n) thenn < 3n + lelsen < n/2fi
od

Program C koriczy obliczenie wtedy i tylko wtedy, gdy obliczenie koriczy program CS. Latwo zauwazy¢,
ze obliczenia programu CS obarczone sa narzutem (na dlugos¢ obliczenia) w poréwnaniu do programu
C. Narzut ten nie jest w tej chwili dla nas najwazniejszy. Zauwaz, ze badanie czy n jest potega liczby 2
mozna wykonaé w log n krokach. W programie CS postugujemy si¢ algorytmem definiujacym funkcije
boolowska d(n).

Nalezy wigc wykazaé prawdziwo$¢ ponizszej formuty

if—(d(n)) then
if odd(n)
U K: thenn < 3n+1 (d(n)) (LC)

elsen <+ n+2
fi

fi

Formuta stopu jest rownowazna nastgpujacej formule
(@) v |J { if-d(n) then K & } ({ if~d(n) then K fi } (d(n))) (LCH)

co jest rownowazne kolejnej formule

2
if—d(n) if—d(n) if—d(n)
(d()) v ({ then K fi } (d(n))> vU { then Kf } { then K fi } (@) | @)
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kolejna formuta rownowazna formule [LC| wyglada tak

if—d(n) if~d(n) ) if—d(n) if—d(n)
dn)V< then K ;d(n)V{ then K d(n) Vv U then K then K d(n)
fi fi fi fi
(LC3)
Zobaczmy i-tg kolejna formute réwnowazna formule stopu[LC| ma ona nastgpujaca postaé
if —d(n)
d(n) Vv then K d(n) |V
fi
if ~d(n) )~ if —d(n)
then K dn) Vv ... then K } d(n) |V (LCi)
fi fi
if —d(n) if ~d(n) )
U then K then K d(n)
fi fi

Formuta ta jest rtéwnowazna nastgpujacej, zastosowaliSmy aksjomat instrukcji warunkowej Axaq

d(n)V —d(n) A K d(n)V —d(n) A K—d(n) A K* d(n) VvV
\Ox/ 1x 2%
—d(n) A K—d(n) A K*=d(n) A K3 d(n) Vv

3x

=d(n) A K=d(n)... A K" '=d(n) A K" d(n) Vv
X
if —d(n) if —d(n)
U then K then K d(n)
fi fi

i+1

Sktadniki tej alternatywy to coraz dluzsze koniunkcje. Struktura tych sktadnikéw jest jednak bardziej
skomplikowana. Program oznaczony symbolem K jest instrukcja warunkowa. Zastosowanie aksjomatu
instrukcji warunkowej sktania nas do rozpatrywania formut jeszcze bardziej ztozonych. Np. sktadnik
opisujacy warunek zakonczenia obliczen po jednokrotnym wykonaniu instrukcji K jest alternatywa

if —d(n) then
if odd(n)

thenn <« 3n+1 d(n) | < ( ~d(n) An = 3n - Lid(n) v ) : (I1x)

-d =24
elsen < n+2 (n) A{n = yd(n)

| fifi
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Drugi czton tej alternatywy mozna odrzucié, poniewaz koniunkcja —d(n) A d(n/2) ma wartosc¢ fatsz, dla
kazdego n.

Inspirujac si¢ powyzszymi obserwacjami przyjmujemy nastgpujaca definicje indukcyjna ciagu warstw
tj. podzbioréw zbioru N

Definicja 1.
So L f{neN:Jkn=2"
S L fmeN:n>1A3n+1€S)
Sa 4 {neN:n/2€85}
Sit1 4 {n € N : n jest nieparzystei3n + 1 € S; lub n parzystein/2 € S;}

Hipoteza Collatza jest rownowazna nastgpujacemu zdaniu

Hipoteza 2. Warstwy .S; stanowia pokrycie zbioru V.

vUs
=0

Pobiezne badanie wlasciwosci warstw Sy, przynosi nastgpujace obserwacje:
(S; # () Kazda warstwa jest nieskoficzonym ciagiem rosnacym.
(Sp) Warstwa .Sy ma oczywiste wtasnosci.
ap=2F  dla k=0,1,..
Zbadanie czy liczba n nalezy do warstwy Sy wymaga nie wigcej niz log n krokéw.

(S1) Do kolejnej warstwy Sp naleza liczby {5, 21,85, 341, ...} . Elementy tej warstwy mozemy wyz-
naczy¢ postugujac si¢ nastepujacymi zaleznosciami a; = 5, aji1 =4*a; +1
Element warstwy 57 0 numerze j ma wartos$¢

aj = (220+Y —1)/3  dla j=1,2,3,...
(S2) Warstwa Sy opisana jest wzorem by = 10, bj41 =2 (4xbj +1).
Czyli A
by =2-(220F) —1)/3  dla j=1,2,3,...

(n € S;) Nalezenie liczby n do warstwy .S; wyraza si¢ prostym algorytmem, zob. Dodatek A.

Lemat 1. Warstwy sg parami roztaczne.Dla [ # p zachodzi S; N .S, = 0,
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Proof:

Zat6ézmy przeciwnie, ze S; N S, # (. Bez zmniejszenia ogdlnosci rozwazan mozna ptzyjaé, ze | < p i
ze | jest najmniejsza liczba taka, ze zachodzi S; N S, # 0, dla jakiegokolwiek p. A wiec istnieje liczba
m taka, ze m € Sporazm € Sp, | < p. Jesli m jest liczba parzysta to m/2 € S;_y orazm/2 € S,_;.
Jesli m jest liczba nieparzysta to 3m + 1 € S;_j oraz 3m + 1 € Sp_1.

OtrzymaliSmy sprzeczno$¢ z zatozeniem, ze liczba [ jest najmniejsza liczbg o zatozonej wtasnosci. O

Naszg hipotez¢ mozna wigc sformutowac w nastgpujacy sposob.

Hipoteza 3. Zbiér warstw .S; stanowi rozbicie zbioru V.

Dotaczmy jeszcze jedng tatwa obserwacje

Lemat 2. Jesli liczba n nalezy do warstwy Sky1, to po wykonaniu instrukcji {if odd(n) then n <+
3n + 1 else n < n + 2 fi} nowa warto$¢ zmiennej n nalezy do warstwy Sk.

(n € Skyr1) = {if odd(n) thenn < 3n+ lelsen <+ n+2fi}(n € Sg) (1)

Nietrudno udowodnié nastgpujace spostrzezenie

Lemat 3. Jedli liczba n nalezy do ktérejkolwiek warstwy S;, to algorytm Collatza rozpoczynajac oblicze-
nie od n osiaga 1 po skoficzonej liczbie krokow.

00 while -(n = 1) do
VnnGUSi = if odd(n) thenn < 3n+lelsen <+ n/2fi p(n=1)
=0 od

3. Algorytm Collatza nie zapetla si¢

W tym rozdziale wykazemy, ze program Collatza wykonywany w standardowej strukturze liczb natu-
ralnych ma wiasnos¢ stopu. Udowodnimy mianowicie, ze formuta stopu [LC]jest twierdzeniem algoryt-
micznej teorii 74. W dowodzie wystapia trzy teorie algorytmiczne T4, Tg, Tyw. Wszystkie te teorie maja
ten sam alfabet i jezyk L tj. zbiér wyrazen poprawnie zbudowanych, wszystkie trzy teorie maja tg sama
operacje syntaktycznej konsekwencji C tzn. wykorzystuja ten sam zbidr aksjomatéw i regut wnioskowa-
nia rachunku programéw AL, zob. rozdziat[0] Dodatek D. Réznice wystepuja w zbiorach aksjomatéw
specyficznych, pozalogicznych.

B) Teoria 7p mogtaby zosta¢ pominigta. Prezentujemy ja z powodéw dydaktycznych, czytelnik
zechce dostrzec podobiefistwa i réznice dwu innych teorii, jakie maja znaczenie dla dowodu
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twierdzenia Collatza. Teoria 7 = (L£,C, B) ma nastgpujacy zbiér aksjomatéw B (oprécz ak-
sjomatéw rachunku programéw AL, te sa podane w rozdziale [9).

No) V20 # s(x)

N1) Vays(@)=sly) = z=y
5. ) Do) Ve0ta—a

Di) Vou,(y+)+ax=(x+y) +1

R) P(0)=0

P)) V. P(s(z)) ==

Aksjomaty teorii 7p sa formutami z jezyka pierwszego rzedu. Natomiast jezyk £ zawiera pro-
gramy i formuty algorytmiczne, rachunek programéw AL jest systemem dedukcyjnym C tej teorii.

A) Teoria Ty = (£,C,.A) ma ten sam jezyk i t¢ sama operacje syntaktycznej konsekwencji. Zbior
aksjomatéw tej teorii A = B U {P3} to zbidr aksjomatéw teorii Tp uzupetniony nastgpujaca
formuta algorytmiczna

P3) VYV, {whilex # 0do z + P(z)od}(x =0)
Wiadomo, ze kazdy model tej teorii jest izomorficzny z modelem standardowym [4]p.123.

Teoria Ty = (L,C, A) jest wiec zupe}neﬂ Zapamigtajmy to.

W) Rozpatrzymy z kolei, teori¢ Ty = (£,C, W). Aksjomatami tej teorii sa zdania ze zbioru 3 oraz
nastgpujace zdanie
while —d(n) do
Vn if odd(n) thenn «+ 3n+ lelsen + n/2fi ; (d(n)) (Lc)
od

Tak, to nie pomyika.(!)
Zbiér W = B U {L(]}. Formuta[LC} jest formuta stopu algorytmu Collatza.
Wykazemy, ze twierdzeniem teorii Ty jest formuta Ps.

Lemat 4.
Tw F VY, {while z # 0do z < P(z) od}(z =0)

Dowdd lematu znajdziesz w dodatku A, rozdziat 6]

Dowdd twierdzenia Collatza przebiega w nastgpujacy sposob. Zwr6é uwage, jest to dowdd posredni.

1. Formuta P3 , aksjomat teorii 74, jest twierdzeniem teorii Tyy. Pozostate aksjomaty teorii 74 sa
aksjomatami teorii Tyy .

"Definicja. Teoria T jest zupetna wttw gdy dla kazdego zdania ¢, albo zdanie ¢ jest twierdzeniem teorii 7" albo zdanie to jest
sprzeczne z aksjomatami teorii 7.
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2. Zbior twierdzen teorii T4 jest podzbiorem zbioru twierdzen teorii Tyy .

Theorems(74) € Theorems(7yy)

3. Teoria T4 jest zupelna. A wigc zupetna jest tez teoria Ty z ktérej wyprowadziliSmy aksjomaty
teorii T 4.

4. Zbiory twierdzen tych teorii sa wigc réwne T'heorems(Ty) = Theorems(Ty ). A wige

Ta HLC

Twierdzenie 5. (Collatza) Kazde obliczenie algorytmu Collatza w standardowej strukturze liczb natu-
ralnych z dodawaniem jest skoficzone.

g.e.d.

4. Uwagi i wnioski

* Powyzej przedstawiliSmy dowdd posredni. WykazaliSmy istnienie dowodu. Warto i trzeba skon-
struowaé dowdd bezposredni.

* Podac funkcj¢ o(n) — ograniczenie liczby krokéw algo Collatza.
* Czy funkcja o(n) jest pierwotnie rekurencyjna?

* Algorytm Collatza wyznacza numer warstwy... Funkcja przyporzadkowujaca liczbie n numer
jej warstwy jest funkcja czgSciowo-rekurencyjna — to jest obserwacja Collatza. Nasz dowdd
przekonuje, ze jest to funkcja ogélnie-rekurencyjna czyli obliczalna.

5. Algorytm Collatza moze si¢ zapetli¢

W tym rozdziale rozpatrywac bedziemy struktury dodawania i rozmaite teorie sformalizowane dotyczace
takich struktur. Rozpatrujemy klasg K modeli elementarnej arytmetyki dodawania. Klasa ta zawiera
model standardowy i modele niestandardowe.

Definicja 2. System algebraiczny (tj. strukturg danych) typu
<X? +7 07 1>

bedziemy nazywac modelem elementarnej arytmetyki dodawania wtedy i tylko wtedy gdy 1°) X jest
zbiorem, symbol + oznacza dwuargumentowa operacj¢ okreslona dla kazdej pary elementéow x,y € X,
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01 1 sa statymi i ktéry 2°) spetnia nastgpujace warunki
Ve0#x+1
Veyr+l=y+l=x=y
V.04+2x =2
Voy W+ 1) +z=(y+z)+1
a takze zapewnia prawdziwo$¢ kazdej formuty o ponizszym schemacie,
symbol & oznacza dowolng formutg pierwszego rzedu
{P(x/0) AV (P(x) = (x4 1))} =V, D(2)

g

Symbol K oznaczaé bedzie klase struktur dodawania. Klasa K zawiera standardowy model liczb natu-
ralnych i r6zne struktury nie izomorficzne z modelem standardowym.
W szczegodlnosci modelem niestandardowym jest struktura opisana w Dodatku C. Podsumujmy to

Fact 5.1. Algorytm Collatza ma w niestandardowym modelu arytmetyki dodawania obliczenie nieskonc-
zone dla n bedacego niestandardowym tj. nieosiggalnym elementem tego modelu.

W polaczeniu z twierdzeniem Collatza mozemy sformutowaé nastgpujace twierdzenie

Twierdzenie 6. Jezeli w pewnej strukturze dodawania algorytm Collatza ma obliczenie nieskoficzone
dla pewnego n to struktura ta jest niestandardowym modelem arytmetyki dodawania liczb naturalnych.

Whiosek 1. Wtasnos¢ stopu algorytmu Collatza nie jest wyrazalna zadna formula elementarnej teorii
dodawania.

6. Dodatek A — dowod lematu [4)

Nalezy wykazad, ze formuta V,, {while x # 0 do z < P(z) od}(x = 0) jest twierdzeniem teorii Tyy .

W dowodzie symbol K oznacza program {if odd(n) then n <— 3n + 1 else n < n/2 fi}.

Relacja n € S, jest obliczalna przez uproszczong wersj¢ algorytmu C. Zgodnie z definicja liczba n
nalezy do warstwy S, wtedy i tylko wtedy gdy algorytm Collatza CS zatrzymuje sie po x krokach.

Definicja 3. Relacjan € Sy, jest definiowana przez nastgpujaca deklaracje funkcji w(n, k)
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Boolean function w(n, k) L

m = n;
if £ = 0 then result := d(m)
else
1:=1;
whilei < k A —d(m)do result
if odd(m) then m := 3m + 1 else m := m/2 fi;
1:=1+1
od;
result := (i = k) A d(m)
fi;

Zauwazmy, ze dla kazdej liczby naturalnej x, istnieje liczba naturalna n, ktéra nalezy do warstwy o
numerze x. Zachodzi wigc warunek w(n, x).
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Vzan w(n, ) kazda warstwa z jest nie-
pusta
while —d(n) do w
K d(n) to jest aksjomat teorii Ty
od
while —d(n) do
d(n) to jest twierdzenie Ty,
2+ P(z) zastosowano  pomocnicza
od regute wnioskowania[AuxT]

zob. [5]] s.110
while —w(n,0) do

K
w(n,0) warunki d(n) i w(n,0)
2+ P(z) sa rdwnowazne, stosujemy

od regule

while —w(n,0) A w(n,z) do

K w(n,0)A .
warunek  w(n,z)  jest
z «+ P(z) w(n, z niezmiennikiem programu
od {K;x <+ P(z)}, por

Lemat 2. Wykorzystujemy
tez pomocnicza regule

,zob. ponizej
while -z = 0 A w(n, z) do

K < 7 0N ) warunek z # 0 A w(n,x)
)

z ¢ P(z) wynika z —w(n,0) A
od w(n, x)

while -z = 0do

K
x=0 mozemy opusci¢ warunek
z « P(z) w(n,z) bo jest on stale
od spetniony, na poczatku do x

dobrano n tak by zachodzit
ten warunek

while -z = 0do

x <+ P(x) z=0 mozemy opuscié program
od K bo nie wystgpuje w nim
zmienna x

g.e.d.
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W dowodzie postugujemy si¢ pomocniczymi, wtérnymi regutami wnioskowania rachunku programéw

as Ko, as KMo

Aux1

{while @ do M od}—a & {while a do M; K od}(—a) (Aux)
a = 0

Aux2

{while 3 do M od}-8 — {while a do M od}(-a) (Aux2)
W kroku 5 korzystamy z nastgpujacej pomocniczej reguty wnioskowania AL:
0 = Mo
(Aux3)

d A {while v do M od}—y = {whileydo M od}(—y A )

7. Dodatek B — programy

7.1. Program Collatza drukuje

Ponizszy program pozwala przekonac sig¢, ze program C jest odpowiednikiem sformutowania induk-
cyjnego.

while n # 1 do

print(n);

if n cParzyste then n < n/2 else n« 3n+1 fi
od

CP:

8. Dodatek C - przyklad obliczenia nieskoniczonego

Tu napisaé podobnie jak w dodatku A do pracy o algo Euklidesa.

8.1. A class implementing nonstandard model of theory 7/,

In this section we present a class Cn that implements a programmable and non-standard model 2t of
axioms of addition theory 7 h; (cf. section. ??). We show that Euclid’s algorithm, executed in this
model has infinite computations.

It is well known that the set of axioms of the theory 7 h; has non-standard models. We are reminding
that the system
M = (M, zero, one, s, add, subtract; equal, less)

where

e The set M is defined as follow
(k,xye M={k€e ZANz e RANz>0AN(x=0 = k>0)}

here k is an integer, x is a non-negative rational number and when x is 0 then £ > 0,
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* the operation addition is defined component wise, as usual in a product,
* the successor operation is defined as follow s((k,x)) = (k + 1, z),

* constant zero 0 is (0, 0).

* relation less has a type w + (w* + w) - n

is a non-standard and recursive(i.e. computable) model of axioms of theory 7T h;.

Now, class Cn is written in Loglan programming language [6]]. This class defines and implements an
algebraic structure €. The universe of the structure consists of all objects of the class NC'N (this is an
infinite set). Operations in the structure € are defined by the methods of class Cn: add, equal, zero and
s. All the axioms of the algorithmic theory 7 h are valid in the structure €, i.e. the structure is a model
of the theory. We show that for some data the execution of Euclid’s algorithm is infinite.

unit Cn: class;

[ unit NSN : class(intpart, nomprt, denom : integer);

begin
if nomprt = 0 and intpart < 0 orif nomprt x denom < 0 orif denom = 0
then raise Fxception fi

end NSN;

unit add : function(n, m : NSN) : NSN;
begin result := new N.SN (n.intpart + m.intpart,

n.nomprt * m.denom + n.denom x m.nomprt, n.denom * m.denom) end add;

unit subtract : function(n,m : NSN): NSN;
begin if less(n, m) then result := zero
else result := newN SN (n.intprt — m.intprt,
n.nomprt * m.denom — n.denom * m.nomprt, n.denom * m.denom) fi

end subtract;

unit equal : function(n, m : NSN) : Boolean;
begin result := (n.intpart = m.intpart) and

(n.nomprt x m.denom = n.denom * m.nomprt) end equal;

unit zero : function : NSN;

begin result := new NSN(0,0,1) end zero;

unit s : function(n : NSN) : NSN;

begin result := new NSN (n.intpart + 1, n.nomprt, n.denom) end s;

unit [ess : function(n,m : NSN) : Boolean;

begin if n.nomprt = 0 andif m.nomprt = 0 then result := n.intprt < m.intprt
else if n.nomprt = 0 andif m.nomprt > 0 then result := true
else if n.nomprt > 0 andif m.nomprt = 0 then result := false

else if n.intprt = / = m.intprt then result := n.intprt < m.intprt

else result := n.nomprt * m.denom < n.denom * m.nomprt fifififi end less

end Cn;
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Theorem 8.1. The algebraic structure € which consists of the set |[NSN| of all objects of class NSN
together with the methods add, s, equal and constant zero, equal, less

¢ = (|[NSN|, zero, s, add, subtract, equal, less)
satisfies all axioms of natural numbers with addition operation, cf. section ??.

Proof:
This is a slight modification of the arguments found in Grzegorczyk’s book [2]p.239. O

Example 8.1. One can easily extend class C'n adding two functions: even and div2. Class C'n extended
in this way brings a counterexample to Collatz hypothesis c.f.[3]. An attempt to execute the program C
for n = new NSN (8,1, 2) results in an infinite computation.. The computation never reaches s(zero),
i.e. new NSN(1,0,2).

n explanation

new NSN(8, 1, 2)

8, 1) is even; divide by 2

(8,3

new NSN4, 1, 4) (4, 1) is even; divide by 2

new NSN(2, 1, 8) (2, §) is even; divide by 2

new NSN(I, 1,16) (1, &) is odd; multiply by 3; add 1
new NSN(4, 3,16) (4, %) is even; divide by 2

new NSN(2, 3,32) (2, 3%) is even; divide by 2

new NSN(1, 3,64) (1, &) is odd; multiply by 3; add 1
new NSN(4, 9,64) (4, 6%) is even; divide by 2

new NSN(1, 3%, 2%*2)  at step 3i 4 1 the value of n is (1, 2;;%)

A) This means that halting formula of Collatz program is not a theorem of theory 7 h;.

B) Note, the program C makes no use of multiplication operation. Hence, it seems unlikely that the
halting formula is a theorem of theory 7 ho. By Tennenbaum’s theorem(7]] it is impossible to construct a
programmable (recursive) and non-standard model of Peano arithmetic. However it suffices to show that
there is a non-standard model of Peano arithmetic (i.e. of theory 7 hs) such that the functions even and
div2 are recursive. This need not to contradict Tennenbaum theorem.

9. Dodatek D — Kroétka prezentacja rachunku programow

Tu bedzie o AL (per genus proximus et differentia specifica) a takze aksjomaty i reguty wnioskowania.

9.1. A short exposition of calculus of programs

The reader familiar with the algorithmic logic [4] can safely skip the rest of this section. For the conve-
nience of other readers we offer a few words on the calculus of programs and in the following subsection
we are listing axioms and inference rules of the calculus.
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A formalized logic £ is determined by its language L and the syntactic consequence operation C,
L = (L,C). How to describe the difference between first-order logic FOL and algorithmic logic AL?
The language of algorithmic logic is a superset of the language of first-order logic, it is also a superset
of deterministic while programs, moreover, it includes algorithmic formulas and is closed by the usual
formation rules. In the language of AL we find all well formed expressions of FOL. The alphabets are
similar. However, the language of AL contains programs and the set of formulas is richer than the set of
first-order formulas.

As you can see the language W F 41, contains programs. Moreover, the set of formulas F 47, is a
proper superset of the set of first-order formulas Froy,.

program calculus AL
WEFFar ={Tar UFar UPar}

Fror & Far
predicate calculus FOL calculus of program schemes PAL
WFFror = {Tror U FrorL} WFFpar = {Fpar UPpar}

7

propositional calculus PL
WFFpr ={FpL}

Figure 1. Comparison of logical calculi w.r.t. their WF F sets

The set W F 41, of well formed expressions is the union of three sets: set of terms (programmers
may say, set of arithmetical expressions), set of formulas (i.e. set of boolean expressions) and the set of
programs.

Definition 9.1. The set of ferms is the least set of expressions 7" such that
* each variable z is an element of the set 7',
* if an expression 7 belongs to the set 7', then the expressions s(7), P(7) belong to the set T,

« if expressions 7 and o belong to the set 7', then the expressions (7 + o), (7 * o), (7 - o) belong
to the set 7. g

The set of formulas we describe in two steps.

Definition 9.2. The set of open formulas is the least set Fp of expressions such that

* if expressions 7 and o are terms, then the expressions (7 = o), (7 < o) are open formulas,
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if expressions « and (3 are open formulas, then the expressions (a A ) (aV ), (¢ = ), ~«
are open formulas. U

Definition 9.3. The set of programs (in the language of theories 7 hy, T ho, T h3) is the least set P of
expressions, such that

If x is a variable and an expression 7 is a term, then the expression x := 7 is a program. (Programs
of this form are called assignment instructions. They are atomic programs.)

if expressions K and M are programs, then the expression { K; M} is a program,

if expression ~ is an open formula and expressions K and M, are programs, then the expressions
while v do M od and
if v then K else M fi are programs. O

We use the braces { } to delimit a program.

Definition 9.4. The set of formulas is the least set of expressions F’ such, that

each open formula belongs to the set F/,

if an expression K is a program and an expression « is a formula, then the expression K « is a
formula,

if an expression K is a program and an expression « is a formula, then expressions | J K o and
() K « are formulas,

if an expression « is a formula, then the expressions V, « and 3, « are formulas,

if expressions « and /3 are formulas, then the expressions (a A 3) (a V ), (o = ), -« are
formulas. O

Following Tarski we associate to each well formed expression of the language a mapping. The meanings
of terms and open formulas is defined in a classical way. Semantics of programs requires the notion
of computation (i.e. of execution). For the details consult [4]. Two facts would be helpful in reading
further:

The meaning of an algorithmic formula K« in a data structure 2{ is a function from the set of
valuations of variables into two-element Boolean algebra B defined as follow

ag(Ky(v)) if the result Kg(v) of computation
df at initial valuation v is defined,
false otherwise i.e. if the computation

of program K fails or loops endlessly.

This explains why the formula ?? expresses the halting property of the program ??.
Define K'« by induction: K%a = a and K'*la = KK'a.
We read the formula | J K « as there exists an iteration of program K such that K'o holds, and
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N K a means for each iteration of program K formula K'«a holds.
The signs | J and (") are iteration quantifiers. The meaning of these formulas is defined as follow.

(U Kaa(w) L tawb. {(Ka)a(v) bien

(N E)a) L g1b. {(Ka)a(v)}ien

* The calculus of programs i.e. algorithmic logic, enjoys the property of completeness. For the
theorem on completeness consult [4]].
9.2. Axioms and inference rules of program calculus AL

For the convenience of reader we cite the axioms and inference rules of algorithmic logic.
Note. Every axiom of algorihmic logic is a tautology.
Every inference rule of AL is sound. [4]

Axioms

axioms of propositional calculus
Azy ((a=B) = ((B=16) = (a=49)))

Azy (= (aVf))

Azy (8= (aVp))

Azy ((a=0) = ((B=10) = ((aVp)=19))
Azs ((a A B) = «)

Azg (N B) = B)

Azg (6= a)= (0= ) = (6= (aAp))))
Azg ((a = (8= 19)) & (@A p)=10))

Azg ((a A —ar) = f)

Az ((a = (a A —a)) = —a)

Az1y (aV —a)
axioms of predicate calculus

Aziy ((Vo)a(r) = a(z/T)))

where term 7 is of the same type as the variable x
Az (Vr)a(z) < —(3z)-a(x)
axioms of calculus of programs
Aws K((3n)a(@)) < (3y)(Kala/y)) fory ¢ V(K)
Az1s K(aV p) < (Ka)V (Kp))
Az K(aNp) < (Ka) A (Kp))
Az K(—a) = —(Ka)
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Arig ((z:=71)y & (v(@/7) A (@ = 7)true)) A((q =)y < (/7))
Axq9 begin K; M end o & K(Ma)

Azyg if ythen K else M fia < ((—y A Ma) V(v A Ka))

Azo; while ydo K od o < ((—y Aa) V (v A K(while vy do K od(—y A «))))
Ao ﬂKoz < (aA (KﬂKoz))

Azgs | JEa = (av (K| JKa))

Inference rules

propositional calculus

Ry a,(aﬁéﬁ) (also known as modus ponens)
predicate calculus
R _lo@) =8
((Fr)afz) = B)
g (8= @)

(8 = (Va)a(z))

calculus of programs AL

(a = p)
f2 (Ko = Kp)
R {s(if v then K fi)'(—y A a) = Blien
3 (s(while v do K od «) = )
Ry {(K'a = B)}ien
(UKa = p)
R {(a = K'B)}ien
i (a = NEKB)

In rules R¢ and Ry, itis assumed that z is a variable which is not free in 3, i.e. * ¢ F'V(3). The rules
are known as the rule for introducing an existential quantifier into the antecedent of an implication and
the rule for introducing a universal quantifier into the successor of an implication. The rules R4 and Rs
are algorithmic counterparts of rules Rg and R7. They are of a different character, however, since their
sets of premises are infinite. The rule R3 for introducing a while into the antecedent of an implication
of a similar nature. These three rules are called w-rules. The rule R; is known as modus ponens, or the
cut-rule.

In all the above schemes of axioms and inference rules, «, 3,  are arbitrary formulas, v and ' are
arbitrary open formulas, 7 is an arbitrary term, s is a finite sequence of assignment instructions, and K
and M are arbitrary programs.

Twierdzenie o petnosci rachunku programéw
Twierdzenie o nieistotnosci definicji
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