SpecVer & LEM’12 projects XX (2020) 1-20] 1

Dombrova Research

Analiza programu PawelG

Andrzej Salwicki
Dombrova Research

salwicki .at) mimuw edu pl

13 maja 2020

Streszczenie. Badamy krétki program PawelG. Przedstawiamy dwa dowody poprawnosci tego pro-
gramu. Program miesci sie na jednej stronie, a oba dowody wymagaja znacznie wigcej miejsca.
Zwracamy uwage na mozliwoSci oferowane przez rachunek programéw.

Przypatrz sig, zaobserwuj jaka wiedza dysponuje programista, jesli jest Swiadom co ten program
robi, nawet gdy nie przedstawia dowodu.

Wprowadzenie

Naszym celem jest zwrdcenie uwagi na fakt, ze w rachunku programéw mozna wyrazaé semantyczne
wiasnoSci programéw przez pewne formuty i przeprowadza¢ dowody takich formul. Wymiefimy w tym
miejscu, par¢ najwazniejszych wtasnosci semantycznych: wiasnosé stopu danego programu P, popraw-
nos¢ programu P wzgledem warunku wstepnego « i warunku koficowego (3, sa i inne, zob. [1} [2].

Dwie sa drogi prowadzenia dowodéw formut opisujacych wtasnosci semantyczne programéw: a) w
dowodzie badamy wtasnosci obliczeri programu, stany obliczenia itp, lub b) dowdd przeprowadzamy
formalnie, postugujac si¢ tylko formutami, aksjomatami i regutami wnioskowania.

1. Program PawelG

Przyjrzyj si¢ ponizszemu programowi [Sl]. Program jest zapisany w Loglanie’82 [4]], ale nietrudno prze-
pisac¢ go w ortografii innego jezyka programowania. NIE uruchamiaj go teraz!

* Nie jest oczywiste czy program ten coS robi, czy tez jego obliczenie jest nieskoficzone.
* Czy potrafisz odgadna¢ odpowiedz?

* Czy potrafisz wyttumaczy¢ dlaczego inna osoba ma uzna¢ Twoja argumentacje?
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* Czy potrafisz napisa¢ dowdd Twojego twierdzenia bez positkowania si¢ pojeciami stan obliczenia,
obliczenie itp.?

program PawelG; (* autor Pawet Gburzynski, 1983, [5] *)
var A: arrayof integer;
var n, k, j : integer ;
unit DrukujA: procedure;
var j: integer
begin
for j:=1 to n do write( A(j)) od;
writeln
end DrukujA;

unit F: procedure;
var i: integer;

begin
if k=n+1 then
call DrukujA;
else
fori:=1ton
do
if A[i]=0 then
All] ==Kk :==k+1;
call F;
k :=k-1; A[i]:=0
fi;
od;
fi; return
end F;
begin
readin(n);

array A dim(1:n);
forj:=1tondoA[j]:=0od;
k:=1;;
call F;
writeln("Bywaj“)

end PawelG

Sposrdd kilku pytan jakie nasuwaja si¢ po przeczytaniu tego niewielkiego programu warto rozwazy¢
dwa:

* Czy ten program wydrukuje stowo "Bywaj"? tzn. czy obliczenia tego programu sa skoniczone?
* Co ten program wtasciwie robi?

Prosimy Cig by$ spréobowat odpowiedzieé na te pytania NIE uruchamiajac programu. Sprébuj swych sit.
Mozesz przepisac ten program na Twdj ulubiony jezyk (C ?), NIE uruchamiaj go. Nie testuj! Staraj sig¢
odgadna¢ i uzasadnié Twa odpowiedz.

Sprébuj swych sit!
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Nie ma nic ztego w postuzeniu si¢ eksperymentem, tzn. obliczeniem testowym, by sformutowac
twierdzenie o tym czy program zakoficzy obliczenie i co on wogdle robi?

Bledem natomiast jest pozostawanie w przekonaniu, ze z takiego jednostkowego eksperymentu wynika
prawdziwosc¢ takowego twierdzenia. Nawet jesli probne obliczenia wykonano setki tysigcy razy!

Oto nasza teza, ponizej przedstawiamy dwa dowody tego twierdzenia.

Twierdzenie 1. Dla kazdej liczby naturalnej n program PawelG oblicza i drukuje wszystkie permutacje
zbioru {1,...,n} ikoriczy obliczenie.

Jest oczywiste, ze ze wzgledu na rozmiar wynikéw nie mieszcza si¢ one w pamigci, sa sukcesywnie
drukowane. Stanowi to pewien ktopot w sformutowaniu warunku poprawnos$ci programu.
Analize programu zaczniemy od tatwej obserwacji

Fakt 1.
n

((output = wrd) A /\ Alj] = pj) = {call DrukujA}(output = wrd & "p1,p2,...,pn")

j=1
Znak & oznacza operacj¢ konkatenacji (dopisania). Ciag "p1,pa, ..., pn” jest ciagiem liczebnikow re-
prezentujacych aktualne wartosci liczb p1, pa, . .., pn-

Czyli, kazde wykonanie instrukcji call DrukujA spowoduje wydrukowanie wszystkich n liczb zapisa-
nych w tablicy A.

Pozostaje do wykazania, ze

(i) za kazdym razem gdy dochodzi do wykonania instrukcji call DrukujA tablica A zawiera pewna per-
mutacje liczb 1, ..., n oraz

(ii) zostana wydrukowane wszystkie permutacje tych liczb.

2. Dowo6d M — matematyczny, prawie formalny

Zadanie jakie sobie teraz stawiamy to przedstawienie dowodu, w ktérym nie odnosimy si¢ do pojeé:
obliczenia, stanu obliczenia etc. Dowdd ma zawieraé tylko takie formuty, ktére sa albo aksjomatami
algorytmicznej teorii liczb naturalnych, por. podrozdziat[5.1] zobacz tez [2]], albo aksjomatami rachunku
programéw, zob. [[1]], albo wynikaja z zastosowania pewnej reguty wnioskowania rachunku programéw
do pewnego zbioru formut wczesniej udowodnionych. Dla wygody czytelnika w Dodatku (3], umie-
SciliSmy aksjomaty i reguty wnioskowania rachunku programéw oraz aksjomaty algorytmicznej teorii
programoéw. Wielokrotnie stosujemy prawa rachunku zdan i wykorzystujemy wiasnos$¢ ekstensjonalno-
Sci. Zastgpujemy pewng podformutg ¢ danej formuty ¢, formuta 6 wiedzac, ze réwnos¢ 0 = v posiada
dowdd. Nie bedziemy takich przypadkéw rozpatrywac zbyt szczegétowo by nie zmaci¢ dowodu. Do-
puszczamy zastosowanie reguty w w ograniczony sposéb: mozesz mianowicie udowodnié, pewne meta-
twierdzenie stwierdzajace, ze dla kazdego ¢ € N formuta ; posiada dowdd i zastosowaé jedna z w-regut
rachunku programéw R3, Rg, R7.
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Taki dowdd quasi-formalny, moze wigc zawiera nieskonczone podzbiory formut. Tym niemniej,
dowody o jakich myS$limy moga by¢ sprawdzane mechanicznie przez proof-checker. Wigcej o tym w
nieopublikowanym artykule [3]].

Co mamy udowodni¢? Cel nasz zostanie osiagnigty gdy potrafimy wykazac, ze 1°) kazde wykonanie
polecenia call DrukujA spowoduje wydrukowanie pewnej permutacji liczb 1, . .., n, 2°) liczba wykona-
nych polecen call DrukujA jest réwna n! oraz 3°) wydrukowane permutacje nie powtarzaja sie.

Jakie narzedzia, jakie aksjomaty i reguty wnioskowania sa niezbgdne dla przeprowadzenia dowodu?

W analizowanym programie wystgpuja zmienne typu integer i operacje na liczbach catkowitych. Czy
mozemy uznaé, ze do przeprowadzenia dowodu wystarczy algorytmiczna teoria liczb naturalnych AT N?
Zauwaz. w programie PawelG wystepuje atomowa instrukcja procedury call F. Jezyk teorii AT N nie
zawiera takiej instrukcji atomowej, ani (tym bardziej) aksjomatu opisujacego dzialanie tej instrukcji.
Zgadzamy sig, ze deklaracja procedury F' wprowadzona w programie opisuje sposéb wykonania pole-
cenia call F, determinuje jego semantykg¢. Ale dla nas wprowadzenie deklaracji procedury F' oznacza
co$ wigcej, mianowicie, deklaracja procedury F jest schematem nieskoniczonie wielu dodatkowych ak-
sjomatéw postaci

({call F}¢ < {Bodyp})

gdzie ¢ jest dowolnq formuta. Skrét Bodyr oznacza tre$¢ procedury F. Dokladniej, kazda réwno-
wazno$¢ zbudowana wedtug ponizszego schematu jest dodatkowym aksjomatem opisujacym procedurg

F.
(* ponizej znajduje si¢ tre$¢ F tzn. Body_F ) )
block
var i : integer;
begin
if Kk =n + 1then call DrukujA
else

fori:=1tondo

{call F}p & if Af7] =0 then 77
Alil .=k k:=k+1,
call F;
Ali] :=0; k:=Fk —1;
fi
od
fi
| end block

Co wigcej, w powyzszej formule, w tresci procedury F' mozna wszystkie wystapienia identyfikatora ¢
réwnoczesnie zastapi¢ przez dowolny inny identyfikator, por. formute (isub). Méwimy, ze zmienna i
zadeklarowana w bloku jest zmienng zwiazang.

Dowdd twierdzenia |1 bedziemy przeprowadza¢ w algorytmicznej teorii 7”7, ktéra powstaje z algoryt-
micznej teorii liczb naturalnych AT N przez dodanie do jezyka nowej instrukcji atomowej call F, i
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dodanie do zbioru aksjomatéw teorii AT N nieskoriczonego zbioru formut zbudowanych wedtug omo-
wionego powyzej schematu.

Niech §(n, k, i1, ..., ix—1) bedzie oznaczeniem formuty o nastgpujacym schemacie
k—1
I<k<n+1)A A (Q<ij<n) A (Alij] =7)) A
j=1
z:=0;

1<

(S(Tl,,k,il,---;ik—l) forj::]_tondo

e AL (z=n—-k+1)
if A[jj=0thenz:=z2+11f
od
Formute §(n, k, i1, ...,ix_1) czyta sig w nastgpujacy sposéb (jest to jej znaczenie semantyczne):
spetnione sa nastgpujace warunki
(i) liczba naturalna n jest dodatnia,
(i) wartoscia zmiennej A jest n-elementowy obiekt tablicowy,
(iif) liczba naturalna k spelnia podwdjna nieréwno$¢ 1 < k <n+ liliczby 1, ..., k — 1 sa zapisane
w dowolnym uktadzie na pozycjach iy, ..., i1 tablicy A, tj. V?;%A[ij] =7,
(iv) pozostale miejsca tablicy A, oznaczmy je r, ..., Ty, $a rOWne zero, V;”: w Alrjl = 0.

Udowodnimy nastgpujacy fakt.

Lemat 2. Niech wartos$cia zmiennej A bgdzie n-elementowa tablica (wektor) liczb naturalnych. Kazda
formuta o ponizszym schemacie jest twierdzeniem teorii 7~

T/ H (S(H,k,il, c ﬂ'k—l) = {caII F} 5(n,k,i1, . ,ik_l).

Dowod. Dowdd lematu przebiega przez indukcje ze wzgledu na liczbe n + 1 — k, tj. liczbg wolnych
miejsc w tablicy A.

BO)(baza) Niech k = n + 1, tzn. liczba wolnych miejsc jest 0.

Jesli spetniony jest warunek (k = n+1) A §(n, k, i1, ..., 14, ) to tablica A zawiera pewng permutacje
liczb 1,....n, poniewaz zachodzi \_; Ali;] = j.
Jest tautologia formuta

Fo(non+ 1, i) =\ Alij] =4

Instrukcja write(x) nie zmienia wartosci zadnej zmiennej. Wtasnoscia tej instrukcji jest

(y = k) = {write(x)} (y = k)
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Postugujac sie tym faktem dowodzimy, ze jest twierdzeniem teorii 7" implikacja

n

T Fé(n,n+1,i1,...,0,) = {call Druk‘ujA}(/\ Alij] = j)

7j=1
Postgpujac podobnie udowodnimy formutg

((5(n, n+1,i1,...,0,) = {call DrukujA}d(n,n+1,iy,... ,in))
Mozna to zapisaC nieco inaczej
T+ (6(n, ki1, ....in) A k=n+1) = {call DrukujA}é(n,n + 1,i1,...,in)
Korzystamy z reguty wnioskowania ([F+zob. strong[I8)) o instrukc;ji if.

ifk=n+1

then call DrukujA

T’l—(é(n,k,il,...,in)/\k:n+1):> else o(n,m—+ 1,01, ...,1p)
(* tu wstaw cokolwiek *)

fi

Wstawiamy to co potrzeba, dbajac o to by zmienna ¢,, wystepowata tylko w tej instrukcji for.

ifk=n+1
then call DrukujA;
else

for i, := 1 ton do
if Alin] = 0 then

T = (5(n,kyit,....in) Ne=n+1) = Alip) =k ki=k+1; p d(n,n+1,i1,... i)
call F;
Alin) ==0; k ==k — 1;
fi
od
fi

Poniewaz zmienna i, wystepuje tylko w tych kilku liniach to mozemy zastosowa¢ aksjomat instrukcji
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bloku i otrzymamy

block
var i : integer
begin
ifk=n+1
then call DrukujA;
else

fori:=1tondo

T =o(n,n+1,i1,...,0,) = if Afi] = 0 then S(n,n+1,i1,...,i,) (isub)
Alil :=k; k =k + 1;
call F';
Afi] :=0; k:=Fk —1;
fi
od
fi
| end block )

Program wystgpujacy w powyzszej formule to tre$¢ procedury F', mozemy wigc zastosowac ak-
sjomat = deklaracjg¢ procedury F

T Fd(n,n+1,i1,...,0,) = {call F} §(n,n+1,i1,...,ip)
co koniczy dowdd przypadku gdy k = n + 1.

W dalszej czg$ci dowodu wykorzystamy dwie niewielkie obserwacje. Zauwazmy, ze twierdzeniem ra-
chunku programéw, a wigc i teorii 77 jest ponizsza formula

Fakt 2.
(6(n, kv, ..o ig—1) A Alp) =0) = {Alp] :=k; k:=k+1} (6(n,k+1,i1,...,ik—1,ik) A ix =Dp)
(1)
Fakt ten jest tatwa konsekwencja zastosowania aksjomatu instrukcji przypisania Z zatozenia
d(n,k,iq,...,ik—1) wynika, ze tablica A zawiera wszystkie liczby 1,...,k — 1 czyli k/_\i Alij] = .
j=

Ponadto miejsce A[p| tablicy A jest wolne, awigcp #ijdlaj=1,...,k — 1.

Stad wynika, ze { A[p] := k}( A Alij] = j)NA[p] = k. Zkolei, (z = n—k+1) = {k := k+1}(n—k).
7j=1

Wynika stad
k—1 k
((/\ Alij] =j)Az=n—k+1) = {A[p] :=0; k::k+1}((/\ Alijl = ) A (z=n—k))

Podobnie, nastepujaca formuta (2)) jest twierdzeniem teorii 7.
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Fakt 3.
(6(71, k + 17Z.1a . '7ik—17p) A A[p] = k) = {A[p] = 07 k:=k— 1}5(n7k7i17 s 7ik—1) (2)

) (krok indukcyjny)
(zalozenie ) zaktadamy, ze dla kazdego uktadu pq,...,pr_1 liczb naturalnych, nastgpujaca implikacja
jest twierdzeniem teorii 7"

T Eé6(n,k,p1,...,pp—1) = {call F}§(n, k,p1,...,pp_1)-

(teza) Wykazemy, ze dla dowolnego uktadu liczb naturalnych iy, ...,4;_o i n — k + 2 miejsc zerowych
w tablicy A mozna udowodnic, ze

T = 5(n,k‘ —1,4,... ,’L'k_g) = {caII F} 5(’/1,]{2 —1,4,.. .,ik_g).

Oznaczmy miejsca zerowe w tablicy A przez r_,...,r, czylidlaj =k —1,...,n zachodzi A[r;] =
0. Rozpatrzymy po kolei te miejsca zerowe. Zauwazmy, ze dla j = k — 1,...,n mozna udowodni¢
implikacje

Alrjl ==k k:=k+1;
A[rj]:0/\5(n,k—1,i1,...,ik_2)=> call F, (5(n,k—1,i1,...,ik_2)
Alrjl =0k =k —1

Wynika to z Faktéw (2) i . Dlakazdego j = k—1,...,n warunek A[r;] = O0AS(n, k—1,41,...,i5_2)
pociaga za sobg {A[r;| := k; k:=k+1}6(n, k,i1,...,ik—2,7j) (Fakt). Z zatozenia indukcyjnego

d(n,k,i1,...,ig—1,7rj) = {call F} §(n, ki1, ..., ik_2,75)
Teraz wykorzystamy Fakt (3)
o(n, kyit, ... ig—2,75) = {A[r;] =0, k:==k —1}0(n, k — 1,41, ..., 4i5_2).
Z kolei dla A[i] # 0 zachodzi w oczywisty sposob
Al £ 0N S,k — 1,41, ... ip_s) = 6(n,k — 1,41, ... i5_2).
Przyjmijmy nastgpujace oznaczenia

(A[i] £0AS(n ke — 1,44, ..., ip_2) gdyAli] # 0
(Ali] := k;
k=k+1;
Ali)] =0A < call F; d(n,k—1,41,...,i—2) gdyAli] =0
Ali] == 0;
k:=k—-1

&

Hl(n,k: — 1,i1, N ,ik_g)
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W ten sposéb, wykorzystujac aksjomat instrukcji warunkowej if, wykazaliSmy, ze dla kazdego i =
1,...,n twierdzeniem teorii 7~ jest

if Afi] =0 then
Alt] := ks
k:=k+1;

T =8k —1,01,... 0k 2) = call F; S(nk—1,i1,...,105_2)

Ali] == 0;

k=k—1

Zastosujemy nastgpujaca regute wnioskowania pozwalajaca na wprowadzenie kwantyfikatora ogdl-
nego ograniczonego po instrukcji for

Y {P@}O6), ¥ ({PG); PG)}OG) = {P(0)} 9()
=1 Ieiae (wprkwog)
fori < 1ton
do n
P(i) iil o)
od
by uzyskaé
( fori:=1tondo
if Afi] =0 then
All] == k;
k=k+1;
T =6(n,k—1,i1,... 0k 2) = call F; S(nyk—1,i1,... ik _2)
Ali] == 0;
ki=k—-1
fi
[ od
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Wiemy, ze k — 1 # n + 1 jeszcze raz zastosujemy aksjomat instrukc;ji if

if k =n + 1 then call DrukujA else

for i :=1tondo

if Afi] =0 then
Ali] == k;
k=k+1;

T =8(n, k—1,i1,...,i5_2) = call F, S(n,k—1,i1,...,i5_2)
Ali] == 0;
k=k-1

fi

od

fi

ZadbaliSmy o to by zmienna ¢ réznita si¢ od wszystkich innych, mozemy wigc zastosowac aksjomat
instrukcji bloku

block
var i : integer;
begin
if K =n + 1 then call DrukujA else
fori:=1tondo
if A[i] = 0then
Ali] == k;
T = 68(n,k—1i1,...,0k_2) = k:=k+1; S(n,k—1,d1,...,i5_2)
call F,
Ali] == 0;
k=k—1
fi
od
fi
end block

Teraz skorzystamy z deklaracji=aksjomatu instrukcji call F i uzyskamy
T F8(nk—1,i1,...,i2) = {call F}§(n,k —1,i1,...,ix_2).
co koriczy dowdd lematu 2] [J

W ten spos6b udowodniliSmy, ze dla kazdej liczby naturalnej, dodatniej n > 0 program PawelG zakon-
czy obliczenie.
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Pozostaje do wykazania, ze program ten drukuje wszystkie permutacje liczb 1, ..., n.

ZauwazyliSmy wcze$niej, ze kazde wykonanie polecenia call DrukujA drukuje pewna permutacje liczb
1,...,n, zob. str. 5]

Wykazemy, ze polecenie call DrukujA jest wykonane n! razy.

Utatwimy sobie zadanie, wprowadzajac do programu trzy niewielkie zmiany: 1°) dodajemy dekla-
racj¢ zmiennej licz obok deklaracji zmiennych n,k,j, 2°) obok polecenia call DrukujA dopisujemy ;
licz:=licz+1, 3°) w programie gtéwnym, przed instrukcja K:=1 wstawiamy instrukcjg licz:=0;.
Definiujemy warunek poczatkowy

4

a(n, ki1, ... ig_1,w) (5(n, kyit, ..., ig—1) A licz = w)

i warunek koiicowy

= (

B(n, ki, ..., ik_1,w) o(n, kyi1, ... ik—1) A licz=(n—k+1)! —|—w)

Nietrudno teraz udowodni¢ odmieniony wariant lematu [2]

Lemat 3.
T Faln, kig,... ig_1,w) = {call F}B(n, k,i1,..., i1, w).

Dowdd tego lematu nasladuje dowdéd lematu 2]

Gdy k = n to wykonaniu polecenia call DrukujA towarzyszy instrukcja licz:=licz+1.

Jesli k < n i teza jest udowodniona dla k + 1 to instrukcja for jest réwnowazna (n — k + 1)- krotnemu
wykonaniu polecenia ztozonego {A[i]:=k; k:=k+1; call F; A[i]:=0; k:=k-1 }, zmienna i przyjmuje war-
tosci g, . . . , T, 0 ktérych mowiliSmy wczesniej.

Z zatozenia indukcyjnego, kazde takie polecenia powoduje zwigkszenie licznika licz o (n — k)!. Razem
licznik licz zostaje zwigkszony o (n — k + 1)!.

Koniec dowodu lematu

Pozostaje upewnic sig, ze zadna permutacja nie zostata wydrukowana dwukrotnie.
Rzeczywiscie, potrafimy wykazac, ze jesli przyjaé zmieniony warunek koricowy

d o(n,k,i1,...,0k—1) A licz=(n—k+1)! A
B/(n7k7i17"'7ik—1?w) ;f ( (n’ 7217 7Zk 1) e (n + ) +w >

zadna z tych permutacji nie powtarza si¢

Nietrudno teraz udowodni¢ odmieniony wariant lematu [2]

Lemat 4.
T Faln, ki, ... i1,w) = {call F} B (n, ki1, ... ik_1,w).

Nie bedziemy formalizowaé tego dowodu. Mozesz sprobowaé zrobi¢ to samodzielnie. Zacznij od na-
pisania formuly wyrazajacej wtasnoSc dwie permutacje sa rézne. Nasz argument jest prosty. Podczas
wykonywania instrukcji for powtarzamy (n — k + 1) razy czynnos$¢ nastepujaca: dla j = k, ..., n, za-
pisz liczbe k na miejscu A[r;] i na pozostatych (n — k) wolnych miejscach wytwoérz (n — k)! réznych,
permutacji. Widzimy, ze utworzone w ten sposéb (n — k + 1)! permutacje sa rézne, nie ma powtdrzen.

Koniec dowodu lematu []i koniec dowodu twierdzenia 1.
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3. Dowodd G - semantyczny, graficzny — 'jak to dziata''?

W tym rozdziale przedstawiamy argumenty na rzecz twierdzenia [I] korzystajac z wiedzy o tym jak wy-
konywany jest program. Analiza obliczen programu PawelG musi by¢ poprzedzona zrozumieniem jak
przebiega obliczenie, co sktada si¢ na stan obliczenia (stowa konfiguracja i stan obliczenia bgda uzy-
wane zamiennie). Nasze argumenty nie opieraja si¢ na aksjomatach, rozumowanie wykorzystuje intuicje
wspolne programistom z pewnym do§wiadczeniem. By uzyskaé pewnos¢, ze autor i czytelnik podzielaja
wspdlne intuicje, przytaczamy kilka definicji. Intuicje z nimi zwiazane sa podstawa naszych argumen-
tow w tym rozdziale.

W tekscie programu wyodrgbniamy dwa moduty: program i zawarty w nim modut (tj. unit) deklara-
cji procedury F'. Podczas wykonywania programu utworzony zostanie rekord M ain aktywacji programu
i pewna liczba rekordéw aktywacji procedury F'.

Definicja 1. Rekord aktywacji jest ukladem czterech elementéw:
1. stanu lokalnej pamigci rekordu
2. listy instrukcji ,
3. wskaZnika SL. wskazujacego rekord aktywacji w ktérym nalezy szuka¢ zmiennych nielokalnych,

4. wskaZnika DL wskazujacego do ktérego rekordu nalezy przejs¢ w trakcie realizacji polecenia
return,

Kazdy rekord aktywacji zajmuje osobna, skoriczong porcje pamigci. (Na rysunkach kazdy rekord akty-
wacji zajmuje oddzielny fragment rysunku obwiedziony ramka.)

Czytelnik zauwazy, ze rekord M ain nie ma wskaznikéw SL ani D L. Zakorniczenie wykonywania
instrukcji w rekordzie M ain koficzy wykonywanie programu — stad nie ma potrzeby tworzenia
wskaznika DL. Natomiast wystapienie nazwy nielokalnej w rekordzie M ain oznacza, ze tekst
programu jest niepoprawny, taki btad zostanie zasygnalizowany przez kompilator.

Definicja 2. Konfiguracja ( tj. stan) obliczenia programu PawelG jest zbiore rekordéw aktywacji proce-
dury F'irekordu Main programu gtéwnego.

N.B. Niektérzy méwia: instancja procedury zamiast rekord aktywacji.

Definicja 3. Protokdt call wykonania instrukcji procedury call F —realizacja instrukcji procedury polega
na utworzeniu rekordu aktywacji procedury F:

1. przydzielenie porcji pamigci komputera wystarczajacej dla:
2. zapisania warto§ciowania zadeklarowanych w module zmiennych,
3. zapisania wskaZznikéw SL i DL (w przypadku rekordéw aktywacji procedury F),

4. rozpoczecia wykonywania tresci procedury F,
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5. po wykonaniu wszystkich polecen tej instancji procedury F procesor (tj. wirtualny komputer)
wznawia obliczenie w rekordzie aktywacji wskazanym przez wskaZnik DL — tj. wykonuje instruk-
cje return. Komputer usunie niepotrzebny juz zakonczony rekord aktywacji.

To co widaé na rysunku [1] jest faricuchem dynamicznym rekordéw aktywacji. Instrukcje call F powo-
duja tworzenie kolejnych, nowych rekordéw aktywacji i dotaczanie ich do taiicucha wskaZnikiem DL.
Zakonczenie rekordu procedury instrukcja return, powoduje przejscie do poprzedniego rekordu wzdtuz
strzatki DL i usunigcie rekordu zakoriczonego, juz niepotrzebnego.

0 1 0 2
integer k=2, n=8 var integer i=3 var integer i=6
arrayof integer A if k=n+1 then call DrukujA ifk=n+1 then call DrukujA
unit F: procedure . .. else else
array A dim (1:8); fori:=1tondo fori:=1tondo
k=13 return if A[i]=0 then if Ali ] =0 then
call F Ali J:=k; ke=k+1; Ali ]:=k; ki=k+1;
- return
Main call F; callF;
Ali ]:=0; k:=k-1; Ali ]:=0; k:=k-1;
fi fi
call F od od
fi fi
(3) all B (3,6)
Fi1y call F Fion
Rysunek 1. Larncuch dynamiczny rekordéw aktywacji.

Procesor wykonuje instrukcje rekordu aktywacji procedury F lezacego na prawo. Dostgpne sa lokalna zmienna i
oraz zmienne 7, k, j z rekordu aktywacji programu giéwnego, a takze tablica A, - zob. SL. W aktywnym rekordzie
procedury F' wykonywana jest siddma iteracja petli for. W §rodkowym, nieaktywnym w tej chwili, rekordzie F’
wykonano 3 powtérzenia petli for.

Na rysunku[I] przyjeto nastgpujaca umowe:

Definicja 4. Drzewo mozliwych aktywacji procedury F (tj. historii obliczenia).

(i) Korzeniem drzewa jest rekord aktywacji programu gtéwnego Pawel, por. rysunek 2.

(if) Kazdy rekord aktywacji procedury F' jest na poziomie wyznaczonym przez warto$¢ zmiennej glo-
balnej £ i man — k + 1 stanéw. Wynika to z analizy instrukcji fori .. ..

Stany te zgrupowane razem to wezet drzewa H. Stan rekordu aktywacji na poziomie k£ oznaczamy
F(llﬂ«z,---lk—l)

i — wskaznik u dotu to poziom wezta, wskaznik u gory to informacja, ze w tablicy A na
miejscu 4, zapisana jest liczba j,dlaj =1,...,k — 1.

(iii) Wezel na poziomie n ma jednego syna, jest nim rekord aktywacji procedury DrukujA.
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integer k=0
arrayof integer A
array A dim (1:8);
call F

Main

Rysunek 2. Korzeri drzewa aktywacji

F(il,iz,-»-ik) grupa n — k stanéw F(ilvin-'jk) poziom k, liczby 1, . .., k znajduja si¢

) rekordu F,Sil 2y ik) 6 na pozycjach i1, i2,...1, W A

call F ‘\elum

F(i1;i2a-»-ik:ik+1)
{k+1}

poziom k + 1, liczby 1, ..., k, k 4+ 1 na pozycjach i1, 42, .. .4k, tk+1 W A

Rysunek 3. relacja ojciec — syn

Dla kazdego wezta w drzewa H aktywacji procedury F, kazde wykonanie instrukcji procedury call F w
tym rekordzie aktywacji spowoduje utworzenie nowego rekordu aktywacji procedury w’ — syna wezta
w 1 rozpoczecie wykonywania tresci procedury F' w otoczeniu rekordu w’. W zargonie méwi si¢ o
"przejsciu”do nowego rekordu aktywacji. Zobacz rysunek 3]

Dla ustalonego n drzewo aktywacji H ma wigc taki ksztatt jak na rysunku

Dowdd twierdzenia[T|wynika wprost ze zgromadzonych ponizej obserwacji.

Fakt 4. Wykonanie programu Pawel jest réwnoznaczne z utworzeniem i odwiedzeniem wszystkich we-
ztow drzewa H (przeszukiwanie w gtab DFS).

Fakt 5. W kazdym wierzchotku wykonywana jest liczba instrukcji ograniczona przez n * 6. Na kazdym
poziomie k, k < n wezet man — k + 1 standw i tylez synéw. Przejscie od jednego stanu do nastgpnego
wymaga odtworzenia stanu tablicy A i zmiennej k a nastgpnie wyszukania nastgpnego pustego miejsca
w tablicy A, zapisania w nim wartoSci zmiennej k i zwigkszenia k. Na rysunkach [3| i [4] wezet jest
obwiedziony czerwong linia grupujaca w ten sposéb stany tego wezta.

Fakt 6. Liczba lisci drzewa aktywacji jest rowna n!.

Stan tablicy A podczas wykonywania tej procedury z warto$cia zmiennej k = n + 1 jest taki, ze wypet-
nione jest kazde miejsce w tej tablicy. Warto$ciami zapisanymi w tej tablicy sa liczby 1,...,n i zadna
liczba si¢ nie powtarza. Podsumowujac, wydrukowane zostang wszystkie permutacje liczb 1,.. ., n.
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Main
call ‘\r@ rn
1

/ RS
(1) 2)| >~~~ (n)
Fl =i+ Fl nXx Fl
call ‘l/ ‘&turn call ’l/ yturn
1,2 ~—— 1,n n,1 ~—— nn—1
F >\ o | FEY F >\ o | B
call F return
s 1,n,2 - 1,nn—1 ‘e
w  [gea] S5 g e
(i17i27...,i) (i17i27~~~j)
Fn—l Fn—l
call F/ I return call F/ I return
11,02,.00s8,] 11,02,.00,],0
Ff ) Ff )

call F \ return call F \ return

Rysunek 4. Drzewo aktywacji programu Pawel (szkic)

4. Whnioski

Ktéry dowdd jest lepszy? G czy M? Naszym zdaniem nie warto tego roztrzasac.
Dowdd G wydaje si¢ bardziej przyjazny czlowiekowi. Dowdd M moze odstraszac. Jest dtuzszy (celowo
uwypuklili§my prawie wszystkie detale) i odwotuje si¢ do regut i aksjomatéw mato znanego rachunku
programéw tj. logiki algorytmicznej.
Najwazniejsze jest stwierdzenie, ze do osiagnigcia celu jakim jest dowdd twierdzenia prowadza dwie,
rézne drogi. To jest wniosek z naszego ¢wiczenia.
Ta prawidlowosc jest ogélna: Dla kazdego programu P,
Niech pewna wlasno$¢ semantyczna w programu P bedzi¢ wyrazalna formuta (algorytmicznag) 1.
Wtedy nastepujace zdania (i),(ii) sa rownowazne:
(i) W algorytmicznej teorii 7 istnieje dowdd formuty 1,
(ii) Formuta 1 jest prawdziwa w kazdym modelu teorii 7.
O tym wiasnie méwi twierdzenie o petnosci rachunku programoéw tj. logiki algorytmicznej, por. [[L].
Wazne. Z udowodnionego twierdzenia |1| wynika, ze przy zachowaniu zalozenia o tablicy A instrukcja
procedury wykona si¢ w skoficzonym czasie. Samo przyjecie deklaracji procedury nie wystarcza. Mozna
napisa¢ deklaracje procedury i przyja¢ odpowiedni zbiér aksjomatow, ale brak dowodu wtasnosci stopu
dyskwalifikowatby nasza prace.
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Zanotuj w pamigci! Jesli w programie wprowadzasz deklaracje procedury (odpowiednio, deklaracje
funkcji), to dzieja si¢ dwie rzeczy:

(i) Dodajesz do jezyka programowania nowa instrukcje atomowa, czyli wzbogacasz jezyk. W naszym
przypadku byt to identyfikator F'.

(ii) przyjmujesz nowe aksjomaty o tej nowej instrukcji. Zabieg ten nie jest obojetny dla zdrowia teorii.
Powiniene$ przeprowadzi¢ dowdd twierdzen o istnieniu i o jednoznacznoSci dziatania Fyy.

W wielu przypadkach dowdd taki jest banalny. Sprawa moze si¢ skomplikowaé gdy wprowadzana defi-
nicja jest niejawna lub gdy w deklarcji wystepuje konstrukcja while.

programu PawelG, to i komputer bgdzie musiatl Cig¢ postuchac i nie tylko zakoniczy obliczenia (tj. nie
zapetli si¢), ale i zwrdei poprawny wynik obliczenia. Uwaga ta odnosi si¢ do kazdego programu P i
wszelkich poprawnych dowodéw semantycznych wlasnosci programu, takich jak np. stop, poprawnos$¢
iin.

4.1. Co dalej?

* Warto pomysle¢ o zbieraniu wiedzy o istniejacych programach i modutach programéw. Tworzone
sa (w nadmiarze) biblioteki klas i procedur.

— Nie istnieja biblioteki specyfikacji klas.
— Nie istniejq biblioteki twierdzen o procedurach i klasach.

* Warto pomysle¢ o mato znanych zawodach:

— audytor oprogramowania,

— architekt (projektant) specyfikacji oprogramowania

* Czy nie warto wprowadzi¢ rachunek programéw do curriculum studiéw informatycznych?

W dalszej perspektywie, wydaje sig, ze uczniowie i studenci powinni nabywaé umiejetnos$¢ budo-
wania dowodéw poprawnosci programéw. Powinni umieé wyrazi¢ odpowiednia formuta badana
wlasno$¢ semantyczng badanego programu P i przeprowadzi¢ jej dowdéd w odpowiednio dobranej
teorii 7.

* Warto stworzy¢ nowy proof-checker — odpowiedni dla rachunku programéw. Jest to zadanie cal-
kowicie wykonalne (w odréznieniu od zadania stworzenia provera).

Pomysty na éwiczenia:

* Co sie stanie jesli w deklaracji procedury F' (w jej nagtéwku) stowo procedure zastapimy przez
class, a polecenie call F zastapimy przez new F?
- — wprowadz kill, co si¢ zmieni?

* Co sig stanie gdy zamiast procedure napiszemy coroutine i odpowiednio zmienimy kilka miejsc
W programie?

* Czy ma sens rozwazanie procesOw zamiast procedury? To moze by¢ interesujace.
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4.2. porownanie

Ponizej zestawiliSmy trzy wersje programu obok siebie

program PawelGCor;
var A: arrayof integer;
var CF: arrayof F, n, k, j : integer

unit DrukujA: procedure;
var j: integer

begin
for j:=1 to n do write( A(j)) od;
writeln

end DrukujA;

unit F: coroutine;
var i: integer;
begin
return;
do
fori:=1ton
do
if A[i]=0 then
All] :=k; k :=k+1;
if k<n+1 then
attach(CF(k))
else call DrukujA fi;
k :=k-1; A[i]:=0
fi;
od;
detach
od
end F;

begin
readIn(n);
array A dim(1:n);
forj:=1tondo A[j] :=0 od;
array CF dim(1:n);

for j := 1 to n do CF[j] := new F od;

k:=1;;

attach(CF(k));

writeln("Bywaj*)
end PawelGCor

b}

program PawelG;
var A: arrayof integer;
var n, k, j : integer ;

unit DrukujA: procedure;
var j: integer

begin
for j:=1 to n do write( A(j)) od;
writeln

end DrukujA;

unit F: procedure;
var i: integer;
begin

fori:=1 ton
do
if A[i]=0 then
All] :=k; k :=k+1;
if k<n+1 then
call F

else call DrukujA fi;
k :=k-1; A[i]:=0
fi;
od;
return

end F;

begin
readln(n);
array A dim(1:n);
forj:=1tondo A[j] :=0o0d;

k:=1;;

call F;

writeln("Bywaj)
end PawelG

17

program PawelGCl;
var A: arrayof integer;
varn, k, j : integer ;

unit DrukujA: procedure;
var j: integer

begin
for j:=1 to n do write(A(j)) od;
writeln

end DrukujA;

unit F: class;
var i: integer;
begin

fori:=1ton
do
if A[i]=0 then
All] :=k; k :=k+1;
if k<n+1 then
new F;

else call DrukujA fi;
k :=k-1; A[i]:=0
fi;
od;
return

end F;

begin
readln(n);
array A dim(1:n);
forj:=1tondo A[j] :=0o0d;

k:=1;;

new F;

writeln("Bywaj“)
end PawelGCl
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5. Narzedzia pomocne w konstrukcji i weryfikacji dowodow

Zachgcamy do samodzielnej pracy i w tym celu przytaczamy niektdre narzedzia. Moga Ci si¢ one przy-
da¢. Dla wygody czytelnika, ponizej wyliczamy niektére aksjomaty i reguty wnioskowania rachunku
programow.

Zaczynamy od przypomnienia kilku informacji o rachunku programéw.

Kazdy jezyk £ rachunku programéw jest splotem jezyka odpowiedniej teorii pierwszego rzedu (tu bedzie
to jezyk arytmetyki nastgpnika) oraz jezyka programowania o tej samej sygnaturze (tu jezyk programéw
while z deklaracjami procedur). Zbiér formut (programista pewnie woli powiedzie¢ wyrazen logicznych)
zawiera oprocz formul pierwszego rzedu takze formuty algorytmiczne.

Niech napis { K} bedzie programem (instrukcja), a napis « formuta, wtedy napis { K }« jest formutg
algorytmiczna. Zbiér formut algorytmicznych jest zamknigty ze wzgledu na operacje koniunkcji, alter-
natywy, negacji, implikacji. Dopuszczane sa takze dziatania nieskoficzone kwantyfikatory zwyczajne
oraz kwantyfikatory iteracji.

Aksjomat instrukcji przypisania

({x =Tlp & gp(m/T)) (Assign)
v _ (l27 2
Przyktad. {v := a® — b2}(a—+b) = ( a+ll; )
Aksjomat instrukcji ztozonej
{K; M}y & ({K}({M}e)) (Compose)
Aksjomat instrukcji warunkowe;j if
{if v then K else M fi}p < (v A{K}p)V (=7 A {M}y)) (AXIF)

Pomocnicze reguty wnioskowania dla instrukcji if

{if v then K else M fi}p
i
—, {Mje (1)
{if v then K else M fi}¢
Znaczenie instrukcji for opisuja trzy schematy aksjomatow:
(B< A)= ({for i := Ato BdoIod}p < ¢) (F1)
(B=A)= ({fori:= A toBdolod}p < ({i:= A; I}y)) (F2)

({fom' .= AtoB + 1dolod}y < {fori:= Ato Bdolod; i := i+ 1; I}(p) (F3)
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Reguly wnioskowania

rachunek zdarn

Ry oz,(aﬁz>ﬂ) (reguta znana jako modus ponens)
rachunek predykatéw
R GO
(Br)a(z) = B)
g (8= @)
(8 = (V)a(z))

rachunek programow — AL

a=
2 Klas (K18
" {{if v then K fi'}(-y A a) = B},_y
’ ({while y do K od} o = f3)

n LUK = Blen

(U{K}a =)
r A= (K8

(a = ({K}5)

5.1. Aksjomaty algorytmicznej teorii liczb naturalnych A7 N

Vexr+1#0
VoVyz+1l=y+1l=x=y
Vo {y:=0;whiley Zxdoy:=y+ 1od}(z=1y)

2—1Z{ w:=0 ifz+0then whilew+1+zdow:=w+1odfi w

19

@)
M)
S)

(P)



20

A. Salwicki / Analiza programu PawelG

Literatura

[1]

Grazyna Mirkowska and Andrzej Salwicki. Algorithmic Logic. "http://lem12.uksw.edu.pl/wiki/
Algorithmic_Logic!", 1987. "[Online; accessed 7-August-2017]".

Grazyna Mirkowska and Andrzej Salwicki. Logika algorytmiczna dla programistow. WNT, Warszawa, 1992.

Andrzej Salwicki. A new proof of Euclid’s algorithm. "http://leml12.uksw.edu.pl/wiki/OnEuclid’
salgorithm/'.

Andrzej Salwicki and Andrzej Zadrozny. Loglan’82 - website. "http://leml12.uksw.edu.pl/wiki/
Loglan’82_project/’, 2013. "[Online; accessed 27-July-2017]".

Antoni Kreczmar and Pawet Gburzysiski et.al. Loglan Summer School. Warszawa, 1983. Warsaw University,
Institute of Informatics.


http://lem12.uksw.edu.pl/wiki/Algorithmic_Logic
http://lem12.uksw.edu.pl/wiki/Algorithmic_Logic
http://lem12.uksw.edu.pl/wiki/OnEuclid'salgorithm
http://lem12.uksw.edu.pl/wiki/OnEuclid'salgorithm
http://lem12.uksw.edu.pl/wiki/Loglan'82_project
http://lem12.uksw.edu.pl/wiki/Loglan'82_project

	Program PawelG
	Dowód M – matematyczny, prawie formalny
	Dowód G – semantyczny, graficzny – "jak to działa"?
	Wnioski
	Co dalej?
	porównanie

	Narzedzia pomocne w konstrukcji i weryfikacji dowodów
	Aksjomaty algorytmicznej teorii liczb naturalnych ATN 


