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Streszczenie

Przedstawiamy gtéwne punkty dowodu twierdzenia Collatza.
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Algorytm C/ Collatza

var n: Nat ;
(* n jest liczbg naturalng >0, *)
(* dziatania s3 z Nat - ale co to jest Nat? *)

read(n);
while n# 1 do

Cl:|  if Parzyste(n) then n:=n = 2 else n:= 3n+1 fi
od
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Wtasnosci struktury Nat — przypomnienie

Nat = (N, +,0,1; =, <, Parzyste)

N jest zbiorem,

+:NxN—=N funktor + oznacza operacje dodawania,
0,1 wyréznione elementy zbioru N
= relacja réwnosci
< relacja mniejszosci
parzyste relacja parzystosci
i prawdziwe s3 zdania
Van+0=n (1)
Vomn+l=m+1=n=m (2)
ponadto, dla kazdej formuty ¢
(®(0) AV, [®(n) = ®(n+1)]) = V, &(n) (3)
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Algorytm  Collatza powtérzony

Powtérzene nie zaszkodzi. Program Cl jest idempotentny.

read (m);
n:=m;
while n# 1 do
Cl: if Parzyste(n) then n:=n- 2 else n:= 3n+1 fi
od ;
n:=m;
while n# 1 do
if Parzyste(n) then n:=n-=-2 else n:= 3n+1 fi
od
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Program Collatza jest réwnowazny programowi Ch

while Parzyste(n) do n:=n/2 od;

while n# 1 do
K: n:=3n+1;
"| while Parzyste(n) do n:=n/2 od;

od

Programy Cl i Ch sa réwnowazne. \
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Zastepujemy

read(m);
n:=m;
while Parzyste(n) do n:=n=+ 2 od;
while n# 1 do
K- n:=3n+1;
"| while Parzyste(n) do n:=n-2 od;
od ;

n:=m;
while n# 1 do

if Parzyste(n) then n:=n-=-2 else n:= 3n+1 fi
od
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Nie zaszkodzi policzyc iteracje

read(m);
x:=0; n:=m;
while Parzyste(n) do n:=n/2 od;
while n# 1 do

n:=3n+1; x:=x+1;
while Parzyste(n) do n:=n/2 od;
od ;
n:=m;
while n# 1 do

if Parzyste(n) then n:=n-=-2 else n:= 3n+1 fi
od
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Policzmy tez liczbe dzielen

read)m);
x:=0; z:=0; n:=m;
while Parzyste(n) do n:=n/2 ; zz=z+1 od;
while n# 1 do

n:=3n+1; x:=x+1;
while Parzyste(n) do n:=n/2; z:=z+1 od;
od ;
n:=m;
while n# 1 do

if Parzyste(n) then n:=n-=-2 else n:= 3n+1 fi
od

Grazyna Mirkowska & Andrzej Salwicki ( Algorytmy wokél Collatzowe 7 wrzesnia 2021



Z > X I

i niecatkiem z powietrza wzietel

Obserwacja
22 >n- 3%

1G. Mirkowska,A.Salwicki, On Collatz theorem, 2021, url:
https://dabrowa.research.pl
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read(m);
x:=0; z:=0; n:=m;
while Parzyste(n) do n:=n/2; zz=z+1 od;
while n# 1 do

n:=3n+1; x:=x+1;

while Parzyste(n) do n:=n/2; z:=z+1 od;
od;
n:=m;
while n# 1 do

if Parzyste(n) then n:=n-+2;z:=z-1 else n:= 3n+1; x:=x-1 fi
od

Teraz, po zkonczeniu programu x =01 z = 0.
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obliczmy y= 2% — n - 3%

read(m);
x:=0; z:=0; n:=m;
while do n:=n/2; zz=z+1 od;
while n# 1 do
n:=3n+1; x:=x+1;
while Parzyste(n) do n:=n/2; z:=z+1 od;

od ;
ni=m; y:=2% — n-3%;
while n#£ 1 do

if Parzyste(n) then n:=n/2; zz=z-1;y:=y/2
n:=3n+1; y:=y-3*"1: x:=x-1; fi
od ;
Teraz x =0A z=0Ay = 0 nieprawdaz?
Zauwaz, niezmiennie n mod 1 =y mod 1
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Niezmiennik

QZ:n-3X+y‘

Niezmiennikiem drugiej instrukcji while jest

read(m);
x:=0; z:=0; n:=m;
while do n:=n/2; zz=z+1 od;
while n# 1 do
n:=3n+1; x:=x+1;
while Parzyste(n) do n:=n/2; zz=z+1 od;
od ;
n:=m; y:=2% —n-3%
while n# 1 do (* 22:n-3x—|—y‘*)
if Parzyste(n) then n:=n/2; zz=z-1;y:=y/2 (* |2* = n - 3¥ +y‘ *)
22 =n-3 4 y|[*)f

else n:=3n+1; y:=y-3*"1; x;=x-1; (¥
od; (* QZ:n-3X+y‘*)
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W drugiej petli while mozna zapomnie¢ o n

read(m); n:=m;

:=0; z:=0;
while do n:=n+2; zz=z+1 od;
while n# 1 do
Cl': n:=3n+1; x:=x+1;
while Parzyste(n) do n:=n/2; zz=z+1 od;
od ;
y:=2% —n- 3%

n:=m;
while 3* 4 y # 2% do
if Parzyste(y) then z:=z-1;y:=y/2
else y:=y-3*"1: x:=x-1;
od

Co z tego wynika?

IC:
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Cztery lematy i twierdzenie.

Lematy 1 i 2 wynikaja wprost z poprzedniego slajdu. Wtasnos¢ stopu
tych programéw C/ i IC jest prawie udowodniona. Pozostaje do
wykazania, ze zapetlenie jednego programu ma miejsce wtedy i
tylkowtedy gdy drugi program sie zapetla.
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Lemat 1 - Obliczeniu Collatza towarzyszy udane

obliczenie tréjkowe

Niech /C oznacza nastepujacy program
while 3* + y # 27 do
if = Parzyste(y) A(x =0V y < 3*71) then Err:=true; exit fi;
IC: if Parzyste(y) then z:=z-1;y:=y/2
else y:=y-3*"1; x:=x-1; fi
od ;

Kazde obliczenie algorytmu IC jest skornczone. \

Jesli dla liczby n obliczenie algorytmu C/ jest skonczone, to istnieja
takie liczby naturalne x, y, z, ze n-3*+ y = 2% i obliczenie olgorytmu
IC jest wolne od btedu.
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Lemat 2 - Obliczenie tréjkowe, bez btedu =>

skonczone obliczenie Collatza

Jesli dla pewnych liczb n, x, y, z zachodzi réwnos$¢ n - 3* + y = 27 i
obliczenie algorytmu /C jest wolne od btedu Err,
to obliczenie algorytmuu Collatza dla n jest skonczone.
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Lemat 3 nieskonczone obliczenie tréjkowe =>

nieskonczone obliczenie Collatza

Nlech 99t oznacza nie-standardowy model aksjomatéw teorii
dodawania.
M= (ZxQ";+,(0;0),(1;0); =)
~——

~——
0 1

Czyli uniwersum tej struktury to zbiér par (k, w) takich, ze k € Z
jest liczba catkowity, a w € QT to liczba wymierna dodatnia. Uwaga,
gdy w=0to k> 0.

Operacja dodawania jest okreslona tak

(k,w) + (k',w') = (k+ k',w+ w').

Jednos¢ to (1,0), zero to (100).

Gdy w # 0 to element (k, w) jest nieosiagalny z zero przez
dodawanie skonczonej liczby jedynek.
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Lemat 3 - nieosiagalne  nie-Collatzowe

Dla kazdego elementu nieosiagalnego w strukturze 9t obliczenie
algorytmu Collatza jest nieskonczone.

Zamiast dowodu rozpatrz przyktad obliczenia Collatza dla

n. = (5;3). (Pamigtaj, dziatania w 21 odbywaja si¢ oddzielnie na
sk’radowych par) (5:1) 5 (16, 3)*)(8 HB8wHBe 28wy H
@5 200 B0 % S W B E) B

Sprébuj z para (5;0) i poréwnaj.
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nieskoriczone obliczenie tréjkowe

Jesli dla pewnej trojki (x, y, z) obliczenie algorytmu IC jest
nieskonczone, to dla elementu n reprezentowanego przez te trojke
obliczenia algorytmu Collatza jest nieskonczone.
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Lemat 4 — nie-Collatzowe  nieosiagalne

Jesli dla pewnego elementu ¢ obliczenie algorytmu Collatza jest
nieskonczone, to element ten jest nieosiagalny.
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algorytm IIC poszukujacy tréjki wolnej od btedu

Niech element n bedzie elementem nie-Collatzowym, przyjmijmy z = (u/)(2! > n).

read(n);
X,xs == 0; zs 1= z; y,ys := 2% — n; Err := false;
while 3% + ys # 2% do
while 3% + y # 2% do
if odd(y) A(x=0Vy <371
then Err:=true; exit fi;

IC: ' if odd(y)theny =y — 31 x:=x—1
elsey :=y/2,z:=z—1fi;
od;
if Err then
X,Xs ' =Xs +1; z,zs ;=25 +2; y,ys :== 2% + 3 - ys; Err:= false;
else exit fi;
od

Jesli element n ma obliczenie Collatzowe nieskoniczone, to algorytm IIC ma obliczenie
nieskoriczone.
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algorytm B4 z kolejka tréjek

Dana dla algorytmu B4 jest liczba n, algorytm buduje drzewo Collatza i zwraca
tréjke t, ktéra reprezentuje liczbe n. Ale co gdy n ¢ DC?.

[ unit F4: class(m,x,y,z: Nat); end F4; ‘

read(n); x:=0; y:=0; z:=0;m:=1; p:=new Kolejka;
while n 2 m do

p:=put(new F4((2x m,x,2*y,z +1)),p);
B4 if m mod 3=1A m # 4 then

: if ((m—1)+3) mod 2 =1 then
p:=put(new F4((m — 1) +3,x+ 1,y + 3%, 2),p);
fi

fi;

t := first(p); m:=t.m;x:=t.x;y:=t.y;z:=t.z; p:=usunlz(p);
od

Jesli obliczenie Collatza dla n jest nieskoriczone to tréjka (x,y, z)
taka , ze obliczenie algorytmu IC jest nieskoriczone, jest nieosiggalna.
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Dowéd lematu 4

Nie znamy , na razie, nieskomplikoanego dowodu tego lematu.
Zajrzyj tutaj: https://lem12.uksw.edu.pl/wiki/Collatz .
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Twierdzenie Collatza

Twierdzenie Collatza

Dla kazdej standardowej liczby naturalnej n, algorytm Collatza C/
konczy obliczenie z wartoscia n = 1.

Obliczenie algorytmu Collatza dla n jest albo skonczone albo nieskonczone.

Na to by zaszedt pierwszy przypadek, potrzeba i wystarcza by istniata taka tréjka
liczb naturalnych, ktéra reprezentuje n i by obliczenie tréjkowe dla tej tréjki byto
udane.

Na to by obliczenie Collatza byto nieskonczone, potrzeba i wystarcza by istniata
taka tréjka, ze obliczenie trojkowe jest wolne od btedu i nieskonczone.

W tym przypadku liczby n, x, y, z s nieosiaggalne, nie naleza do N..

A wiec dla kazdej liczby naturalnej n € N obliczenie algorytmu Collatza jest

skonczone!
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