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Streszczenie. Dowodzimy, ze dla kazdej liczby naturalnej n algorytm Collatza ma obliczenie skoric-
zone.

15 listopada 2018

1. Wprowadzenie

Ten szkic jest raportem z aktualnego stanu pracy nad artykulem o twierdzeniu Collatza. Idea dowodu
jest bardzo prosta. Pelny dow6d wymaga uzupetnienia szczegdtow.
Algorytmu Collatza przedstawiacC nie trzeba.

{while n # 1 do if odd(n) thenn := 3n + 1l elsen :=n/2 fi od}

Mamy zamiar opisaé jego obliczenia w dwu, na pozor, réznych strukturach danych: 9 oraz Z7.
Pierwsza struktura to standardowy zbidr liczb naturalnych 91y ze zwyklymi dziataniami nastgpnika i
dodawania. To wystarcza by dobrze (tj. efektywnie) zdefiniowa¢ polecenia n:=3- n +1 oraz n:i=n <+ 2.
Dalej zapisywac je bedziemy jako polecenie mult3 i polecenie div2. W algorytmie Collatza wystgpuja
tez dwie formuty n # 0 oraz odd(n). Zastapimy je przez equall i krétkie odd. W algorytmie Collatza
wystepuje tylko jedna zmienna, nie musimy jej wymieniaé z nazwy.

Druga struktura to zbidr tréjek liczb naturalnych Z7 z odpowiednio dobranymi poleceniami, zobacz
ponizej. Stad konieczno$¢ zapisania tego algorytmu w abstrakcyjny sposob.

{while not equall do if odd then mult3 else div2 fi od}
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Jedyna zmienna n wystgpujaca w tym programie przyjmuje badZ wartosci bedace liczbami natural-
nymi(realizacja obliczen w strukturze 91y) badZ tréjkami liczb naturalnych. Polecenia mult3 i div2
to, odpowiednio: pomnéz n przez 3 i dodaj 1 oraz podziel X przez 2, badZ gdy dziatania wykonywane sa
na tréjkach polecenia te realizowane sa w inny sposob.

2. Tréjki
Zacznijmy od nastgpujacego spostrzezenia

Fakt 1. Dla kazdej liczby naturalnej n # 0 istnieje nieskoniczenie wiele tréjek liczb naturalnych x, y, 2
takich, ze spetniona jest réwnos¢é
n-3"+y=2°

Dowdd tego intuicyjnego faktu wykorzystuje prawo Archimedesa. Mdéwimy, ze tréjka x,y, z reprezen-
tuje (albo, koduje) liczbe n.

Przyklad 2. Tréjka (1,7,6) reprezentuje liczbe 19 poniewaz 19 - 3 + 7 = 26,
Liczba 19 jest takze reprezentowana przez inne trojki

(1,7,6) 19-3t +7 =26

(2,85,8) 19-3%2 + 85 =28
(3,511,10) 19-3% + 511 =210
(4,509,11)  19-3* + 509 = 211
(
(

5,3575,13) 1935 4 3575 = 213
6,2533,14) 19.3% + 2533 = 214

Natomiast nie kazda tréjka liczb naturalnych reprezentuje jakas liczbe naturalna, np. (2,4, 11), (2,4044, 11)

W zbiorze tréjek mozemy zdefiniowaé porzadek leksykograficzny <.

Definicja 3.
(x,y,2) < (u,v,t) &, <tlubz=tiy<vlubz=tiy=viz<u
Definicja 4. Operacje wykonywane na tréjkach:
div2: (z,y,z) = (z,y + 2,2 — 1)
mult3d : (v,y,2) — (x — 1,y —3*71 2)
Zauwaz

Fakt 5. Trojka (z,y, z) reprezentuje liczbg n wttw gdy tréjka (x,y + 2, z — 1) reprezentuje liczbe n /2.
Tréjka (z, y, 2) reprezentuje liczbe n wttw gdy tréjka (x — 1,y — 31, 2) reprezentuje liczbg 3n + 1.
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Definicja 6. Nieparzystos¢ trojek
af . .
odd((xz,y, z)) <> y jest nieparzyste
Kolejne spostrzezenie
Fakt 7. Liczba n jest nieparzysta wttw gdy reprezentujaca ja tréjka (z, y, z) jest nieparzysta.

Definicja 8. Jedynka

daf 2% —y
equall({z,y,2)) & = = 1

Jedynka jest reprezentowana przez wiele tréjek (0,0, 0), (0,1, 1), (1,1,2),(1,5,3), ...
Laczac te obserwacje stwierdzamy, ze nastgpujacy diagram jest przemienny

{if odd(n) then m:=3n+1 else m:=n/2 fi}n

n m
n~31+y:22l J{m~3“+vz2t
{if odd(y) then uv,t:=x—1,y—3*"1 2 else u,v,t:=x,y/2,2—1 fitg
(x,y,z) (u,v,t)

A wigc mozna realizowac obliczenia algorytmu Collatza "na tréjkach”.
Jest oczywiste, ze

Fakt 9. Jesli obliczenie algorytmu w strukturze trojek jest skoriczone i wolne od btedu, to algorytm
wykonywany w standardowym modelu liczb naturalnych zatrzymuje si¢ po skoriczonej liczbie krokow.

Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze obliczenie algorytmu wykonywane w strukturze tréjek bedzie przerwane
poniewaz nie da si¢ wyznaczy¢ kolejnej tréjki.

Przyklad 10. Obliczenie zaczynajace si¢ od tréjki (3,511, 10) przebiega nastepujaco

(3,511, 10) 19
(2,502, 10) 58
(2,251,9) 29
(1,248,9) 88
(1,124,8) 44
(1,62,7) 22
(1,31,6) 11
(0,30, 6) 34
(0,15, 5) 17

BL.AD obliczenia
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W obliczeniu wystapit btad poniewaz dostowne wykonanie polecenia mult3 prowadzi do (0 — 1,15 —
1/3,5).

Obliczenie takie daje si¢ naprawic

zastapmy tréjke (0, 15,5) inng tréjka reprezentujaca tg sama liczbe 17, np. (4,671,11) i wr6émy do
obliczania.

Oto kontynuacja przerwanego obliczenia.

(4,671,11) 17
(3,644,11) 52
(3,322,10) 26
(3,161,9) 13
(2,152,9) 40
(2,76,8) 20
(2,38,7) 10
(2,19,6) )
(1,16,6) 16
(1,8,5) 8
(1,4,4) 4
(1,2,3) 2
(1,1,2) 1
Sukeces!

2.1. Algorytm poprawiajacy

Zauwazmy, Ze poprawa moze siggna¢ wstecz az do poczatku obliczenia.

» . 2o, . . . T
Przypusémy, ze tréjki (x,y, z) oraz (u, v, t) reprezentujq t¢ sama liczbg m tj m = S5 = 3uv Jezeli

w pewnym obliczeniu, bezpoSrednim poprzednikiem tréjki (z,y, z) jest tréjka (x’,y', 2') to w innym
obliczeniu, ktérym wystegpuje tréjka (u, v, t) bezposrednim poprzednikiem tej tréjki jest tréjka

(u,2v,t + 1) gdy v/ jest parzyste, lub tréjka,

(u+1,v+ 3“1 t) egdy jest nieparzyste.
Wykorzystujac to spostrzezenie mozemy cofna¢ si¢ w obliczeniu do poczatku i zacza¢ od nowa z tréjka
gwarantujaca, ze obliczenie bedzie dtuzsze. A wigc po pewnej skonczonej liczbie takich poprawek
obliczenie w strukturze tréjek bedzie wolne od btedu.

2.2. Twierdzenie Collatza
Powyzsze uwagi pozwalaja nam sformutowad nastgpujace

Twierdzenie 11. (Collatza)
Dla dowolnej liczby naturalnej n obliczenie algorytmu Collatza jest skoriczone.

Proof:
Dowdd wynika z faktu, ze kazda kolejna tréjka jest mniejsza < od poprzedzajacej ja tréjki.
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W celu uniknigcia bledu przerwania obliczen "na trojkach" wystarczy obliczenie rozpoczaé od tréjki z
odpowiednio duzymi liczbami z, y, z. O

3. Wnhnioski

* Nietrudno zauwazy¢, ze realizacja obliczeni w niestandardowym modelu arytmetyki dodawania
moze mie¢ obliczenie nieskoficzone.
Jako wniosek z twierdzenia Collatza uzyskujemy nastgpujacy

Fakt 12. Jedli realizujemy algorytm Collatza w pewnym modelu teorii (Peano) pierwszego rzedu
to jesli w tej strukturze jest obliczenie nieskoiczone to struktura ta jest modelem niestandardowym.

* Algorytm Collatza wyznacza pewna permutacje zbioru N liczb naturalnych.

* Mozna opisaé inny algorytm (odwrotny) szukajacy zadanej liczby n po kolei w warstwach, poczy-
najac od warstwy Sp.
Fakt 13. Algorytm odwrotny zawsze znajdzie liczbe n.

Algorytm ten przyporzadkowuje liczbie n numer ¢ warstwy oraz potozenie j liczby n w warstwie.
W ten sposéb mamy nowa funkcje pary. Numerem pary liczb (7, j) jest j-ta liczba w warstwie S;.

4. Nowe pytania

1. Jak okresli¢ funkcje kosztu?

2. Czy algorytm Collatza wyznacza najmniejsza tréjke z, y, z taka, Ze obliczenie zaczynajace si¢ od
niej, bedzie wolne od btedu?

3. Rozumowanie przytoczone powyzej wykazuje prawdziwos¢ twierdzenia Collatza. Twierdzenie to
nie jest zawarte w zbiorze twierdzen arytmetyki Peano. (...)
Jak przeprowadzi¢ dowdd tego twierdzenia w algorytmicznej teorii liczb naturalnych?
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