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Dabrowa Lesna, dnia 14 stycznia 2018

Czytelnikowi, a dobrodziejowi naszemu, niniejsza makiete oSmielamy sie
przedlozy¢, z prosbha

PRrROSBA.

Moja Droga, Méj Drogi.

Masz przed soba makiete ksigzki. Pomoéz nam ukonczy¢ prace nad nia. Przyslij
nam uwagi, pytania, oburzenie, ...

Kazdy komentarz jest dla nas cenny. Ale nie tra¢ czasu na wyliczanie literéwek
i innych btedéw, ktére mozna poprawi¢ automatycznie.

A oto nasze przykladowe pytania do Ciebie:

e Czy stworzy¢ osobny rozdzial z dowodami poprawnosci algorytmoéow zami-
ast sekcji w rozdziale L57

e Zmienié¢ przyklady w przedmowie? Usunaé Fermata.(!)

Mamy jeszcze jedna prosbe pamietaj, o naszych prawach autorskich. Nie roz-
dawaj tego tekstu. FOR YOUR EYES ONLY.



Przedmowa

Felix qui potuit rerum cognoscere causaswergiliusz

Swiatly programista — co to ma znaczy¢? Czy to zart? Absolutnie, nie. Zwrot
“cztowiek §wiatly” ma, wedtug stownika jezyka polskiego, 83 synonimy. Mozesz
sobie wybra¢ znaczenie, ktore Ci odpowiada. Kazde z nich zastosowane do
Ciebie powinno sprawi¢ Ci przyjemnosé. Naszym celem jest pomoéc Ci bys stal
sie programistg rozumnym, wyksztalconym, niegtupim...

Gwarancja pracy dla Ciebie

Swiatly programista potrafi nie tylko napisa¢ program. To w koncu nie jest
takie trudne. Pomoca w napisaniu programu stuzy nam edytor lub zintegrowane
srodowisko programistyczne, takie jak np. Eclipse. No i kompilator — kompila-
tor wylapie wszystkie btedy sktadniowe i wiele innych bledéw, ktore cudacznie
nazywaja sie "bledami statycznej, analizy semantycznej". To tez sa bledy sktad-
niowe!

Natomiast, zaden kompilator K, zaden program W wykrywajacy bledy, nie jest
w stanie wykry¢ czy przedstawiony mu dowolny program P, zapetli sie czy tez
zakonczy obliczenia. Co wiecej nigdy, nikt nie napisze takiego kompilatora. Nie
zalamuj sie, to jest dobra wiadomos¢!

To jest bowiem gwarancja dla Ciebie i dla zawodu programisty na wiele pokolen.
Zaden szef nie powie "przykro mi, musimy Was zwolni¢ bo zakupilismy opro-
gramowanie, ktore wykona Waszq prace.". A jesli sie taki znajdzie to mozesz go
$mialo wysmiac¢ i odesta¢ na szkolna tawke by sie czegos nauczyt.

Jak trudne moga by¢ pytania o to czy pewien konkretny algorytm zakoriczy
obliczenia? Udowodnienie wlasnosci stop nawet krotkiego programu moze okazaé
sie bardzo trudnym zadaniem. Przyjrzyjmy sie nastepujacemu przyktadowi.
Od ponad 80 lat, tysiace matematykoéw i informatykéw prébuja udowodnié, ze
ponizszy, prosty algorytm Col zawsze (tzn. dla kazdej liczby catkowitej, dodat-
niej n) zakoriczy obliczenia, por. [24]

powtarzaj
Col: {jeéli n jest parzyste ton :=n + 2 inaczej n:=3*xn+ 1 }
dopdkin # 1

Przy pomocy komputeréw sprawdzono, ze dla kazdej liczby n < 259 program
Col koniczy obliczenie z n = 1. Sprawdzanie tej wlasnosci dla kolejnych n zabiera
coraz wiecej czasu i kosztuje wciaz wiecej. Nie mamy pewnosci czy gdzie§ wérod
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iv PRZEDMOWA

bardzo duzych liczb naturalnych nie kryje sie kontrprzyklacﬂ Nie umiemy jak
dotad udowodni¢ przypuszczenia Lothara Collatza (z roku 1937): dla kazdego
n program Col zakoriczy obliczenie. W tym czasie ludzko$¢ potrafita wejs¢ na
Mount Everest i polecie¢ na ksiezyc. A odpowiedzi na pytanie: czy program Col
zawsze zakoriczy obliczenie? wciaz nie znamy.

Czasami jednak sie udaje. Ponad trzysta lat zajeto setkom matematykéw udowod-
nienie, ze nastepujacy algorytm PF nie zakonczy obliczen por.[2].

x:=0 & y:=0 & z:=0 & n:=0 ;
dalej := true;
powtarzaj
jeslin>2A Az xy*xz2>0
PF: to
jeshi ™ + y™ = 2" to dalej := false fi;
fi;
wez nastepna czworke x,y, z, n;
dopdki dalej ;

Wszystko w tym programie jest proste i zrozumiale. Polecenie “wez nastepna
czworke” tez nie trudno napisa¢. Przypomnij sobie, ze wszystkie pary liczb
naturalnych mozna ustawi¢ w ciag bez powtérzeri. Mozna to samo zrobié z
czworkami liczb naturalnych.

Zadanie 0.1. Napisz odpowiedni algorytm realizujgcy polecenie: weZ nastepng
czworke liczb naturalnych.

W codziennej praktyce stosujemy setki i tysiace programoéw i algorytmc’)wﬂ Czy
nie niepokoi Cig¢ bezgraniczne zaufanie jakim, zdaje sie, obdarzamy programy?

Wilasnosé stopu jest podstawowa wlasnoscia semantyczng programu(-6w). A sa
jeszcze inne, rownie wazne wtlasnos$ci semantyczne. Bedziemy o nich méwi¢ w
dalszych rozdziatach.

Podsumujmy, analiza programéw jest zadaniem trudnym i fakt ten stanowi
gwarancje pracy dla §wiatlych programistow.

Zadania dla §wiatlego programisty

Czego oczekuje szef od programisty? Mowiac najkrocej: szefowi zalezy na
zmniejszeniu kosztéw utrzymania oprogramowania wytworzonego przez firme.
Dawno temu zauwazono, ze koszt napisania oprogramowania jest 5-7 razy mniejszy
od kosztow utrzymania oprogramowania. Ale co to znaczy? To znaczy, ze po
wytworzeniu oprogramowania, trzeba je ulepsza¢, zmienia¢ i dopasowywaé do
zmieniajacego sie zapotrzebowania klienta.

Czy istnieja metody i narzedzia tworzace warsztat pracy dla eksperta (audytora)
sprawdzajacego czy oprogramowanie spetnia warunki wyliczone w specyfikacji?
dla architekta oprogramowania, ktory ma opisaé¢ specyfikacje klas i metod jakie
nalezy napisa¢? Koszty poprawiania programoéw zmniejszaja sie radykalnie jesli
programom towarzysza dowody oczekiwanych wlasnosci semantycznych. Ta-
kich jak poprawnosé¢ wzgledem specyfikacji, skoniczonoéé obliczen, ocena kosztu

1Znane sa przyktady hipotez formutowanych przez uznanych naukowcéw, ktére okazaly sie
bledne, gdy komputer zaczal sprawdzaé¢ dostatecznie duze dane.
2Czasami styszymy o fatalnych skutkach bledu w programie.



obliczen itp. Programy dzisiejsze to nie tylko algorytmy ale takze klasy. Pro-
gramy s3 duzymi produktami o bardzo zlozonej strukturze. Jakie wymagania
stawia sie duzym programom i jak sobie z nimi radzi¢? Okazuje sie, ze 1" moduty
programoéw takie jak procedury, funkcje, klasy, ... maja nowe rodzaje wtasnosci
semantycznych, 2°te wlasnosci wyrazaja sie inaczej niz wlasnosci semantyczne
algorytmow.

Od piecédziesieciu lat zajmujemy sie rachunkiem programoéw czyli logika algoryt-
miczng.

Czy komputer moze nam pomagadé?

Wiemy juz, ze komputery nie wyeliminuja Twojej pracy, ale by¢ moze moga ja
ulatwi¢? Drzisiejsze komputery maja wieksze mozliwosci.

Warto sie zastanowi¢. Komputer Deep Blue firmy IBM wygral w szachy z
mistrzem $wiata w r. 1997. Dzi§ domowe komputery mozna laczyé w klas-
try. Mozna tworzy¢ wieksze programy. By¢ moze powstana programy ulatwia-
jace analize semantycznych wtasnosci programéw. Nie beda to niezawodne
wyrocznie, ale moga powstac catkiem przydatne narzedzia. Wystarczy zmagazynowaé
w takim oprogramowaniu analitycznym spory fragment wiedzy znanej ludziom.
Mamy nadzieje, ze w przyszlodci powstana narzedzia utatwiajace prace ludzi
analizujacych programy. Juz powstaja biblioteki klas (dawniej biblioteki pro-
cedur). Oczekujemy ze beda im towarzyszy¢ dowody poprawnosci wzgledem
odpowiednich specyfikacji. Specyfikacja to co§ wiecej niz interfejs (ang. inter-
face), zawiera ona nie tylko wyliczenie funkcji (czyli metod), ale takze zbiér
podstawowych wlasnosci tj. aksjomatow (zobacz przyktady w drugiej czesci tej
ksiazki). Oczekujemy tez, ze oprocz specyfikacji S i samej klasy K pojawia
sie dowody poprawnosci klasy K wzgledem specyfikacji S. Dowody takie beda,
gwarancja (wieczysta!) jakosci oferowanego przez dang klase oprogramowania.
Gwarancja ta stanie sie jednak zbedna, gdy porzucimy stosowanie klasy K. Jesli
zamiast klasy K zaczniemy stosowaé¢ nowg klase K’ to trzeba wyprodukowac
nowy dowdd poprawnoéci. Do tego tematu wrocimy w czesci drugiej programug
2 klasgq.

Swiatly programista rozumie jaki efekt przyniesie zastosowanie danej instrukcji
w okreslonym miejscu programu. Potrafi sformulowaé zdanie lub wiecej zdan,
orzekajacych o wlasnosciach semantycznych programu. Przyktadem moga tu
stuzy¢ zdania typu:

1° ten program P nie zapetli sie, lub

2° jesli dane dostarczone programowi @) spetnig warunek c, to program za-
koticzy obliczenia i jego wyniki spetnig warunek 3,

i wiele innych podobnych zda.
Ponadto, i to jest chyba najistotniejsze, potrafi on przekonac innych o stusznosci
swojej ekspertyzy.

Jesli potrafisz przekonaé¢ innych ludzi do swojej opinii np. ten program nie
zawiera bledu i nie zapetli sie, to zapewne i komputer Cie postucha. Brzmi to jak
zart, ale wcale zartem nie jest. Jesli dokonatas ekspertyzy programu, przeanal-
izowala$ nie tylko jego strukture sktadniowa (syntaktyczna), ale takze zbadalas
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wlasnosci semantyczne programu i jego sktadnikéw. Jesli Twoje rozumowanie
nie zawiera btedu to znaczy to tyle, ze komputer wlasnie tak si¢ zachowa jak to
przewidzialas.

No dobrze, ale co ja z tego bede mial(a)? — zapytasz. Pieniadze. Uznanie. A
to nie jest mato.

Jako ekspert pomozesz zaoszczedzi¢ czas przygotowania programu lub wiekszego
systemu programistycznego. Firmie optaci sie zatrudni¢ Cie i dobrze zaplacié
bo Twoja praca moze zaoszczedzi¢ tygodnie pracy zespotu 1udziE|

Napisale$ program i ...

Skad sie wziat Twoj program? Niewiele jest takich programoéw, ktore wziely sie
“znikgd”. Na ogol program powstaje w odpowiedzi na czyje$ zaméwienie lub na
zapytanie czy da sie obliczy¢ co$ potrzebnego? Programy pisane sa dla ludzi,
a wykonywane przez komputer. Wiele firm i wielu ludzi my$li jednak inaczej.
Przekonanie takie prowadzi wprost do mys$lenia magicznego, nieracjonalnego.
Traci bowiem magia wiara w to, ze skoro kompilator nie wykryt btedu i skoro
w kilku, kilkudziesieciu, a nawet kilku tysiacach prob program nie objawil za-
chowania btednego to mozna go uznaé¢ za program poprawny, tj. bezpieczny w
eksploatacji. A czesto styszymy o bledzie oprogramowania i o kosztach ponos-
zonych przez stosowanie oprogramowania kryjacego w sobie btedy. Produkcja
oprogramowania przynosi dzi§ ogromne zyski firmom, ktore je sprzedaja (nie
musimy tego dowodzi¢.) Z drugiej strony postugiwanie sie oprogramowaniem
w ktorym ukrywaja sie bledy, moze kosztowaé¢ bardzo wiele. Jak czesto otrzy-
mujemy program wraz z gwarancja jakosci? Na czym taka gwarancja miataby
polegac¢? Moze warto jednak zastanowié¢ sie nad kryteriami poprawnosci opro-
gramowania.

Program mnie jest celem samym w sobie. Czy ma on do czego$ shuzyc?
Tworzymy programy po co$. Czy potrafimy sformulowaé¢ po co napisano dany
program? Czy uzytkownika moze spotka¢ niespodzianka? Dlaczego testujemy
programy? Czy nie ma innej drogi?

Twierdzimy, ze dowodzenie jest REALNA alternatywa dla testowania. W tej
ksiazce znajdziesz sporo argumentéw przemawiajacych za nasza teza.

Ktorg metode weryfikacji wybra¢? Oto6z nie musisz wybiera¢. Uwazamy bowiem,
7e raz napisany algorytm powinien by¢ analizowany z wykorzystaniem narzedzi
rachunku programéw. Inaczej moéwiac, nalezy formutowaé odpowiednie twier-
dzenia o semantycznych wtasnodciach algorytmu i je dowodzi¢. Nie nalezy
jednak odrzuca¢ testowania. Bardzo przydatne okazuje sie przeprowadzanie
eksperymentow z nowym programem. Wyniki eksperymentéw moga dostarczy¢
wiele ciekawych informacji. W éwiczeniu polegajacym na poréwnaniu o$miu
roznych algorytméw mnozenia macierzy liczb zespolonych to eksperymenty poz-
wola nam obliczy¢ wspoétczynniki w wielomianowych funkcjach kosztu, por ?7.
Czasem za$ eksperymenty moga nas zainspirowac i otworzy¢ oczy na nowe prob-
lemy. Karl Gauss najpierw eksperymentowal tj. wykonywal rézne obliczenia,

3Nie chcemy bowiem byé przypominal nam pewnego znajomego, ktory (wiele lat temu)
programowal w taki sposob:
— o! cos tu nie dziata!
— wyrzuce te linijke stqd, a tu wstawie takq instrukcje, powinno dziataé
— znowuy nie dziata? — cofa ten ruch i wstawia co$ innego, gdzie indziej, a nuz pomoze...
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by potem formulowaé twierdzenia i je dowodzié.

Programowanie z klasa

Czy ten zwrot kryje jakas zagadke? Czytelnik moze sie domys$laé, ze naszym
zamierzeniem jest nauka programowania obiektowego. Rzeczywiscie, jest to
prawda, ale nie cala prawda.

Méwimy programowanie z klasg majac na mys$li programowanie profesjonalne,
kompetentne. Chcemy pokazaé, ze mozliwe jest nie tylko pisanie programow,
ale i ich analizowanie. Programujac z klasa potrafisz przewidzie¢ efekty dziata-
nia Twojego programu i co wiecej potrafisz przekonaé¢ innych, ze masz racje.
Program ma przynajmniej jednego czytelnika — to autor programu. jakze czesta
jednak jest sytuacja, w ktérej trzeba zrozumieé program napisany przez innego
czlowieka.

Klasy i procedury z bibliotek klas sa stosowane wielokrotnie. Dzi$ nie to-
warzyszy im zaden dowdd poprawnosci, zadna analiza. Naszym zdaniem bytoby
znacznie lepiej, gdyby klasa (badz procedura lub funkcja) udostepniana do ko-
rzystania przez innych byla analizowane i gdyby mozna byto obejrze¢ i zwery-
fikowa¢ dowod pewnej wlasnosci takiej klasy. Nie jest korzystne dla spolecznosci
i przemystu informatycznego patentowanie oprogramowania. A wiele krajow
popiera patentowanie oprogramowania. Rozw6j powinien odbywaé sie na za-
sadzie przyjetej w naukach matematycznych.

W pelni zgadzamy sie z tezami Richarda Stallmana [41]. Spolecznosé¢ powinna
mieé¢ dostep do kodéw z’rédlowychﬂ Od siebie dodajemy kolejny postulat: pub-
likacji oprogramowania powinna towarzyszy¢ publikacja przedstawiajaca argu-
menty na rzecz tezy, ze oprogramowanie to posiada zaktadane cechy. Spotecznosé
informatyczna bytaby w stanie weryfikowa¢ takie dowody i ewentualnie je kory-
gowac. Tak jak to czyni spoteczno$é¢ matematyczna. W naukach dedukcyjnych
badacz postuguje sie twierdzeniami opublikowanymi przez innych autoréw.
Miliardy uzytkownikéw postuguja sie programami, o ktérych nic nie wiadomo.
Kto zna ich tres¢? Kto zna argumenty, ktore uzasadnialyby poprawnosé(lub
inng ceche) wykorzystywanego programu? Czy zdajesz sobie sprawe, ze tzw.
gwarancja jakosci produktu programistycznego, to sztuczka polegajaca na tym,
ze to Ty placisz za ubezpieczenie producenta oprogramowania. Koszt tego ubez-
pieczenia jest wliczony w cene produktu.

JesteSmy przekonani, ze firmy informatyczne, ktore zaczna stosowaé metody
dedukcyjne wygraja, poniewaz ich produkty beda taisze.

Dlaczego warto przeczytaé ten podrecznik?

Ten tekst, to pierwszy podrecznik, z ktérego mozesz sie nauczy¢ nie tylko pisania
programoéw, ksigzka ta pomoze Ci w rozumieniu co Twdj program naprawde
robi, mozesz tez nauczy¢ sie przekonywania innych, ze Twoje rozwigzanie jest
poprawne. Zachecamy Cie by$ porownal te ksiazke z (nielicznymi jak dotad)
probami osiagniecia podobnego celu, (por.Alagi¢ i Arbib[37], Apt, de Boer i
Olderog[], Hoare[17], Dijkstra[I1]).

4Na pewno odnosi sie to do upublicznianych klas i innego oprogramowania. Jegli opro-
gramowanie ma by¢ wykorzystywane przez jedna tylko firme, to nie oczekujmy publikacji
kodu.
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Pracujac z ta ksiazka mozesz nauczy¢ sie dowodzenia wlasnosci semanty-
cznych programu. No tak, zapytasz: co to jest semantyczna wtasno$é programu?
Cierpliwosci, za chwile sie dowiesz. Na razie wystarczy przyjaé, ze sa to m. in.
poprawno$¢ algorytmu wzgledem warunkdéw, poczatkowego i konicowego, koncze-
nie obliczen, zapetlanie sie programu, zgloszenie wyjatku, ...

Bylismy zapytywani czy Loglan ma zwiazek z logika algorytmiczna i czy po-
damy aksjomatyczng definicje Loglanu. Zawsze zdawali$my sobie sprawe z tego,
ze stworzenie aksjomatycznej definicji catosci Loglanu jest trudne ze wzgledu
na jego rozmiar — jezyk zawiera niemal komplet znanych narzedzi programowa-
nia m.in. klasy i obiekty, wspélprogramy, procesy i obiekty aktywne proceséw,
moduty obstugi wyjatkéw, etc.

Ta ksigzka nie przynosi aksjomatycznej definicji semantyki jezyka Loglan.
Jest to podrecznik programowania w ktérym moéwi sie o skladni, semantyce
i o pragmatyce. Moéwimy tez o specyfikacjach i o dowodach. Czytelnik poz-
naje kolejne coraz bardziej skomplikowane narzedzia programowania. Proces
ten wykorzystuje solidne fundamenty jezyka Loglan. Uwazamy, ze uczenie pro-
gramowania nie moze ograniczac sie do przedstawienia sktadni i pewnego zbioru
przykladow. A tak sie dzieje do dzisiaj. Niektorzy adepci nie potrafia tego za-
akceptowaé. Inni jako§ daja sobie rade i wyciagaja prawidtowe wnioski.

Jak korzystaé z tej ksigzki?

To jest do$¢ gruba ksiazka i moze by¢ wykorzystana do réznych wyktadéw obec-
nie obowigzujacego curriculum. Wiele lat temu prowadziliémy kurs catoroczny
Lil "Programmation objet, semantique et algorithmes® na pierwszym roku studiéw
licencjackich na Wydziale Informatyki Uniwersytetu w Pau. Kurs ok. 120
godzinny obejmowal material zblizony do przedstawionego w tej ksigzce. Staral-
iSmy sie wtedy przedstawi¢ trzy przeplatajace sie watki: programowanie obiek-
towe i rozproszone, analize programoéw oraz wybrane algorytmy i struktury
danych. Uzupelnieniem tego kursu bylo 120 godzin zaje¢ laboratoryjnych i
tablicowych.

W polskich warunkach niniejsza ksiazka moze by¢ uzyta jako podrecznik pod-
czas nastepujacych zajeé: wstep do programowania, programowanie obiektowe,
wstep do informatyki I'i II (dla matematykow), programowanie wspoétbiezne i
rozproszone, semantyka i weryfikacja oprogramowania, jezyki i narzedzia pro-
gramowania, inzynieria oprogramowania, logika dla informatykéw i in.

Do wykladowcow

Ksiazka moze byé pomocna w przeprowadzeniu catorocznych zaje¢ Wstep do
informatyki (120 godzin wykladu + 150 godzin pracy w laboratorium i przy
tablicy). Ponadto, wybrane elementy tej ksiazki moga wnie$¢ nowe tresci do
wyktadow:

e programowanie obiektowe — regula konkatenacji klas pozwala zrozumieé
dziedziczenie klas, moduly wspolprogramu (ang. coroutine) i procesu
(ang. process)

o semantyka i weryfikacja oprogramowania — ...
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e programowanie wspotbiezne i obiektowe — moduly process i obiekty pro-
ces6w, protokol obcego wotania metod obiektéw procesow,

o metody realizacji jezykow programowania - bezpieczny i efektywny system
zarzadzania pamiecia obiektow (tzw. sterta), algorytm wyznaczania klasy
dziedziczonej (rozszerzanej) w Javiei ...,

e algorytmy i struktury danych —

— aksjomatyczne definicje struktur danych np. stosy zob. rozdzial
kolejki FIFO, kontenery (dictionaries), kolejki priorytetowe, drzewa
BST zob. rozdzial [I9] etc.,

— dowody semantycznych wlasnosci algorytmoéw por[6.7.2]

e iin.

Do studentéw i doktorantow

Studenci zechca przekonaé sie, ze oferowana przez nas ksigzka moze by¢ przy-
datna w calym okresie studiéw.

Niektore z oméwionych probleméw i zadan moga zainspirowaé Cie do samodziel-
nej pracy i zaowocowaé opublikowaniem wynikéw w czasopi$mie naukowym.

Do informatykéw pracujacych zawodowo

O ile nam wiadomo, zadna uczelnia nie ma w programie tresci przedstawionych
w tej ksigzce. Nie znamy tez innej ksigzki zawierajacej podobne przestanie.
Nawet pobiezne przeczytanie naszej ksigzki moze zacheci¢ Cie do przemyélenia_
Twego §wiatopogladu informatycznego. Dojrzaly i §wiatlty informatyk powinien
rozpoznawaé pytania jakie sie pojawiaja w jego pracy zawodowej np. czy moja
firma powinna stosowaé¢ imperatywny czy raczej funkcyjny jezyk programowa-
nia? jak okresli¢ fundamentalng réznice pomiedzy jednym a drugim paradyg-
matem programowania? dlaczego rekomenduje paradygmat P?

Troche powazniejsze problemy pojawiaja sie gdy firma zamierza zakupi¢ opro-
gramowanie reklamujace sie, ze przy pomocy metod sztucznej inteligencji opro-
gramowanie to bedzie w stanie wykry¢ bledy zapetlania sie programu lub btedy
wiszacych referencji.

Nie zamierzamy udziela¢ odpowiedzi na te i podobne pytania. To do Ciebie
nalezy ich rozpoznanie, sformutowanie i zajecie stanowiska.

Mamy nadzieje, ze ksiazka ta nie czyniac z Ciebie lepszego specjalisty pozwoli
Ci jednak stac¢ sie specjalista bardziej §wiadomym.

Ksigzka ta moze staé¢ na Twej polce bys mogt siegnaé¢ w razie potrzeby np. gdy
trzeba udowodnié¢, ze Twoj program nie zawiera bledu, ... _

Cwiczenia

Mozesz po prostu czytac¢ lub kartkowac, te ksiazke i mamy nadzieje, ze okaze

sie to pozyteczne. Jesli jednak chcesz opanowaé¢ umiejetnosé analizowania i
dowodzenia to koniecznie rozwiazuj zadania jakie zamiesciliSmy. ...
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Uwazamy, ze warto zastanowi¢ sie i opracowaé program osobnych zajeé¢ labo-
ratoryjnych, integrujacych material z wszystkich przedmiotéow oferowanych na
pierwszym (i odpowiednio na drugim) roku studiéw informatycznych. Jedno z
nas pamieta, ze na pierwszym roku studiéw matematycznych podczas ¢wiczen z
analizy matematycznej nalezato obliczy¢ catke oznaczong stosujac metode pros-
tokatow. Bylo to ponad 60 lat temu, przed epoka komputeréw. W ten sposéb
studenci zdobywali pewne do$wiadczenie z obliczeniami. Oczywiscie, zaden z
nas nie wiedzial o tym, jak doskonalym rachmistrzem byt Carl Gauss. JesteSmy
przekonani, ze napisanie procedury obliczajacej catke oznaczong przynosi gteb-
sz3 intuicje i wiedze na temat catkowania niz tylko ¢wiczenia tablicowe z rachunku
catkowego. Adeptowi informatyki, napisanie odpowiedniej procedury moze przyniesé
niejedno odkrycie — jesli zechce on dobrze zrozumieé zadanie. Podobnie jest z
algebrg i geometria. Ile pieknych zadan mozna sformutowaé¢. Dzi§ Laborato-
rium informatyczne mogloby byé¢ prowadzone przez odpowiednio liczny zespot
asystentéw pod kierunkiem profesora i obejmowaé zadania z analizy, algebry
liniowej z geometrig, wstepu do matematyki, programowania ...

Podziekowania

Ksiazka ta ma dwa zrodta: logike algorytmiczna czyli rachunek programow oraz
Loglan - projekt badawczy, ktéry zaowocowal jezykiem programowania obiek-
towego i rozproszonego oraz jego kompilatorem. Moéwigc obrazowo, omawiamy
zastosowania rachunku programoéw ilustrujac je programmami napisanymi w
Loglanie. Ale to niecala prawda. Przedstawiamy tez liczne problemy jakie
pojawiaja sie podczas projektowania jezyka programowania. Cze$¢ z tych prob-
leméw zostata rozwigzana przez ekipe Loglanu. Oba projekty badawcze nadal
sa zywe i otwarte: wciaz napotykamy nowe problemy i (od czasu do czasu)
uzyskujemy nowe wyniki.

Rachunek programoéw

Celem projektu badawczego rachunek programdw jest dostarczenie narzedzi
przydatnych inzynierom oprogramowania w ich pracy nad projektowaniem opro-
gramowania (specyfikacja czyli sformutowanie wymagar) i pdzniej, podczas pracy
polegajacej na sprawdzeniu czy stworzone oprogramowanie jest zgodne z pro-
jektem (weryfikacja). To jest najkrotszy opis zadan rachunku programow, czyli
logiki algorytmicznej. PrzekonaliSmy sie, ze rachunek programéw ma jeszcze
inne zastosowania, rowniez w matematyce. Rachunek programéw stuzy nie tylko
programistom, lecz takze pracownikom dzi§ rzadkich zawodéw: audytor opro-
gramowania, architekt — projektant oprogramowania. Pierwsze prace nt. logiki
algorytmicznej zostaly opublikowane w Warszawie na poczatku lat 70 ubiegltego
wieku.

W kolejnosci chronologicznej nalezy wymienié¢ nastepujacych autorow: A.
Salwicki (sformulowanie programu badawczego, wprowadzenie kwantyfikatorow
iteracji), G. Mirkowska (twierdzenie o petnosci logiki algorytmicznej), prof. A.
Kreczmar (1945-1996) (umieszczenie logiki algorytmicznej w hierarchii Kleene-
Mostowskiego, badania programowalnosci w cialach), prof. L. Banachowski (za-
stosowanie logiki algorytmicznej do badania cze$ciowej poprawnosci programoéw,
algorytmiczna aksjomatyzacja drzew binarnych), prof. H. Rasiowa (wielowartos-
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ciowa logika algorytmiczna).

Podziekowania kierujemy takze do dr Andrzeja Bieli (Uniwersytet Slaski) i pro-
fesora Wiktora Dariko (Politechnika Bialostocka). Prof. Hanna Oktaba (Uni-
versidad Mexico), dr Wiestawa M. Bartol, prof. Andrzej Szatas (Uniwersytet
Warszawski) i prof. Uwe Petermann (HTWK Leipzig) w swoich rozprawach dok-
torskich rozwineli algorytmiczne teorie ciekawych struktur danych [?] i wniesli
znaczacy wklad w projekt badawczy Loglan, o czym ponizej.

Projekt logika algorytmiczna czyli rachunek programéw wiele zawdziecza profe-
sorom Helenie Rasiowej, Andrzejowi Grzegorczykowi i Andrzejowi Mostowskiemu.
Obecni autorzy stuchali ich wyktadow z logiki matematycznej i uczeszczali na
ich seminaria.

Prekursorami rachunku programéw byli miedzy innymi:

e Jurij Janow[1958] (Uniwersytet w Kazaniu) — stworzy! rachunek schematow
programow, [47]

e Erwin Engeler[1967](ETH Ziirich) — wskazal na fakt, ze wlasnos¢ stopu
programu jest wyrazalna w jezyku L, ., logiki z nieskoficzonymi alternaty-
wami, [14]

e Helmut Thiele[1966](Humboldt Universitét Berlin) — tworca systemu taczacego

rachunek A z logika pierwszego rzedu, [45]

rachunek programoéow AL — logika algorytmiczna
WFF ar, = {TAL UFar U 'PAL}

FLPr & FAL
rachunek predykatéw LPR rachunek schematow programéw PAL
WFFrpr ={Trpr U fLPR} WFFpar = {Fpar UPpar}

\/

rachunek zdan LZ — logika zdanlowa
WFFrz ={FrLz}

Rysunek 1. Poréwnanie rachunkéw logicznych i ich jezykéw tj. zbioréw wystepujacych w nich
wyrazeinn poprawnie zbudowanych WJFF. Strzalki prowadza od ubozszego rachunku R do zawiera-
jacego go, bogatszego i bardziej skomplikowanego rachunku R’. Znak F, z odpowiednim indeksem,
oznacza zbiér formul(wyrazen Boolowskich), znak 7 oznacza zbiér wyrazen np. wyrazen arytmety-

cznych, znak P oznacza zbiér programéw, lub schematéw programoéw.

Zwr6é uwage na Rysunek 1 pokazujacy zwigzki pomiedzy réznymi rachunkami
logicznymi. Programista uzywa kilku konstrukeji programotwoérczych: zloze-
nie (czyli $rednik ;), if, while,...pozwalajacych tworzy¢ wieksze programy z
mniejszych. Programami atomowymi sg instrukcje przypisania i kilka innych
wg uznania tworcy jezyka programowania. W odréznieniu od formul (wyrazen



xii PRZEDMOWA

logicznych), programy nie wyrazaja prawdziwosci lub nie. Natomiast mozemy
potraktowa¢ program jako modalnos$é: po zakorniczeniu obliczeni programu K
zachodzi warunek .... Wyrazenie postaci <Program K> <formula o>
jest formuta, ktéra przyjmuje warto$é prawda jesli: po wykonaniu programu
K, spetniona jest wltasnosé wyrazona przez formute a.

Projekt Loglan

Celem projektu Loglan byto znalezienie odpowiedzi na pytanie: czy mozna
skonstruowaé jezyk programowania obiektowego, ktory umozliwiatby takze pro-
gramowanie wspoéibiezne i bytby wolny od rozmaitych probleméw jakie kryty sie
w jezyku Simula67 [38]. Udalo sie opisac taki jezyk i w roku 1982 skonstruowaé
kompilator na minikomputery Mera400, produkowane wtedy w Polsce. Loglan
wyprzedzit jezyki C++, Java, etc. i nadal je wyprzedza. Przekonasz sie o tym
czytajac m.in. o bezpiecznej dealokacji obiektéw klas, o wspoélprogramach, o
obiektach proceséw i protokole alien call wspétpracy pomiedzy obiektami klas
rozproszonymi w sieci komputerowej, i in..

W pracach nad jezykiem Loglan brali udzial: prof. Antoni Kreczmar, dr
Wiestawa Bartol, prof. Hanna Oktaba, prof. Tomasz Miildner(Acadia Uni-
versity), dr Marek Lao, Andrzej Salwicki i in.

Kompilator Loglanu powstat dzieki usilnej pracy zespotu kierowanego przez An-
toniego Kreczmara: dr Danuty Szczepanskiej-Wasersztrum, dr Andrzeja Litwiniuka,
Wojtka Nykowskiego, Marka Lao, prof. Pawla Gburzyriskiego (University of Al-
berta).

Dwukrotnie wymienilisSmy Antka Kreczmara (1945 — 1996). Bez niego nie osia-
gnelibySmy niczego. Jest on postacia niedoceniona a bardzo wazng dla polskiej
informatyki. Wcigz nie mozemy przeboleé jego przedwczesnej Smierci.
Pragniemy podkresli¢ role jaka w projekcie Loglan odegrat prof. Andrzej Jan-
icki. Od poczatku uwierzyl, ze potrafimy osiagnaé postawione cele. Doprowadzit
do zawarcia umowy pomiedzy Zjednoczeniem "MERA®, producentem komput-
erow Mera 400 i Instytutem Informatyki UW, czyli udzielit nam grantu na
badania (1978-1982).

Wklad doktorantéw

Wiele probleméw zainspirowanych przez Loglan znalazto rozwiazanie w rozprawach
doktorskich:

Danuta Szczepanska - system zgtaszania wyjatkow i sygnatéw oraz ich obstugi
(wdrozenie w 1982, doktorat 1990),

Pawel Gburzynski - System automatycznego dowodzenia twierdzen rachunku
predykatow (zrealizowany w Loglanie 1982),

Hanna Oktaba - algorytmiczna teoria referencji oraz teoria systemu bezpecznego
zarzadzania obiektami (1982),

Andrzej Szalas - zbadanie na ile Loglan moze by¢ stosowany jako jezyk tworzenia
systemow czasu rzeczywistego,propozycje konstrukcji jezykowych rozszerzaja-
cych Loglan i zbadanych eksperymentalnie. Podane zostaly tez reguty wnioskowa-
nia dla tych konstrukcji (1988).

Wiestawa M. Bartol - zbadata wlasnosci systemu wspotprograméow (1984),

Uwe Petermann - logika algorytmiczna z operacjami cze$ciowymi, koncepcja ko-
munikacji procesow przez przerwania (1988),
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Oskar Swida - wieloprocesorowy, rozproszony, wirtualny procesor loglanowski
VLP i §rodowisko (1996),

Marek Warpechowski - algorytmy wyznaczania bezposredniej superklasy w Javie
i jezykach podobnych,

Andrzej Zadrozny - wlozyl wiele pracy w stworzenie §rodowiska dla repozyto-
rium lem12.uksw.edu.pl i repozytorium zrédet kompilatora Loglan’82 na stronach
sourceforge.net,.

Ta lista nie jest pena.

Wklad studentow

Loglan przyciagal zainteresowanie studentéw. Wielu z nich wniosto wktad w
jego dalszy rozwoj. Na pierwszym miejscu chcemy wymieni¢ Bolka Ciesiel-
skiego (1988) — wymyslil od nowa koncepcje proceséw i ich obiektow, a przede
wszystkim wymy§lil protokét wspélpracy pomiedzy obiektami proceséw znany
jako "obce wotanie metod obiektu aktywnego (ang. alien call).

Studenci M. Benke i G. Grudziriski przeniesli kompilator Loglanu na komputery
PC. Pawel Susicki zainstalowal kompilator Loglanu na maszynach Unixowych,
pozniej Linuxowych.

Wojtek Nykowski napisal parser do kompilatora Loglanu (1981).

Teresa Przytycka (dzi$ senior researcher in NIH) dodala do Loglanu debugger
(1984).

Pawet Susicki przeniost kompilator Loglanu do systemu Unix (1991.

Sebastien Bernard (Universite de Pau 1992) przeniost Loglan na komputery
Atari,

Frederic Pataud (Universite de Pau 1995) przeniost Loglanu do $rodowiska Win-
dows95 na maszyny 32 bitowe, 1995.

Kamil Burzynski (2014) przeniost srodowisko VLP na platforme Windows XP
iT.

Nalezy wspomniec o A. Adamskim, P. Filipkowskim, A. Chwedoruku, J. Larrieu,
R. Becourt i wielu innych.. Nie wymieniliSmy tu wszystkich, ktérzy przyczynili
sie do rozwoju Loglanu.

Wspoélpraca miedzynarodowa

Bardzo wiele zawdzieczamy profesorowi Hansowi Langmaackowi (Institut fiir
Informatik, Universitit zu Kiel): zauwazyl on i pomodgl poprawi¢ niepraw-
idtowos¢ w semantyce wielkosci nielokalnych, pomégt w instalacji Loglanu na
m.c. Siemens (odpowiednik mainframe’a IBM),
dr Gianna Cioni (IASI CNR Roma) - kierowala grupa przenoszaca kompilator
Loglanu na komputery VAX/VMS.
prof. Giorgio Ausiello (Universita “La Sapienza” Roma) - inspirator wspoéltpracy
wlosko-polskiej,
Pragniemy tez podziekowaé kolegom w innych uczelniach: Tiibingen, Bordeaux,
Caen.

Ksigzka, ktora Ci oddajemy, stanowi wkiad w kolejny projekt badawczy
Spec Ver, zobacz wiecej na ten temat w repozytorium http://lem12.uksw.edu.pl/wiki/SpecVer.
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Test

Czy jeste$ ekspertem?

Przeczytaj ponizszy program i odpowiedz na dwa pytania.

1° Czy program wydrukuje zachete do dalszego czytania? Czy
potrafisz opisa¢ co jest wynikiem tego programu?

2° Czy potrafisz przeprowadzi¢ dowdd, ze trafnie odgadles i za-
pisa¢ ten dowdd, tak by$§ przekonaé¢ kolege, nauczyciela, zna-
jomego, ojca, ...

Masz na to trzy godziny. Nie uruchamiaj programu! Ale jesli ma
Ci to pomoc, to przepisz go w ulubionym jezyku programowania.
Zyczymy powodzenia!

program PawelG:
var A: arrayof integer;
const |=1, u=8; (* te liczby mozesz zmienic *)
var i, k: integer ;
unit DrukujA: procedure;
var j: integer
begin
for j:=I to u do write( A(j)) od;
writeln
end DrukujA;
unit F: procedure;
var i: integer;

begin
if k=u+1 then
call DrukujA
else
fori:=1tou
do
if A(i)=0 then
A() = k; k := k+1;
call F;
k := k-1; A(i):=0
fi;
od;
fi;
end F;
begin

array A dim(l:u);
(* Tablica A ma u - | +1 elementow *)
(* nastepna instrukcja jest zbedna, dodana dla nowicjuszy w Loglanie *)
for i :=1to udo A(i) :== 0 od;
k :=l;
call F;
writeln("Czytaj dalej”)
end PawelG;
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Wsparcie tej ksigzki na stronie WWW

Na stronie

http://... tu umiesci¢

znajdziesz rozwiazania wybranych zadan, errate dostrzezonych btedéw, mate-
rialy uzupelniajace i pomocnicze etc.

Jak zainstalowaé $rodowisko do pracy z Loglanem?

Poradnik pozwalajacy Ci samodzielnie zainstalowa¢ kompilator i maszyne wirtu-
alna Loglanu.

Linux

Wersja dla systemu operacyjnego Linux jest dostepna ze strony
https://sourceforge.net/projects/loglan82/
Wybierz Download i pingwina.

Windows

Nie istnieje zadowalajaca nas wersja Loglanu dla systemu operacyjnego Win-

dows 7 i XP. Masz dwie mozliwosci.

1) Przeczytaj instrukcje dla instalacjii na Windows.
http://lem12.uksw.edu.pl/images/9/9b/Instaluj Loglan na- Windows.pdf

2) Sprébuj kompilatora i wykonawcy podobnego do instalacji Linuxowe;j.

Obie wersje sa dostepne ze strony sourceforge.net.

https://sourceforge.net/projects/loglan82/

Wybierz Download i windows.

Zrodla

Jesli potrafisz, to mozesz eksperymentowaé instalujac Loglan w nowym $rodowisku:
np. na Raspberry pi lub na maszyny Apple.

Zrodta sa dostepne na

https://sourceforge.net/projects/loglan82/

Wybierz Code.
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Rozdzial 1

Wprowadzenie

Cele

Od pieédziesieciu lat rozwijamy rachunek programéw. W uzyciu jest tez nazwa
logika algorytmiczna. Ta druga nazwa moze odstrecza¢ wiele osob, nie jest zbyt
zachecajaca. Obie nazwy rachunek programoéw i logika algorytmiczna bedziemy
stosowaé zamiennie. Naszym celem jest przekonanie czytelnika, ze rachunek
programow jest wlasciwym narzedziem do tworzenia specyfikacji oprogramowa-
nia. Rachunek programoéw jest jedynym narzedziem stuzacym do przeprowadza-
nia analizy zgodno$ci oprogramowania z zadang specyfikacja. W tej ksiazce
przedstawimy wiele przyktadéw takich analiz. Niektorzy moéwia tez kroétko,
acz niezbyt precyzyjnie o weryfikacji programdw. O weryfikowaniu programow
moéwi sie, ze jest rzecza pozadang, ale nierealna, zbyt trudna. Przekonamy Cie,
ze poglad ten nie ma uzasadnienia. Moze trafniej jest uznac¢ to za przesad.

o Przedstawimy przyklady dowodéw poprawnosci oprogramowania wzgle-
dem zadanej specyfikacji.

e Pokazemy jak specyfikacja moze by¢ wyrazona w postaci zbioru formut
rachunku programoéw.

e Przedstawimy tez aksjomatyczng definicje jezyka programowania. A doktad-
niej, bedziemy omawia¢ ciag coraz bogatszych jezykéw L; programowania
— podjezykéw jezyka programowania obiektowego i rozproszonego Loglan.
Za kazdym razem bedziemy przedstawiaé¢ aksjomatyczng definicje jezyka
L;.

Krotko méwige cheemy Cie przekonaé do tezy, ze rachunek programoéw to narzedzie,
jakiego potrzebujesz.

Nie mozemy obiecaé, ze stosujac rachunek programoéw rozwiazesz kazdy prob-
lem zwiazany z rozwijanym przez Ciebie oprogramowaniem. Powinienes jednak
uzyskaé lepszy wglad w nature tych probleméw i pewna bieglosé w stosowaniu
narzedzi rachunku programoéw.

Sprawa wyposazenia inzyniera oprogramowania w narzedzia skomplikuje sie
jeszcze bardziej gdy zrozumiemy, ze kazdy program zawierajacy deklaracje funkcji
(lub procedury lub klasy) powinien by¢ analizowany w swojej wwlasnej algoryt-

micznej teorii. Piszemy o tym obszerniej w rozdziale 7?7 o definiowaniu funkcji. dofinici
efinicje
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Glownym celem jaki sobie stawiamy jest przekonanie Czytelnika do pogladu,
Ze nie samym programem programista zy¢ powinien. Moéwiac nieco powazniej,
napisane programu i wykonanie obliczen przy jego pomocy to nie jest ani poczatek,
ani koniec pracy.

e Napisa¢, stworzy¢

— specyfikacje
— algorytm lub inny modut oprogramowania
— dowod
e Zrozumiec
— specyfikacje
— algorytm
— argumenty uzyte w dowodzie

e Przekonaé

— siebie

— innych

— komputer
stworzyé specyfikacje oprogramowanie dowdd
zrozumieé czy  specyfikacja  jest
zbadaé niesprzeczna? czy specy-

fikacja jest pelna?
przekonaé

Czym jest program? Zgodzimy sie, ze jest to opis pewnej funkcji przeksztal-
cajacej dane w wyniki. Pewne cechy programu kojarzymy z matematyka, np.
w programie wystepuja wyrazenia arytmetyczne i boolowskie. Inne wymagania
nakladane na program, to wykonywalnosé (inaczej efektywnos¢) programu. tj.
sens programu, jego znaczenie jest nam dane poprzez obliczenie. Obliczenie ope-
ruje na danych jakie i my i komputer moze “wzia¢ do reki”. Oznacza to tyle, ze
nie mozemy dziata¢ na nieskoniczonych ciagach rozwinie¢ liczb niewymiernych,
nie mozemy operowac¢ na zbiorach nieskonczonych. Co wiecej, kolejne wyma-
ganie powiada kazda operacja musi by¢ efektywna. Inaczej méwiac nie mozesz
magicznie, wyciagnac krolika z kapelusza. Obliczenia maja mieé¢ te sama ceche
co dowdéd matematyczny — mianowicie musza by¢ sprawdzalne, intersubiekty-
wne, jak powiadat prof. Grzegorczyk.

Ale po co napisano program? Lub inaczej mowigc jakie wlasnosci ma mieé
program? Czy wystarcza nam,ze program jest napisem akceptowanym przez
kompilator? Czy zadowalamy sie tym, ze program dziata? I co to wlasciwie
znaczy? Ot6z program ma wlasnosci syntaktyczne i bardziej interesujace wias-
nosci semantyczne.




Spojrzmy z innej strony. Programy sa napisami, zbior programéw akcep-
towanych przez kompilator i wykonywanych przez komputer to jezyk programowa-
nia. A wlasnosci semantyczne? Wymienmy kilka podstawowych wiasnosci se-
mantycznych: zatrzymywanie sie programu, poprawno$¢, rOwnowaznos$c pro-
gramow, etc.

Pojecie algorytmu

Czlowiek postuguje sie algorytmami od tysiacleci. Zdziwienie czytelnika moze
wywola¢ fakt, ze w starozytnym Babilonie znano i stosowano skomplikowane
algorytmy przedstawiana liczb utamkowych w postaci sumy utamkéw o liczniku
1, np. zamiast utamka % stosowano wyrazenie % + %0.

Potrzeba podania precyzyjnej definicji pojecia algorytmu zaistniata w XX wieku,

gdy trzeba bylo rozstrzygnaé problem istnienia lub nieistnienia algorytmu rozstrzy-

gajacego o wlasnodci takiej jak: "formuta o jest twierdzeniem arytmetyki itp.
W zwiazku z tym stworzono wiele roznych definicji algorytmu [].

Z drugiej strony, gdy w latach czterdziestych dwudziestego wieku skonstruowano
programowane maszyny liczace (komputery) konieczne stalo sie okreslenie jakie
programy komputer potrafi wykonywaé. I otwarta sie puszka Pandory, niemal
kazdy chce stworzyc swéj jezyk programowania.

Powstalo tysiace jezykéw programowania.

Zauwazmy, ze niewiele jezykOw programowania stworzono z mys$la o tym, by
zapisywac w nich programy czytelne dla czltowieka. W wiekszosci przypadkéow
autorzy jezyka koncentruja sie na tym by mozna byto zbudowaé¢ kompilator.
Proponujemy, by tatwosé komunikacji pomiedzy czlowiekiem — autorem pro-
gramu i drugim cztowiekiem — czytelnikiem programu stata sie gtownym celem
przemystu software’owego.

Teza Churcha-Turinga powiada, ze pomimo réznic wszystkie znane definicje
algorytmu opisuja te sama klase funkcji obliczalnych. Majac na wzgledzie
bogactwo jezykow programowania i wielo§¢é koncepcji obliczalno$ci zaniechamy
prob podania definicji pojecia algorytmu.

Natomiast warto przypomnie¢ istotne cechy algorytmu. W pracy Kolmogorowa
i Uspienskiego [2I] zawarto w miare precyzyjne wyliczenie cech pojecia algo-
rytmu, na tyle jednak szerokie by obejmowalo wiele rozmaitych koncepcji jakie
pojawialy sie od poczatku XX wieku.

a) Algorytm - wyznacza ciag stanéw (algorytm dziata dyskretnie)
b) (algorytm dziata deterministycznie)

c) (kroki algorytmu sq dziataniami elementarnymi)

d) (wynik algorytmu jest okreslony)

e) (masowosé zastosowar)

Nieco historii

| popraw

Bardzo istotne dla historii informatyki byto stwierdzenie, ze potrzebujemy wyrazen

wyrazajacych wlasno$ci semanyczne programéw. Najwczesniej pojawily sie
prace analizujace rownowazno$¢ programoéw. Nalezy tu wymieni¢ J. Yanoval] i
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Sh. Igarashi. Niestety, nie udato sie w pelni scharakteryzowa¢ réwnowaznosci
programow, ani réwnowazno$¢ (programoéw) nie determinuje semantyki pro-
gramoOw. niewiele udalo sie osiggnaé¢ przy takim podejsciu.
W 1967 pojawila sie praca E. Engelera, w ktorej wykazal on, ze wtasno$é¢ stopu
programu wyraza sie formula — nieskoriczong alternatywa.
Nieco inaczej podszedt do semantyki programéw R. Floyd]].
Tworcy jezyka Algol 60 zamierzali do opisu sktadni dodaé opis semantyki poszczegdl-
nych konstrukcji jezykowych. Zamiar ten jednak nie powiod? sie.
Od poczatkéw XIX wieku prowdzono prace zmierzajace do uporzadkowania
podstaw matematyki. Przypomnijmy, ze w rachunku rézniczkowym méwiono
o wielkosciach nieskonczenie matych, ale jednak réznych od zera, itp. Gottlob
Frege podal Zdania oznajmujace i rola Fregego oraz Boole’a.
W latach 30 XX wieku Alfred Tarski [| podal definicje pojecia prawdziwosci for-
muly, odréznil wyrazenie zdaniowe (formula) od wyrazenia nazwowego (term).
Definicja prawdziwo$ci, rozumienie termu jako nazwy funkcji w odpowiedniej
strukturze algebraicznej, formuly jako funkcji ze zboru warto$ciowan zmien-
nych w zbiér wartosci logicznych uderza programiste: “przeciez to mowa o
programowaniu“. Niestety, Tarski nie rozwinal swojej koncepcji na algorytmy.
Dzisiaj zgadzamy sie z tym, ze jego wplyw na semantyke wyrazen (w jezykach
programowania) byl decydujacy, ale nie podjal on wyzwania by opisa¢ seman-
tyke algorytméw. Badacze pracujacy w podstawach matematyki zajmowali sie
pojeciem obliczalnosci. Charakteryzowali zbiér funkcji obliczalnych. Nie zaj-
mowali sie jezykiem w ktorym te wartosci funkeji obliczalnych sg obliczane.

Jezyk termow (wyrazen nazwowych) i formut (wyrazen zdaniowych) wymaga
uzupelnienia o programy (algorytmy) .

Zdania o programach.

Rachunek programoéw czyli logika algorytmiczna

Dziatania nieskonczone w rachunku programéw — petla while i kwantyfika-
tory iteracji.

Tarski — pojecie spelniania.

Roézne definicje algorytmu, teza Churcha i brak formul zdaniowych wyraza-
jacych wlasnosci algorytmow.

S. Kleene byt blisko. Twierdzenie o postaci normalnej ... Zwiazek operacji
minimum z konstrukcja while jest oczywisty.

Garsé pytan

Zbieramy tu pytania z jakimi informatycy powinni by¢ obeznani. Kazdy powinien
samodzielnie wyrobic sobie poglad jak odpowiedzie¢ na te pytania. W ten
spos6b chcemy zacheci¢ do wyrobienia sobie §wiatopogladu informatycznego.

e Czy kompilator przeksztalci instrukcje przypisania do najlepszej mozliwej
postaci?

e Czy powstang kompilatory sygnalizujace btad zapetlenia sie obliczeri pro-
gramu?

e Instrukcja for (przy spelnieniu kilku naturalnych ograniczen) ma oblicze-
nie skoniczone. Instrukcja while moze mieé¢ obliczenia nieskonczone. Czy
mozna sie pozby¢ tej instrukeji z jezyka?



e Czym sa deklaracje funkcji i procedur wystepujace w programie?

e Zbidr funkcji obliczalnych = Zbiér funkeji programowalnych.
Co z tego wynika?

e Czy tworcy jezyka Java stusznie postapili zabraniajac instrukcji dealokacji
obiektu? Czy decyzja przyjeta przez autora jezyka C+-+ by pozwoli¢ na
uzywanie instrukcji delete jest lepsza?

e Dynamiczna czy statyczna semantyka wielkosci nielokalnych?

e Czy protokol alien call mozna zaimplementowaé¢ w Javie?

e Czy komputery wielordzeniowe i protokot alien call pasuja do siebie?
Cele tej ksiazki:

e nauczy¢ tworzenia programéw w Loglanie,

e nie mozemy ogranicza¢ sie do nauki skladni, konieczne jest rozumienie
skutkéw umieszczenia tej a nie innej linijki tekstu w programie,

e a wiec musimy opanowa¢ semantyke ,

e na tym nie koriczy sie nasze zadanie — program powstaje po co$, program
ma rozwiazac jakies zadanie,

e nauczmy sie argumentowania, ze nasz program dobrze rozwigzuje postaw-
ione zadanie, powinni$my posiada¢ umiejetnosé oceny kosztow, a takze

umiejetnoséi obnizania kosztoéw eksploatacji naszego oprogramowania, umiejet-

no$¢ optymalizacji oprogramowania.

O sktadni Jezyk programowania jest jeykiem sformalizowanym, poniewaz tego
wymaga kompilator. Formalizacja ta nie moze przeszkadzac czlowiekowi w rozu-
mieniu i analizowaniu programu. Bedziemy starali sie trzymac¢ powyzszego — w
celach dydaktycznych, ale nie tylko. Zlozonos¢ jezyka Loglan (pomimo zwiezlej
sktadni) jest tak duza, Ze nie potrafimy dzi§ poda¢ aksjomatycznej definicji se-
mantyki Loglanu.

1.0.1 Prezentacja tresci

Przedstawimy rosnacy ciag podjezykow jezyka Loglan. i dla kazdego z nich

postaramy sie okrefli¢ sktadnie, semantyke i wirtualny komputer realizujacy

obliczenia programéw napisanych w tym jezyku. Semantyke bedziemy defin-

iowaé podajac odpowiednig definicje obliczenia. Podamy tez aksjomaty rachunku

programéw odpowiednie dla kolejnego podjezyka L;.

W kazdym rozdziale znajda sie przyktady dowodéw poprawnosci programow.
Formalizm oparty bedzie na logice algorytmicznej czyli rachunku programéw.
Poznawac¢ bedziemy rosnacy ciag podjezykow jezyka Loglan’82.

LoCL CLyCL3C...LyxC LOGLAN
i ciag coraz mocniejszych abstrakcyjnych komputeréw

lCoE’CltlcQ[IC;gE...’Cm[VLP
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a takze ciag teorii algorytmicznych
ToCcTiCTaCTsC...To-

Kazdemu jezykowi £; odpowiada abstrakcyjny komputer /C;, ktoéry potrafi wykony-
waé programy zapisane w tym jezyku. Bedziemy sie stara¢, by réwnoczesnie z
definicjg kolejnego podjezyka L£; podaé definicje algorytmicznej teorii 7;. Teoria
T; ma dostarcza¢ aksjomaty i reguly wnioskowania niezbedne do analizowania
semantycznych wlasno$éi programéw z jezyka L£;. Zamiar ten bedziemy real-
izowaé¢ dla jezykéw opisanych w piewszej czeSci naszej ksiazki. Zapraszamy
natomiast do wspoétpracy nad aksjomatyzacja jezykow zawartych w czesciach
nastepnych.

Kazdy program P wykorzystuje pewien zestaw narzedzi programowania i w ten
sposob plasuje sie w pewnym jezyku L£;. Programy z jezyka £; wykonuje kom-
puter ;. Program moze by¢ wykonywany z réznymi danymi. Zbiér danych
jest nieskoniczony. Czy mozna zawczasu (zanim oddamy program uzytkown-
ikowi) sprawdzié¢ czy jest on poprawny? NIE! pisalo o tym wielu autoréw por.
29

Ale mozemy podja¢ sie proby udowodnienia, ze program ma pozadane wlasci-
wosci. Wlasciwosci semantyczne - to nas interesuje!

Pelnosé

Mozna sobie zadawaé pytania: czy wlasno$¢ semantyczna W prawdziwa w re-

!
popraw- alizacji na komputerze K posiada dowdéd? Okazuje sie, ze badanie wlasciwosci

programu P € £; mozna przeprowadzaé¢ w teorii 7; lub w jej pewnym rozszerze-
niu 7;7. Teoria T;” jest w poréwnaniu z teoria 7; bogatsza o nowe aksjomaty
zdefiniowane przez deklaracje funkcji zawarte w programie P. W drugiej czesci
zobaczymy, ze wzbogacenie moze tez polega¢ na dodaniu catych nowych teorii —
dzieje sie tak , gdy w programie pojawiaja sie deklaracje klas. Por. cze$¢ druga
Programuj z klasa.

Tym, ktorzy lubig wyzwania proponujemy by wzieli udzial w programie bada-
nia jakie teorie opisuja programowanie z wspolprogramami i procesami. Nalezy
spodziewaé sie czegos nowego.

A oto kilka pierwszych podjezykow jezyka Loglan.

e Ly — jezyk instrukeji drukowania,

e [y — jezyk wyrazen (arytmetycznych, znakowych, boolowskich, )
e Lo — jezyk programéw liniowych, (same instrukcje przypisania)
o L3 — jezyk programéw elementarnych,

e L4 — jezyk programéw z tablicami,

e L5 — jezyk programow iteracyjnych,

e LOGLAN



W kazdej warstwie obowiazuje ta sama definicja pojecia programu. Pro-
gram jest specyficznym blokiem. Na blok sktadaja sie zbior (a doktadniej, ciag)
deklaracji D i ciag instrukcji I. Kolejne elementy tych ciagéw sa oddzielone
od siebie znakiem $rednika; Pojecia te bedziemy definiowaé¢ na nowo w kazdym
kolejuym jezyku L;.

Definicja 1.1. Niech D oznacza cigg deklaraci, niech 1 oznacza cigg instrukcgi.
Programem jest wyrazenie o nastepujgcej strukturze

program Nazwa__programu;
D

begin
I

end

Stowa program, begin, end sa stowami kluczowymi jezyka.
Nie uzywaj ich do oznaczania czegokolwiek.

[ Uwaga dotyczaca sposobu pisania stow kluczowych.

Dawno temu wymyslono nastepujaca zasade: stowa kluczowe w
druku pojawiajq sie jako potgrube, na tablicy pisane sq za$ jako
podkreslone.

koniec uwagi. |

Stéw kluczowych uzywamy do organizowania struktury pro-
gramu. Tutaj sa to nawias otwierajacy program, $rédnawias
begin, nawias zamykajacy end. Stow tych nie formatujemy w
pliku zZrodlowym programu, ale narzedzia edytujace moga je
pokazywaé¢ w kolorze.

Zbiér wyrazen poprawnie zbudowanych WFF kazdego rozwazanego podjezyka
L; jezyka Loglan jest suma kilku zbioréw: zbioru wyrazeir W, zbioru deklaracji
D, zbioru instrukcji Z i zbioru programéw WP.

WFF=WUDUIUWP

Omawiany w tym rozdziale zbiér wyrazen W sklada sie z kilku roztgcznych
podzbioréw: zbioru wyrazen arytmetycznych typu catkowitoliczbowego WZ,
zbioru wyrazen arytmetycznych typu rzeczywistego — real WR (inaczej, ter-
mow), zbioru formut (inaczej zbioru wyrazen boolowskich) W, zbioru wyrazen
znakowych WC, zbioru wyrazen typu string WS.

W=WIUWRUWBUWCUWS

Z kazdym jezykiem L; zwiazemy odpowiedni abstrakcyjny komputer ;. Jest
to abstrakcyjna maszyna wirtualna. Nie zastanawiamy sie nad jej realizacja w
komputerze. Z drugiej strony jest oczywiste, ze operacje jakie wykonuje ta
maszyna sg efektywne (tj. obliczalne). Bedziemy tez mowi¢ wirtualny procesor
loglanowski — VLP. Komputery K; tworza ciag maszyn coraz mocniejszych i
przyblizaja loglanowski procesor virtualny VLP.

| rozwin




ROZDZIAL 1. WPROWADZENIE

Program logiki algorytmicznej

Lub inaczej, kolejne pytania i zadania jakie prowadza do skonstruowania i za-
stosowan rachunku programéw. Rachunek programoéw to inna nazwa logiki al-

gorytmicznej.

1. Czy (algorytm) program jest tekstem?

2. Czy obliczenie algorytmu jest wyznaczone przez jego tekst? NIE. Sa
ciekawe przyktady algorytméw o zupelnie réznych obliczeniach gdy za-
stosowano je w réznych strukturach danych

3. Odrézniamy wilasnosci syntaktyczne programéw (algorytmow) od wias-
noéci semantycznych. Te pierwsze sa nieciekawe, nietrudne w analizie.
Np. ... Wlasnosci semantyczne sa niebanalne. TAK!. Poniewaz . ..

4. Czy mozna dowodzi¢ wlasnosci semantyczne programéw. TAK!

5. W tym celu nalezy wyrazi¢ wlasnosc semantyczna przez odpowiednig for-
mute.

6. Wykazanie, ze formula ta jest prawdziwa to to samo co wykazanie, ze
prawda jest iz wlasno$¢ semantyczna programu zachodzi.

7. Wymaga to wyjscia poza jezyk pierwszego rzedu. Wprowadzamy formuty
algorytmiczne.

8. Jezyk zawiera trzy rodzaje napisow: termy, formuty i programy

9. Nalezy skonstruowac system aksjomatéw i regul wnioskowania pozwala-
jacy przeprowadzac¢ dowody formut algorytmicznych, a wiec semantycznych
wlasnosci programoéw.

10. Zbadac taki system, czy nie zawiera sprzecznosci i czy jest kompletny.
11. Gromadzi¢ dodwiadczenia w stosowaniu narzedzia jakim jest rachunek pro-

gramow.



Czesc¢ 1

Programowanie algorytmow
lub
programowanie strukturalne
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Ta czes¢ dzieli si¢ na dwie mniejsze czesci. W rozdziatach 2] - 7?7 pozna-
jemy skladnie i semantyke programowania w pierwotnych typach danych (tzn.
w strukturach algebraicznych integer, real, ..). Po opanowaniu tego mateiatu
bedziesz umial analizowac programy ... Chcemy podkreslic, ze przedstawione tu

wlasno$ci operacji programotworczych sa istotne na dalszych szczeblach naszego
rozumienia narzedzi programowania.

W drugiej czesci, w rozdziatach 7?7 - [10| poznajemy narzedzia wzbogacania zas-
tanych typow (tj. struktur danych) o nowe instrukcje atomowe i 0 nowe operacje
i predykaty. Do tego celu stuza deklaracje blokéw, procedur i funkcji oraz in-
strukcje procedury i nazewniki funkcyjne.
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Rozdzial 2

Ly Drukowanie

W tym, nieduzym, rozdziale nauczymy sie drukowaé liczby i teksty. Jest to
niezbedne dla opanowania umiejetnosci tworzenia i uruchamiania wtasnych pro-
gramow.

2.1 JQZ}’k E()

Lo CLiGLyGLs G LG Ly G Le G Lr G Ls G Lo Lao

W programach jezyka L, ciag deklaracji — D, jest zawsze napisem pustym,
natomiast I — ciag instrukcji, jest dowolnym skoniczonym, ciagiem instrukcji
atomowych postaci: writeln i write( ). Argumentem instrukcji write moze by¢
tekst lub znak lub wyrazenie arytmetyczne. Niech s oznacza text, ¢ oznacza
znak, T oznacza wyrazenie arytmetyczne.

W jezyku Lo wyrazeniem arytmetycznym jest liczba, catkowita lub liczba z
przecinkiem dziesietnym. Sa to wyrazenia arytmetyczne najprostszej postaci.
W kolejnych jezykach zbiér wyrazen arytmetycznych bedzie zawiera¢ coraz wiecej
napisow. Odpowiednio zwieksza¢ sie bedzie zbior instrukcji drukowania.

Instrukcja  Efekt
writeln wypisuj od nowego wiersza
write(“text”)  wypisz text

write('znak')  wypisz znak

write(T) wydrukuj warto$¢ wyrazenia T
write(7:k) wydrukuj warto$c 7, na k pozycjach
write(7:k:m)  j.w., m znakow po przecinku

Ciag kolejnych instrukeji write mozesz skroci¢ wg tego wzoru
write(A); write(B); write(C); write(D);. . .; write(M)
zastap przez
write(A,B,C,D,...,M).

Pare instrukeji

13



14 ROZDZIAL 2. Lo DRUKOWANIE

write(argumenty);writeln
mozesz zastapi¢ przez
writeln(argumenty).

Przyktady

program drukl;

begin
writeln(“*Witaj!")
writeln;
writeln(*0123456789012345678901234567890");
write(3.1415926:12:7);write(" ");write('a’); writeln(3.1415926:12:3);
writeln(“0123456789012345678901234567890");
writeln("quick brown fox jumps over the leazy dog")

end

2.2 Abstrakcyjny komputer K

Ta maszyna wykonuje po kolei instrukcje programu i wypisuje na ekranie odpowied-
nie znaki dopoéki ciag instrukcji pozostajacych do wykonania nie jest pusty.
Komputer wyposazony jest w pamie¢ programu i ekran (lub drukarke).
Drukowanie na ekranie przebiega nieco inaczej niz na drukarce(papierze). Ta
réznica nie powinna sprawia¢ Ci ktopotu. RYSUNEK komputera KO

Wykonanie instrukcji writeln spowoduje przejscie do nowej linii. Wykonanie
instrukcji write('c') polega na wypisaniu znaku ’c’ na ekranie.

2.3 Zaawansowane drukowanie

Mozesz wzbogaci¢ repertuar drukowanych znakéw. Urzadzenia drukujace zdolne

sa do drukowania znakoéw o roznym kroju (ang. fonts).

Mozna takze kierowa¢ drukowanie do pliku i przekazywac takie pliki do pézniejszego
odczytywania.

2.3.1 Drukowanie wzbogacone

Drukowanie na ekranie komputera mozemy urozmaici¢ stosujac tzw. kody
ucieczki (ang. ESC — escape). Znak ESC ma numer 27 stad polecenie drukowa-
nia znaku chr(27).
Polecenie drukowania znakoéw polgrubych (ang. bold)

write( chr(27), "[1m")
Kolejne znaki pojawiajace sie na ekranie beda ’tHusciejsze’ - potgrube.
Polecenie drukowania znakéw pochylonych - kursywa

write( chr(27),"[3m")
Kolejne znaki pojawiajace sie na ekranie beda drukowane pismem pochylonym.
Polecenie drukowania znakéw normalnie

write( chr(27), "[0m")
Kolejne znaki pojawiajace sie na ekranie beda drukowane normalnie.
Mozesz tez probowaé wydrukowaé tekst migajacy (ang. blinking)
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write( chr(27), "[5m")
lub odwracajac kolory tla i znaku (ang. reverse)
write( chr(27), "[Tm")
Drukowanie znakéow z podkre§leniem (ang. underscore) nastapi po wydaniu
takiego polecenia:
write( chr(27), "[4m").
Mozesz drukowaé znaki kolorowe:
write( chr(27), "[32m"); na zielono

write( chr(27), "[31m"); na czerwono
write( chr(27), "[30m"); na czarno
write( chr(27), "[33m"); na zotto
write( chr(27), "[34m"); na niebiesko
write( chr(27), "[35m"); magenta
write( chr(27), "[36m"); cyan

)

write( chr(27), "[37m"); na biato
lub na kolorowym tle
write( chr(27), "[40m"); na czarnym tle
write( chr(27), "[41m"); na czerwonym tle
write( chr(27), "[42m"); na zielonym tle
write( chr(27), "[43m"); na zottym tle
write( chr(27), "[44m"); na niebieskim tle
write( chr(27), "[45m"); tlo magenta
write( chr(27), "[46m"); tlo cyan
write( chr(27), "[47m"); na bialym tle
Polecenia sterujace polozeniem kursora na ekranie
Mozesz znacznie wzbogaci¢ repertuar polecei drukowania stosujac tzw. “sek-
wencje ESC”. Zobacz program ansitest.log. Cwiczenia na umiejetnosé planowania
wydruku ...
Wydrukuj tabelke
Wydrukuj program

2.3.2 Drukowanie do pliku

Ten podrozdzial mozesz na razie opudcié.

Program moze postugiwac sie plikami. W tymm miejscu omawiamy pliki tekstowe.
Inne rodzaje plikow sa opisane gdzie indziej [43].

Deklaracja plikow *wewnetrznych’ programu ...

L7

2.4 Teoria konkatenacji

Drukowanie wydaje sie by¢ czynnoScig oczywista i zrozumialta. Wtladciwa dla
niego teoria jest teoria konkatenacji, sformutowana przez Alfreda Tarskiego w
XXw. Teoria ta jest nierozstrzygalna. Dowod tego faktu podal w 2006 roku
Andrzej Grzegorczyk.
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Aksjomaty teorii konkatenacji

Sygnatura tej teorii dzialanie konkatenacji (oznaczane *), stale (tj. atomy) i

réownosc.
T (yxz)=(z*y)*z (A1)
rxy = zxu = ((x = 2Ay = u)V(Fw)((z*xw = zAw*u = y)V(zxw = zAw*y = u)))
(A2)
oraz pewna liczba aksjomatéw opisujacych atomy tj. znaki alfabetu np.
“(a=zxy) (A4)
(8= x*y) (A5)
—(a=p) (A6)

W powyzszych trzech formutach nalezy napis « zastapi¢ przez symbol z alpha-
betu np. ’A’, a napis 3 zastapi¢ przez inny element alfabetu np. ’9’, i powtorzy¢
to wielokrotnie.

Pierwszy aksjomat nie budzi watpliwosci: drukowanie jest operacja tacznag —
wszystko jedno czy najpierw wydrukujemy stowo x % y a po nim stowo z, czy
tez najpierw wydrukujemy stowo x a po nim po kolei stowa y i z.

Drugi aksjomat tez jest oczywisty: je§li wydrukowali§my na dwa rézne spsoby
ten sam napis. tzn. gdy stowo x * y jest rowne stowu z x u to albo x = z i
y = wu albo istnieje takie stowo w, ze zxw = ziwsxu =y lub zxw = x i
w+y = u. Tarski objasnial ten aksjomat w taki sposob: Przypusémy, ze na potce
ustawiono dwa razy ciqg ksigzek. Najpierw pierwsza osoba ustawila podcigg x,
do tego dostawita (konkatenacja) podciqg y. Nieco pézniej inna osoba na pdtce
ustawita nagpierw podcigg z, a poiniej u. Jezeli w obu wypadkach uzyskano to
samo ustawienie ksigzek x xy = z xu, to albo T = z i y = u albo istnieje taki
podcigg w ksigzek, Zex xw =z twxu=y albo zxw=2x 1t wxy = u.

z u

books on_the shelf were put twice by dif ferent persons

books on_the_shelf were_ put twice by dif ferent persons

rysunek poétka z >
ksigzkami

Y

W tym przypadku stowo w to _put_twice.

books _on_the shelf were put twice by dif ferent persons

z w Y

Pozostate aksjomaty stwierdzaja, ze napisy « i 5 sa niepodzielne i rézne.

Prof. Andrzej Grzegorczyk [16] wykazal, ze w takiej teorii (nawet z dwoma tylko
atomami) mozna reprezentowaé kazda funkcje programowalng. Stad stosujac
rozumowanie przekatniowe mozna wyprowadzi¢ nastepujace twierdzenie: teoria
konkatenacji jest nierozstrzygalna.

Inaczej moéwiae, postugujac sie tylko operacja drukowania i kwantyfikatorami
mozemy zbudowaé formuty na tyle skomplikowane, ze nie istnieje jeden ogdélny
algorytm rozstrzygania ich prawdziwosci.



Rozdzial 3

L1 Wyrazenia

LoG L1 CLyGLsGCLiGLs G Le G Lr G Ls G LoG Lao

Jezyk £, wprowadza wyrazenia. Programista powinien umie¢ udziela¢ odpowiedzi
na pytania podobne do wymienionych ponizej:

Sktadnia Czy dany napis w jest poprawnie napisanym wyrazeniem?

Tu z pomocy przyjdzie nam kompilator. Dzieki niemu, nauka tworzenia
poprawnych wyrazen przychodzi nam latwo, nie musisz sie martwié.

Semantyka Czy warto$ci wyrazed w i 6 sa rowne (tj. czy jedno wyrazenie mozna

zastapi¢ drugim?
Podobne pytanie to pytanie poréwnujace dwa wyrazenia arytmetyczne,
czy formula w < 0 jest prawdziwa? Itp.

Dowod Czy podana argumentacja na rzecz tezy w = 6 jest poprawna?

Z jakich wtasnosci(aksjomatow) typu pierwotnego (lub obiektowego) wyprowad-

zono podany dowdd?

Przyda sie mie¢ pewien trening w algebrze zanim zaczniemy odpowiada¢ na
pytania z drugiej i trzeciej grupy. W kazdym jezyku programowania zbiér
wyrazen pelni wazng role. Kazdy jezyk programowania definiuje ten zbiér w
nieco inny sposoéb. Roéznice pomiedzy wyrazeniami w jednym i w drugim jezyku
programowania nie sa ani duze ani istotne. W tym rozdziale nie bedziemy
przyktadaé¢ wiekszej wagi do roznic. Co wiecej, w niniejszym rozdziale przyjmiemy,
(bez zmniejszenia ogélnosci naszych rozwazan) uproszczone definicje wyrazen
calkowito-liczbowych i wyrazen arytmetycznych typu real. Wyrazenia wys-
tepuja tez w matematyce i we wszystkich dziedzinach w ktérych matematyka
jest stosowana. Szerzej spotykana nazwa wzory jest bardzo czesto spotykanym
odpowiednikiem pojecia wyrazenia. W jezykach programowania zbiér wyrazen
dzieli sie na zbiér wyrazen arytmetycznych, znakowych i tekstowych i zbiér
wyrazenl boolowskich. W podrecznikach logiki (matematycznej) zbiér wyrazen
dzieli sie na zbior terméw tj. wyrazen nazwowych i zbiér formut tj. wyrazen
zdaniowych. Formuly bez kwantyfikatorow (tj. formuly otwarte) i wyrazenia
boolowskie to mniej wiecej to samo.

W latach trzydziestych XX wieku Alfred Tarski opublikowal prace [44],
w ktorej zaproponowal by wyrazenia pojmowaé jako opisy funkcji ze zbioru

17



18 ROZDZIAE 3. £, WYRAZENIA

wartoSciowan zmiennych w zbiér odpowiednich wartosci. W ten sposoéb za-
poczatkowana zostala nowoczesna semantyka wyrazen. Dla programistéw ten
sposéb mys$lenia jest naturalny: w programie wystepuja zmienne. W danej
chwili zmienne te maja jakie§ wartosci - jest to warto$ciowanie. W wyrazeniu
wystepuja takze znaki dzialan np. znak + dzialania dodawania @ i znak / dzi-

alania dzielenia @. Znaczeniem wyrazenia a + b - ¢ jest wiec troj-argumentowa

. ) . . abc . .
funkcja, ktora wartosciowaniu v : ———— przyporzadkowuje wartosé¢ v, ® (v ©
a Ub Uc
v¢). Ponizej podajemy doktadna definicje znaczenia przypisanego wyrazeniu. W

tej chwili zapamietajmy, ze dla ustalonego typu pierwotnego A

Wartosciowanie jest odwzorowaniem ze zbioru zmiennych w zbiér wartosci
—tj. elementéw ustalonego typu. Deklaracje pozwalaja wyliczy¢ wszystkie zmi-
enne ...

Programy w jezyku £, dopuszczaja deklaracje zmiennych i stalych pieciu
typow pierwotnych. Instrukcjami sa nadal wylacznie instrukcje drukowania.
Zauwaz jednak, ze w instrukcjach tych mozemy stosowaé bogatszy repertuar
wyrazen.

O definicji semantyki zaproponowanej przez Tarskiego ...
struktura danych A,
warto$ciowanie zmiennych v,
wyrazenie w.
skladaja sie na odwzorowanie wy (v)

Po kolei oméwimy rézne rodzaje wyrazen: wyrazenia catkowito-liczbowe
WZ, wyrazenia typu real (z liczbami rzeczywistymi) W.A , wyrazenia boolowskie
WB, wyrazenia znakowe WC, wyrazenia tekstowe (ang. string expression) WS,
wyrazenia tablicowe WT, wyrazenia obiektowe WO.

Zbiér wyrazenn WV jest unia zbioréw

W={WZUWAUWBUWCUWSUWT UWO}

Omoéwienie wyrazen tablicowych i obiektow tablic odktadamy na pdzniej. Wyraze-
niom obiektowym i obiektom po$wiecimy wiele miejsca w dalszym ciagu tej
ksigzki. Szczegdlne wartosci wyrazen obiektowych to obiekty wspolprograméow
oraz obiekty procesow.

Najprostszymi wyrazeniami sg state (spotkaliSmy je wczesniej) i zmienne. Zmi-
enna x zadeklarowana jako typu integer jest wyrazeniem typu integer. Oznacza
to tyle, ze wartoscia tej zmiennej jest liczba catkowita, a takze ze wartos tej
zmiennej moze byé argumentem dziatania dopuszczalnego w strukturze alge-
braicznej integer czyli typie pierwotnym integer. podbnie jest z deklaracjami
innych zmiennych, by¢ moze innego typu. Ka

3.1 Przyklady programoéw

Obejrzyj te dwa przyktady. Zastandéw sie co moze zosta¢ wydrukowane. Uru-
chom te programy i sprawdz czy trafnie odgadtes.
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program delta;
const a=2, b=5, c=1
Przyklad 3.1. begin
writeln(“delta=",b*b-4*a*c)
end

I jeszcze jeden przyktad. Jaka role odgrywaja deklaracje var zmiennych z i y?

program znaki;

var x: real, y: integer;

const a="a’, b=5, c="Witaj"
begin

writeln(c,” ', a, b*b+x+y)
end

Przyklad 3.2.

3.2 Typy pierwotne

Typy pierwotne: Boolean By, integer Z, real R, char (znak) C, string(napis) S
sa strukturami algebraicznymi. Zaklada sie, ze wirtualny komputer loglanowski
potrafi realizowa¢ dzialania opisane w tych strukturach.

3.2.1 Typ integer

Typ integer jest struktura algebraiczna
7 =(Z,®,0,®,+,modulo,0,® )

elementami struktury Z sa liczby catkowite. Dziataniami tej struktury sa do-
dawanie @, odejmowanie ©, mnozenie ®, dzielenie catkowito-liczbowe + i reszta
z dzielenia tj. operacja modulo. W strukturze mamy dwie relacje © réwnosci
1 © mniejszosci.

Kazda z pieciu operacji jest dwuargumentowa

O IxXZ—>Z dodawanie
O IxXxZLZ—>Z odejmowanie
® IXL—>Z mnozenie

: Zx{Z\{0}} - Z dzielenie catkowitoliczbowe
modulo : Z x {Z\{0}} = Z reszta

i dwie dwuargumentowe relacje (lub jesli wolisz dwie funkcje charakterystyczne
relacji)

©:ZxZ—{0,1} réwnosé
®:Zx Z —{0,1} mniejszosé

3.2.2 Typ Boolean

Ten typ to znana dwu-elementowa algebra Boole’a. Uniwersum sklada sie z dwu
elementéw 01 1. W algebrze tej rozwazamy dzialania dwuargumentowe: kresu
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gornego U i kresu dolnego N oraz jednoargumentowe dzialanie uzupetnienia —.
Inne operacje moga by¢ zdefiniowane przy pomocy tych trzech.

Bo = ({0,1},U,N, —)

ulo 1 njo 1 [0 1
0/0 1 0[0 O -]1 0
11 1 10 1

Przy pomocy powyzszych tablic mozemy okregli¢ tabelke dziatania relatywnego
pseudouzupelnienia —, ktore definiujemy w ten sposob

a%bﬁ—aub.

-Jujo 1 -0 1
0l1[1 1 czyli 01 1
100 1 10 1

3.2.3 Typ real

Ta struktura danych to zbior liczb rzeczywistych (w Twoim komputerze bedzie
to pewien podzbidr zbioru liczb wymiernych). Dla naszych rozwazan mozemy
jednak przyjaé, ze mamy do czynienia ze zbiorem liczb rzeczywistych wraz z
odpowiednimi dziataniami i relacjami.

R=(R,®,0,®,0,0,0)

Mamy tu cztery dziatania dwuargumentowe:

P:RxR— R dodawanie
©:RXxR—R odejmowanie
®: RxR—R mnozenie

@: Rx{R\{0}} - R dzielenie

i dwie dwuargumentowe relacje (lub jesli wolisz dwie funkcje charakterystyczne
relacji)

©:Rx R—{0,1} rownosc
@: Rx R— {0,1} mniejszos¢
3.2.4 Typ znakowy - char

Ten typ to skonczony zbiér znakéw jakie moga byc wprowadzane z klawiatury.
C = <A’ "'Z7 07 1"'7 97 +) R )7 (’ *7 &7 %’ $7 #7 !7>

bez zadnych operacji na znakach.
Uwaga. W kolejnych rozdziatach wprowadzimy funkcje ord i char. 1 przy ich
pomocy okreslimy relacje mniejszo$ci w zbiorze znakow. Koniec uwagi
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3.2.5 Typ tekstowy - string

Elementami tego typu sa skoriczone ciagi znakéw. Jedyne dziatanie to konkate-
nacja tekstow — operacja ta jest realizowana przez instrukcje drukowania.

3.3 Skladnia

W jezyku zachowana zostaje struktura programu. Zbiér deklaracji zawiera
deklaracje zmiennych i staltych typow pierwotnych. Zbiér wyrazen jest bogatszy.
Zbioér instrukcji to nadal tylko instrukcje drukowania, ale wystepujace w nich
wyrazenia sg teraz bardziej ztozone.

3.3.1 deklaracje zmiennych i stalych

Definicja 3.3. Niech v oznacza identyfikator, w niech bedzie nazwqg pewnego
typu pierwotnego, w € {Boolean, integer, real, char, string } Deklaracja zmien-
nej ma nastepujgca postac
var v:w
Mowimy: zmienna v jest (zadeklarowana) typu w.

Przyktady i skroty

var x: integer;

var b12: Boolean;

var c2: char;

var y: real;

var n: string;
Deklaracje zmiennych powinny byé¢ oddzielane znakiem $rednika.
Mozna laczyé deklaracje np.

var c2:char, y: real, n: string;

Nazwa typu pierwotnego Boolean moze rozpoczynaé sie od malej litery.
Obie deklaracje s poprawne

var b12: boolean; var b13: Boolean;
Mozemy tez napisac
var b12, b13: boolean;

Podobnie wyglada deklaracja statej. Niech v bedzie identyfikatorem. Niech 7
bedzie wyrazeniem typu pierwotnego.

Definicja 3.4. Napis postaci
const v=r1

jest deklaracjq statej v. Typem stalej v jest typ wyrazenia T.
Przyktady

const c1=17;

const c2=17.01;

const c3="v;

const c44="Witaj swiecie";
const c4= (cl+c2)/2;
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3.3.2 Wyrazenia typow pierwotnych
Wyrazenia caltkowito-liczbowe WZ

Podana ponizej definicja wyrazenia catkowito-iczbowego rozni sie od definicji
jaka znajdziesz w Loglanie i wiekszosci innych jezykéw programowania. Na ile
istotna jest ta réznica? Sprobuj odpowiedzie¢ na to pytanie rozwiazujac ¢wicze-
nie ...

Definicja 3.5. Zbior wyrazen catkowito-liczbowych jest to majmniejszy zbior
napisow W2Z taki, ze

(i) kazda zadeklarowana zmienna catkowito-liczbowa z nalezy do zbioru WZ,
z € WZ, kazda liczba catkowita ¢ nalezy do zbioru WZ, ¢ € WZ, kazda
zadeklarowana stata catkowito-liczbowa nalezy do zbioru W2Z,

(i1) jesli do zbioru WZ nalezq napisy 11 oraz T2, to do zbioru WZ nalezq tez
napisy

(11 4+ 72), (11 — 72), (11 * T2), (11 div 72), (11 mod T2).

Przyktady wyrazen catkowito-liczbowych

Wyrazenia boolowskie

Wyrazenia boolowskie odgrywaja bardzo wazna role w programowaniu — dwie
wazne konstrukcje programotworcze: instrukcja warunkowa i instrukcja iteracji,
wymagaja napisania wyrazenia boolowskiego. Ponadto, przy pomocy wyrazen
boolowskich definiuje sie budowe komputera i sposéb realizacji dziatan na liczbach
caltkowitych.

Definicja 3.6. Zbior wyrazen boolowskich to najmniejszy zbior napisow WB
taki, ze

(i) Zmienna q zadeklarowana jako boolean, nalezy do zbioru WB, stata c

zadeklarowana jako boolean, nalezy do zbioru WB, napisy “true“ oraz

“false“ nalezg do zbioru WB.

(11) jesli napisy « i B8 nalezq do zbioru WB, to do zbioru WB nalezq tez napisy
postact

(a or ), (o and f), not «

(i4i) jesli napisy T oraz v sq wyrazeniami arytmetycznymi, to do zbioru WB
nalezqg tez napisy postaci

(r=v), (t#v), (r<v), (t>v), (T<v), (t=>v).
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Wyrazenia arytmetyczne typu real

Definicja 3.7. Zbior wyrazen arytmetycznych typu real jest to najmniejszy zbior
napisow WTR taki, zZe

(i) kazda zmienna x ktorg zadeklarowano jako typu real nalezy do zbioru WR,
x € WR, kazda liczba rzeczywista c nalezy do zbioru WR, c € WR, kazda

zadeklarowana stata typu real nalezy do zbioru WTR,

(ii) jesli do zbioru WR nalezq napisy 11 oraz T2, to do zbioru WR nalezq tez
napisy

(11 + 72), (11 — 72), (11 * T2), (11 / T2).

Przyklady wyrazen typu real:

X,y gdy zmienne x i y sa zadeklarowane typu real,
1.23, -2.34, 4.0E4
(x+(7.8-y))

Uwaga. Ani te przyklady, ani podana powyzej sktadnia nie wyczerpuja definicji
wyrazen arytmetyxznych typu real!

Wyrazenia znakowe

Wyrazenia tekstowe

Wyrazeniem tekstowym jest zmienna zadeklarowana jako string lub stata tek-
stowa.
Przyklady.

“Witaj smutku”

L . . . . - . | drzewa wyrazen
s Gdzie s jest zmienng zadeklarowang jako string. Kazde wyrazenie moze y

by¢ przedstawione w postaci drzewa. Przyktady.

3.4 Semantyka

Wartosé wyrazenia

3.4.1 Wyrazenia calkowito-liczbowe

Znaczeniem wyrazenia calkowito-liczbowego 7 jest funkcja 77 ze zbioru ZV
wartosciowar zmiennych w zbiér liczb catkowitych

2V = Z.
Obliczanie wartosci wyrazenia

Warto$¢ 7(v) wyrazenia 7 dla ustalonego wartosciowania v wyznacza sie zgodnie
z nastepujaca procedura:
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Wyrazenie 7 wartosé 7(v) wynosi
T jest liczba 1 7(v) g
T jest stala [ 7(v) g
T jest zmienng z 7(v) g v(z)
(1 +72) (n+m)@) £ (n) &)
(= 7) (n-m)@) £ (n()emn®)
(1 * ) () £ (n©) @)
(dive) | (ndive)p) L7 F RO) B )20
nieokreslone  w.p.p.
(ry mod 7) (71 mod ) (1) df T%(’U) modulo 75(v)) gdy 71(v) #0
nieokre§lone  w.p.p.

Podana powyzej definicja znaczenia cieszy sie dwoma bardzo waznymi wlasnos-
ciami

Lemat 3.1. Dla kazdego wyrazenia catkowito liczbowego 7 i dla kazdego wartos-
ciowania zmiennych obliczenie wartosci 7(v) istnieje obliczenie skoriczone, ktore
ma nie wiecej krokow niz dtugosé wyrazenia T.

Dowdd. Krok obliczenia polega albo na odczycie wartosci zmiennej x w wartos-
ciowaniu v, albo na wykonaniu odpowiedniej operacji na otrzymanych wczes$niej
wartosciach podwyrazeni 71(v) i 72(v). Dla termow o dlugosci 1 teza jest oczy-
wiscie prawwdziwa. Zalézmy , ze teza jest pawdzziwa dla wszystkich terméw
o dlugosci nie wiekszej niz £k Dowod przebiega przez indukcje ze wzgledu na
dtugosé wyrazenia O

Lemat 3.2. (o jednoznacznosci) Warto$é wyrazenia jest wyznaczona jednoz-
nacznie. Jesli istniejg dwa rézne obliczenia wartosci termu 7 dla wartoSciowa-
nia zmiiennich v, to wyniki obliczen sqg rowne.

Przyktady
Wyrazenia 7 : (4% (xxx)) — (92 +5))in: (42 —9)*x)+ 5 maja te sama
warto$é, wyznaczaja te sama funkcje 7or: N — N

Zauwaz, ze catkiem rézne wyrazenia moga mieé¢ réwne wartosci dla wszystkich
wartoS§ciowan, np. x+y i y+x. Te spostrzezenia maja realng wartosé. Pomoga
nam w skracaniu tekstu programu i w przyspieszaniu jego obliczen.

Ogolne zadanie: dla dowolnego wyrazenia catkowito liczbowego w znajdz na-
jbardziej optymalne réwnowazne wyrazenie, moze okaza¢ sie bardzo trudne.
ZADANIA

Zadanie 3.1. Do obliczenia wartosci wyrazenia bx b+ axa+ a2 xb trzeba
wykonaé 4 mnozenia i 2 dodawania. Czy da sie wyznaczyé te warto$é taniej,
tzn. w mniejszej liczbie krokow?

Wilasnosci (aksjomaty) struktury integer, struktury real.
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Zadanie 3.2. Do obliczenia wartosci wyrazen axb—cx*d i a*c—+bxd potrzeba
4 mnozen i dwu dodawan. Przyjmigmy, zZe operacja dodawania jest znacznie
tarisza od operacji mnozenia. Czy mozna obliczyé te dwie wartosci przy pomocy
trzech mnozen?

3.4.2 Wyrazenia arytmetyczne typu real

Obliczanie warto$ci wyrazen arytmetycznych typu real definiujemy w sposéb
analogiczny ... Znaczeniem wyrazenia 7 typu real jest funkcja g ze zbioru RY
wartosciowar zmiennych w zbiér liczb rzeczywistych R

TR: RV = R.

Obliczanie wartosci wyrazenia
Wartos¢ 7(v) wyrazenia 7 dla ustalonego wartosciowania v wyznacza sie zgodnie
z nastepujaca procedura:

Wyrazenie 7 ‘ wartosé 7(v) wynosi
T jest liczba [ T(v) L
T jest staly [ 7(v) g
T jest zmienng z 7(v) ¥ v(z)
(r1 +72) (n+m)@ £ (m©) enw)
(r1 =) (n-m)®) = (1) enw)
(r1 % 72) (nxm)(v) £ (nE) @)
g J7m(v) @ m2(v)) gdy mi(v) #0
(71/72) (n/m2)(v) = {nieokreélone w.p.p.

Podana powyzej definicja znaczenia cieszy sie dwoma bardzo waznymi wlasnos-
ciami

Lemat 3.3. Dla kazdego wyrazenia 7 typu real i dla kazdego wartosciowania
zmiennych obliczenie wartosci T(v) istnieje obliczenie skoriczone, ktére ma nie
wiecej krokow niz dtugosé wyrazenia 7.

Dowdd. Krok obliczenia polega albo na odczycie wartosci zmiennej x w wartos-
ciowaniu v, albo na wykonaniu odpowiedniej operacji na otrzymanych wczesniej
wartosciach podwyrazeri 71(v) i 72(v). Dla termow o dtugosci 1 teza jest oczy-
wiscie prawwdziwa. Zalézmy , ze teza jest pawdzziwa dla wszystkich terméw
o dlugosci nie wiekszej niz k& Dowod przebiega przez indukcje ze wzgledu na
dhugos$¢ wyrazenia O

Lemat 3.4. (o jednoznacznosci) Wartosé wyrazenia jest wyznaczona jednoz-
nacznie. Jesli istniejg dwa rézne obliczenia wartosci termu 7 dla wartoSciowa-
nia zmitennich v, to wyniki obliczen sq réwne.

Przyktady
Wyrazenia 7 : (4% (x*xx)) — (92 +5)) in: ((4d*x—9)*x)+ 5 maja te sama
warto$¢, wyznaczaja te samg funkcje Tar: N - N
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Zauwaz, ze catkiem roézne wyrazenia moga mie¢ réwne wartosci dla wszystkich
wartosciowan, np. x+vy i y+x. Te spostrzezenia maja realng warto$é. Pomoga
nam w skracaniu tekstu programu i w przy$pieszaniu jego obliczen.

Ogolne zadanie: dla dowolnego wyrazenia catkowito liczbowego w znajdz na-
jbardziej optymalne réwnowazne wyrazenie, moze okaza¢ sie bardzo trudne.

3.4.3 'Wpyrazenia Boolowskie

Znaczeniem wyrazenia boolowskiego « jest funkcja ap, ze zbioru wartosciowan
zmiennych boolowskich w dwuelementowy zbiér B,

as,: BY? — By

Funkcja ta jest okeSlona przez indukcje ze wzgledu na dlugo$é wyrazenia w
nastepujacy sposob: Niech Vp oznacza zbiér zmiennych boolowskich. Wartos-
ciami zmiennych boolowskich sa albo true albo false. Czasami zmaiast true
bedziemy pisa¢ 1, a zmiast false napiszemy 0.

Wartosciowaniem zbioru zmiennych boolowskich nazywamy odwzorowanie
v: V. — By przypisujace kazdej zmiennej boolowskiej wartoSc boolowska ze
zbioru By = {true, false}.

Litera W oznaczaé¢ bedzie zbiér warto$ciowarl zmiennych boolowskich W =
BV

Kazde wyrazenie boolowskie o zbudowane wedlug regul (i) - (ii) wyznacza
funkcje ap, ze zbioru W w zbiér By. Niech v oznacza wartosciowanie zmien-
nych boolowskich.

Wyrazenie | Wartosé

true 1

false 0

(tr<v) val((t < v),v) = val(r,v) < val(v,v)
q € VBoolean val<Q7 U) =v q)

e val((—a),v) = —val(a, v)

(aVp) val((a Vv B),v) = val(a, v) Uval(B,v)
(A p) val((a A B),v) = val(o, v) Nwval(B,v)

Zwr6é uwage na roéznice pomiedzy znakami V i U. Pierwszy jest elementem
alfabetu rozpatrywanego jezyka, drugi oznacza operacje alternatywy w dwuele-
mentowe] algebrze Boole’a By. Podobnie ...

Funkcje val rozszerzymy na pozostate wyrazenia boolowskie wykorzystujac wczeéniej
okreslone znaczenie wyrazen catkowito-liczbowych.

Zadanie 3.3. Co mozna powiedzie¢ o wartosciach wyrazen?

(avp)i(BVa)

Napisaé przyktad dtugiego wyrazenia boolowskiego i jeszcze jednego wyraze-
nia i zapyta¢ o ich rownowaznosé.
Optymalizacja?
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3.4.4 Wyrazenia znakowe

3.4.5 Wyrazenia tekstowe

Stale tekstowe
Zmienne tekstowe
W Loglanie wyrazenia tekstowe sa bardzo proste, nie ma operacji na tekstach.

3.5 Komputer K;
ICOEICl CRC K C G s Ko Ko

Komputer Tarskiego Ten komputer oblicza wartosci wyrazen postugujac sie
stosem.

Jak to dziata?

Stos wartosci

Elementami komputera sa: pamie¢ czyli wartoSciowanie zmiennych (i stalych)
oraz kalkulator zajmujacy sie obliczaniem wartosci wyrazeri. Kalkulator z kolei

ma stos wartosci, aktualny symbol wejsciowy , ... i tabele akcji
wierzcholek wejscie
stosu stala zmienna operator ( ) EoE
wartosé A B C D E F
operator A B C D Brap Bilad
( A B C D Brap Btad

Gdzie litery A, B, C, D, E, F oznaczaja odpowiednio, nastepujace akcje:
A: wpisz wartos¢ statej na (wierzcholek) stos,

odnajdz warto$¢ zmiennej w pamieci v i wpisz na wierzchotek stosu,

przepisz operator na wierzchotek stosu,

przepisz nawias otwierajacy na wierzchotek stosu,

=9 Q v

pobierz ze stosu (pop) cztery elementy: warto$¢ ws, operator ©, warto$c
wi 1 nawias zamykajacy, oblicz warto$¢ w = w; ® we i wpisz w na stos.
Jezeli czwartym elementem nie jest nawias otwierajacy to BLAD,

F: pobierz warto§¢ w z wierzchotka stosu; jesli stos jest niepusty to zglos
BrAD w przeciwnym przypadku zwr6é obliczona warto$é wartosé w.

BrAD bledy réznego rodzaju powinny by¢ inaczej zgtaszane

Twierdzenie 3.5. Niech v bedzie warto$ciowaniem zmiennych zadeklarowanych
w programie. Niech T bedzie wyrazeniem catkowito-liczbowym.

A) Dla kazdego poprawnie zbudownego wyrazenia catkowito-liczbowego T kom-
puter K1 poprawnie obliczy warto$é T(v) tego wyrazenia dla danego wartosciowa-
nia v.

B) Jesli wyrazenie T zawiera blgd sktadniowy, to zostanie on zasygnalizowany.

Dowdd. Dowodd przebiega przez indukcje ze wzgledu na dlugo$é wyazenia .
Jesli wyrazenie 7 jest zmienna x, to najpierw na stos zostanie wprowadzona

teza indukeyjna?
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wartosé v(z), a w nastepnym kroku po obejrzeniu symbolu EoE - koniec wyraze-
nia komputer zwréci te wartosé.

Podobnie bedzie gdy wyrazenie 7 jest stala.

Zaltozmy, ze dla wyrazen krotszych niz k, liczba naturalna teza twierdzenia jest
prawdziwa. Rozpatrzmy wyrazenie 7 postaci (11 ©® 72). Z zalozenia induk-
cyjnego komputer poprawnie obliczy wartosé¢ 71 (v), a potem wartosé¢ mo(v) i
na wierzhotku stosu beda: nawias otwierajacy (, wartos¢ 71(v), operator ® i
warto$¢ 2(v). Z kolei na wejsciu pojawi sie nawias zamykajacy ).

Dow6d punktu B. Co to znaczy napis 7 jest btednym wyrazeniem caltkowito-
liczbowym? Rozpatrzmy po kolei przypadki:

e brakuje nawiasu otwierajacego 71 ® 72), lub
e brakuje pierwszego argumentu (®72), lub

e brakuje operatora (7172), lub

e brakuje drugiego argumentu (71®), lub

e brakuje nawiasu zamykajacego (11 ©® 7o

Atomowe wyrazenie 7 postac¢? W kazdym z tych przypadkow komputer zasyg-
nalizuje blad. O

Omoéw znaczenie punktu B. Jest to gwarancja odpornosci na ataki. Komputer
jest robust.

Rysunek
Tabela : Wejscie x Wierzchotek stosu —> Akcja

3.6 Analiza

Komputer K; oblicza wartosci wyrazeni. Wyrazenia opisuja odwzorowania ze
zbioru wartosciowan w zbiér wartosci odpowiedniego typu. Nietrudno zauwazy¢,
ze wiele wyrazen opisuje te sama funkcje. Mozesz to potwierdzaé ekspery-
mentujac i drukujac wyniki. Jak rozpoznaé réwnosé¢ wyrazen? Jak dowodzié
prawdziwosci wyrazen boolowskich postaci 71 = 72?7 Umiejetno$é rozpoznawa-
nia wyrazen opisujacych te same odwzoworowania ma znaczenie praktyczne.
Poréwnaj wyrazenia (a + b)? i b* b+ ba + a? + ab. Pierwsze wyrazenie wymaga
dwu dzialan, a drugie wymaga czterech mnozen i trzech dodawan. Jesli nasz
program bedzie musial powtérzy¢ obliczenie milion razy to mozna zaoszczedzic¢
bardzo wiele.

3.7 Aksjomaty

Testowanie czy dowodzenie?

Analiza programu dokonywana jest w odpowiedniej teorii. W klasie jezykow
omawianych w tym rozdziale, teoria jest wyznaczona przez zestaw deklaracji
programu i zestaw aksjomatéow. W zbiorze £ programéw, kazdy program ustala
zbior zmiennych. Wyrazenia nie moga zawiera¢ zmiennych (lub odpowiednio
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stalych) niezadeklarowanych. Typy pierwotne uzyte w tych deklaracjach decy-
duja o tym jaki zestaw aksjomatéw jest niezbedny w trakcie analizy programu.
Ponizej podajemy pie¢ zestawoéw dla kazdego typu pierwotnego. Poczynajac od
jezyka L7 deklaracje programu beda mogty zawieraé definicje funkcji, procedur,
klas. W takim przypadku zestaw niezbednych aksjomatéw bedzie musial byc

odpowiednio bogatszy.

3.7.1

aksjomaty algebr Boole’a

Wyrazenia Boolowskie, tj. formuly otwarte, mozna analizowaé¢ postugujac sie se-
mantyka opisang powyzej. Jest jeszcze inna droga, mozna przeksztalcaé wyraze-
nia Boolowskie w inne, réwnowazne wyrazenia postugujac sie, podanymi ponizej

aksjomatami algebr Boole’a.

Ponizej podajemy zestaw aksjomatow.

(11) VaﬁbeBoan:bUa Va,begoaﬁb:bﬁa
(l2)  Vapeep, aU(bUc)=(aUb)Uc VapeeB,aN(bNec)=(anbd)Ne
(I3)  Vapen, (aNbd)Ub=10 Vaben, (@N(aUb) =a
(la) VapeB,anN(dUc)=(and)U(anNc) Vapep,aU(bNe)=(aUb)N(aUc)
(I5) (an—a)ub=1b (aU—a)Nb=>b
W jezykach programowania operacje boolowskie sg oznaczane inaczej, zazwyczaj
tak.
jezyk operacja
Matematyka | U N - T 1
lub V A -
Loglan or and not true false
C++, Java | && | 1 0
Uwaga.

Koniec uwagi.

Azy (= B) = (8= 0) = (a=9)))

Azy (a= (aVP))

Azz (B = (aVB))

Azy ((a=96) = ((B=10) = ((aVB)=1)))
Azs ((aAB) = a)

Azg ((a N B) = P)

Azz (6= )= (0= B) = (0= (A fB))))
Azs (o= (B=10)) < ((a AB)=10))

Azg ((a A —a) = 8)

Az1p ((a = (e A—a)) = —a)

Az (aV —a)

reguta odrywania

a, (o= )

” 3
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3.7.2 Aksjomaty liczb calkowitych

Aksjomaty pierscienia uporzadkowanego oraz zdanie stwierdzajace, ze zbior
liczb catkowitych dodatnich jest dobrze uporzadkowany: kazdy niepusty podzbior
zbioru N liczb catkowitych nieujemnych zawiera element naymniejszy.

Liczby catkowite tworza zbiér oznaczany integer (lub Z), razem z niepustym
podzbiorem N (liczb catkowitych nieujemnych) i z dwoma operacjami dwuar-
gumentowymi dodawania i mnozenia, oznaczanymi przez + i -, ktére spelniaja
nastepujace aksjomaty:

¢ (Przemienno$c) Dla kazdej pary liczb catkowitych a,b zachodza rownosci
a+b=b+a oraz a-b=b-a,
e (Lacznosé) Dla kazdej trojki liczb catkowitych a,b, ¢ zachodza

(a+(+e)=((a+d)+c) oraz (a-(b-¢))=((a-d)-c),

(Rozdzielnosé) Dla kazdej trojki liczb catkowitych zachodzi

(a+b)-c=a-c+b-c

(Jednosci) Istnieja liczby catkowite 01 1 takie, ze dla kazdego a zachodzi

a+0=a oraz a-1=a,

(Domkniecie w N) Jesli a i b sa liczbami calkowitymi nieujemnymi to
liczby a + b oraz a - b tez sa liczbami catkowitymi, nieujemnymi,

(Addytywna odwrotnos¢) Dla kazdej liczby caltkowitej a, istnieje taka
liczba catkowita —a, ze zachodzi

a+—a=0

(Trichotomia) Dla kazdej liczby catkowitej a zachodzi doktadnie jedna z
trzech relacji: albo a) liczba a jest nieujemna, albo b) liczba a jest zerem
a = 0 albo ¢) liczba —a jest nieujemna,

(Dobre uporzadkowanie zbioru N) Kazdy niepusty podzbiér zbioru liczb
calkowitych, dodatnich ma element najmniejszy.

Ostatni aksjomat ma inny charakter niz pozostate. Uzyto w nim kwantyfika-
tora wiazacego zbiory (a nie elementy). Nieco dalej, w rozdziale ?? podamy
algorytmiczny aksjomat liczb catkowitych, bardziej przydatny w analizowaniu
algorytmoéw.
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3.7.3 Aksjomaty liczb rzeczywistych

Do wnioskowania o wlasnodciach programéw wykonywanych w strukturze liczb
rzeczywistych bedziemy wykorzystywac aksjomaty ciata uporzadkowanego Archimedes-
owskiego.

¢ (Przemiennos¢ dodawania)

Vz,y€R$+y:y+xa

(Lacznos¢ dodawania)

Voyzer (@ +(y+2) = (z+y)+2),

e (Rozdzielno§¢ mnozenia wzgledem dodawania)

vx,y,zER(x—Fy)'Z:Q?'C—i-y-Z

(Jednos¢ dodawania)

EOERvmeRx +0=ux,

(Addytywna odwrotnosc)
VeerI—zerr+—2=0
¢ (Przemienno$¢ mnozenia)
VoyeRT Y=y T,
¢ (Lacznos¢ mnozenia)

Vayzer (- (y-2)) = ((z-y) - 2),

(Jedno$¢ mnozenia)

J1erVeerx -1 =,

(Odwrotnosc)

vxeRx #0 — Ela:—leRCU'xil =1

(Porzadek w zbiorze R)

Veer (T < T)
Veyzer (T <yAy<z) = x<2)
Va,y(z <yVez=yVy<uz)

(aksjomat Archimedesa) dla kazdej pary liczb dodatnich 0 < y,y <
istnieje liczba catkowita, dodatnia k taka, ze © < k * y.

VyerV2er(0 <y <z = Fpenz <k-y)
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tzn. przyjmujemy, ze dzialanie dodawania jest laczne, przemienne i rozdzielne
z dzialaniem mnozenia. Dla kazdej liczby [ istnieje liczba o przeciwnym znaku
—I[, taka, 7ze [ + —l = 0. Driatanie mnozenia jest laczne i przemienne. Dla
kazdej liczby 1,1 # 0 istnieje liczba I’ taka, ze [ x I’ = 1. Relacja < jest spdjna,
przechodnia, asymetryczna, przeciwzwrotna. Zachodzi prawo Va,y(z < yVa =
yVy<y).

Ponadto zachodzi prawo Archimedesa dla kazdej pary liczb dodatnich > 0,y >
0,y < x istnieje liczba catkowita, dodatnia k taka, ze x < k x y.

3.7.4 aksjomaty typu znakowego - char

O typie znakowym (char) wiadomo, ze jest to skoriczony zbiér. Wystarcza wiec
dwa aksjomaty. Pierwszy to (dluga) alternatywa mowiaca, ze kazdy znak to
x="AVae=DBVvV---Ve="Z've =0 .vVe=9Y Ve ="+ v =) .
Drugi to jeszcze dtuzsza formula stwierdzajaca, ze kazdy element zbioru C' jest
rézny od pozostatych.

3.7.5 aksjomaty typu string

Aksjomaty teorii konkatenacji przytoczyliSmy w rozdziale [2] Drukowanie. W
jezyku nie wystepuje operacja konkatenacji na tekstach. Ale instrukcje drukowa-
nia wlasnie te operacje realizuja, dopisujac kolejne znaki i teksty do poprzednio
wydrukowanych.

3.8 Przyklady

Deklaracja zmiennej catkowito liczbowej z wyglada tak:
var z: integer;

Mozna tez deklarowaé state catkowito-liczbowe, np.
const s7 = 7,

W instrukcjach write dopuszczamy teraz jako argumenty napisy bedace wyraze-
niami catkowito-liczbowymi.

Podobnie jak wczesniej program jest napisem o nastepujacej budowie
program <nazwa;
<deklaracje zmiennych i staltych>
begin
<instrukcje drukowania>
end

Warto$¢ wyrazenia



Rozdzial 4

Lo Programy liniowe

LoGLiGLy GL3GLiG LG LG Lr G LsG LoG Lao

W tym rozdziale zaczynamy programowac tzn. tworzy¢ algorytmy. Programy
liniowe, jakie bedziemy rozpatrywaé¢ w tym rozdziale sa bardzo wazna czescia
kazdego algorytmu. Sa to ciagi instrukcji przypisania.

TODO

e SWAP(x,y) zamiana wartosci,

e instrukcja x < tau moze by¢ roztozona na instrukcje prostsze,
e wykorzystanie wtasnosci struktur liczbowych

e wykorzystanie algebry Boole’a gdy instrukcja jest g < v

e mnozenie liczb zespolonych

e mnozenie macierzy 2 x 2 (przygotowanie do Strassena)

e najstabszy warunek wstepny — programu liniowego

e najmocniejszy warunek koncowy — programu liniowego

4.1 Przyklad programu i jego obliczenia

Przykladowy program
Niech bedzie dany ponizszy program L1

33
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program L1;
const a= 1,b= -3,c= 5,d= 11 ;
var Aa,Bb: integer;
var t1,t2, t3: integer
begin
tl<+ a *c;
t2 <+ b*d;
t3 (a+b)*(c+d);
Aa+ t1 -t2;
Bb+ t3 -t1-t2
end

Przyklad obliczenia

Stan poczatkowy rekordu aktywacji

Po pierwszej instrukcji

Bb:= t3 -t1-t2

Bb:= t3 -t1-t2

Pamieé Pamieé
a b c d Aa  Bb  t1  t2  t3 a b c d Aa_ Bb  t1 2 t3
1 -3 5 11 0 0 1 -3 5 11 0 0 Bl o© 0

Ciag instrukcji Ciag instrukcji

tl:= a *c; t1:= a *c;

t2:= b*d; £2:= b*d;

t3:= (a+b)*(c+d); t3:= (a+b)*(c+d);

Aa:= t1 -t2; Aa:=t1 -t2;

Bb:= t3 -t1-t2 Bb:= t3 -t1-t2

Po wykonaniu dw6ch instrukcji Po wykonaniu trzech instrukcji

Pamieé Pamieé
a b c d Aa  Bb  tl1  t2 3 a b c d Aa Bb 1 %2 3
1 3 5 11 0 0 5 eSSl © 1__-3 5 11 0 0 5 -33_ SOl |

Ciag instrukcji Ciag instrukcji

tl:= a *c; tl:= a *c;

t2:= b*d; t2:= b*d;

t3:= (a+b)*(c+d); t3:= (a+b)*(c+d);

Aa:i= t1 -t2; Aa:= t1 -t2;

Bb:= t3 -t1-t2 Bb:= t3 -t1-t2

Po czterech instrukcjach Po pieciu instrukcjach

Pamiegé Pamiegé
a_ b c d Aa_ Bb__ tl 2 3 a b c d Aa__ Bb _ tl  t2 3
13 115 |88l © 5 3332 1 -3 11 5 35 A 5 33 32

Ciag instrukcji Ciag instrukcji

tl:= a *c; t1:= a *c;

t2:= b*d; t2:= b*d;

t3:= (a+b)*(c+d); t3:= (a+b)*(c+d);

Aa:= t1 -t2; Aa:= t1 -t2;

I to jest koniec obliczenia tego programu. Na zielonym tle widaé¢ instrukcje
jakie pozostaja do wykonania. Na tle blado-rézowym sa instrukcje juz wyko-
nane, mozna o nich zapomnie¢. W tabeli Pamieci na czerwonym tle zaznac-
zono wynik ostatniej wykonanej instrukcji (przypisania). Po wykonaniu piatej
instrukcji nie pozostata juz zadna instrukcja do wykonania — obliczenie pro-
gramu zostaje zakonczone. Programisci méwia “program zakoniczyt dziatanie”.
Co sie stanie jesli zmienione zostang state a,b,c,d? Np. w ten sposdéb a=11,

b=5, c=12, d=-4.

Czy mozna podac jaka$ ogolng prawidtowosé?

4.2 Skladnia

Rozpatrujemy jezyk Lo, ktory zawiera wszystkie wyrazenia z jezyka L, a wiec
wszystkie poznane dotad wyrazenia oraz instrukcje drukowania.
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£1§;£2

Program w jezyku L, ma budowe zgodna z definicja przyjeta wczesniej,
zob. ??. Instrukcja programu jest (oprocz instrukcji drukowania) instrukcja
przypisania.

Definicja 4.1. Niech z bedzie zmienng i niech T bedzie wyrazeniem. Zaktadamy,
ze typy zmiennej i wyrazenia $q¢ rowne.
Instrukcja przypisania jest napis postaci

24T .

Uwaga. Symbol operacji przypisania < pojawil sie tu nie przy-
padkiem. Po pierwsze, symbol ten pozwala odsunaé w czasie
dyskusje, ktoéra ortografia jest lepsza ta z Algolu i Pascala tzn.
:=, czy tez dominujaca dzi§ (zob. C++, Java i in.) notacja w
ktorej réwnosé = jest wykorzystywana jako operator przypisania.
Notacja z =, wywodzi sie z lat 50tych XX wieku od jezykéw For-
tran i BCPL.

Znak strzatki w lewo mial wystepowaé¢ w programach pisanych w
Algolu60 w wersji publikacyjnej. A Ty przed oczami masz pub-
likacje. W tej ksiazce, w przyktadach moze pojawié sie symbol :=,
zamiennie z preferowanym przez nas, znakiem < .

Przyktad
Okaze sie, ze programy liniowe moga nastreczy¢ sporo problemow.

przyktady — y := 259
przyktady

¢wiczenie — sprawdz a*b+b*b-3*a*b+a*a

Programy liniowe a dagi.
Por. ksigzka Savage’a.

Problemy: optymalizacja,

4.3 Komputer K, i pojecie obliczenia

Komputer Ko umie nie tylko oblicza¢ wartosci wyrazen, ale takze potrafi oblic-
zong warto$¢ przypisa¢ zmiennej jako jej nowa warto$¢. Pamie¢ komputera Ko
jest wyznaczona przez ciag deklaracji programu. Rozwazmy instrukcje przyp-
isania w jej og6lnej postaci x := 7. Niech v bedzie wartosciowaniem zmiennych.
Znaczeniem instrukcji przypisania i jest funkcja ze zbioru wartosciowan V% w
ten sam zbior.

in: V25 V72
czyli ia(v) = v’ przy czym warto$ciowanie v’ rézni sie od wartosciowania v tylko
dla zmiennej = v'(z) = v(z) dla z # = a dla x zachodzi v'(x) = 74 (v).
Instrukcje programu wykonywane sa po kolei i zmieniaja stan pamieci (tzn.

wartosciowanie zmiennych).
Niech v oznacza warto$ciowanie zmiennych. Niech s oznacza ciag instrukcji.

Definicja 4.2. Stanem obliczenia, lub konfiguracjg, nazywamy pare uporzqd-
kowana ¢ = (v, 8)
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Niech P bedzie programem

program P;

D (* ciag deklaracji *)
begin

I (* ciag instrukcji *)
end

Definicja 4.3. Obliczeniem ciggu instrukcji s = s1, So, ..., Sp, dla wartoSciowa-
nia poczgtkowego v jest cigg standw cg,cq, ..., ¢, taki, zZe

1. stan cg jest parg (v,s),

2. stan ¢ jest parg (vi,I) gdzie warto$ciowanie vy jest wyznaczone przez
deklaracje D programu, cigg I jest ciggiem wszystkich instrukcji programu
p.

3. jesli w danym stanie ¢; = (v;, 14,49, ...,1g) ciag instrukcji jest niepusty to
do obliczenia nalezy stan c;y, spetniajgcy warunek

o jesli pierwszq instrukcjg i jest instrukcja przypisania r <~ T, to
nastepny stan jest parg (ia(v;), 2, ..., 0%)

o jesli pierwszq instrukcjgjest instrukcja drukowania write to nastepny
stan jest parg (v, io, ..., 1%) (Na wyjsciuv dopisano to co trzeba).

4. jesli w danym stanie ¢; = (v;,0) cigg instrukcji jest pusty to stan ten jest
kornicowym stanem obliczenia programu P.

4.4 Semantyka

W analizie programéw liniowych pomocny bedzie nastepujacy schemat aksjo-
matu instrukcji przypisania

{z + 7}a(z) & a(z/T) (ax18)

Napis a(z/7) oznacza wyrazenie powstajace z formuly « przez réwnoczesne za-
stapienie wszystkich (wolnych) wystapien zmiennej  w formule «. Nietrudno
zauwazyé, ze napis a(z/7) jest formuta. Przyktad.
{y=zc+THoe+y<2)e (z+2x+7<2)
Sens tego aksjomatu mozna odczyta¢ z rysunku Aksjomat stwierdza, ze di-
agram na tym rysunku jest przemienny. A wiec, warto$¢ formuly algorytmicznej
{z := 7}a(x), ktora wyznaczamy ... jest rowna wartosci formuty a(z/7).

Co wynika z przemiennosci diagramu Czy mozna ustali¢ jaka relacja
zachodzi pomiedzy stanami pamieci v i v'?

Kolejnym aksjomatem rachunku programoéw jest
{K;M}a= KMa . (ax19)

Kazda formuta zbudowana zgodnie z tym schematem jest tautologia. Zobacz

rysunek [7.1]

Aksjomaty te zastosujemy w ponizszym dowodzie.
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Rysunek 4.1: Aksjomat instrukcji przypisania (schemat)

K M }a
N {aM}

@ {K; M}« > t,f
//’V

Rysunek 4.2: Aksjomat zlozenia programow Ax19 (schemat)

4.5 Kilka przykladow

SWAP — zamiana wartosci

37

Czy jest prawda, ze po wykonaniu trzech instrukcji, zmienne x i y zamienity sie

warto$ciami? Rozpatrzmy nastepujacy program.

program SWAP;
const k=, 1=;
var X, y, t: integer;

begin
ti=x;
X=y;
y =18

writeln(“x="x,'y=",y)
end
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Pytanie brzmi:
czy prawdziwa jest ponizsza implikacja?

(x=knrny=I1) = {t=x;x:=y;y:=tHx=1ANy=k)

Zastosujemy aksjomat instrukcji przypisania ax18 i aksjomat instrukcji ztozonej
ax19.

Nr Formula Podstawa
Wl (@=kry=1) = {t=xz:=yy:=tHa=IANy=k)

24 (=krny=l) = {t:=xz:=y}{ly:=tHz=IlAy=k) =1,ax191
Bl (=krny=l) = {t:==xz:=y}z=INt=k) =2, ax18 1
)] (@=kry=1) = {t:=z}{z:=yHz=IAt=k) =3, ax19 1
G (=krny=1) = {t:==zx}y=IAt=k) =4, ax18 1
6) (=kny=l) = (y=Ilrz=k) =5, ax18 1

Nie ma watpliwosci, ze formuta w wierszu 6 jest tautologia. Wobec tego,
formuta w wierszu 5 tez jest tautologia, poniewaz jest réwnowazna formule 6.
Kontynuujac to rozumowanie dochodzimy do wniosku, ze wszystkie sze$¢ formut
jest wzajemnie rownowaznych. Wynika stad, ze pierwsza formula jest tautologia.

Mozna takze narysowaé¢ diagram obliczenia wartosci formuty

(x=knrny=1) = {t=xx:=y;y:=tHxz=1Ny=k).
Zobacz rysunek Rozpatrujemy takie wartosciowania v, ktére spelniaja

poprzednik implikacji.
Zastanéw sie co rozni te dwie analizy. Ktoére rozumowanie nalezy uznaé za

Z Zl/ {t::x;x::y;y::t}(:v:l/\y:k)4>
{t:i=x} {z=yy:=tHz=IlAy=knt=

{y=tHz=IANy=knrt=
(z=1lANy=kAt=k)

Rysunek 4.3: Obliczenie wartosci formuty

lepsze? Oba sa poprawne. Zapowiedz twierdzenia o pelnosci. Zastosowanie. ...
UOGOLNIENIE. To samo rozumowanie mozna powtorzy¢ gdy zmiennne x,y it
sa innego typu T. W dowodzie nie wykorzystuje sie, zadnych wtasnosci struk-
tury integer (ani odpowiednio, innej struktury). Dlatego uogdlnienie nie stanowi
problemu.
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Rozkladanie instrukcji przypisania

Wyrazenie po prawej stronie instrukcji przypisania moze miec dowolnie zlozona
strukture. W programach inzynierskich i naukowych zdarzaja sie instrukcje
przypisania zajmujace 3 i wiecej linii.

Z drugiej strony na wiele instrukcji komputera mozemy patrzeé jak na instrukcje
przypisania z jedng tylko operacja. Np. ciag polecer komputera

Operacja  Argumenty czyli stan pamieci

LOAD X Acc :=x Ace=x

ADD y Acc := Acc+y Acc=x+y

STORE t1 t1 := Acc tl=x+y & Acc=x+y
LOAD a Acc:=a Acc=a & tl=x+y
MULT t1 Acc := Acc * t1 | Acc=a*(x+y)

STORE z z:= Acc z=a*(x+y) & tl=x+y

realizuje instrukcje przypisania z := a * (x + y). Mozna udowodni¢, ze kazda
instrukcja przypisania postaci z := 7 moze by¢ rozlozona na ciag instrukcji
przypisania, z ktorych kazda zawiera conajwyzej jeden operator.

Twierdzenie 4.1. Niech z bedzie zmienng typu integer, a napis T wyrazeniem
catkowsito-liczbowym. Istnieje ciqg instrukcji przypisania s taki, zZe instrukcja
z =T jest rownowazna ciggowi polecen przypisania s.

Dowdd. Dowdd przebiega przez indukcje ze wzgledu na dlugosc wyrazenia 7.
Pozostawiamy go jako ¢wiczenie. O

Wykorzystuj wlasnosci struktury danych

W powyzszych przyktadach dowodziliSmy tautologii. Oznacza to z jednej strony,
ze nasze rozumowania maja charakter uniwersalny. Wykorzystamy to w kole-
jnym rozdziale analizujgc procedure Swap.

7 drugiej strony w rozumowaniach o programach bardzo przydatna jest znajo-
mos$¢ whasnosci struktur danych. Np. x = 0=z lub zx1 =z lub %0 = 0 itp.

Przyklad 4.4. Czy po wykonaniu programu P zachodzi warunek o?
tu napisaé do$é dtugi program, ktory daje sie skrocié

Wykorzystuj prawa algebry Boole’a

W podobny sposéb mozemy wykorzystywac prawa algebry Boole’a.

Przyklad 4.5. tu napisaé program dziatajacy na zmiennych boolean
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Mnozenie liczb zespolonych

Wezesniej zapytaliSmy czy potrafisz pomnozyc liczby zespolone wykonujac tylko
trzy mnozenia liczb rzeczywistych. Oto odpowiedz //

tl:=a+b;
t2:=c+d;
t3:=a*c; B -
A:=t3-t4;

B:—t1%62-t3-t4;

W powyzszej formule R oznacza zbidr formut wyrazajacych tacznosé i przemi-
enno$¢ dodawania, rozdzielnoc mnozenia wzgledem dodawania, ...

Najstabszy warunek wstepny — programu liniowego

W kilku przyktadach jakie zbadaliSmy powyzej obliczyliSmy najstabszy warunek
wstepny programu liniowego. W rachunku takim wykorzystujemy dwa aksjo-
maty ax18 i ax19.

Najmocniejszy warunek koncowy — programu liniowego

Obliczenie symboliczne pozwala w wielu wypadkach wyznaczyé najmocniejszy
warunek koncowy programu liniowego. Ale czy zawsze to sie uda? Zbadajmy.

Zadanie 4.1. W pewnych jezykach programowania dopuszcza sie instrukcje
przypisania rownoczesnego np. x =7 & y:= p & z := 6. Czy jest to istotne
wzbogacenie jezyka? Inaczej mowige, czy instrukcje tego typu mozna roztozyé
na cigg instrukcji przypisania pojedynczego?

Zadanie 4.2. Czy instrukcje przypisania réwnoczesnego tworza potgrupe?
Zadanie 4.3. Scharakteryzuj lewe zero przypisania s
Zadanie 4.4. Jak narysowaé program liniowy?

Zadanie 4.5. Trudne. Dla danego programu liniowego znajdz jego najszybszy
odpowiednik. Optymalizacja

4.6 Wprowadzenie — éwiczenie w analizowaniu pro-
gramoéw liniowych

Przeprowadzimy szczegotowy dowod tego, ze program podany przez Antoniego

Kreczmara oblicza iloczyn dwu macierzy kwadratowych o rozmiarze 2 x 2.

Znacie?
Znamy!
No to postuchajcie ...

Niniejszy paragraf ma na celu pokazanie sposobu dowodzenia w rachunku
programoéw jakim jest logika algorytmiczna. Zazwyczaj nie zastanawiamy sie
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zbytnio nad tym, skad sie bierze nasza wiara w poprawnos¢ krétkiego algorytmu

var a,b,c,d,e, f,g,h, A, B,C,D : ring;
block

var pi, p2,ps, P4, Ps, P6; P7 © TING;
begin

pP1 = a €

p2 :=b-g;

p3 = (ct+d—a) (h—f+e)

b ) = (etd)y(f-o)

ps = (a—c) (h—f);

pe :=(b—c—d+a) h;

pri=d(g—h+f—e);

A= p1 + p2;

B :=p1 + ps + ps + pe;

C = p1 +p3 +ps + pr;

D :=p1+p3s+ps+0ps
end

W pierwszej linijce zawarliémy informacje — przypomnienie, o tym, ze wielkosci
a,....h, A, B,C, D s3 elementami pewnego pierScienia.
Nasze zadanie polega na wykazaniu, ze macierz

A B
C D
jest wynikiem mnozenia macierzy
A B| _|ab]| |e f
C D| |c d g h
Nalezy wiec wykaza¢, ze prawdziwa jest formula

A=ae+bgA
B=a f+bhA

P C=ce+dgAN
D=cf+dh
Sprawdzenie
Rachujemy
A=ae+bgN
B=a f+bhA
P C=ce+dgn (4.1)
D=cf+dh

P oznacza program, wstawmy go na miejsce
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Mozemy pomingé¢ deklaracje zmiennych. Nie sg potrzebne w rachunkach jakie
przeprowadzimy.

pL = a-e;
p2 :=bg;
psi=(ct+d—a) (h—f+e);
pa = (c+d) (f —e); A—aetbgn
ps = (a—c) (h— [); Beaf+bhn
P: pe:=((b—c—d+a)h; (4.2)
C=ce+dgAN
pri=d(g—h+f—e) Decfidh
A= p1 +pa;
B :=p1 + p3 + pa + pe;
C:=p1+ps+ps+p7;
D:=pi+ps+ps+ps
stosujemy aksjomat instrukcji przypisania - eliminacja zmiennej D
pLi=a-e;
p2 :=bg;
p3:=(c+d—a) (h—f+e);
ps = (e +d)- (f — o) A=ae+bgn
ps = (a— o) (h— f); B=a-f+bhA
pe:=((b—c—d+a)h; C=ce+dgAN
pri=d(9—h+f—e) prtp3stpitps=c f+dh
A =P +p21
B :=p1 + p3 + pa+ ps;
C:=p1+ps+ps+0p7;
(4.3)

eliminujemy zmienng C

p1Li=ae

p2 = b-g;

p3:=(c+d—a) (h—f+e) A=ae+bgA
pai=(c+d) (f —e); Y

ps = (a—c)-(h— f); plen

p1+ps+ps+pr=ce+dgA

pGZZ(b—C—d+G)~h; p1+p3+p4—|—p5zc-f—|—d~h

pri=d(9—h+f—e)
A= p1+p2;
B :=p1 + p3 + p4 + ps;
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eliminujemy zmienna B

eliminujemy zmienng A

P = a-e;

p2 :=bg;
p3:=(ct+d—a)(h—f+e);
psi=(c+d) (f —e);

ps = (a—c) (h—f);
pe:=(b—c—d+a)h;
pri=d (g —h+f—e);

eliminujemy zmienna p7

p2 == b g;
b3 1=(

pa:=(c+d)(f —e)
Ps IZE ;

eliminujemy zmienna p6

b1 = a€

p2 == b-g;

p3:=(ct+d—a)(h—f+e);

Pa: = (c+d) (f —e);
=(a—c)(h—[);

P1=a€

p2:=b-g

p3 : (C+d—a)(h—f+e);
pa = (c+d)-(f —e);

ps = (a—c) (h— [f);

pe :=(b—c—d+a) h
pri=d(g—h+f—e);
A= p1 + p2;

A=ae+bgA
pL+p3+pit+ps=a f+bhA
ptpst+pstpr=cetdgA
pL+p3+pstps=c f+dh

(4.5)

prt+pr=ae+bgA
pr+p3+pitps=af+bhA
pL+p3+ps+pr=cet+dgA
pL+p3+pat+ps=c f+dh

(4.6)

prtpr=ae+bgA
p1+ps+pitps=a f+bhA
prtpstps+d(g—h+f—e)=

ce+dgAN
P1+p3+ps+ps=
cf+dh

(4.7)

p1+p2=ae+bgA
Dp1+p3 + pat
(b—c—d+a)h=a f+bhA
p1+p3+ps+

d(g—h+f—e)=ce+d g
D1+ p3+ps+ps =
cf+dh
(4.8)
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eliminujemy zmienng p5

pr4pr=aetbgn

P1+p3+pat

p1Li=ae; (b—c—d+a)h=af+bhA

po = b-g; p1+p3+

ps:=(c+d—a) (h—f+e); (a—c)(h—f)+d(g—h+f—e)=

pa = (c+d)-(f —e); ce+d gn
pr+pstpatla—c)(h—f)=
cf+dh

(4.9)
eliminujemy zmienna p4

prtpe=ae+bgA
p1+p3s+(c+d)-(f—e)+
pLi=a-e; (b—c—d+a)h=a f+bhA
{ p2:=b-g; } prt+ps+(a—c)(h—f)+
p3:=(c+d—a) (h—f+e); d(g—h+f—e)=ce+dgN
prt+ps+(c+d)-(f —e)+
(a—c¢)(h—f)=cf+dh

(4.10)
eliminujemy zmienna p3
prtpr=ae+bgA
pr+(c+d—a)(h—f+e)+(c+d) (f—e)+
o (b—c—d+a)h=af+bhA
[ mzre bl s erd-a 0=+ (a0 (h- e
p2: 95 d(g—h+f—€e)=ce+dgN
p+(ct+d—a)(h—f+e)+(c+d)-(f—e)+
(a—c)(h—f)=cf+dh
(4.11)

eliminujemy zmienna p2

pr+bg=ae+bgA
pr+(c+d—a)(h—f+e)+(c+d) (f—e)+
(b—c—d+a)h=af+bhA

{ p=ae}| pmtlctd—a)(h—f+e)+(a—c)(h—f)+
d(g—h+f—e)=cet+dgA
prt+(c+d—a)(h—f+e)+(c+d)(f —e)+
(a—c)(h—f)=cf+dh

(4.12)
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eliminujemy zmienna pl

aet+bg=ae+bgA
ae+(c+d—a)(h—f+e)+(c+d) (f—e)+
(b—c—d+a)h=af+bhA
{3 aet+(c+d—a)(h—f+e)+(a—c)(h—f)+ (4.13)
d(g—h+f—e)=ce+dgA
aet+(c+d—a)(h—f+e)+(ct+d)- (f—e)t
(a—c)(h—f)=cf+dh

teraz pora na upraszczanie, blok opustoszat

a-e+bg=ae+b g
0 aet+(c+d—a)h—f+e)+(c+d)(f—e)+(b—c—d+a)h=a f+bhA
ae+(ctd—a)h—f+e)+(a—c)(h—f)+d(g—h+f—e€)=ce+d g
ae+(ctd—a)h—f+e)+(c+d)(f—-e)+(a—c)(h—f)=cf+dh
(4.14)

upraszczamy, pozbywamy sie pustego bloku

ae+bg=ae+b g

ae+(c+d—a)(h—f+e)+(c+d)-(f—e)+(b—c—d+a)h=a f+b hA

ae+(c+d—a)(h—f+e)+(a—c)(h—f)+d(g—h+f—e)=ce+d g

ae+(c+d—a)(h—f+e)+(c+d)(f—-e)+(a—c)(h—f)=c f+dh
(4.15)

S~ o~

upraszczalnm

a-e+bg=ae+bgA

aet+ch—cf+ce+dh—df +de—ah+af —ae+cf —ce+df —de+ bh

—ch —dh+ah =a- f 4+ b-hA

ae+(c+d—a)(h—f+e)+(a—c)(h—f)+d(g—h+f—€)=ce+d g

aet+(ctd—a)(h—f+e)+(ctd)-(f-e)+(a—c)(h—f)=cf+dh
(4.16)

upraszczalm

ae+bg=ae+b g

pet+ th— Lf+ e+ Adh— Af+ de— Ah+af— pet+ £f— fet+ Af— Ade+bh

— th— Adh+ 4h =a- f+b hA

ae+(c+d—a)(h—f+e)+(a—c)(h—f)+d(g—h+f—€)=ce+d g

wet(etd—a)(h—Je)t(ctd) (f—e)+(a—c)y(hf)=cf+dh
(4.17)

upraszczam

aet+bg=ae+bgA

af+bh=a f+bhA

ae+(ct+d—a)(h—f+e)+(a—c)(h—f)+d(g—h+f—e)=ce+d gA

wetletd—a)y(h—fre)+(ctd (f—e)+(a—c)(h—f)=c[+dh
(4.18)
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upraszczam

ae+bg=ae+bgA

a-f4+bh=af+bhA

hre+ fth— Lf 4+ ce+ Adh— Af+ de— 4h+ 4f— e+ Gh— 4f— Lh+ £f +dg

— Ah+ Af— de=c-e+d-gN

wet(etd—a)y(h—f+e)+(etd-(f—e)+(a—o)(h—f)=cf+dh
(4.19)

upraszczam

ae+bg=ae+bgA

a-f+bh=af+bhA

ce+dg=ce+dgA

aet(ctd—a)(h—f+e)+(ctd) (f-e)+(a—c)(h—f)=cf+dh
(4.20)

upraszczam

ae+bg=ae+bgA

af+bh=af+bhA

cet+dg=ce+dgA (4.21)
a-e+ch—cf+ce+dh—df +de—ah

+af —ae+cf —ce+df —de+ah—af —ch+cf=c f+dh

upraszczam

ae+bg=ae+bgA

af+bh=a f+bhA

cet+dg=ce+dgA

f-e+ th— £f+ te+dh— Af+ de— 4h

+ 4f— pet+ Lf— tet+ Af— de+ 4h— 4f— th+cf =c f+dh

(4.22)
upraszczamn
ae+bg=ae+bgA
af+bh=a f+bhA (4.23)

cet+dg=ce+dgA
dh+cf=cf+dh

Wszystkie te formuty - 83 wzajemnie rownowazne. Formuta ostatnia
jest prawdziwa w pierscieniu (pamietasz?, zatozyliémy, ze obiekty typu ring
sa z pierScienia), wobec tego formula jest prawdziwa. Oznacza to, ze nasz
program P oblicza iloczyn macierzy. Udowodniliémy wiec nastepujacy lemat.

Lemat 4.2. Program P oblicza iloczyn macierzy [ Z Z ] : { ; i } wykonu-

jac siedem mnozen i 24 dodawania.

Ta obserwacja poczyniona przez Antoniego Kreczmara w 1975 r.[?] ma znacze-
nie poniewaz pozwala poprawi¢ wynik Strassena[]. Ta odmiana algorytmu
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Strassena ma zblizony koszt czasowy, lecz jest znacznie bardziej oszczedna w

uzyciu pamieci. Zamiast 1—31n2 dodatkowych miejsc pamieci potrzebnych do

obliczenia iloczynu macierzy n x n algorytm w wersji Kreczmara zuzywa %n2
komoérek pamieci.

Zobacz tez ...
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Rozdzial 5

L3 Programy elementarne

5.1 Jezyk L3

£0§£1§£2§£3 GCLyGLs &L &L G LG L9 & Lo

Jezyk programéw elementarnych £3 ma te same deklaracje co jezyk programéow
liniowych Lo. Zbiér instrukcji atomowych jest takze ten sam co w jezyku L.
Natomiast pojawiaja sie dwie operacje programotwoércze: instrukcja warunkowa
if i instrukcja powtarzania for.

Przyklad 5.1. Czy zgadniesz co oblicza ten algorytm?

s:=0; j:= 0; c:=1;

for i:=1to k
do

c:=c*x/i;

if i = 2* j+1 then s:= s+ celse j:=j+1 fi
od

Wynik zalezy od (poczatkowych) wartosci zmiennych x i k. Program nie zmienia
warto$ci tych zmiennych. Zmienne 4, j oraz ¢ sa zmiennymi pomocniczymi. Co
mozna powiedzie¢ o konicowej wartosci zmiennej s?
5.1.1 Sktadnia
Zbioér deklaracji dopuszczalnych w jezyku L3 jest ten sam co w jezyku Lo.

D3 = Dy
Zbioér instrukcji atomowych jest ten sam.

at3 = atg

Przypomnijmy, sa to instrukcje przypisania oraz instrukcje drukowania.

Zbior instrukeji jest najmniejszym zbiorem zawierajacym instrukcje atomowe
i zamknietym ze wzgledu na dwie operacje: pl) jesli napis v jest wyrazeniem
boolowskim, a napisy K oraz M sa skoniczonymi ciaggami instrukcji to instrukcja
jest takze napis postaci

if v then K else MM,

49
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Instrukcje tej postaci nazywamy instrukcjami warunkowymi. W przypadku gdy
ciag M jest pusty, to instrukcje warunkowa mozna zapisaé¢ krocej

if v then K fi,

p2) jesli ¢ jest zmienna typu integer, a napisy A oraz C sa wyrazeniami aryt-
metycznymi, to napis postaci

for i := A to C do K od
jest instrukcja powtarzania.
Zbioér wyrazen poprawnie zbudowanych W jezyka L3 jest taki sam jak jezyku
Lo programoéw liniowych.

W=WAUWBUWIUWDUWP

Sktadnia 5.2. Instrukcje warunkowe majg postaé

if v then K else M fi

gdzie napisy K oraz M oznaczaja ciagi instrukcji, a napis 7y jest wyrazeniem
boolowskim.
Dopuszcza sie instrukcje warunkowe skrécone postaci

if v then K fi |

gdy ciag M instrukcji jest ciagiem pustym.

Sktadnia 5.3. Instrukcje powtarzania majg postaé

for i := A to Bdo I od

gdzie i jest jakgs zmienng, A oraz B to wyrazenia arytmetyczne, zas I jest
ciggiem instrukcji. Dla dalszych rozwazan warto przyjeé, Ze zmienna i kon-
trolujgca instrukcje powtarzania moze wystqpié w instrukcjach I tylko po prawej
stronie w instrukcjach przypisania. Inaczej mowiqce, ciqg instrukcyi I nie zmienia
wartosci zmiennej 1.

Skladnia 5.4. Zbior Ins instrukcji jest najmniejszym zbiorem napisow takim,
ze

(i) instrukcje atomowe czyli instrukcje przypisania i instrukcje drukowania
nalezg do zbioru Ins,

(11) jesli do zbioru Ins nalezq napisy K, M to do zbioru Ins nalezq tez napisy
postaci
K; M

if v then K else M fi

for i := A to C do M od
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5.2 Abstrakcyjna wirtualna maszyna K3

Wykonywanie kazdego programu P z jezyka L3 polega na wykonywaniu kole-

jnych instrukeji zapisanych w rekordzie aktywacji programu P.

Komputer K3 instrukcje if oraz for wykonuje w nastepujacy sposob: (poréwnaj

z definicja

Bezposrednim natepnikiem stanu

(v,if v then K else M fi;s) — {<U’K’S> gdy 7(v) = true
(v, M;s) gdy v(v) = false

Bezposrednim nastepnikiem stanu

i:=A;, auzr2:.=C,

if i < qux2 then
(v,fori:= AtoCdo M od;s) — (v, M; ) s)
for i :=7+1 to aux2 do M od
fi;

5.3 Semantyka

Bedziemy tez uzywac nazwy konfiguracja lub stan obliczenia.

Obliczenie programu to ciag stanow {s; }; taki, ze 1°sg jest stanem poczatkowym
rekordu aktywacji programu, 2°jesli w stanie s; cigg instrukcji do wykonania jest
niepusty i I oznacza pierwsza instrukcje tego ciagu, to nastepny stan s;41 ...

5.4 Aksjomaty

Co robi program elementarny? Jakie sa efekty jego dzialania?

WidzieliSmy jakie sg efekty instrukeji write. Jakie beda wyniki instrukeji przyp-
isania i instrukcji iteracyjnej?

Formuly algorytmiczne.

Niech « oznacza wyrazenie boolowskie. Niech I bedzie ciagiem instrukcji.
Wyrazenie I « jest formula (algorytmiczng). Czytamy, Po wykonaniu programu
I zachodzi warunek .

Wtlagnie formuly algorytmiczne zostang uzyte w aksjomatach opisujacych se-
mantyke programéw z jezyka Lo. Znaczenie instrukcji jezyka Lo okreslaja
nastepujace schematy aksjomatow

Znaczenie instrukcji for opisuja trzy schematy aksjomatow:

f1) (B< A) = ({for i := A to B do I od}a & «)
f2) (B=A) = ({for i:= A to Bdo I od}a < ({i:=A4; I}a))

f3) ({for i:=Ato B+1do I od}a &
{for i:=Ato BdoIod;i:=i+1; [}a)

Przeczytajmy jeszcze raz co znacza te trzy schematy:
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f1) Jesli wartosc poczatkowa A jest wieksza od wartosci koncowej B to in-
strukcja for jest instrukcja pusta,

2) Jesli wartosci, poczatkowa A i koricowa B sa rowne to instrukcja iteracyjna
for wykonuje ciag instrukcji I jeden raz,

f3) wykonanie instrukcji “dla ¢ od A do B + 1 powtarzaj instrukcje I” jest
réwnowazne wykonaniu programu {“dla i od A do B powtarzaj instrukcje
I, potem instrukcje i :=i+1; I }.

Znaczenie instrukcji warunkowej opisuja formuty o nastepujacym schemacie

{if v then K else M fi }a < ((7A Ka)V(—yA M a))

w powyzszym schemacie v oznacza wyrazenie boolowskie, a wyrazenia K oraz
prove f1,f2, £3 | powyzszy Y Y ’ Y

M oznaczaja ciagi instrukcji.

5.5 Analiza programéw

Lemat 5.1. Jesli A < B, to po wykonaniu programu for i:= A to B do I
od zachodzi i = B

Dowdd. Dowod przebiega przez indukcje.

Gdy A = B to na mocy schematu f2) wykonano instrukcje i :== A, a potem ciag
I instrukcji, ktore nie zmieniaja wartosci zmienne;j .

Zalézmy, ze teza lematu jest prawdziwa dla B = k. Zauwazmy, ze prawdziwa
jest implikacja (1 = k) = {i:= i+ 1;1}(i = k + 1). Teraz wykorzystamy

a=—f
Ma = MpB

for i= A to B . for i:= A to B i:=i+1; .
{ do I od }(’_k):{ do I od }{I }(l_k“)'

Teraz stosujemy schemat £3) i mamy

regute wnioskowania | R2: i otrzymujemy prawdziwa implikacje

{for i:= A to Bdo I od}(i=k) = {for i:= A to B+1 do I od}(i = k+1).

A wiec dla kazdych wartosci A i B, jesli A < B to warto$¢ zmiennej i po
wykonaniu instrukcji for i:= A to B do I od wynosi B. O

Whiosek 5.2. Obliczenie kazdego programu P z jezyka Lo jest skotriczone.

Dowdd. Dowdd przez indukcje ze wzgledu na dtugos$é programu P. Przeprowadz
samodzielnie ten dowod. O

Twierdzenie 5.3. Niech 7(i) bedzie wyrazeniem arytmetycznym.
Program

K.l 5= 0
"] fori:=0tondos:=s+7(i) od
ma tg wlasnosé, Ze po wykonaniu programu K spetniony jest warunek koncowy
s = Z 7(1). Inaczej mowige, program K oblicza wartosé wyrazenia Z T(i) 4

i=0 i=0
przypisuje jg zmiennej s.
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Dowdd. Dowod przebiega przez indukcje ze wzgledu na wartos$é n.
(Baza). Dla n = 0 nalezy udowodnic, ze

{s:=0;for i :=0to 0 do s:= s+ 7(7) Od}(SZZT(i

0
=0

93

))-

Prawdziwosé tej formuly algorytmicznej wykazujemy stosujac wlasnosé f1) in-

strukeji for oraz definicje znaku 3.

(Krok indukcyjny.) Teraz mamy wykazaé, ze dla kazdego n prawdziwa jest

implikacja (T'(n) = T(n + 1)) tj. formula algorytmiczna

n

[ {s:=0;for i :=0 to n do s:= 5+ 7(i) od}(s = ZT(Z)) =

(5.1)

(5.2)

i=0
n+1
{s:=0;for i:=0ton+1do s:=s+7(i) od}(s = ZT(Z)) ]
i=0
Zacznijmy od tautologii
n n
s=>» 7(i) = SZZT(Z)
i=0 i=0
Ta formuta jest réwnowazna nastepujacej
n n
s = 7(i) = s+7(n+1)= (1) + 7(n+1)
i=0 i=0
Z definicji znaku ¥ otzymujemy formute
n n+1
s = ZT(Z) = s+7(i+1) = ZT(Z)
i=0 i=0
Stosujac aksjomat instrukcji przypisania otrzymujemy
n n+1
s=Y 7(i) = {i:=n+1}(s+7(i) =) 7())
i=0 1=0

Ponownie stosujemy ten sam aksjomat

s:iT(i) = { Zi?ii’(z) }(Srfdi))

=0 =0
Zastosujmy regule wnioskowania R2:%ﬁw
5:=0; 5:=0;
for i:=0ton n for i:=0ton .
do (s= (i) = do {
s:=s+7(i) i=0 s:=s+7(4)
od od
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Stosujac aksjomat £3) instrukeji for, otrzymujemy, ze dlakazdej liczby naturalnej
n prawdziwa jest implikacja

s :=0; s:=0;

for i:=0ton n fori:=0ton+1 n+1

do (s= ZT(Z)) = do (s= Z T(1
s:=s+7(4) i=0 s:=s4+7(3) i=0

od od

co nalezalo dowies¢. Wobec tego, dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi

s:=0;
for i:=0ton

do (s= ZT(’L))
5:=5+7(i) i=0
od

Wtlasnoéci programéw z jezyka L3 c.d.

Nie tylko suma jest obliczalna w jezyku L3. Zobaczmy, ze mozna udowodnié,
ze takze iloczyny, alternatywy i koniunkcje oraz kilka innych operacji daje sie
zaprogramowaé w jezyku Ls.

Twierdzenie 5.4. Niech 7(i) bedzie wyrazeniem arytmetycznym. Program
{p:=1;fori:=1 ton dop:=7(i)*xp od}(p HT

tzn. program ten oblicza wartosé iloczynu tych wielkosci 7(1) x7(2) * ... *7(n).
Podobne spostrzezenie odnosi sie do kwantyfikatora ogélnego

Twierdzenie 5.5. Niech i bedzie zmienng typu integer. Niech napis «(i) oz-
nacza formute. Niech P(i) oznacza cigg instrukcji. Ponizsza requta wnioskowa-
nia jest poprawna w systemie Loglan

Vi<izj<n({P(); P(i)}a(i) < {P(i)}a(i)
for i :=1 to n do
Viey {P()} a(i) & dP(i) Viey a(i)

Loglan F

Sens tego twierdzenia jest nastepujacy: jezeli dla i # j wykonanie programdw
P(i) oraz P(j) nie wptywajq ... Jak korzystamy z tych twierdzen?

k
Przyklad 5.5. Mamy napisaé program obliczajgcy . i°.
i=1
Korzystajge z twierdzenia [5.3 mozemy napisaé program
p.l 5= 0;
"\ for i:=0to k dos:=s+i%o0d

k
i nie musimy powtarza¢ dowodu, ze zachodzi P(s = Y i?).
i=1
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Rozpatrzmy zadanie troche trudniejsze

Przyklad 5.6. Nalezy obliczyé sume Z
Zaczynamy od ponownego wykorzystania therdzema [5-3

5 :=0;
P .
{ fori:=0tondos:=s+7% " od
Mozemy ten program przeksztalcié¢ nastqpujqco

s :=0;
for i :=0 to n do
sl := ¥
P 82 :=1l;
o 1
si=s+ 5
od

No tak, ale wyrazenia 2’ oraz i! nie nalezg do naszego jezyka, poniewaz
nie ma w nim dzialania potegowanie ani dzialania silnia. Wykorzystamy inne
twierdzenie, odmiane twierdzenia (Zastanow sie jak je sformutowaé i udowod-
ni¢. Potraktuj to zadanie jako ¢wiczenie.)

Korzystajac z tego nowego twierdzenia piszemy:
s :=0;
for i :=0 to n do
sl:=1;
for j:=1to i do
sl:=slxx

od;
P §2:=1;
for k:=1to i do
sl:=slxk
od;
§:=8+ %
od
k [3
Dowdd prawdziwosci formuty P(s = ) %) konstruujemy korzystajac z lematow
i=1
b.6]i 5.7 przytoczonych ponizej.
Lemat 5.6. (Obliczanie potegi)
sl:=1;
4 for j:=1 to i do g
Va Vi sl:=s1*x (s1 =27
od;

Lemat ten upowaznia nas do zastapienia (nieformalnej) instrukeji {s1:=x'}
przez powyzszy program obliczania potegi. Idzie o to, ze

sl:=1;

for j;==1 to i do
sl:=s1* x

od;

{51 :=2'}(s1 = 2") &
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Lemat 5.7. (Obliczanie silni)

82:=1;
or k: =1 to i do

Vi d $2:=s2% k (s2=1l)
od;

Warto zauwazy¢, ze poprawny program P mozna zastapi¢ innym, réwnowaznym

mu programem )
s:=0;81:=1;82:=1;
for i :=0 to n do

S$:=5+ %;

s1:=slx*ux;

$2:=82x%(i+1)
od

Zechciej poréwnac koszty wykonania obu tych programoéw.

5.6 Kwantyfikator ograniczony

W dowodach poprawnosci przyda sie nam nastepujace

Twierdzenie 5.8. (o wprowadzaniu instrukcji for przed kwantyfikator ogra-
niczony)

Niech P(i) bedzie programem, niech a(i) bedzie formutg.

Kazda formuta o nastepujacym schemacie jest twierdzeniem logiki algorytmiczney.

- (vy_l (P} ali) AVrcicien (PG} PG)}ali) = {P(z’)}a(z’)))

for i< 1ton

= P(i) Viey a(i)
od
Dowdd. 777 napisa¢ ten dowod O

Twierdzenie to znajduje wiele zastosowan w programowaniu z tablicami.
W naturalny sposéb twierdzenie to uzasadnia stosowanie nastepujacej reguty
wnioskowania

Vil {P(0)} ai) , Vicicj<n ({P(0)}{PG)}a(i) = {P(i)} a(i)
{for i <~ 1 to n do P(i) od}V} ; a(i)

5.7 Funkcje pierwotnie rekurencyjne

Kazda funkcja pierwotnie rekurencyjna (zob. [15]) moze byc obliczona przez
odpowiedni program w jezyku L3 w dziedzinie unsigned integer.
DEFINICJA funkcji pierwotnie rekurencyjnych
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Definicja 5.7. Zbior funkcji pierwotnie rekurencyjnych to najmniejszy zbior
funkcji zawierajgcy nastepnik, ... i zamkniety ze wzgledu na superpozycje i
reursje prostq.

Pierwotnie rekurencyjne sg funkcje: nastepnik, ...
Jesli pierwotnie rekurencyjne sa funkcje g(x) oraz h(n, z, y) to pierwotnie rekuren-
cyjna jest funkcja f(n,x) okreslona indukcyjnie nastepujacymi wzorami

af
f(0,2) = g(z)
d
fn+1,2) L hin,z, f(n, )
Ztozenie (superpozycja) funkcji pierwotnie rekurencyjnych jest funkcja pierwot-
nie rekurencyjng. Sprawdz, ze program

1:=0; aux:=g(x);
fori:=1ton do

aux := h(i-1,x,aux)
od

oblicza poprawnie funkcje f(n,x).
Nalezy udowodnié, ze dla kazdego = i dla kazdego n zachodzi

1:=0; aux:=g(x);
fori:=1ton do

aux :=— h(i-1,x,aux)
od

(auz = f(n,z))

Rzeczywiscie. Dla n = 0 mamy
{ :=0; auxi=g(x); } (aux = f(n,x))

poniewaz f(0,z) = g(z).
Zaltézmy, ze teza jest spelniona dla kazdego z i dla n < k. Zbadajmy wyrazenie

i:=0; aux:=g(x);
for i :=1to k+1 do
aux := h(i-1,x,aux)
od

(auz = f(k+1,2))

Z wlasnoéci £3) otrzymujemy formule réwnowazna

i:=0; aux:=g(x);
fori:=1tok do

aux := h(i-1,x,aux)
od;  (* auz=f(k,x) *)
Bitly (% skl %)
aux:=h(i-1,x,aux);

(auz = f(k +1,2))

Latwo dostrzec, ze koricowa wartos¢ zmiennej auz jest rowna h(k, z, f(k.x)) czyli
jest rowna f(k + 1,z). Powyzsze rozumowanie pozwala uzna¢ za udowodnione
ponizsze twierdzenie

Twierdzenie 5.9. Rozwazmy programy operujgce tylko na typie integer i zbior §
funkcji obliczanych przez te programy. Zbior funkcji pierwotnie rekurencyjnych
jest rowny zbiorow: §.
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W latach 20 XX wieku Dawid Hilbert zapytal czy zbior funkcji (pierwotnie)
rekurencyjnych zwiera wszystkie funkcje obliczalne. Jego dwaj asystenci Wil-
helm Ackermann i Gabriel Sudan skonstruowali dwa kontrprzyklady. Pokazali
mianowicie funkcje obliczalne, ktére nie daja sie zdefiniowaé przy ppomocy su-
perpozycji i schematu rekursji prostej. Funkcja Ackermanna jest dzi$ lepiej
znana niz funkcja Sudana. O funkcji Ackermanna mozesz poczyta¢ w powo-
jennym wydaniu ksigzki Kalejdoskop Matematyczny Hugo Steinhausa [| lub na
Wikipedii. Obie funkcje rosna szybciej niz dowolna funkcja pierwotnie rekuren-
cyjna. Co to oznacza? 1°Przy obliczeniu wartosci funkeji A(6) szybko zabraknie
nam pamieci by zapisywaé kolejne cyfry wyniku. 2°Ale nie martw sie, zanim
do tego dojdzie to umrze wiele pokolen. W ten, nieco makabryczny, sposéb
zwracamy Ci uwage na aspekt czasowy. Chociaz funkcja Ackermanna jest
obliczalna to dla rodzaju ludzkiego nie ma to znaczenia. Juz dla niewielkich
argumentow czas potrzebny do obliczenia wyniku jest niewyobrazalnie wielki.
W nastepnym rozdziale wprowadzimy instrukcje iteracji while i bedziemy kon-
tynuowaé nasze rozwazania.

5.8 Podsumowanie

Swiatly programista wie, ze nastepujace funkcjonaly tzn. operacje na funkcjach
zwracajace funkcje sa programowalne w jezyku L3 programow elementarnych:
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99

Suma: i: 7(2)

=1

n

Toczyn: [] 7(4)

i=1

Maksimum: Mfalx 7(7))

Minimum: l\/IiL11n 7(7))

n
alternatywa : \/ «(i)

i=1

koniunkcja: A\ «(7)
i=1

kwantyfikator
ograniczony : V (i)
ogdlny

kwantyfikator
ograniczony  : 3 (i)
szczegdlowy

indukcja ograniczona

rekursja prosta
daf
f(0,2) = g(z)

fin+1,2) a h(n,z, f(n,x))

s:=0;

for i:=1 to n do
s:= s+7(i)

done

s:=1;

for i:=1 to n do
s:= s*7(i)

done

$:=-00;

for i:=1 to n do
si=if s>7(i)
then s:=7(i) fi
done

$:=00;
for i:=1 to n do
s:= min(s,7(i))

done

s:=false;

for i:=1 to n do
si=s Va(i)

done

s:=true;

for i:=1 to n do
s:=s Aa(i)

done

s:=true;

for i:=1 to n do
if = a(i) or —s
then s:= false fi
done

s:=false;
for i:=1 to n do

if «a(7)

then s:= true ; exit fi
done

i:=0; aux:=g(x);
fori:=1ton do
aux := h(i-1,x,aux)
if aux > j(n,x) then
aux:=0
fi
od;

i:=0; aux:=g(x);
fori:=1ton do

aux := h(i-1,x,aux)
od

(auz = f(n,z))

(auz = f(n,x))
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Minimum ograniczone

5.8.1 Whnioski

A) Jeden wniosek, to postulat by odwazniej uzywaé instrukcji przypisania z

notacja matematyczng. Mozesz w programie umieSci¢ napis
u\assign{y \leftarrow \sum_{i=1}"n,i*a},
i traktowac¢ go jak instrukcje przypisania. Z kolei program bedzie kompi-

lowany najpierw przez TEX i ... jesli program (lub jego fragment) ma by¢
publikowany to zobaczymy notacje matematyczna

n
y(—Zi*a.
i=1

A jesli program ma by¢ skompilowany i wykonany to uzyjemy innego stylu
by uzyskac
var i: integer;

y:=0;
fori:=1ton do

y:i= y+ i*a
od

Trzeba tylko te dwa pakiety, nazwijmy je, algorithmpub.sty i algorithmkod.sty
przygotowaé. Zauwaz, nie ma potrzeby konstruowania nowego jezyka pro-
gramowania i jego kompilatora!

Zauwaz takze: stosowanie takiej notacji zmniejsza ryzyko pojawienia sie
btedu.

Programisci odczuwaja potrzebe instrukcji foreach, podobnej do intrukcji
for. Instrukcja foreach miataby odnosi¢ sie do zbioréw skoriczonych za-
pisanych w pamieci komputera i umozliwia¢ powtarzanie pewnej sekwencji
polecen dla kazdego elementu z zadanego zbioru skoriczonego. Nasuwa sie
pytanie czy mozna wprowadzi¢ taky instrukcje foreach do zestawu pole-
cen?

Na to pytanie postaramy sie odpowiedzie¢ w czesci drugiej: Programuj z
klasq.

Zadanie 5.1. Napisz program wyznaczajacy najwiekszq z trzech liczb x,y, z.

Zadanie 5.2. Napisz program: weZ nastepng czworke liczb naturalnych.
Wskazowka 1. Napisz program weZ nastepng pare liczb naturalnych.
Wskazowka 2. Czy cigg czworek utworzonych przez Twdj program zaczyna sie
podobnie ... ?



Rozdzial 6

L, Programowanie z tablicami

£0§£1§£2§£3§£4 G Ls G Ls & Lr &Ly G Ly & Lo

W tym rozdziale oméwimy tworzenie obiektéow tablicowych i operacje na takich
obiektach. Zazwyczaj mowimy krotko tablice (ang. arrays). Wygodnie jest

pojmowagé tablice jako zestawy zmiennych.

W tym rozdziale pojawiaja sie obiekty. Chociaz nie jest to ich pelny za- ponizej

kres - nie ma obiektéw klas. Napiszmy jednak postulaty dotyczace obiektéw —
stowami:

a) kill — jego aksjomat

b) zbior obiektoéw jest skoriczony

czy mozna “zapetli¢” wskazniki do obiektéw tablicowych?

var A,B arrayof arrayof real;

A[3]:=B[7];B[7]:=A][3]

c) typy obiektow tablicowych - aksjomat A in T

obiekt tablicowy przypisany zmiennej A jest typu wymienionego w deklaracji
zmiennej A

TODO

A. Sktadnia

B. Semantyka aksjomaty

C. Maszyna 1. opis typu tablicowego

2. iloczyn skalarny

3. macierz trojkatna

4. algorytm Gaussa

5. mnozenie macierzy

(zwykte, alg. Winograda, mnozenie w strukturach tropikalnych, ...) 6. domknie-
cie tranzytywne relacji (algorytm kosztowny, binpower, )

6.1 Tablice

Tablice sa obiektami, ktore zawieraja jednorodny ciag zmiennych.

Mozemy tez powiedzieé, ze obiekt tablicowy jest przedluzeniem pamieci pro-
gramu o pewien skoniczony zbiér zmiennych, wszystkie tego samego typu i wszys-
tkie nazwy tych zmiennych sa podobne.

61
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Jeszcze inaczej, tablica jest funkcja. To sg trzy rozne spojrzenia, ale przedmiot
ogladany, analizowany pozostaje ten sam.

Typy tablicowe i zmienne tablicowe.

Ponizej znajdziesz przyktad deklaracji: zmiennej tablicowej A oraz typu tabli-
cowego arrayof T, gdzie T jest typem zadeklarowanym lub pierwotnym.

var A : arrayof T;

Powtarzajace sie deklaracje typu mozemy utozsamia¢, dwie linie deklaracji:
var A arrayof T;

var B arrayof T;

znacza tyle samo co nastepujaca deklaracja

var A B arrayof T

Przyklad 6.1. Obliczanie iloczynu skalarnego wektoréw

program ilSkal;
var n,i, iloczyn: integer;
var A, B: arrayof integer;
begin
readin(n);
array A dim (1:n);
array B dim (1:n);
for i := 1 to n do read(A(i)) od;
readln;
for i := 1 to n do B(i):=3%i od;
for i .= 1 to n do iloczyn :=iloczyn +A(i)*B(i) od;
writeln(“lloczyn skalarny A * B=", iloczyn)
end

Jak bedzie przebiegaé¢ obliczenie powyzszego programu?

1) stan poczgtkowy

integer: n =0 wartosciowanie zmiennych
integer: i =0

integer: iloczyn =0

arrayof integer A = none

arrayof integer B = none

readln(n);

array A dim (1:n);

array B dim (1:n);

for i := 1 to n do read(A(i)) od;

readln;

for i := 1 to n do B(i):=3*i od;

for i := 1 to n do iloczyn :=iloczyn +A(i)*B(i) od;

writeln(“Iloczyn skalarny A * B=", iloczyn)
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2)  wczytano n=3
integer: n =3

integer: i =0

integer: iloczyn =0
arrayof integer A = none
arrayof integer B = none

array A dim (1:n);

array B dim (1:n);

for i := 1 to n do read(A(i)) od;

readln;

for i := 1 to n do B(i):=3%*i od;

for i := 1 to n do iloczyn :=iloczyn +A(i)*B(i) od;
writeln(“Iloczyn skalarny A * B=", iloczyn)

3) tworzymy obiekt tablicy A
integer: n =3

integer: i =0

integer: iloczyn =0

arrayof integer A =

arrayof integer B = none

s . (1)

array B dim (1:n); (3)
for i := 1 to n do read(A(i)) od;

readln;

for i := 1 to n do B(i):=3%*i od;

for i := 1 to n do iloczyn :=iloczyn +A(i)*B(i) od;
writeln(“Iloczyn skalarny A * B=", iloczyn)

4) tworzymy obickt tablicy B
integer: n =3

integer: i =0

integer: iloczyn =0

arrayof integer A =

arrayof integer B =

readinlfn); D)
affay»#él—m—&&n}; A= (2)

array-B-dim{tn)s

for i := 1 to n do read(A(i)) od;
readln;

for i := 1 to n do B(i):=3%i od,; (1)
for i := 1 to n do iloczyn :=iloczyn +A(i)*B(i) od; B=| (2)
writeln(“Iloczyn skalarny=", iloczyn) (3)

[eNeNo]

o oo

5) kolejne wprowadzone liczby to 2, 4, 6
integer: n =3

integer: i =4

integer: iloczyn =0

arrayof integer A =

arrayof integer B =

= Pe=3%i + (1)
for i := 1 to n do iloczyn :=iloczyn +A(i)*B(i) od; B=| (2)
writeln(“Iloczyn skalarny=", iloczyn) (3)

D W

Powiedz prosze, co wydrukuje program? Uzasadnij.
Co sie stanie jesli pierwsza instrukcja readln(n) wprowadzi warto$¢ 0 zero?
Udowodnij, ze dla n>0 program obliczy poprawna warto$é¢ iloczynu skalarnego.
Jak zmieni¢ program by uzytkownik nie napotkal niespodzianki podczas stosowa-
nia tego programu?
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6.2 Skladnia jezyka L4
Jezyk L4 jest rozszerzeniem poprzedniego jezyka Ls.
L3 G Ly

Rozszerzeniu ulegaja: zbiér deklaracji, zbiér wyrazen i zbiér instrukcji atom-
owych. Natomiast zachowane zostaja operacje na instrukcjach: if i for oraz
skladanie instrukeji (;).

Oproécz typéw prostych pojawiaja sie typy tablicowe.

Deklaracje
Definicja 6.2. Deklaracjq zmiennej tablicowej A jest napis postaci

var A: {arrayof }* T

gdzie A € Identyfikator, T € {boolean, integer, real, char, string }, znak * mdwi
powtdrzono skonczong liczbe razy. Jest to réwnoczesnie deklaracja zmiennej A
i deklaracja typu tablicowego arrayoft T.

Przyklad 6.3. Jest deklaracjg zmiennej tablicowej napis
var X: array of integer
takze napisy
var B,D: arrayof real, C: arrayof arrayof integer
sq deklaracjami zmiennych tablicowych.

Definicja 6.4. Deklaracjg w jezyku L4 jest deklaracja zmiennej tablicowej lub
deklaracja z jezyka Ls.

Dy g DsU{var A: arrayof T}

gdzie A jest identyfikatorem zmiennej, a T jest typem prostym {boolean, integer,
real, char, string } lub typem tablicowym

Ciag deklaracji D wystepujacy w programie D € Dj
to skonczony ciag deklaracji zmiennych prostych i statych (jak w jezyku L£3) i
deklaracji zmiennych tablicowych.

Wyrazenia

W zbiorze wyrazen dopuszczalne sa Wyrazenie tablicowe
zmienna tablicowa A jest wyrazeniem tablicowym,
generator array A dim (a:b)

Wyrazenie arytmetyczne

Zmienna indeksowana A(i) jest wyrazeniem typu T

wyrazenie boolowskie
A=B gdzie A i B s3 zmiennymi tego samego typu tablicowego
wyrazenie arytmetyczne
napisy lower(A) i upper(A) sa wyrazeniami arytmetycznymi
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Instrukcje

Niech A i B beda zmiennymi tablicowymi, [ i v wyrazeniami arytmetycznymi
typu catkowito-liczbowego..

Definicja 6.5. Zbior Aty instrukcji atomowych jezyka L4 jest opisany ponizej

array A dim(l : u),

df A:=B,
Ats = Al U4 B — copy(A),
Kill(A)

Definicja 6.6. Zbior I, instrukcji jezyka Ly jest najmniejszym zbiorem napisow
zawierajgcym zbior instrukcji atomowych Aty i zamknietym ze wzgledu na op-
eracje tworzenia instrukcji warunkowych (if), instrukcji powtarzania (for) i
sktadania, tj. tgczenia instrukcji znakiem Srednika (;).

6.3 Komputer £,

Ten komputer jest rozszerzeniem komputera K3 i potrafi wykonywaé wszelkie
polecenia, jakie umie wykonywaé ten ostatni, a ponadto komputer Ky potrafi:
utworzy¢ obiekt tablicowy, odczytaé¢ warto$¢ zmiennej indeksowanej , przypisac
zmiennej indeksowanej nowag wartos$é, usunaé obiekt tablicowy A wykonujac
polecenie kill(A).

Repertuar polecen komputera /4 zawiera wszystkie rodzaje poleceri znane nam
z opiséw wczesniejszych i ponadto polecenia nastepujace:

1. UTWORZ OBIEKT TABLICOWY
(Pam,array A dim(l:u); Ins) — (Pam U {0}, Ins)
gdzie Pam’ = PamU{o} jest stanem pamieci Pam powiekszonym o nowy
obiekt tablicowy o ..., wartoscia zmiennej tablicowej A jest obiekt o

(i) Oblicz wartosci wyrazen arytmetycznych [ i u.

(7) Do istniejacego zbioru obiektow Pam dodaj nowy obiekt o rozmiarze
u— 1+ 11 przypisz go jako warto$¢ zmiennej A.

(éé4) Zmiennym indeksowanym A(l), A(l+1), A(u) przypisz wartosci poczatkowe

zgodne z typem T

2. PRZYPISZ ZMIENNEJ TABLICOWEJ A OBIEKT TABLICOWY B A :=B
W efekcie wykonania tej instrukcji nowa warto$¢ zmiennej A to obiekt
tablicowy bedacy wartoscig wyrazennia tablicowego B.

3. STWORZ KOPIE OBIEKTU TABLICOWEGO B := copy(A)

(i) Niech obiekt o bedzie wartoscia zmiennej tablicowej A.
(i) Stworz nowy obiekt tablicowy o bedacy kopia obiektu A.

(#4) Przypisz obiekt o’ jako warto$¢ zmiennej tablicowej B.
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Wilasciwie, instrukcja B:=copy(A) jest skrotem oznaczajacym nastepujaca
pare instrukcji

array B dim(lower(A) : upper(A));

df for ¢ := lower(A) to upper(A) do
B = copy(4) < Bli) - A(Z)( ) pper(A)

od

. USUN OBIEKT TABLICOWY kill(A)

Jesli warto$cig zmiennej A jest none to nic nie rob. W przeciwnym przy-
padku (tzn. gdy wartoScia zmiennej A jest obiekt tablicowy o), przyp-
isz wszystkim zmiennym, ktorych wartoscia jest obiekt o (w tym zmien-
nej A) warto$¢ none i usun obiekt o tzn. zbior jednostek dynamicznych
Pam’ = Pam \ {o}.

WazZNE. Czas wykonania operacji kill(A) nie zalezy od liczby zmiennych
wskazujacych obiekt o jako swoja wartosc!

. WYZNACZ WARTOSC ZMIENNEJ A(i)

Jesli A # none
to
{ jesli lower(A) < i < upper(A)
to
wartoscia wyrazenia A(7) jest warto$é i-tego elementu tablicy A
inaczej
podnies sygnal bledu (array index error)
}

inaczej
podnies sygnal bltedu (reference to none)
koniec

Sprawdz czy warto$¢ zmiennej A jest rozna od none. Jesli jest to podnies
sygnal bledu — raise Reference to None. Gdy wartoscia zmiennej A jest
obiekt tablicowy o, to sprawdz czy speliony jest warunek lower(A) < i <
upper(A)? Jesli warunek ten nie jest spelniony to podnie§ sygnal btedu —
array index error. Jesli warunek jest spelniony to wartoScia wyrazenia A(i)
jest i-ty element obiektu o

. ZMIEN WARTOSC ZMIENNEJ A (1) A(i) = w

Oblicz warto§¢ wyrazenia ¢.Niech to bedzie .
Wyznacz zmienng A(i). Niech to bedzie zmienna z.

Oblicz warto$¢ wyrazenia w. Niech to bedzie w.
Jesli typy zmiennej z i wartosci w nie sa zgodne to podnie§ sygnat bledu.
Przypisz zmiennej z wyliczong wartos¢ w.

Operacje na tablicach

Jesli mamy dwie zmienne tego samego typu tablicowego

var A, B: arrrayof integer;
array A dim(2:7);
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to obie te zmienne moga wskazywaé na te sama tablice

B:=A;
Po wykonaniu tej instrukeji spetniony jest warunek (formuta) A=B.
Natomiast wykonanie instrukcji

B := copy(A);
tworzy nowa tablice bedaca kopiag tablicy A i te nowa tablice przypisuje jako
warto$é zmiennej B.
Podczas wykonywania instrukcji przypisania A := B wazna jest zgodno$¢ typow
zmiennych A i B. Nie jest wazny rozmiar tablic A i B lecz czy typy ich elemntow
sa zgodne.
Przed wykonaniem instrukcji B := A rozmiar tablicy B moze by¢ inny niz
rozmiar tablicy A.
Obiekt tablicowy o moze by¢ wartoscia wielu zmiennych, pod warunkiem, ze
zmienne te maja zadeklarowane zgodne typy.

Obiekt tablicowy o jest ciagiem zmiennych. Wyrazenie A (i) ma warto$¢ wyz-
naczong w ten sposob, ze obliczamy warto$¢ wyrazenia ¢ w nawiasach i z kolei
wyznaczamy warto$¢ zmiennej A(val(i)).

lower i upper

W trakcie moze wystapic blad “array index error”. Co to znaczy? Jak unikac
takiego btedu?

Blad “reference to none”. W jaki sposéb moze powstac taki btad?

Przyklad 6.7. przyktad programu W tym programie jest btad. Jaki? Napraw

to.
program ilSkal;

(* obliczanie iloczynu skalarnego wektorow *)
var n,i, iloczyn: integer;
var A, B: arrayof integer;
begin
readln(n);
array A dim (1:n);
for i := 1 ton do read(A(i)) od;
readln;
for i := 1 to n do read(B(i)) od;
for i := 1 to n do iloczyn :=iloczyn +A(i)*B(i) od;
writeln(“Iloczyn skalarny A * B=") iloczyn)
end

Przyklad 6.8. przyktad programu W tym programie jest btad. Jaki? Napraw
to.
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program ilSkal;
(* obliczanie iloczynu skalarnego wektorow *)
var n,i, iloczyn: integer;
var A, B: arrayof integer;
begin
readln(n);
array A dim (1:mn);
array B dim (1:n);
for i :=1 to n do read(A(i)) od;
readln;
fori:= 0 ton do read(B(i)) od;
for i := 1 to n+3 do iloczyn :=iloczyn +A(i)*B(i) od,;
writeln(“Iloczyn skalarny A * B=", iloczyn)
end

Przyklad 6.9. przykltad programu W tym programie jest btad. Jaki? Napraw

to.
program ilSkal;

(* obliczanie iloczynu skalarnego wektorow *)

var n,i, iloczyn: integer;

var A, B: arrayof integer;
begin

readln(n);

array A dim (1:mn);

array B dim (n:n-2);

fori:= 1 ton do read(A(i)) od;

readln;

fori:= 1 ton do read(B(i)) od;

for i := 1 to n do iloczyn :=iloczyn +A(i)*B(i) od;

writeln(“Iloczyn skalarny A * B=", iloczyn)
end

6.4 Semantyka

Aksjomat (niezmiennik) jezyka Loglan

Niezmiennik systemu Loglan. Dia kazdej zmiennej tablicowej A jej wartosé
jest obiektem tablicowym typu arrayof T wymienionego w deklaracji zmiennej A
lub jest réwna none.

Loglan + A in arrayof TV A = none

Poczatkowa warto$é¢ zmiennej tablicowej ¢y = none
Aksjomat utworzenia tablicy
Niech napis A bedzie zadeklarowana zmienng tablicowa typu arrayof T, niech
napisy 4 i p beda wyrazeniami arytmetycznymi. Symbol ¢y oznacza wartosé
poczatkows, typu TE| Polecenie array A dim(d:4) ma efekt opisany formutami o

Przypomnijmy dla typu integer jest to 0, dla typu Boolean jest to false, dla typu tabli-
cowego jest to none.
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schemacie podanym ponizej:
u>1 = {array A dim (I : u)}(A # none A lower(A) = IA
upper(A) = u A Z_\Z A(i) = co) (AxArr)
popraw ten aksjomat uwzglednij typ T

Aksjomat przypisania
PRE = {A(i):=wyr }(POST )

Twierdzenie 6.1. Zaktadamy, ze B jest tablicqg n-elementowq. Niech i bedzie
zmienng typu integer. Niech P(i) oznacza cigg instrukcji, taki ze, napis B(i) nie
wystepuje w nim po prawej stronie instrukcji przypisania. PonizZsza rownowaznosé
jest prawdziwa w systemie Loglan

for i < 1 to n do

Soglan - ¥ {P(i)} (B(i) = (1)) & P(i) v (B(i) = 7(i))
i=1 od i=1
Dowdd. Zastosujemy poprzednie twierdzenie [5.5] ... O

Przydatna tez bedzie odmiana powyzszego twierdzenia

Twierdzenie 6.2. Jesli

6.5 Tablice dwuwskaznikowe.

Tablica dwuwskaznikowa moze (i w Loglanie musi) by¢ tablica tablic.
var A, B, C: arrayof arrayof real;

array A dim(1:n);

for i:= 1ton do

array A(i) dim(1:n)

od;

Moze to jest uciazliwe, ale stwarza mozliwos$¢ tworzenia tablic o réznych ksztal-
tach, np. tablice trojkatne, tablice wstegowe, etc.

Przyklad 6.10. Zapisa¢ macierz trojkatna goérna

ail a2 e A1n,
asy ... a2n
Apn

Zadeklaruj tablice dwuwskaznikowa

var A arrayof arrayof real;

Utworz tablice

array A dim(1:n);

for i:=1 to n do array A(i) dim(i:n);

Utworzymy w ten sposob tablice o n wierszach A(1) , ... , A(n). Dla i=1, ...,
n. i-ty wiersz ma elementy o numerach od i do n, A(i,i), ... A(i,n). Pozostaje
wypelni¢ te tablice. Ile miejsca ona zajmie?
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Cwicz!
Zadanie 6.1. Utwdrz dwie tablice A i B o wymiarach 4x 4. Wypetnij je liczbami
przypadkowymi i oblicz sume C=A+B tych tablic.

Zadanie 6.2. Utwdrz dwie tablice A i B o wymiarach 4x/4. Wypetnij tablice
B liczbami przypadkowymi, zapisz w tablicy A kopie tablicy B i oblicz sume
C=A+B tych tablic.

Zadanie 6.3. Utwdrz dwie tablice A i B o wymiarach 4x 4. Wypetnij je liczbami
przypadkowymi, wykonaj przypisanie B:=A i nastepnie wypetnij tablice A zerami.
Wydrukuj obie tablice. Co zobaczysz?

kill()

Co zrobi¢ gdy tablica nie jest juz potrzebna? Pozby¢ sie jej wykonujac polecenie
kill(A); Semantyka polecenia kill jest opisana przez nastepujacy aksjomat

Niezmiennik systemu Loglan. Jesli zmienne A, B, C wskazujg na pewien
obiekt tablicowy, to po wykonaniu polecenia kill(B) wszystkie trzy zmienne przyj-
mujg warto$¢ none, a obiekt zostaje usuniety.

LoGLAN I (A= B = C # none) = {kill(A)}(A = B = C = none)

Oczywiscie, to samo mozna powiedzie¢ gdy na pewien obiekt wskazujg dwie,
pieé, lub wiecej zmiennych.
Zadanie 6.4. Na pewien obiekt tablicowy o wskazujg dwie zmienne A i B.

Czy w tej sytuacji instrukcje sq rownowazne?
kill(A) | A := none | A,B :=none

Aksjomat instrukcji przypisania

Ten aksjomat wymaga ponownego sformutowania. Formula‘ {z :=1}a(x) & alz/T) ‘

nie opisuje calej prawdy o stanie pamieci po wykonaniu instrukcji przypisania
np. A(3) := 7. Jesli bowiem przed wykonaniem tej instrukcji na tablice A
wskazywalta takze zmienna B to po wykonaniu tej instrukcji zachodzi warunek
A(B) = TAB(3) = 7. W zwigzku 7 tym zalecane jest stosowanie nastepu-

jacej reguty: Jesli zmienna z jest elementem tablicy A i formula a(x/7) zawiera
takze klauzule wyliczajace wszystkie aliasy obiektu o wskazywanego przez zmi-

enng tablicowa A, to formula ‘ {z := 7}a(x) & a(x/T) | jest prawdziwa. Niech

A i B bedg dwoma zmiennymi typu arrayof arrayof T. Jesli spelniona jest
formuta A = B to znaczy, 7e v?ﬁfj;(efgm A(i) = B(i). Z kolei to, ze zachodzi
rownosé A(i) = B(i) oznacza, ze dla kazdego lower(A(i)) < j < upper(A(i))
spelniona jest rownos¢ A(i,j) = B(i,j). Ale moze sie zdarzy¢, ze w takim
stanie zostanie wykonane polecenie zmieniajace pewien wiersz tablicy B, np.
B(4) + C, gdzie wartoscia zmiennej C' jest obiekt typu arrayof T. W wyniku
nadal bedzie prawda, ze A = B, ale zmieniona zostala tez warto$¢ A(4) i jest
rowna C. Podobnie bedzie z instrukcja A(3,7) « 7. Nadal zachodzi réwnosé
A=B.

Natomiast po wykonaniu instrukcji A < D lub array A dim(2 : 9) rownosé
A = B przestaje zachodzic.



6.6. ROZWIAZYWANIE UKEADU ROWNAN 71

Przyklad 6.11. (A=BA7T<9) < {B(3):=T7T}(A=BAA(3) <9INB(3) <
9)

6.6 Rozwigzywanie ukladu réwnan

Umiemy operowac na tablicach dwuwskaznikowych. Zobaczmy do czego takie
obiekty sie przydaja.

Nalezy rozwigzaé¢ uktad rownan liniowych dany przez trojkatna, nieosobliwa,
macierz gorng wspotczynnikow A i wektor wyrazoéw wolnych B.

Anzr +Apzs -+ Az, = By
+A221‘2 R Agnl‘n = 32

Annxn = Bn
Szkic programu

program G
var A: arrayof arrayof real, B, X: arrayof real;
var sum: real, n, k, l: integer;
begin
(* wtwdrz i zainicjuj tablice A i B *)
readln(n);
array A dim(1:n);
for k := 1 to n do array A(k) dim(1:n);
array B dim (1:n);
(* wezytaj tablice A i B *)

array X dim (1 :n);

(* oblicz tablice X *)

for k: =n downto 1 do
suma :=0;
for j: = k+ 1 to n do suma := suma+A (k,j)*X(j) od;
X(k): =( B(k)-suma)/ A(kk)

od

(* wydrukuj tablice X *)

end

Udowodnimy nastepujacy

Lemat 6.3. Jezeli A jest trojkging, nieosobliwg macierzqg gdrng i tablica B jest
wektorem wyrazéw wolnych to prawdziwa jest nastepujgca formuta

for k: =n downto 1 do

suma :=0;
for j: =k+ 1ton do L,
G: suma := suma+A (k,j)*X(j) (V Z A, 7))« X () = B(z))
od; =15=

dX(k) : =(B(k)-suma)/ A(kk)
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To oznacza, ze instrukcja G oblicza rozwigzanie podanego powyzej uktadu
réwnan.

Dowdd. Najpierw zauwazmy, ze na mocy twierdzenia5.3] dla k =n,n—1,...,1
zachodzg formuty

suma :=0;
for j: =k+ 1ton do n . N
suma i~ suma + A (k)X (j) (; Ak, ) X (§) = suma)
=

od;

Stad wnioskujemy, ze dla k =n,n —1,...,1 zachodza formuty

suma :=0; n . .

for : =k+ 1tondo B(k) - _7§1A(k73)*X(])
suma := suma+A(k,j)*X(j) X (k) = J=ht

Od; A(kvk)

X(k): =(B(k)-suma)/ A(kk)
Kazda z tych formut jest réwnowazna odpowiednio nastepujacej

suma :=0;

for j; =k+ 1ton do n
suma := suma-+A (k,j)*X(j) (Z Ak, 5)« X(3)) = B(k))

od; j=k

X(k): =(B(k)-suma)/ A(k.k)

dlak=nn-1,...,1.

I to wlasciwie koniczy dowdd lematu. Warto jeszcze zauwazy¢ kolejno$é w
jakiej obliczamy warto$ci niewiadomych x,,, z,_1,...,1. Raz obliczona warto$¢
niewiadomej z; nie ulega zmianie w kolejnych krokach algorytmu.
Wykorzystujemy odmiane twierdzenia by wprowadzi¢ polecenie for.

for k: =n downto 1 do
suma :=0;
for : =k+ 1tondo
G- suma := suma-+A (k,j)*X(j) <
od; R
X(k): =(B(k)-suma)/ A(k.k)
od

3

Il <3

Ali )« X(j) = B(i))

6.7 Mnozenie macierzy

Dane sa dwie tablice A i B. Nalezy sprawdzi¢ czy mozna je pomnozy¢ przez
siebie i jesli to jest mozliwe nalezy obliczy¢ macierz C' = A x B. Przyjmujac,
7e macierz A ma n wierszy i k kolumn, a macierz B ma k wierszy i m kolumn
nalezy napisa¢ program P i zapewni¢ prawdziwosé¢ nastepujacej formuty

K
n m

{P} RAAA <Cij = Ay sz>
T =1
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Operacja mnozenia macierzy ma tak wiele zastosowan, ze warto pokusié¢ sie o
algorytm o mozliwie niskim koszcie. Zobacz prace [|.

6.7.1 Algorytm podstawowy

Wykorzystamy spostrzezenia poczynione w poprzednim rozdziale. Nastepujaca
formuta jest twierdzeniem Loglanu.

Twierdzenie 6.4.

for i < 1 ton do
for j < 1 to m do
s+ 0;
for [ < 1 to k do
AL+ s« s+ A(i,1) « B(l,7) (
od;
C(i,j) < s
od
od

\g/ N Oz] - ZAzl *Blj>

i=17=1 =1

Dowdd. 7 twierdzenia [5.3] mamy

§5:=0;
forl:=1to k do k
n m
LPF VY V s:=s+ A(i,1) * B(l, j) (CZJ :ZAH*B[])
=15=1 od; =1
C(i,j):=s

Teraz zastosujemy spostrzezenie, ze kwantyfikator ograniczony Vj—1 mozna wyrazi¢
przez petle for poréwnaj tw.

for j:=1 to m do
s:=0;
" for 1:=1 to k do . k
LP+ V S:S+A(1,1)*B(1,J) (V Cij = Z Ail * Blj)
=1 od; =1 =1
C(i,j):=
od

Jeszcze raz stosujemy ten sam fakt kwantyfikator vi_;

for i:=1 to n do
for j:=1 to m do
s:=0;
for 1:=1 to k do W m k
og - SVAR(T 5
Lo% |- O(S:I.:S+A(l,1) B(1,j) <ZV1JV1 Cij = ZA | * Bl]>
C(ij)=
od
od

Co konczy dowdd. O
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Powinni$my zawczasu sprawdzié¢ czy w trakcie wykonywania tego programu
nie wystapi blad array index error. Czyli nalezy sprawdzi¢ czy kazdy wiersz
tablicy A ma k elementéw i czy kazda kolumna macierzy B ma k elementow.
Czy potrafisz napisa¢ odpowiedni program? Czy potrafisz go uzasadnié¢?

6.7.2 Algorytm Winograda

Algorytm Winograda moze by¢ stosowany do obliczania iloczynu macierzy kwadra-
towych. Jego przydatnosé jest szczegélnie widoczna gdy elementami macierzy
sa obiekty reprezentujace jaki§ pierécien inny niz pierscien liczb rzeczywistych.
Np. w przypadku gdy dany piersciei C jest zaimplementowany w programie
przez klase C, zob. nastepna czesé II.

Drugim i wazniejszym powodem do skreslenia tej notatki jest potrzeba zwrdce-
nia uwagi na znikoma przydatnosé asercji i tzw. programowania przez kontrakt
(ang. design by contract). Asercje sa przydatne jako notatki, ale nie stanowia
rozwigzania problemu zapewnienia poprawno$ci algorytmu.

Zapraszam do czytania, zwlaszcza rozdzialu Dow6d poprawnosci.

Algorytm

W tym rozdziale pojawiaja sie dwa warunki:
e warunek wstepny — Precondition,
e warunek koncowy — Postcondition, oraz
e algorytm — algorytm Winograda.

Jak sie upewnié, ze algorytm jest poprawny ze wzgledu na warunek poczatkowy
i warunek konicowy? W literaturze proponowane sa dwa podejscia:

¢ udowodnij czesciowa porawno$¢ sprawdzajac pewne niezmienniki — jest to
tzw. metoda Floyda-Hoare’a,

e wykonaj pewng liczbe obliczen testowych i zaufaj, ze w trakcie eksploatacji
algorytmu nie okaze sie, ze jest on niepoprawny.

W obliczeniach testowych mozna w trakcie obliczen sprawdzaé¢ wczesniej
wstawione warunki — asercje. Czy rzeczywiscie sg one pomocne?

W nastepnym punkcie pokazemy inng droge - droge dowodzenia lematow i w
konicu twierdzenia o poprawnoéci (catkowitej) algorytmu Winograda wzgledem
warunku poczatkowego Precondition i warunku koricowego Postcondition.

1: signal Niezgoda;
2: unit Winograd : procedure(A, B : array of array of real; output C :
array of array of real);
Precondition: wymagaj by A i B byly macierzami kwadratowymi rozmiaru n
X n
Postcondition: zapewnij, ze obliczona macierz C jest produktem macierzy A
iBC=A*B
3: var i,7, k,n,m : integer, W,V : array of real,p: boolean, s : real;
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4: begin
{ ustali¢ czy macierze mogq byé mnozone tzn. czy ilosé wierszy w A = ilosc
kolumn w B? }
{ ustalié¢ czy n jest parzyste? }
{ obliczyc preprocessing }

{ dynamiczne sprawdzanie precondition }
5: if lower(A) # lower(B) or lower(A)# 1 or upper(A)# upper(B) then
6: raise Niezgoda

7: fi;

8: 1 := upper(A);
9: j := lower(A);
10: n = i-j+1;

11: for [:=j toi do
12:  if lower(A(l)) # lower(B(l)) or lower(A(l))# 1 or upper(A(l))# up-
per(B(l) or upper(A(l)#upper(A) then

13: raise Niezgoda
14: fi;
15: od;

Assertion sprawdzono: macierze sa kwadratowe, rozmiaru n x n

{ mozna mnozy¢ }
16: p:= (n mod 2) = 0;
17: m :=n div 2;
18: array W dim(1 : n);
19: array V dim(1 : n);
20: array C dim(1 : n);
21: for i:=1tondo
22:  array C(i) dim(1 : n)
23: od;

{ obliczanie "preprocessingu"}
24: for j:=1ton do

25:  s:=0;

26: fori:=1tom do

27: s=Alj,2%i— 1] % A[f,2%1] +s;
28:  od;

29:  WJj] :=s;

30: od;

n+2
Assertion 1: Dla kazdego j,1 < j < n, W= > Ajoi1%Aj
i=1

31: for ;= 1ton do

32:  s:=0;

33: fori:=1ltom do

34: s := B[2%i-1,j] * B[2*i,j] +s;
35: od;

36:  V[j] :=s;

37: od;
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n=+2
Assertion 2: Dla kazdego j,1 < j <n, Vi = > Bai—1,j * Bosij
i=1

(3

{obliczanie iloczynu macierzy }
38: for 1 :=1ton do
39: for j:=1tondo

40: s:= 0;
41: for k:=1tomdo
42: si= (A]},2%k-1]+B[2*k,j]) * (B[2*k-1,j]+A[i,2¥k]) +s;
43: od;
n+2
Assertion 3: Vi<i<n,Vi<j<n, s= > (Aigk—1+ Bayj) * (Bask—1; + Ai2x)
k=1
44: Cli, j] :== s — Wi] = V[j];
2(n+2)
Assertion 4: Vi<i<n,Vi<j<n Cij= Y (Air*By,)
k=1
45: if not p then
46: Cli, j] := C[i, j]+A[i, n]*B|n, j|; { poprawiamy - gdy n jest nieparzyste
}
47: fi;
48:  od; {j}
49: od; {1}
Assertion 5: Dla kazdych wartosci 4,7,1 < i <n,1 <j <n, Cij= > (Air*By;)
k=1

50: end Winograd,

Dowé6d poprawnosci
Naszym zadaniem jest wykaza¢ nastepujaca implikacje
Precondition = {Algorytm Winograda}Postcondition

co sie czyta tak: jesli dane spetniajg warunek wstepny to algorytm Winograda
koniczy obliczenia nie sygnalizujgc bledu + wyniki spetniajg warunek koncowy.

Sprawdzenie czy warunek wstepny jest spelniony przez dane moze byé w
czesci wykonane przez kompilator. Kompilator moze sprawdzi¢ czy parame-
try aktualne sa tablicami dwuwymiarowymi. Druga cze$¢ warunku, ze rozmi-
ary tablic s3 réwne n X n nie moze by¢ sprawdzona przed wywotaniem pro-
cedury Winograd, nie moze tez by¢ udowodniona. Wobec tego wykonywanie
procedury rozpoczynamy od (dynamicznego) sprawdzania ksztaltu i rozmiaru
tabli(ﬂ Mozna rozwazaé czy nie datoby sie udowodnié¢, o programie stosujacym
procedure Winograd, ze warunek wstepny jest spelniony za kazdym razem gdy
procedura Winograd jest wywolywana w naszym programie. Ale czy mozna zag-
warantowac, ze kazdy program stosujacy algorytm Winograda bedzie sprawdzat
warunek wstepny? lub go dowodzit? Lepiej wiec zostawi¢ sprawdzanie warunku
wstepnego procedurze Winograd.

2W loglanie’82 dwuwymiarowej tablicy mozemy nadaé ksztalt trojkatny, wstegowy i oczy-
wiscie ksztalt kwadratowy




6.7. MNOZENIE MACIERZY 7

Do algorytmu Winograd wstawiliémy asercje. Maja one za zadanie:

1. umozliwi¢ sygnalizacje naruszenia warunku asercji w trakcie wykonywania
programu,

2. utatwi¢ argumentacje na rzecz tezy o poprawnosci algorytmu.

W tym przypadku trudno méwié o dynamiczej weryfikacji: azeby sprawdzic¢
warunek wyliczony w asercji trzeba powtoérzy¢ obliczenia — to niewiele nam
daje. Ponadto, tu uwaga natury ogélnej, zamiana asercji na instrukcje warunk-
owg,

if warunek _asercji then wrzué¢_ wyjatek fi

zapewnia tylko tyle, ze podczas wykonywania algorytmu zostanie zasygnali-
zowany blad. Nie mamy nawet gwarancji, ze zdarzy sie to zawsze gdy program
zawiera bledy.

Natomiast asercje mozemy zastapi¢ lematami i udowodni¢ je

Lemat 6.5. Dla kazdego j,1 < j <mn, i m=mn-+2 zachodzi

s:=0;
fori:=1tom
do n-+2
K: s A[j,2%i— 1]+ A[j, 251 + 5 <Wj = Z; Aj2i-1 * Aj,2i>
od; =
W(j] = s;

lub to samo spostrzezenie zapisane nieco inaczej
Lemat 6.6. Dla m = n + 2 zachodzi
for j:=1ton do

§:=0;
fori:=1tom

n=2
do -
si=Alj,2%i— 1] A[j,2 %] + 5; <1<]v-<n Wi = Z; Ajgic1 Aj’”)
od; =
Wil = s;
od

Zwr6¢ uwage na to, ze zewnetrzna instrukcja for uzasadnia wprowadzenie
kwantyfikatora ograniczonego, a wewnetrzna instrukcja for oblicza sume. In-
strukcja for ma jeszcze wiele innych zastosowan.

Lemat 6.7. Dla kazdego j,1 < j <mn, i m =n-+ 2 zachodzi

s:=0;
for i:=1tom

n-+-2
do -
s:=B[2xi—1,j]* B[2%1i,j] + s; (VJ = Z_:l Bai_1, * Bzi,j)
od; =

Vil = s;
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Kolejny lemat

Lemat 6.8. Vi<i<n Vi<j<n

§:=0;
for k:= 1tom ne9
do s= Y (Aigk—1+ Bak j)*
s:= (A[i,2xk — 1]+ B[2x k, j]) k=1
x(B[2xk—1,7] + A[i,2 x k]) + s; (Bak-1,j + Aiz2k)
od;
Lemat 6.9.

Przy zatozeniu, Ze tablice A i B sq macierzami kwadratowymi rozmiaru n x n i
ze zachodzq lematy 1 oraz 2, prawdziwa jest nastepujgca formuta algorytmiczna

s:=0;
for k:=1tom
do 2%(n+2)
Vo, VY s:= (A[i,2% k — 1] 4+ B[2 x k, j]) s= Y Aip*By,
lsisn 1sj<n *(B[2*k —1,5] + Ai,2 x k]) + s; k=1
od;
Cli,j] == s = WIi] = V[jl;
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Lemat 6.10.
Z prawdziwosci lematow 1 i 2 wynika, Ze nastepujgca formuta jest prawdziwa

fori:=1ton
do
for j:=1ton
do
5:=0;
for k:= 1tom
do
s:=(Afi,2xk — 1]+ B[2* k, j])
*x(B[2xk —1,7] + Ai,2 % k]) + s; (
od; 1<i<n 1<j<n
Clij) = s = Wil - V[
if not p
then
Cli, j] .= CIi, j] + Ali, n] * B[n, j]
fi;
od
od

Dowody lematow
Dowéd lematu [6.5]

Dowdd. W dowodzie wykorzystujemy nastepujaca wlasnosé programéw for:
niech napis w(i) oznacza wyrazenie arytmetyczne (zmienna ¢ moze, ale nie musi,
w nim wystepowac)

s:=0

fori:=1ton n

do (s = w(z))
s:=w(i)+s i=0

od

Pozostaje skorzystaé¢ z aksjomatu instrukcji przypisania

<s = Zwm) — (Wi = s} (W(j) - Zm)

=0

Dowody lematéw 2 i 3 przebiegaja podobnie.

Dowdéd lematu [6.9]

Dowdd. Nalezy udowodnié

n-+2

2(n—+2)
(s = Z(Ai,2k—1+BQk,j)*(B2*k—1,j+Ai72k) = (s—W[i]-V]j] = Z Aj 1+ By j)
k=1 k=1

v vV Cij= Y Aig *Bk,j>
k=1
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Rozwinmy mnozenie i zastosujmy rozdzielno$é mnozenia wzgledem dodawania

n—=2
> (Ajon—1 + Bog,j) * (Baxk—1,j + Ai2k)
k=1

n-+-2
= > [Aiok—1* Bowk—1,j + Aiok—1 % Ai ok + Bogj * Bog—1,j + Bag j * Ai k)

k=1
n-+-2 n+2 n+2 n-+-2
= Ajok—1 * Boug—15 + E Ajop—1* Aj ok + g Boy,j * Bog—1,5+ Y Bogj * Aionk
k=1 k=1 k=1 =1
=W[i] =Vj]

Skorzystamy z lematow [6.6] oraz [6.7]

n=2 n+2 n-+2
Z(Az',zk—l+sz,j)*(Bz*k—l,j+Ai,2k)—W[i]—V[j] = Z Ai,2k—1*82*k—1,j+z Boy, j*A; ok
h=1 h=1 =1

Wykorzystujemy przemienno$¢ mnozenia i tacznosé dodawania

n-+-2 n+2 2(n+2)
Z Ajop—1 % Bowp—1,j + Z Boy j * Aj o = Z Aj* By j
k=1 k=1 k=1
O
Dowéd lematu [6.10]
Dowdd. Trzeba wykazaé, ze
2(n+2) itfhnot p n
en
07 2 A = Clij] = Cli ]+ Afism) + Bfn.g) [ = 2 AiBes)
_ a =

k)

Pamietamy, ze p= (n mod 2 =0). Jezeli n jest liczba parzysta to 2(n +2) =n i
Ciyj = Z Ai,k * Bk’j
k=1

W przeciwnym przypadku (tzn. gdy not p) sumowanie zakonczylo sie dla k =
n — 1. Trzeba wiec doda¢ wartosé iloczynu Ali, n] * B[n, j]. O

6.8 Namawiamy do notacji matematycznej

Zauwaz, ze przyjecie konwencji zaproponowanej w poprzednim rozdziale por)5.8.1]
upraszcza zapis algorytmoéw macierzowych.
Mnozenie macierzy (zwykle) zapisuje sie tak
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\[\bigl\{\mathop{\forall}_{i\lequi\leq n},\, \mathop{\forall}_{1\leq,ji.\lequn}
uC_{ijF\leftarrow,\sum_{1\leq k. \leq n }A_{ik}*B_{kj}
u\bigr\}u\] u

co daje w druku taki efekt

{ v vV Cij Z Aig % By }

<< <5<
1<i<n 1<j5<n 1<k<n

a po zastosowaniu najpierw TeX’a (z odpowiednim stylem, moze stworzysz taki
styl?) da program z potréjna petla for.

fori:=1tondo
for ;= 1ton do
s:=0;
for k :=1to n do s := s+ A[i,k]*B[k,j] od;
Clij] :==s
od
od

Algorytm Winograda takze zapisze sie krocej

m + ndiv 2;
Vicj<n Vi < 2i<icm(Baxi—1,j * Baij);
Vicjsn Wi = D oi<icm (Ai2ni—1 % Ai2aj);
8 4 D 1<hem(Aizek—1 + Baug,j) * (Bask—1,j + Ai24k);
v1§i§n Cij — 5 — Wz _ ‘/77
Vi<j<n ) ‘
if odd(n) then C;; - C;; + Ajn x By fi

Zapis dla druku jest zwiezty i czytelny. Jest tez czterokrotnie krétszy od kodu.

6.9 Obiekty tablicowe — Podsumowanie

Tablice sa tworzone, wspotdzielone, odczytywane, modyfikowane, usuwane wresz-
cie.

1. Deklaracja zmiennej
var A: array of T
jest robwnoczesnie deklaracja typu tablicowego. Mozesz taczy¢ deklaracje:
var A: array of T; var B: array of T;
i zastapié je przez jedna deklaracje
var B,A: array of T,

Oznacza to, ze typy bywaja zgodne.

2. Opisz relacje zgodnosci typow
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3. Instrukcja
array A dim(low: up);

tworzy obiekt tablicowy. Oto co wiemy po wykonaniu takiej instrukcji:

A # none,

lower(A) = lower

upper(A) = up

V(lower(A) < i < upper(A)) = A(i) = initval init val dla typu
integer i real jest 0, dla typu boolean jest false, dla typu char jest ...,
dla typu tablicowego lub zadeklarowanego jako klasa jest none,

4. zmienne A i B mogg sie dzieli¢ obiektem tablicowym gdy wykonano in-
strukcje
B:=A;
w efekcie zachdzi relacja A=B i konskwentnie...

5. instrukcja kopii
B:=copy(A);
ma nastepujacy efekt ...

6. instrukcja
kill(A)
usuwa obiekt tablicowy
niezmiennik:

7. operacje na elementach tablicy ...



Rozdzial 7

L5 Programowanie z while

7.1 skladnia i semantyka

LoGLiGLGLGLiG Ly CLeGLrGLs G Ly G Lio

Jezyk L5 jest bogatszy od poprzedniego o jeden tylko rodzaj instrukcji: in-
strukcje while. Rozszerzenie jezyka wydaje sie niepozorne. Ale pojawiaja sie
nowe zjawiska obliczeniowe.

Do tej pory nie mieliémy problemu z zapewnieniem wtasnosci stopu pro-
gramu. Kazdy program, omawiany we wczesniejszych rozdziatach, ma oblicze-
nie skoniczone. Wprowadzenie do jezyka programowania instrukcji iteracji while,
z jednej strony w istotny sposéb zwieksza zbiér funkcji obliczalnych, z drugiej
strony tracimy gwarancje, ze obliczenie programu bedzie skoniczone. Pojawia
sie konieczno$¢ udowodnienia, ze obliczenia programu bedg skonczone. A to
nie zawsze jest latwe i czasami stanowi wyzwanie dla pokolen badaczy. W lat-
ach 30 dwudziestego wieku Ackermann zdefiniowal, funkcje, ktéra résnie bardzo
szybko i wykazal, ze nie jest ona funkcja pierwotnie rekurencyjng. W przettu-
naczeniu na dzisiejszy jezyk oznacza to tyle, ze funkcji Ackermana nie mozna
zaprogramowa¢ ograniczajac sie do instrukeji for.

7.2 Skladnia

Zbiér programoéw iteracyjnych rézni sie tym od poprzednio opisanego zbioru
programoéw z tablicami, ze w ciggu instrukcji takiego programu moga pojawiaé
sie instrukcje while.

Skladnia 7.1. Zbidor instrukcji programdw iteracyjnych jest to najmniejszy
zbior P napisow taki, Ze

i) kazda instrukcja atomowa (drukowania, przypisania oraz instrukcja dzi-
atania na tablicach) nalezy do zbioru P,

i1) zbior P jest zamkniety z wzgledu na operacje: ztozZenia, powtarzania — for
oraz rozgalezienia,

83
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i11) jesli napis v jest formutq boolowskq i napis K jest instrukcjq, to napis
while v do K od jest instrukcjq iteracji

TODO Poprawi¢ te definicje.
Przyktady
while x<y do x:=x+1; u:=3*u od
while — empty(s) do e:= top(s);s := pop(s);t:=push(e,t) od

7.3 Semantyka

Modyfikujemy odpowiednio definicje obliczenia tak by objeta ona programy z
jezyka Ls.

Definicja 7.2. Relacja bezposredniego nastepstwa konfiguracyi (tj. standw obliczeri)

Bezposrednim nastepnikiem stanu (v, while v do K od; s) jest stan okreslony
ponizej

d — fal
(v, while  do K od;s) s { "% gdy 7(v) = false
(v, K; while v do K od;s) gdy v(v) = true

7.4 Komputer K;

Komputer K5 potrafi wykonywaé¢ wszystkie polecenia z repertuaru komputera
K4 i ponadto potrafi wykonaé¢ polecenie while. Zapewniajac przy tym, ze re-
alizacja polecenia while bedzie zgodna z definicja bezposredniego nastepstwa
konfiguracji, zob. powyzej.

7.5 Aksjomat i regula wnioskowania

Znaczenie instrukcji while opisuje aksjomat i reguta wnioskowania.
Aksjomat while

while v do K oda < ((—yAa)V (yA{K; while v do K od}a))

Zwro¢ uwage — ten aksjomat nie eliminuje instrukeji while. Nie daje tez zad-
nej wskazowki pozwalajacej ograniczy¢ liczbe powtdrzen iterowanej instrukeji
K. Stad wynika konieczno$¢ wzbogacenia rachunku programoéw o nastepujaca
regute wnioskowania.

Reguta wnioskowania — wprowadzanie while w poprzedniku implikacji.

{M(if v then K fi)’a = B},
{M; while v do K od}a = §

7.6 Programowanie z instrukcja while

TODO
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( % ) {while y do K od}a 4>@
iy «a—
ify \@/

{while v do K od} «a

&

Rysunek 7.1: Aksjomat instrukcji while Ax20 (schemat)

prawo Archimedesa, zasada wyczerpywania Eudoksosa, ...

opisz obliczanie zera wielomianu wyzszego stopnia — przygotowanie do
bisekcji,

e obliczanie caltki oznaczonej,

przyktad funkcji obliczalnej, ale nie pierwotnie rekurencyjnej czyli funkcja
Ackermanna na ten temat mozna napisa¢ sporo:

przyktady: program PF (Fermat) i program CollatzForAlIN. Te programy
nie maja obliczenia skoriczonego.

Zastandw sie: to nie jest takie oczywiste. W przypadku Fermata zajeto to
ponad 300 lat pracy wielu matematykéw, w przypadku Collatza dziesiatki
tysiecy informatykow i matematykéw pracuja i ... nic.

Instrukcja while (odp. operator minimum efektywnego) to narzedzie trudne
do opanowania.

7.6.1 Czy to wystarczy?

Do tej pory oméwilismy wszystkie niezbedne konstrukcje programotwoércze. Pro-
gramowanie w strukturze liczb catkowitych z wykorzystaniem instrukeji przyp-
isania, zlozenia (tj. $rednika ;), oraz instrukcji while pozwala zaprogramowaé
kazda funkcje obliczalna. Twierdzenie o takiej tresci (ale innymi stowami)
wypowiedzial i udowodnit Stephen C. Kleene w roku 1936 [19].

Twierdzenie 7.1. Prawdziwe sq inkluzje:

(i) Kazda funkcja f obliczalna w dziedzinie liczb catkowitych jest programowalna
w jezyku Ls.

(ii) Kazda funkcja f programowalna w jezyku L5, (zaktadamy, dla uproszczenia,
Ze w programie jg definiujgcym nie wystepujg wyrazenia typu real) jest
obliczalna w dziedzinie liczb catkowitych.



86 ROZDZIAL 7. L5 PROGRAMOWANIE Z WHILE

Okazuje sie, ze w jezyku L i dziedzinie liczb catkowitych (nieujemnych) po-
trafimy zaprogramowaé kazda funkcje obliczalna (poréwnaj []) i kazda funkcja
obliczalna moze by¢ zaprogramowana w tym jezyku. Jest to fragment taiicucha
twierdzen uzasadniajacych teze Churcha-Turinga. [|. Jezyki programowania za-
wieraja ponadto inne narzedzia: procedury, funkcje, klasy, wspotprogramy i pro-
cesy. Narzedzia te utatwiaja prace ludzi tworzacych oprogramowanie, pozwalaja
na oszczednosci w gospodarce czasem i zasobami komputera. Zajmiemy sie nimi
w dalszej czesci tej ksiazki.

Pytania
Sformutujemy tu kilka pytan jakie nasuwaja sie czlowiekowi myslacemu:

e Jesli programy while pozwalaja zaprogramowaé obliczenie kazdej funkcji
obliczalnej, to po co wprowadzaé deklaracje modutéw procedury, funkcji,
klasy, wspotprogramu, procesu? Czy nie sa one zbednym dodatkiem?

e Programy while pozwalaja zaprogramowac obliczenia funkecji obliczalnych,
ktore nie sa pierwotnie rekurencyjne. To dobrze. Ale czy na pewno?
Przyktady skonstruowane przez Ackermanna, Sudana, Rozse Peter i in-
nych wskazujg na to, ze te funkcje sa niepraktyczne. Ro$na one tak szy-
bko, ze juz dla niewielkich argumentéw np. n=6 ich obliczenie mogtoby
trwaé tak dtugo, ze korica obliczen nie doczekalaby sie ludzko§é. A wiec
poco instrukcja while? Czy gra jest warta $wieczki?

e Jak to zobaczymy w praktyce programowania mamy czesto (najczesciej)
z przetwarzaniem skoriczonych zbioréw informacji. W zastosowaniach w
bankowosci, administracji, wojsku, wywiadzie i policji, medycynie , etc.
programy przetwarzaja zbiory informacji zmagazynowane w pamieci kom-
puteréw. Programisci odczuwaja potrzebe konstrukeji forall. Instrukcja
taka powinna by¢ podobna do instrukcji for.

Niech S bedzie zbiorem elementéw, obiektéw, informacji. Niech e bedzie
zmienng typu element. Wtedy instrukcja

forall e in S do I od

zapewniataby powtoérzenie ciggu instrukcji I dla kazdego elementu wys-
tepujacego w skonczonym zbiorze S. Niewiele jezykéw programowania
oferuje taka instrukcje. Wiecej na ten temat napiszemy w drugiej czesci
tej ksiazki.

7.7 Wtlasnosci instrukcji while
Instrukcja while jest idempotentna

{while v do M od}a < {while v do M od;while v do M od}«

A wiec nie warto powtarzac tej instrukcji dwukrotnie.
Instrukcja while zawiera w sobie instrukcje if

{if v then M fi;while v do M od}« < {while v do M od}a
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{while v do M od;if v then M fila < {while v do M od}«

I tak jest dla kazdej iteracji instrukcji warunkowej if. Dla kazdej liczby i € N
zachodza nastepujace réwnowaznosci

{(if v then M fi)’;while v do M od}a < {while v do M od}«a
{while v do M od; (if v then M fi)'}a < {while v do M od}«a
Pomocnicza reguta wnioskowania

a = f
while 8 do M odtrue = while a do M odtrue

Jeszcze inna regula

while v do M oda, Ky & v
while v do M; K od«

petle do — od

Petla
do K; if v then exit fi od

jest rOwnowazna programowi
{K; while v do K od}
W niektérych jezykach programowania mozna znalezé instrukcje repeat
repeat K until v;

Wprowadzajac polecenie do ... od oraz instrukcje exit i repeat stwarzamy
mozliwo$¢ samodzielnego projektowania nowych instrukeji iteracyjnych. Np.

7.8 Algorytmiczne teorie typow pierwotnych

Rozszerzeniu jezyka programowania odpowiada rozszerzenie jezyka formut al-
gorytmicznych. Okazuje sie, ze tak wzbogacony jezyk pozwala sformulowaé
wtasnosci struktur danych.

7.8.1 Aksjomatyczna teoria AT T

W rozdziale |3| o wyrazeniach podaliémy aksjomaty opisujace typ integer jako
aksjomaty pierScienia z dotaczonym aksjomatem dobrego ufundowania. Ten os-
tatni aksjomat jest ktopotliwy, poniewaz wystepuje w nim kwantyfikator wiazacy
podzbiory zbioru liczb catkowitych. W miejsce aksjomatu nalezy(!) uzy¢ nastepu-
jacej formuly algorytmicznej

Ve>o0{y < 0; while y # z do y <y + 1 od}(y = ) (Std)

wszystkie pozostate aksjomaty zostaja zachowane.

Ta aksjomatyzacja ma wiele zalet, najwazniejsza z nich jest zapewnienie, ze pro-
gram wymieniony w aksjomacie algorytmicznym na pewno konczy obliczenia.
Z tego faktu mozna wyprowadzaé¢ inne podobne twierdzenia dotyczace algoryt-
méw. Np. prawo Archimedesa, wlasnos$é stopu algorytmu Euklidesa itp.
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Twierdzenie 7.2. (prawo Archimedesa jest twierdzeniem algorytmicznej teorii
typu integer ATL)

ATTEF (0<yAy<z) = {t<« y; whilet <z dot<t+y od}(t > x))
(ArchI)

Twierdzenie 7.3. W algorytmicznej teorii typu integer mozna udowodnié poprawnosé
algorytmu Fuklidesa.

ATZ = Vn,m > 0{whilen # m doif n > mthenn :=n—m else m := m—n fiod}(n =m)
Mozna tez udowodni¢ kategorycznosc teorii ATZ

Twierdzenie 7.4. Kazde dwa modele teorii ATZT sq izomorficzne.

7.8.2 Aksjomaty typu real

Do poprzednio wymienionych aksjomatéw ciata mozemy teraz dodaé¢ aksjomat
(prawo?) Archimedesa

(0<yAy<z) = {t< y;whilet <z dot+ t+yod}(t>z)) (Arch)

Erwin Engeler [] udowodnit, ze dla kazdej formuty algorytmicznej postaci K«
formuta taka jest prawdziwa w ciele liczb rzeczywistych z porzadkiem wtedy i
tylko wtedy gdy jest prawdziwa w kazdym ciele uporzadkowanym spekniajacym
aksjomat Archimedesa.

Wykorzystujac twierdzenie o pelnoéci logiki algorytmicznej (tj. rachunku
programow) mozemy twierdzenie Engelera sformutowaé tak.

Twierdzenie 7.5. Niech Z oznacza zbior formut algorytmicznych na ktory
sktadajq si¢ aksjomaty ciata uporzqdkowanego oraz aksjomat Archimedesa[Arch
Niech ¢ oznacza Boolowskq kombinacje formut algorytmicznych (tj. formut
postaci Ka). Formuta v jest prawdziwa w uporzedkowanym ciele RO liczb
rzeczywistych wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dowdd tej formuty z aksjomatow
zbioru Z.

RO = Ka wtedy i tylko wtedy, gdy Z + 1)

Sens tego twierdzenia sprowadza sie do nastepujacej obserwacji, dla seman-
tycznej wlasnosci wy, programéw z jezyka Ly realizowanych w ciele liczb rzeczy-
wistych z porzadkiem, jesli wlasno$¢ w, jest prawdziwa w ciele RO to jest
dowodliwa z aksjomatéw zbioru Z. Jest tak, poniewaz widzieliémy, ze wtasnosci
semantyczne takie jak stop programu, poprawno$é¢ programu, wlasnosé fault,
rownowazno$é, etc. sa wyrazalne formutami bedacymi boolowskimi kombinac-
jami formul postaci Ka.

7.9 Przyklady

W tym podrozdziale przytoczymy kilka dowodéw ...
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7.9.1 Eudoksosa zasada wyczerpywania

Eudoksos w ITI wieku p.n.e, a pézniej Archimedes, dokonywali obliczen wielko$ci
pola (lub objetosci bryly) postugujac sie nastepujaca zasada wyczerpywania:
Zalozmy, ze x jest poszukiwang wielkoscig pola figury F. Skonstruujmy ciag
figur F1, Fs,...,opolach p1,po,... itaki, ze dla kazdego 7, zachodzi niero6wnosé
x —p; < x/2'. Mozemy wiec obliczy¢ pole figury F z bledem dowolnie matym
z—pl<e.
Zasada wyczerpywania jest rownowazna prawu Archimedesa. Antoni Kreczmar
[23] zapisal te zasade w postaci schematu formut algorytmicznych H(K).
Niech K bedzie programem, niech x bedzie jedyna zmienng wej$cia-wyjscia tego
programu. Wybierzmy trzy zmienne ¢, u, z nie wystepujace w programie K.
Kazda formuta H(K) o podanym ponizej schemacie jest instancja zasady wycz-
erpywania.

z
r=tANz=y) = K;z+-}(0<z<z2))=>{z+t Kx<u
AN v = (WK 2 e 2} 00 <2) = {o — K@ <w)
Formute te mozna wyprowadzié¢ z aksjomatéw pierwotnego typu real. Przypom-
nijmy jednym z aksjomatéw jest prawo Archimedesa. Mozemy takze napisaé

regute wnioskowania

(z =1) = {K(x)}(z <t/2)

ATR - whilex > edo {K(z)} od (z <€)

i przekonaé sie o jej poprawno$ci.

7.9.2 Obliczanie /a z zadana dokladnoscia
Twierdzenie 7.6. Program

z:=(a+1)/2 (7.1)
while (z —a/z) > e do z := (z +a/x)/2 od )
oblicza pierwiastek z liczby dodatniej a > 0 z doktadnoscig do e.

Dowdd. Rozwazmy program

d:=¢
while d > € do
if d=¢
then z := (a+1)/2

I:4 elsex:=(x+a/z)/2 (7.2)
fi;
d'= (z ~ afa)/2

od

Ten program oblicza wartos§¢ zmiennej x w taki sam sposéb jak program poprzedni
lub oba programy maja obliczenie nieskoniczone. Wystarczy wykluczy¢ te druga
mozliwo$¢, tzn. wykazaé, wlasno$c stopu programu Warto$¢ zmiennej d
jest obliczona doktadnoscia. Wykazemy, ze dla kazdej pary liczb a i € takiej, ze
a > 01e> 0 program ten ma obliczenie skorniczone.
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Zastosujemy zasade wyczerpywania. Najpierw wykazemy, ze prawdziwa jest
formuta

{d:=¢ z:za—&—e—i—l}ﬂ{[;z:: z/2}(0 < d < 2)). (7.3)
Nalezy wiec wykazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej ¢ € N zachodzi formuta
{di=¢z:=a+e+1}{I;z:=2/2}'(0 < d < 2)). (7.4)

Dla i = 0 rzeczywiscie zachodzi formuta
{d:=¢€z:=a+e+1}(0<d<2)). (7.5)

Dla sprawdzenia wystarczy zastosowaé aksjomat instrukcji przypisania i fakt,
ze

0<e<a+e+1. (7.6)
Dla i = 1 skorzystamy z nastepujacego faktu
(a+1)/2)*>an0<(a—1)?/2/(a+1) < (a+e+1) (7.7)
a wiec
{di=¢z:=a+e+1} = {[;2:=2/2}(2? Za/\Ogdgz/\d:;E—aéx))).
7.8

Dla kroku indukcyjnego, najpierw sprawdzamy, ze zachodzi formuta

(wzza/\og(x—a/x)gz) =

((x+a/z)/2)>>aAN0< (z+a/z)/2—a/(x+a/zx)/2 < 2/2) (7.9)
Stad i z wlasnosci programu I otrzymujemy
(x22a/\0§d§z/\d:x—a/a?) -
(7.10)

({I;ZZZZ/Q}(l‘QZCL/\O <d<zAd=zxz—a/x))

Wykazalismy, ze formuta (22 > aA0 < d < 2Ad = v —a/x) jest niezmiennikiem
programu {I; z := z/2}. Laczac ten fakt i implikacje [7.8] dowodzimy, ze
dla kazdej liczby naturalnej : € N

{di=¢z:=a+e+1}; {I; 2: +2/2}'(0< d < 2) (7.11)

Wynika stad, ze mozemy wprowadzi¢ ogolny kwantyfikator iteracji i otrzymac
poprzednik w zasadzie wyczerpywania

{d:=¢ z:za—&—e—l—l}ﬂ{];z:: z/2}(0 < d < z). (7.12)
A wiec, stosujac zasade wyczerpywania,wykazaliSmy, ze prawdziwa jest formuta
a>0Ane>0 = {d:=e}| JI(d<e) (7.13)

Wykorzystamy nastepujace twierdzenie rachunku programoéw (zob. formuta (2)
str. 62 [31])

while v do M oda & U{if v then M fi}(—y A ) (7.14)
i z jego pomoca wprowadzimy operator while
a>0ANe>0 = {d:=¢whiled>edo I od}(d<e) (7.15)

Udowodnilismy wiec, ze nasz program [7.2] koriczy obliczenia i wobec tego pro-
gram [7.1] tez konczy obliczenia. O
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7.9.3 Bisekcja
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Zadanie, ktore teraz omowimy, polega na znalezieniu przyblizonej wartosci zera
funkcji f. O funkcji f zakladamy, ze jest funkcja jednej zmiennej rzeczywistej
o warto$ciach rzeczywistych, ze f jest funkcja ciagla na odcinku [a,b], Ze na
konicach przedziatu przyjmuje rozne znaki f(a) * f(b) < 01 ze funkcja f jest

obliczana przez pewien program M.

Twierdzenie 7.7. Zalozenia. Funkcja f jest ciggta, jest obliczana przez pro-
gram M tzn. jest prawdg, ze {xz :=1; M}y = f(1)), znaki funkcji f na koticach

przedziatu [a,b] sq rdzine, tj. f(a)* f(b) <O.

Teza. Nastepujgca formuta jest twierdzeniem algorytmicznej teorii liczb rzeczy-

wistych.

r:=a; M; fa:=y;

x:=b; M; fb:=vy;

while (b—a) > € do
z:=(a+b)/2; M;
if y =0 then exit

if yx fa<O0
then b:=z; fb:=vy
else a :=x; fa:=y
fi
fi
od

else (F() =0V ((b—a) < &) A f(a) * £(b) < 0)

(7.16)

Zauwazyte$, ze ten program jest rozwlekly i trzykrotnie powtarza program
M. Wybiegajac troche naprzéd wprowadzimy pewne rozszerzenie jezyka. Jezeli

potrafimy udowodnié¢ prawdziwos$é¢ formuty

ATRE (z =1) = {M}(y = f())

to wolno nam wprowadzi¢ deklaracje tj. definicje nowego funktora

1 program przyjmie prostsza postac

h : function(z : real) : real
begin
M;result :==y
end
fa = h(a);
fb = h(b);
while (b —a) > € do
z:=(a+0)/2; y:= h(x);
if y=0 then a,b:=x
else
if yx fa<O
then b:=z; fb:=y
else a :=ux; fa:=y
fi
fi
od

(

(b—a) <e)A
fla)= f(b) <0

)

(7.17)

| wyttumacz f
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Naszym celem jest analiza poprawnosci. Nieco pézniej skrocimy ten pro-
gram.

Dowdd. W dowodzie wykorzystujemy prawo Archimedesa i inne aksjomaty ciata
liczb rzeczywistych.
O

sprowadza sie do wyprowadzenia naszej formuly z aksjomatu Arch. Na-
jpierw jednak udowodnimy, ze z aksjomatu Arch wynika inna, wygodniejsza w
zastosowaniu formuta:

Lemat 7.8.
Royren F (0<ana<b) = {while a <b dob:=b/2 od}(b< a))
Udowodnimy, ze kazda formuta zbudowana wedlug ponizszego schematu
({t :==a; if t < b then ¢t := 2+t fi"}(b<t)) = {if a < b then b:=b/2 fi}"(b < a))
gdzie n € N jest dowolna liczba naturalna

posiada dowdd z aksjomatow ciata uporzadkowanego. Tzn., ze dla kazdej liczby
naturalnej n mozna udowodnié, ze

Ro b ({t:=a;if t <D then ¢ :=2x«t fi"}(b < t)) = {if a < b then b:=10b/2 fi}"(b < a))

Gdy to zostanie udowodnione to najpierw korzystamy z aksjomatu instrukeji
while i mamy dla kazdej liczby naturalnej n mozna udowodnié, ze

RoF ({t:=a;if t <b then t :=2«t i"}(b < t)) = {while a <b do b:=5b/2 od}(b < a))
Teraz mozna zastosowac regute Rg i uzyskamy
RoF ({t :=a; while ¢t <b do ¢ := 2+t od}(b<t)) = {while a <b do b:=b/2 od}(b < a))
Poprzednik implikacji to aksjomat Archimedesa. Udowodnili§my wiec, ze

Raren F {while a <b do b:=b/2 od}(b < a)).
Wracamy do wykazania ... Dla n = 0 bez trudu stwierdzamy, ze formuta

({t:=a}(b <) = (b<a)

jest tautologia, wystarczy zastosowaé aksjomat instrukcji przypisania

L RE ({t:==a}(b<t) = (b<a)).

Zalézmy, ze dla k < n jest prawda, ze
Rt ({t:=a;if t <b then ¢ := 2+t fi*}(b < 1)) = {if a < b then b:=b/2 fi}*(b < a))
Zbadajmy implikacje

({t:=a; if t <b then t := 2+t i"T'}(b < t)) = {if a < b then b:=b/2 fi}" " (b < a))
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Z definicji iteracji K™ programu K mamy
F({t:=a;ift <bthen t:=2xt i"T'}(b< 1)) =
({t:=a;if t <b then t:=2x¢t fi";
ift<bthent:=2xtfi}(b<t))

Z aksjomatu instrukcji warunkowej if otrzymujemy
F({t:=a;ift <bthent:=2xt i"M'}(b< 1)) =
({t:=a;if t <b then ¢ :=2xt fi"}
(t<b)A{t:=2%t}(b<t)V-(t <b)A(b<t))
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(7.18)

(7.19)

7 aksjomatu Archimedesa - w jego zmienionej postaci wynika, ze nastepujacy

program sie¢ zatrzymuje.
Lemat 7.9.

c:=(a+b)/2;
if fa) = f(c) <O

Rk ((f(a) % f(b) < 0) = thenb:=c b (f(a)* f(b) <0) (i)

else a:=c
fi
c:=(a+b)/2;
if f(a) = f(c) <0
ReF((b—a)=k) = then b:=c ((b—a)
else a:=c

fi

Dowdd. Dowody wilasnoséi (i) oraz (ii) sa bardzo latwe. Napisac je? O

Z whasnoéci (i4) wynika

Lemat 7.10.

while (b—a) > 4§ do
c:=(a+1b)/2;
if f(a)* f(c) <0

RarenF((b—a)>46) = then b:=c ((b—a) <9)
else a:=c

fi

od

Wykorzystamy wlasnos¢ (i) lematu [7.9] by otrzyma¢ pozadane

Twierdzenie 7.11.

while (b—a) > d
= (a+10)/2;
) <

(b—a)> 6 A 10+ e
RArchl_((f(a)*f(b)<O> = thenb_c

else a:=c

fi
od

(

(b—a)<d A
(f(a) * f(b) <O

)
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Uwagi

Czytelnik moze zapytaé, po co tak sie¢ meczyé? Przeciez jest oczywiste, ze ten
program jest poprawny. Naprawde? Wyobrazmy sobie, ze obliczenia programu
bisekcja wykonywane sa w ciele niearchimedesowskim. Co wtedy? Przypomni-
jmy, az do potowy XIX wieku wierzono, ze kazde cialo liczbowe jest archimedes-
owskie. Odkrycie, ze moze by¢ inaczej, byto wstrzasem tylko nieco stabszym od
odkrycia geometrii nieeuklidesowej. Pytanie: czy mozna zaprogramowaé struk-
ture ciata niearchimedesowskiego?

Wykonalismy pewne do$wiadczenie myslowe(por. niem. gedanken experiment).
Jakie wnioski mozna wyciagnaé przypatrujac sie drodze jaka przebylismy?

e Skad wiemy, Ze znalezlismy (przyblizona) warto$¢ miejsca zerowego funkeji
f? Aha, potrzebne dodatkowe zalozenie, ze funkcja f jest ciggta.

o Wydaje sie, ze wiedzy o ciggtosci funkcji nie da sie wlaczy¢ do kompilatora.

e Mamy jednak nadzieje, ze przyszle systemy wspomagania programisty
znajda sposéb by wesprzeé go w tym zadaniu.

e 7 drugiej strony zawsze pewna praca czlowieczego moézgu bedzie niezbed-
nym skladnikiem zawodu programisty. Dzieki temu zawdd ten nie zostanie
wyeliminowany przez komputery.

7.9.4 Algorytm Euklidesa

Algorytm Euklidesa zapisujemy stosujac instrukcje powtarzania while.

while n # m do
if n>m thenn:=n—melse m:=m—nfi (E)
od

algorytm FEuklidesa
Dowéd wilasnodci stopu

while n # m do
ifn>m
then n:=n—m
else m:=m—n
fi

od

Vn;ﬁO vm;aréO (TL = m) (H)

formula stopu algorytmu Euklidesa

przeprowadzamy w algorytmicznej teorii liczb naturalnych ATN.

7.9.5 Obliczanie potegi z"

Bardzo szybko mozemy napisaé¢

P: p:=1;fori:=1tondop:=px*xzx od.
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Ten algorytm wykonuje n mnozenn. Mozna jednak znacznie zmniejszy¢ liczbe

dzialan.
z:=x;y:=1; m:=mn;
while m # 0 do
if odd(m) then y := y * z fi;

BP: m = mdiv 2;
zi=z%z
od

7.9.6 Pewna wlasno$é drzew binarnych poszukiwan

W algorytmicznej teorii kolejek priorytetowych nalezy udowodni¢, ze ...
Cwiczenia

Zadanie 7.1. Udowodnij, dla kazdej pary liczb a > 0 i € > 0 wartosci zmiennej
x obliczone przez programy i[7.3 sq rowne.

Zadanie 7.2. Udowodnij, ze w ciele liczb rzeczywistych prawdziwa jest nastepu-
jaca implikacja

t:=ux; U= z;

while t <y do while v > € do
t:=t+zx wi=u/2

od od

(z>y)= (u <€) (7.20)
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Rozdzial 8

Rachunek programoéw

WidzieliSmy, ze wiele wtasnosci semantycznych programéw mozna wyrazié¢ jako
formuty algorytmiczne. W tym rozdziale odpowiadamy na kilka podstawowych
pytan:

e czy podane wczeSniej aksjomaty i reguly wnioskowania o programach
stanowig kompletny zestaw narzedzi?
Problem ten zajmowatl nas od poczatku. Kilka prac zawiera twierdzenie o
pelnosci rachunku programow [29] 30] 5], 22]

e czy aksjomaty rachunku programéw opisuja semantyke programéw w sposob
jednoznaczny?

e jakie wnioski mozna wyciaggna¢ z twierdzenia o pelnosci rachunku pro-
graméw tj. logiki algorytmicznej?

8.1 Rachunek programoéow

Rachunek programow jest rachunkiem logicznym (zob. Rys] str. bedacym
rozszerzeniem rachunku predykatéw. Uzywamy zamiennie nazw logika algoryt-
miczna i rachunek programouw.

Rachunek programow AL to zbior systeméw formalnych. Na kazdy taki system
sktadaja sie jezyk L i operacja konsekwencji syntaktycznej (logicznej) C. System
(L,C) nazywaé bedziemy systemem dedukcyjnym. Wszystkie jezyki rachunku
programoéw (moéwimy tez jezyki algorytmiczne) maja podobnag strukture. Kazdy
jezyk rachunku ma te sama gramatyke. Roéznica pomiedzy dwoma jezykami al-
gorytmicznymi moze wynikaé z przyjecia innego alfabetu. Alfabet A czyli zbior
symboli atomowych dzieli sie na podzbiory wedlug wspolnego schematu: zbior V/
zmiennych, zbiér ® funktoréw, zbiér R predykatdéw, zbidr spdjnikéw logicznych,
zbiér operatoréw programotwoérczych, zbiér symboli pomocniczych,

A={VU®URU..}

Oprocz systeméw dedukcyjnych rozpatrywane sa tez teorie. Teoria T =
(L,C, A). Ostatni element trojki A to zbior formut innych niz aksjomaty logiki.
Mowimy aksjomaty specyficzne teorii T .
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Aksjomaty rachunku programoéow

Definicja 8.1. Aksjomatem rachunku programéw jest kazda formuta, ktorej
struktura jest zgodna z jednym z ponizszych schematow aksjomatow Azl — Ax23.

Przyklad 8.2. Jest aksjomatem formuta

(x<ynz?<0 = 22<0).
—— = ~——
a B B

Wskaz, ktory to aksjomat.
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Aksjomaty rachunku programéw

Axq
Axo
Axs
Axy
Az
Axg
Axy
Axg
Axg
Az
Axqq
Az

Az
Az
Azys
Az
Az
AIlg
Az1g
Az

Al‘gl

A{,CQQ

AZL’Qg

((a=p5)=((B=10)=(a=10))
(a=(aVp))

(8= (aVp))

((a=96) = ((B=10) = ((aVp)=1))
(aAB)= o)

((aAB)=B)

((6=a)=((6 =)= (0= (anp))))
((a=(8=10)) =(aAp)=10))
((aA-a) = B)

((a = (@A =a)) = —a)

(a0 V —ax)

((x := 1)true = (Vz)a(z) = (x = 1)a(z))),

gdzie term T jest tego samego typu co zmienna x

(Ve)a(z) = =(3z)~a(z)

z)a(z)) = (Fy)(Ka(z/y)), dlay ¢ V(K)
p) = ((Ka) v (Kp))

aAp)=((Ka) A (KB))

K(—a) = ~(Ka)

((z:=71)y = (v(&/7) A (2 = T)true)) A ((q:= )y = v(a/7))

begin K; M enda = K(Ma)

if v then K else M fia = ((—yAMa)V (y A Ka))

while v do K od a = ((—y A a) V (y A K(while v do K od(«))))

(3
aV

K(
K(
K(

mKOéE (aA(KﬂKa))

UKOéE (a\/(KUKa))

Reguly wnioskowania

Definicja 8.3. Reguta wnioskowania to relacja (operacja) ...
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a, (a=p)
Ry =
(o= B)
Rz (Ka = Kfj)
R {s(if v then K fi)'(=y A a) = Blien
3 (s(while v do K od ) = f3)
R {(K'a= B)}ien
Y (UKa=B)
g la=E'B)}lien
° (a=NEKp)
(a(z) = B)
o @Goa@ = )
(B = az))
B 5= e

W regutach Rg i Ry, przyjmuje sie, ze x nie jest zmienna wolng w formule 3,
tj. x ¢ FV(B). Regula Rg jest regula wprowadzania kwantyfikatora egzys-
tencjalnego w poprzedniku implikacji. Regula R jest regula wprowadzania
kwantyfikatora ogélnego w nastepniku implikacji.

Reguly R4 i R5 sa algorytmicznymi odpowiednikami regut Rg i R7, pozwalaja
wprowadzi¢ kwantyfikator iteracji. Regula Ry wprowadza szczegdtowy kwanty-
fikator iteracji w poprzedniku implikacji. Reguta Rs wprowadza ogolny kwan-
tyfikator iteracji w nastepniku implikacji. Reguly te maja jednak inny charak-
ter, poniewaz zbiory ich przestanek sa zbiorami nieskoriczonymi. Regula Rj
wprowadzania instrukcji while w poprzedniku implikacji tez ma nieskonczony
zbioér przestanek. Reguly Rs, R4, R5 sa nazywane regutami w.

Operacja syntaktycznej konsekwencji C

Definicja 8.4. Niech X bedzie zbiorem formut ustalonego jezyka L. Zbior C(X)
syntaktycznych konsekwencji zbioru X jest to najmniejszy zbior formut taki, ze

e Zbior C(X) zawiera wszystkie aksjomaty rachunku programéw Ax, i
e 2bior C(X) zawiera wszystkie formuty ze zbioru X, i

e jesli do zbioru C(X) nalezq wszystkie przestanki pewnej reguty wnioskowa-
nia R;, i=1,...,7 to do zbioru C(X) nalezy tez konkluzja tej requty.

Wtasnosci operacji konsekwencji C
cl) X C C(X),
c2) X CY pociaga C(X) c C(Y),
c3) C(X) =C(C(X))

Niech T = (£,C, A) bedzie teoria algorytmiczna.



8.2. PEENOSC AL 101

Definicja 8.5. Twierdzeniem teorii T jest kazda formuta o nalezgca do zbioru

C(A).
Na oznaczenie tego faktu mozna stosowac rozne zapisy:

A« — co sie czyta formuta o posiada dowdd ze zbioru A, lub

a € C(A) — formula « jest konsekwencja zbioru .A.

Przyklad 8.6. tu przyktady

8.2 Pelnosé AL

W tym miejscu zastanowimy sie nad mnastepujacymi pytaniami:
e czy jesli udowodnie formule «, to czy jest ona prawdziwa?
e czy formula prawdziwa posiada dowod?

e czy formula wyprowadzona przy pomocy rachunku programéw i aksjo-
matéw struktury liczb calkowitych jest prawdziwa w tej strukturze?

e czy kazdy model algorytmicznej teorii liczb catkowitych jest izomorficzny
z modelem wzorcowym (lepiej powiedz, modelem standardowym)?

e czy teoria niesprzeczna posiada model?

Tw. o pelnosci i co z niego wynika

Twierdzenie 8.1. (o pelosci rachunku programoéw)

Niech T = (L,C, A) bedzie teoriq niesprzeczng, niech « bedzie formutq w jezyku
tej teorii.

Nastepujgce zdania s¢ réwnowazne:

i) Formuta « jest twierdzeniem teorii T, AF «

it) formula o jest prawdziwa w kazdym modelu teorii T, A = «.

Przyktad. Poprawno$é programu swap - w kazdej strukturze danych program
swap jest poprawny. Nawet w tych o ktérych dopiero bedziemy méwié.
Zauwaz, ze dowdd poprawnosci algorytmu swap korzysta wylacznie z dwoéch
aksjomatéw rachunku programoéw i zadnego aksjomatu jakiejs struktury danych.
Zgodnie z twierdzeniem o pelnosci wlasnosé algorytm swap zamienia miejscami
wartosci zmiennych z ¢ y jest prawdziwa w kazdej strukturze danych.

Algorytm Euklidesa - poprawno$¢ nie jest tautologia. (Szok Pitagorejcykow)
Ale alg. Euklidesa zatrzymuje sie w strukturze liczb catkowitych i potrafimy to
udowodnié.
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8.3 AL definiuje semantyke programéw while

W tym podrozdziale kontynuujemy dyskusje na temat zwiazku semantyki jezyka(-
6w) programowania i rachunku programéw. Wezesniej ustalilismy taki zwiazek

pomiedzy operacjami syntaktycznej i semantycznej konsekwencji. Obecnie, pode-
jmujemy préobe zrozumienia w jaki sposob przyjecie systemu formalnego logiki

algorytmicznej (tj. rachunku programéw) moze wplynaé na realizacje maszyny

wirtualnej i kompilatora jezyka programowania. Mogli§my wczesniej zaobser-

wowac, ze semantyczne reguly obliczania wartosci formut i/lub wykonywania

programoéw znajduja swoje odpowiedniki w schematach aksjomatéw.

Gloéwnym pytaniem, jakie stawiamy w tym podrozdziale jest: w jakim stopniu

aksjomaty determinujg sposéb wykonywania programdéw, tj ich semantyke. Czy

mozna przyjacé system dedukcyjny logiki algorytmicznej jako definicje semantyki

programoéw (napisanych w jezyku Ls).

Definicja 8.7. Strukturq semantyczng dla algorytmicznego jezyka L nazywaé
bedziemy trojke (A, 1,|=), gdzie,

A jest strukturg algebraiczng,

I jest interpretacjq programdéw (tj. funkcjq, ktdra kazdemu programowi przy-
porzgdkowugje pewna relacje binarng w zbiorze warto$ciowan zmiennych w struk-
turze A) i

E jest relacjg spetnialnosci,
przy czym tréjka (A, I,|=) ma nastepujgce wlasnosci

(1) Struktura algebraiczna A jest ekspresywna, tj. dla kazdego elementu a € A
istnieje taki term 7 w jezyku L, Ze To5(v) = a, miezaleznie od wartosciowa-
nia v.

(2) Interpretacja termoéw i formut pierwsego rzedu jest zdefiniowana tak jak w
logice pierwszego rzedu (por.).

(8) Nastepujgca wtasnosé relacji spetnialnosci zachodzi dla kazdego wartos-
ciowania v w A

AjvE Ma iff () (v,0v" € I(M) and A0 | a.

W przeciwienistwie do semantyki opisanej w poprzednich rozdziatach nie
bedziemy zaklada¢ niczego o mechanizmach obliczent ani o interpretacji opera-
torow programotworczych. Krotko méwiagc nie znamy komputera K.

Jedyne zalozenie jakie przyjmiemy to, ze kazdy program wyznacza relacje bina-
rna w zbiorze warto$ciowan zmiennych.

Niech trojka (A, I, =) bedzie struktura semantyczng. Wtedy ma miejsce
nastepujaca wlasnosé separowalnosci.

Lemat 8.2. Dla kazdej pary wartosciowari zmiennych v,v' in A, wartosciowa-
nia te sq rézne, v # v’ wtedy i tylko wtedy gdy istnieje pewna formula o je
odrdzniajgca tj. taka, ze Ajv E a i AV = —a.

Dowdd. Niech v,v" beda dwoma réznymi warto$ciowaniami w strukturze A,
v # /. Istnieje wtedy zmienna z taka, ze v(z) # v'(2). Jegli zmienna z jest
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zmienna zdaniowa, to kladac a = z (lub @ = —z2), uzyskujemy A,v = « i
AV E —a

Jesli z jest zmienna indywiduowa and v(z) = a, to kladac a = (7, = 2) (przy-
pomnijmy, struktura danych (A) jest ekspresywna — zob. zalozenie (1)), otrzy-
mujemy, ze A, v |E (1, = 2) i non A,V = (1, = 2).

Latwiej udowodnié¢ implikacje odwrotng. Jesli v = v/, tj. gdy dla kazdej zmien-
nej z, v(z) = v'(2), to dla kazdej formuly o, A, v = o wttw gdy A,v' Ea. O

Definicja 8.8. Struktura semantyczna (A, I, =) jest standardowa jesli spetnione
sq nastepujgce warunki dla kazdej pary programow K, M € P, dla kazdej for-
muty otwartej v € F, i dla kazdej zmiennej x € V i dla dowolnego wyrazenia
w, where ida(y) = {(v,v) : A,v E~}

I(z:=w) = {(v,v) 1V (2) = wa(v), v'(2) = v(2) for z # z}

I(begin K; M end) = I(K)oI(M)

I(if v then K else M fi) = ida(y) o I(K) U ida(—y) o I(M)
I(while v do Kod) = UI(if7 then K fi)’ o idy(—y).

Lemat 8.3. Jesli (A,I,|=) jest standardowq strukturg semantyczng, to dla
dowolnego programu M i dla dowolnych wartosciowan v, v' w strukturze A,

(v,v") € I(M) wtedy i tylko wtedy gdy (v,v") € M.

tj. relacja I(M) jest réwna relacji wyznaczonej przez standardowe obliczenia
programu M w strukturze danych A.

Dowdd wynika wprostt z przyjetych definicji.

Definicja 8.9. Struktura semantyczna (A, I, =) jest modelem systemu formal-
nego AL(II) jesli

a) dla kazdego aksjomatu o z systemu AL(II),zachodzi A = «

b) dla kazdej requty r wnioskowania z systemu AL(I), prawdziwos$é wszyst-
kich przestanek requty r pocigga prawdziwosé konkluzji w tej regule.

Nastepujace twierdzenie wynika bezposrednio z lematu [8:3]1 z twierdzenia o
pelnosci 77.

Twierdzenie 8.4. Kazda standardowa struktura semantyczna jest modelem sys-
temu formalnego AL(II) rachunku programéw (tj. logiki algorytmicznes).

W pozostatej czesci tego podrozdziatu bedziemy dowodzi¢ implikacji odwrot-
nej badajac jak spelnianie aksjomatéw rachunku programéw wymusza okreslone
wlasnoséi interpretacji I.

Lemat 8.5. Jesli struktura semantyczna (A, I, =) jest modelem wszystkich for-
mut postaci wymienionej w aksjomacie Ax16

Ax16: M(anp) = (ManMp)

gdzie wyrazenia o, B sq¢ dowolnymi formutami algorytmicznymi, to dla kazdego
programu M, I(M) jest funkcjq czesciowq na zbiorze W wszystkich wartosciowan
w ten sam zbior.
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Dowdd. Zat6zmy, ze dla pewnych warto$ciowan v,v’,v” mamy (v,v”) € I(M) i
(v,v") € I(M) oraz v # v, . Wtedy z lematu wynika, ze istnieje formuta
ap taka, ze A, E apg i A, 0" |E —ag. A wiee Ajv |E Mag 1 A,v E M-ay.
Stosujac aksjomat Ax16 otrzymujemy A, v = M (g A ), sprzecznosé. W ten
sposob wykazaliSmy, ze dla kazdego waro$ciowania v, istnieje conajwyzej jedno
wartosciowanie v’ takie, ze (v,v’") € I(M), oznacza to, ze dla kazdego programu
M, jego interpretacja I(M) jest funkcja czesciowa. O

Lemat 8.6. Jesli struktura semantyczna (A, I, =) jest modelem dla aksjomatéw
Ax16 i Az19
Ax19 begin K;M end o <— K(Ma),

to dla kazdej pary programow K i M,
I(begin K; M end) = I(K) o I(M),

tj. interpretacja zozenia programow K i M, jest superpozycjq interpretacyi
I(K) oraz I(M).

Dowdd. Niech (v,v") € I(begin K; M end) i A,v" = a. Wtedy
A,v Ebegin K; M end «,

i na mocy aksjomatu Ax19, A,v = K(Ma«). Z definicji struktury semantycznej
wynika, ze istniejg wartoSciowania ve, v3 takie, ze (v,vy) € I(K), (vo,v3) € I(M)
oraz A,v3 E «. Na mocy lematu wartoSciowania ve 1 v3 s3 wyznaczone
jednoznacznie. niezaleznie od formuly a. Mozemy powtdrzyc ten argument
dla dowolnej formuty 3, i dowies¢, ze A,v' = B implikuje A,v3 = B. Tak
wiec, z lematu otrzymamy (v,vy) € I(K), (vg,v") € I(M) ivsg =0v. W
konsekwencji (v,v’) € I(K) o I(M). Zawieranie w druga strone dowodzimy w
podobny sposéb. O

Lemat 8.7. Jesli struktura semantyczna (A, I |E) jest modelem aksjomatow
Ax19, Az16 i Ax20

Ax20: if v then K else M fia <= (yAKa) V (-yAM o),
to dla dowolnych programéw K, M i dla dowolnej formuty otwartej ~y,

I(if v then K else M fi) = ida(y) o I(K) U ida(—y) o I(M).
Zadanie 8.1. Udowodnij powyzszy lemat.

Lemat 8.8. Jesli struktura semantyczna (A, I, =) jest modelem aksjomatow
Ax16, Az19, Az20 i

Ax21: while ydo K oda <= ((—y A «a)V (y A K(while v do K odw))),

to dla dowolnej formuty otwartej v i dla dowolnego programu M zachodzi

U I((if v then M fi)*) o idy(—y) C I(while v do M od).
iEN
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Dowdd. Zaloimy, ze (v,v') € |J I((if v then M fi)?) o idy(—y). Wynika stad,
iEN
ze istnieje liczba naturalna m taka, ze A,v' |= —yi (v,v") € I((if v then M fi)™).
Jesli, dla pewnej formuly «a, zachodzi A,v" E «, to zachodzi tez A,v |=
(if v then M fi)"™(—yA«) iz prawdziwosci aksjomatu Ax21 w naszej strukturze
semantycznej, mamy

A,v = while v do M od a.

Wynika stad, ze istnieje wartoSciowanie v”/, ktore jest wyznaczone jednoznacznie
(zob. lemat i takie, ze (v,v”) € I(while v do M od) and A,v" = a.
Poniewaz powyzszy argument moze byc powtérzony dla dowolnej formuly «, to
na mocy lematu otrzymujemy réwno$é v’ = v”. A wiec

(v,v") € I(while v do M od).
O

Lemat 8.9. Jesli struktura semantyczna (A, I,=) jest modelem aksjomatéw
Ax16, Ax19, Az20, Ax21 i jesli requta wnioskowania R3 jest poprawna w tej
strukturze, to

I(while v do K od) = | J I((if 7 then K fi)’) o idx(—).
1EN

Dowdd. Niech (v,v") € I( while ydo M od) i niech A,v" = a. Zaldzmy,
7€ T1,Ta,..., T 53 wszystkimi zmiennymi indywiduowymi i ¢y, ...,q; sa wszys-
tkimi zmiennymi zdaniowymi, ktore wystepuja w formule while v do M od a.
Przyjmijmy ponadto, ze v(z;) = a; dla 1 < j < k. Niech  bedzie formutla
opisujaca warto$ciowanie v zmiennych =1, zo, ..., Tk, q1, ---, q; , DP.

B=(r1=a1)A(z2=a2) A . Az = ag) Nqy A ... Nq),

gdzie podformuta ¢} oznacza g; jesli v(¢g;) = 1 a podformula ¢} jest postaci —g;
jesli v(g;) = 0. A wiec mamy A,v = 81 A,v = while v do M od «a i, wobec
tego, A,v = while v do M oda = —f3). Stosujac regule R3, stwierdzamy
istnienie takiej liczby naturalnej m, ze nonA = (if v then M fi)™(a A —y) —5.
A wiec istnieje wartosciowanie v” takie, ze A,v” = (if v then M i)™ (a A —y)
i A,v¢ E B, skad wynika, na mocy przyjetej definicji formuly 8, ze A,v |E
(if v then M £i)™(a A —y). Przyjmijmy, ze m jest najmniejsza liczba nat-
uralng o tej wlasnosci. A wiec istnieje warto$ciowanie v, takie, ze (v,v%) €
I(if v then M fi)™ i A,v“ E (a A —g).

Udowodnimy teraz, ze dla dowolnehj formuly §, A,v" = d implies A,v¢ |=
(0A—y). Powtarzajac powyzsze rozumowanie uzyskujemy A, v |= if v then M fi)7 (6
—v) dla pewnej liczby naturalnej j. Z zalozenia o liczbie m i z aksjomatu Ax20
wynika, ze m < j. A wiec A,v | if v then M fi)™(6 A 7). Na mocy lematu
B-]i definicji wartosciowania v, otrzymujemy A,v* = (8 A 7).

Udowodnilismy wiec, ze istnieje liczba naturalna m i warto$ciowanie v takie,
ze (v,v") € Iif ~ then M fi)™ i dla dowolnej formuly 4, jesli A,v" = § to
A 0" | (6§ A ). Z lematu[B2]v” = v’ a wiec

(v,0") € I(if v then M )™ oidy(—).
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Lemat 8.10. Jesli struktura semantyczna (A, I, =) jest modelem dla aksjomatu
Ax18

Ax18: (z:=7)y(x) = v(z/T)A(T=7)q:=7)7v() = v(¢/v),

, to dla kazdej zmiennej indywiduowej x i dla dowolnego termu 7 okreslony jest
wynik I(x :=7) = {(v,0") : Ta(v) i V' (x) = Ta(v), oraz v'(z) = v(z) for z # x}.
i dla kazdej zmiennej zdaniowej q oraz dowolnej formuty otwartej v zachodzi

I(qg:=9g)={(v,v'): v(q) = galv) i v'(2) = v(z) dla z # q}.

Dowdd. Niech (v,v") € I(z :=1t),v'(z) = a i v'(z) = b for some variable z # z.
By part (1) of the definition of a semantic structure, there exist terms 7, and
7, without free variables such that

AV E (z=ta) A (z=tb).

Thus

AvE (z:=t)((zr =ta) N (z=1b)).

Applying axiom Ax18, we obtain

AvE (ta=ta) N (tb=1tb) AN (t=1),

which means that t4(v) is defined and tA(v) = taA(v) = a = v'(x) and
v(z) = tbA(v) = b = v'(z). Hence the inclusion C has been demonstrated.

To prove the inverse inclusion let tA(v) be defined and v'(z) = a = tA(v),v'(z) =
v(z) = b. By the definition of a semantic structure, there exist ta and tb which
are definitions of elements a and b of the universe of A. Thus

AvE (z=ta)AN(z=th) A (t=1)

Substituting g in axiom Ax18 by the formula (z = ta) A (z = tb) gives
Av = (x = t)((z = ta) A (z = tb)). By the definition of the satisfiability
relation, there exists a valuation v“ such that

(v,v%) € I(x :=1t) andA,v“ = (x =ta) A (z =1tb),

ie.

vé(x) = tav“(z) = tb.

From our assumptions, we have v“(xz) = v'(x) and v“(z) = v/(2). Since z
was an arbitrary variable such that z # z, we can deduce that v* = v/, and
therefore (v,v') € I(x :=t).

The analogous proof for the assignment instruction of the form (g := =) is
left to the reader. O

Z powyzszych faktéw wynika natychmiast gtéwny wynik tego podrozdziatu.

Twierdzenie 8.11. KaZda struktura semantyczna, ktora jest modelem formal-
nego systemu rachunku programow jest strukturg standardowg.

We have proved in this way that axioms of the system AL(II) determine
properties of interpretation which guarantee that interpretation of programs is
standard. By lemma 4.5.2 we have proved therefore the equivalence of the no-
tion of model of AL(IT) and of standard semantic structure. Thus by lemma
axioms of algorithmic logic AL(IT) uniquely determine the semantics of pro-
grams of the class II. Moreover this is just the semantics defined by the notion
of computation in the section ?77.
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8.4 Definicje

e W jezyku L5 mozna zaprogramowac kazda funkcje obliczalng (teza Turinga-
Churcha). Dlaczego wiec w jezykach programowania wystepuja deklaracje
funkcji, procedur, klas? Jaka role one odgrywaja?

e W logice matematycznej omawia sie pojecie definicji i ustala sie kilka
waznych faktow. O czym piszemy ponizej. Przyjmuje sie, ze definicja jest
para wyrazen

(definiens) < (definiendum)

Definiens czyli wyrazenie definiowane, ma posta¢ albo formutly atomowej
p(z1,...,2z,) albo termu ¢(z1, . . ., z,,). Definiendum czyli wyrazenie defini-
ujace (odpowiednio formula lub term), jest wyrazeniem o takim samym
zbiorze zmiennych wolnych.

e W rachunku programéw jest troche inaczej poniewaz definiendum moze
by¢ formula algorytmiczng tj. w definicji moze pojawi¢ sie algorytm.
Pomiedzy jawna i niejawng definicjg funktora mozna umiescié¢ wiele réznych
postaci definicji
d(x1,y .y ) 4 K, w termie algorytmicznym nie wystepuje symbol
definiowany ¢(z1, ..., 2y,).

. j-w. ale dopuszczalne jest by po prawej stronie definicji wystepowat
symbol definiowany

dla relacji p(x1, ..., zn) g M« podobnie

jawna definicja predykatu p wymaga by po prawej stronie nie wystepowatl
ten symbol,

niejawna definicja ...

Sformutowaé¢ warunki konieczne by zachodzily twierdzenia o istnieniu mod-
elu i o nieistotnosci definicji. Poda¢ kontrprzyktady.

® XXX ...

Zwracamy uwage na podobienstwo definicji (jakie przyjmuje sie w trakcie
rozwijania teorii matematycznych) i deklaracji funkcji, jakie wystepuja w pro-
gramach.

Przypomnijmy pare istotnych faktéw znanych w podstawach matematyki.
Rozpatrujemy rachunek predykatow i teorie elementarne (pierwszego rzedu).
Dodanie do pewnej teorii matematycznej T, ktora jest wyznaczona przez jej
jezyk L, operacje konsekwencji C i zbiér aksjomatéw niebedacych aksjomatami
logiki A

T={(L,C,A)

pewnych definicji nowych funktoréw i predykatéow kaze nam méwié o nowej teorii
T = (L,C,A"Y. Jezyk L nowej teorii jest bogatszy od jezyka L poniewaz
wprowadzono nowe symbole funktoréw i predykatow. Odpowiednio bogatsze sa
zbiory termow i formul . £ & £/

Operacja konsekwencji zachowuje wszystkie schematy aksjomatéw i regut wnios-
kowania, ale w poniewaz jezyk L' jest bogatszy od jezyka L, to mamy nowe
aksjomaty logiki i nowe reguly wnioskowania.

Zbior A’ aksjomatéw teorii T’ powstaje przez dodanie do zbioru A zestawu
dotaczanych definicji. A Z A'.
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O logice pierwszego rzedu, a wlasciwie o teoriach pierwszego rzedu dowodzi sie
dwu faktow:

T1) Jesli teoria 7 posiada model, to teoria 7" tez posiada model, a wiec jest
niesprzeczna.

T2) Kazde twierdzenie o nowej teorii 7' = (L',C’, A’), ktore jest formuta
jezyka L starej teorii jest twierdzeniem teorii 7.

C(A) =C' (AN F

Twierdzenie T2 nazywane jest twierdzeniem o nieistotnoséi definicji. W jezyku
angielskim uzywany jest zwrot conservative extension. Czyli teoria 7" jest ...

Kolejny fakt o podobnej wymowie zostal wypowiedziany i udowodniony
przez S. Kleenego [19].

T3) Kazda funkcja rekurencyjna jest p-rekurencyjna.

Oznacza to tyle, ze kazda funkcja obliczalna okreslona na zbiorze liczb catkow-
itych dodatnich, jest programowalna w jezyku L5. Podkre§lmy, funkcja ma by¢
obliczalna tzn. dla kazdego argumentu ma istnie¢ okreslony wynik. Ten warunek
jest fundamentalny. Niespelnienie tego warunku moze spowodowaé sprzeczno$é
w systemie wykorzystujacynm formalizm Hoare’a. Pisali o tym M. Wand [46] i
M. O’Donnell[34].

Jestesmy przekonani, ze te twierdzenia T1) i T2) méwia nam, ze jesli program
(lub jakis jego modut) zawiera deklaracje funkcji, to

e oznacza to tyle, ze wzbogacamy jezyk,
e struktura algebraiczna (model) zostaje wzbogacona,

e rozszerzenie jest nieistotne, w tym sensie, ze dodanie deklaracji nowych
funkcji nie wzbogaca zbioru twierdzen,

e wzbogacenie struktury danych jest obliczalne w terminach dotychczasowej
struktury danych. Tzn. jesli dotychczasowa struktura danych byta obliczalna
to nowa struktura jest tez struktura obliczalna

Pamietajmy, ze rachunek programoéw, czyli logika algorytmiczna, ma nastepu-
jaca wlasnosé:
Twierdzenie (Skolema-Loevenheima) Jesli teoria algorytmiczna ma model to
posiada tez model przeliczalny w dziedzinie liczb naturalnych.

Warto tez wspomnie¢ wynik Laszlo Kalmara [1§], ...

W tym miejscu wykazemy nieistotnosc jawnych definicji w rachunku pro-
gramow.

Natomiast wprowadzanie definicji niejawnych (programisci nazywaja takie
definicje rekurencyjnymi) wymaga wielkiej ostroznosci.

Zbior definicji niejawnych moze zawiera¢ sprzecznosci. W takim przypadku
nie mozna udowodnic wlasnosci T1).

Zbior definicji niejawnych, a nawet definicji algorytmicznych moze byc czczy
tzn. definicje moga by¢ spelniane przez wiele roznych funkcji.

Wreszcie definicje powinny gwarantowac istnienie wartosci definiowanej funkeji.



8.4. DEFINICJE 109

Kazda z tych wtasnosci semantycznych jest bardzo wazna i naruszenie ktore-
jkolwiek z nich moze zakoniczy¢ sie niepowodzeniem obliczen.

Wtasno$¢ niesprzecznosci (niejawnych tj. rekurencyjnych) deklaracji funkeji
nie jest tozsama z wlasno$cia stopu programu.
Dlaczego?

Podobnie z wlasnoscia semantyczna: niejawne(rekurencyjne) deklaracje funkcji
z pewnego zbioru deklaracji Z, nie gwarantuja jednoznacznosci takich funkcji.
Tego typu wlasnos¢ semantyczna powinna by¢ rozpoznana i nsprawiona w miare
mozliwodci. Nie jest to wlasnosc tozsama z brakiem wtasnosci stopu. Dlaczego?

Inaczej méwiac, programista wprowadzajacy deklaracje funkcji f, lub zestawu
Z deklaracji funkcji powinien przeprowadzi¢ dowdd, ze taki zestaw deklaracji
jest niesprzeczny ( a wiec ma rozwiazanie) i ze rozwigzanie jest tylko jedno.

Zwrocimy tez uwage na problem niesprzeczno$ci wprowadzanych definicji.
Ma to istotne znaczenie dla programowania z funkcjami.
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Rozdzial 9

L Bloki

£0§£1§£2§£3§54§£5§£6 G Lr G Ly G Ly & Lo

Instrukcje bloku maja taka postac¢ jak program (w wersji zaczynajacej sie od
stowa block). Znane sa co najmniej trzy powody dla ktorych warto stosowaé
instrukcje bloku:

e gdy chcemy podzieli¢ prace nad programem na dwa zespoly pracujace
niezaleznie wtedy kazdy z nich moze opracowywac swoj blok. Powstale
bloki B; i By moga korzystaé¢ z wspoélnych deklaracji programu, a kazdy
z nich moze dla swoich potrzeb wprowadzi¢ deklaracje D; (odp. Ds).

e pewne instrukcje I wykorzystuja dodatkowe zasoby (wprowadzane przez
lokalne deklaracje) D,

e gdy trzeba wykonaé¢ pewien algorytm w Srodowisku zadeklarownaym przez
klase o nazwie K stosujemy instrukcje bloku prefiksowanego
pref K block D begin I end. O tej instrukcji napiszemy obszerniej
w nastepnej czeéci Programuj z klasa.

9.1 Skladnia

Do zbioru instrukeji dodajemy napisy zbudowane w nastepujacy sposob.

block
D

begin
I

end

gdzie symbol D oznacza ciag deklaracji, a symbol I oznacza ciag instrukeji.

Ponizszy przykltad ukazuje pewna motywacje dla wprowadzenia instrukcji bloku.
Jezeli chcemy napisa¢ pewien cigg instrukcji I, i w tym ciagu potrzebujemy
zmiennych roboczych, to instrukcja bloku pozwoli nam wprowadzi¢ takie zmi-
enne bez naruszenia (tj. bez konfliktu) dotychczas uzywanych zmiennych. To
jest wazne, bowiem pozwala rozdzieli¢ prace w zespole. Gdy jeden zespél
ma zaprogramowaé blok Bj, a drugi ma za zadanie napisa¢ blok B, to w

111
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obu blokach mozna uzywaé otoczenia wspoétdzielonego i w kazdym bloku, bez-
piecznie, bezkonfliktowo uzywaé¢ wtasnego srodowiska. W bloku B; wprowadzamy
jego $srodowisko lokalne poprzez deklaracje D;. W bloku By deklaracje D5 rozsz-
erzaja wspoélne §rodowisko w inny spsob.

rysunek?

Przyklad 9.1. W ponizszym programie zawarty jest modut bloku

program SWAPzBIlokiem;
const k=-12 , =35 ;
var x, y, t: integer;
begin
x = k; yi= |, ti=x+y;
block
var t: integer
begin
t =x;
XI=y;
y =1t
end;
writeln("x="x,"y= "y, “t="1t)
end
Strukture programu mozna przedstawié graficznie tak

program SWAPzBlokiem;
const k= -12 , 1=35 ;
var x = 0
vary = 0
vart = 0

begin
x = k; y:=1; ti=x+y;

block

var t: integer
begin

ti=x;

X=Ys

yi=t

end;

Writeln(“x: ? X,y ="y, “t:”7t)
end

Gdy wskazane jest by zmienna i uzywana w instrukcji for nie byla uzyta
poza ta instrukcja, to mozemy ograniczy¢ jej zasieg w taki sposoéb.

s:=0;
block
var i: integer
Przyktlad 9.2. begin
for ;=1 to n do s := s+ A(i)*B(i) od
end

W niektérych jezykach programowania kazda instrukcja for jest takim blok-
iem.

9.2 Komputer g

Do zbioru jednostek dynamicznych dodawana jest nowa jednostka. Jej struk-
tura jest podobna do struktury rekordu aktywacji programu gléwnego Main.
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Ale taka jednostka jest wyposazona w strzatke SL , ktora przydaje sie gdy
wykonanie instrukcji napotyka na zmienng nielokalna. Rekord aktywacji bloku

wyposazony jest w jeszcze jedng

Przyktady

strzatke DL.

Popatrzmy jak przebiega wykonanie tego programu, stan poczatkowy.

program SWAPzBlokiem;

=0

vary = 0

var t /
begin

x := k; yi=1; ti=x+y;

block

end;

writeln(“x= "x,“y= "y, “4=",t)
end

program SWAPzBlokiem;
const k= -12 ,1=35;
var x = -12
vary = 0
var t =0
begin
x := k; y:= 1; ti=x+y;
block
end;
writeln(“x: " xly= "y, “t:”,t)
end

const k= -12 , 1=35 ; Procesor
var x —

Nastepny stan, po wykonaniu polecenia x:=k

Procesor

Nastepny stan, po wykonaniu p

olecenia y:=1

program SWAPzBlokiem;
const k= -12 , 1=35 ;
var x — 35

vary = 0

var t = 0
begin

x 1= k; yi= 15 ti=x+y;

block

end;

writeln(“x= 7,x,“y= "y, “t=",t)
end

Procesor

Nastepny stan, po wykonaniu polecenia t:=x+y.

program SWAPzBlokiem;
const k= -12 , 1=35 ;

var x — -12
var y = 35
var t = 23
begin /
x := k; y:= I; ti=x-+y;
block
end;
Writeln(“x: ? xly= "y, =",
end

Procesor

t)

Nastepny stan, rozpoczynamy wykonywanie instrukcji bloku
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program SWAPzBlokiem;

e i =8  Procesor |
vary — : St block
vary = 35 ok
var t = 23 va =
begi begin
egin gin
x = kg yi= I tr=xty; ey
block ._3,’
yi=1t
end; erd;
5
writeln(“x: 75’X7uy: 7:7y7 “t:”,t)
end

Na rysunku widaé, ze komputer utworzy! nowa jednostke dynamiczna (jej struk-
tura jest podobna do rekordu aktywacji programu MAIN). Rekord aktywacji
bloku jest wyposazony w dwie strzatki SL i DL. Ich znaczenie okaze sie za
chwile. Procesor zaczyna wykonywanie instrukeji bloku.

Przystepujemy do wykonania pierwszej instrukcji. Gdzie jest zmienna t? Pro-
cesor szuka zmiennej t w bloku i znajduje. Zmienna x? Nie ma jej wérod
zmiennych zadeklarowanych w bloku — szukamy dalej przechodzac po strzalce
SL. Znaleziono. Oto co widzimy po wykonaniu instrukcji t:=x.

program SWAPzBlokiem;

const k= -12, 1=35 ; Procesor

var x = -12
vary = 35 ST, block
ar t = 23 / var t = -12
cn begin
begin gin
x = ki yi= L te=xty; s
block x:=y;
L. y = t;
end; end;
5
Writeln(“x: ? xSy =y, “t:”,t)
end

Teraz druga instrukcja. Latwo sie domysli¢ co sie dzieje. Zmiana dokonuje sie
w rekordzie aktywacji MAIN. Oto co widzimy po wykonaniu instrukeji x:=y.
program SWAPzBlokiem;

const k= -12 , 1=35 ; Procesor

var x = 35 - block
var y = 35 St et — 1
var t = 23 -

begin betg?g . /
x = k; y:=I; ti=x+y; %

block =
o y = t;
end: end;
5
Writeln(“X: 77’x7“y: 777y7 L:t:ﬂ’t)
end

Ostania instrukcja bloku. Po wykonaniu polecenia y:=t widzimy taki obraz.

program SWAPzBlokiem;

const k= -12 , 1=35 ; Procesor

= 35‘ block
var y = -12 SL

var t = 0
var t = 23 '

begi begin

egin gin
x = I yi= 1 =ty M
block .73]’

y =t
end; end,
writeln(“x: 7a7x7uy: 577y7 “t:”,t)

end

Zakonczono wykonywanie bloku. Strzatka SL staje sie zbedna. Gdzie nalezy
kontynuowac¢? Procesor przesuwamy wzdtuz strzatki DL. Mozna usunaé rekord
aktywacji bloku. Za chwile, w nastepnym rozdziale zobaczymy, ze osobna strza-
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tka DL jest niezbedna. Tylko w przypadku instrukcji bloku strzatki SL i DL
maja ten sam poczatek i koniec.
program SWAPzBlokiem;

const k= -12 ,1=35 ; Procesor
var x = 35
block

vary = -12 /m.”/o

var t = 23 begin .
begin / tg47x'

x := k; yi=1; t:=x+y; .

block o

y =t
end, end;

Writeln(“X: 77’X’uy: 77’y’ nt:777t)
end

Teraz. mozna wydrukowa¢ wyniki.

program SWAPzBlokiem;

const k= -12 , 1=35 ; Procesor
var x = 35

var y = -12
var t = 23
begin

x := k; yi=1; ti=x+y;

block /
end;

Writeln(“X: 77’X’uy: 77’y’ ut:777t)
end

Zapamietajmy:

e procesor wskazuje na jeden rekord aktywacji: rekord aktywacji programu
gtownego MAIN lub rekord aktywacji jakiego$ bloku.

e SL — ta strzaltka wskazuje gdzie jest rozszerzenie pamieci.

e DL - ta strzaltka wskazuje procesorowi gdzie nalezy kontynuowaé wykony-
wanie poleceni po wypelnieniu wszystkich zadan z biezacego rekordu ak-
tywacji.

e bind — funkcja przyporzadkowujaca wystapieniu zmiennej x w instrukcji
1 zawartej w module m programu taki modul m’ tego programu, ktoéry
zawiera deklaracje zmiennej = i jest przy tym najmniejszym modulem
zawierajacym modul m.

m’ najmniejszy modul m/, taki, ze m’ zawiera m
bind(x,m) 4 i w module m’ znajduje si¢ deklaracja zmiennej x

ERR tj. sygnal bledu, w pozostalych przypadkach

W naszym przykladzie ... Wystarczy zapamietac ile razy
nalezy przej$¢ do modultu obejmujacego dany modut. Liczba
ta zostanie wykorzystana przez komputer g podczas wykony-
wania programu.

e find — funkcja przyporzadkowujaca wystapieniu zmiennej x w instrukcji
i odpowiedni rekord aktywacji, w ktérym instrukcja ¢ moze zapisa¢ nowa
warto§¢ zmiennej x, lub z ktérego instrukcja ¢ odczyta wartosé zmiennej
x.

Doktadniejszy opis tej funkcji podamy w nastepnych rozdziatach.
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9.3 Semantyka

Jak napisaé¢ aksjomat instrukeji bloku?

Wyglada na to, ze kazdy modut (odp. kazda jednostka dynamiczna) powinien
by¢ analizowany w nowej teorii. Dlaczego? Instrukcja bloku zawiera wyrazenia i
instrukcje zawierajace nowe zmienne (i zastaniajace niektore zmienne zadeklarowane
w module lub modutach obejmujacych instrukcje bloku. Dalej, w bloku mozemu
zadklarowa¢ nowe procedury i funkcje, a nawet klasy. Oznacza to przyjecie
nowego zestawu definicji. Definicje te powinny by¢ niesprzeczne (sa to bowiem
aksjomaty definiujace nowe nowe operacje) z tymi definicjami, ktore nie sg za-
stoniete przez nowo deklarowane funkcje i procedury.

Zacznijmy od nastepujacego schematu: kazda formuta nastepujacej postaci jest
tautologia.

‘ {block var x : T begin I(x) end} o < {block var y : T begin I(x/y) end} « ‘

gdzie zmienna y jest dobrana tak, Ze nie wystepuje w instrukcjach I(z). Formuta
« jest dowolna. Ale to nie opisuje calej prawdy Mozesz przyjaé¢ nastepujacy
schemat aksjomatéw bloku

{block var x : T begin I(x) end} a < {I(x/y)} «

gdzie zmienna y nie wystepuje w instrukcjach I.
Grazyna zauwazyla, ze nie napisano nic o pozostaltych zmiennych i innych deklarac-
jach.

9.3.1 Eliminacja bloku

Instrukcja bloku zawarta w zewnetrznym (tj. obejmujacym ja) bloku moze by¢
wyeliminowana w ten sposéb:

block

const k= -12 , 1=35 ;

var x = 0

vary =0 block

ver =0 const k= -12 , 1=35 ;
begin var x = 0

x 1=k yi= b te=xtys vary =0

block var t = 0

- var t2 = 0
var t: integer .
begi begin
gin

t =x; x := k; y:= 1; t:=x+y;

X:=y; t2 (=x;

y =1t X=y;

end; y = t2;

writeln(“x= "x,“y= "y, “t=",t) writeln(“x= ",x,“y= "y, “t=",t)
end end

W ten sam sposéb mozna usunaé instrukcje bloku zawartego w kazdym innym
module,procedury, funkcji, klasy, wspotprogramu, procesu.

Nie jest to jednak najlepsza metoda. Po pierwsze jestemy zobowiazani dokona¢
ktopotliwej dla naszej pamieci transformacji tekstu. Nalezy kazda zmienng
zadeklarowana w bloku wewnetrznym zastapi¢ nowa zmienng jaka nie wystepuje
w bloku zewnetrznym. W naszym przypadku niech to bedzie t2. Do deklaracji
bloku zewnetrznego nalezy doda¢ deklaracje nowej zmiennej. Usuna¢ deklaracje
zmiennej t oraz stowa block, begin oraz end.
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Jesli nasz program ma wiecej blokéw wewnetrznych to tatwo popetnié blad.
Po drugie ta metoda nie daje sie zastosowaé¢ w przypadku gdy mamy do czynienia
z instrukcja procedury, zob. nastepny rozdzial.

9.3.2 Udowodnij lemat

Udowodnij lemat o nastepujacym schemacie
a = {I(z/2)}p

gdzie formuta « ...
Pozwoli Ci to na udowodnienie nowej formutly zawierajacej instrukcje bloku

block
D

begin

b = I v
block var x begin I(z) end;
Ip;

end

PRzZYKrAD...
Wydaje sie, ze brakuje mi pomyshu jak opisa¢ srodowisko.
W opisie komputera to sie pokazuje, ale w formutach?

9.4 Teoria T;
A jak napisa¢ aksjomat programu??

Jesli w programie wystepuja bloki, deklaracje funkcji, procedur, klas to
mamy do czynienia z przechodzeniem od jednej teorii do teorii wiekszej w
tym sensie, ze jej jezyk jest bogatszy o: nowo zadeklarowane zmienne, nowe
zadeklarowane funkcje etc.

Jak to sie ma odzwierciedli¢ w rachunku programoéow?

Mozemy formalizm podzieli¢ na warstwy: wprowadzajac definicje (przez in-
dukcje) kolejnych warstw [troche to moze przypomina¢ prace Helmuta Thiele.]

‘Whniosek. Kazdy program definiuje swoja wlasng teorie poniewaz deklaracje
to forma zdefiniowania: zbioru zmiennych, zbioru definiowanych funkeji, zbioru
definiowanych instrukcji (instrukcje procedury!), zbioru definiowanych typow
obiektowych.

Co wiecej, Struktura zagniezdzenn modutéw ujawnia, ze mamy do czynienia
z sekwencja teorii. W kazdym module obowigzuje inny alfabet etc.

Informacja o grafie modultéw i relacjach decl oraz inh jest bardzo wazna.

Stosujac instrukcje bloku:

e programista zmienia teorie — rozszerza zbiér zmiennych, dodaje nowe
definicje , etc.

e mozna takze potraktowac te instrukcje bloku I jako wla$nie nowa in-
strukcje
a = Ip
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jesli to moze pomoc to warto udowodnié taki lemat (¢ = I3)

e instrukcja bloku umozliwia tatwe i doktadne okreslenie zbioru zmiennych

nieistotnych dla pewnej czesci programu. Mianowicie instrukcja bloku
block

var x,y,z:T
begin
M
end
pozwala wykona¢ algorytm M zapewniajac przy tym, ze wartosci tych
trzech zmiennych nie wplyna na dzialtanie innych instrukcji programu, ani
na wykonanie algorytmu M.
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W matematyce wprowadzamy definicje symboli funkcyjnych i relacyjnych, po
to, by operowaé krotszymi formutami. Formalnie rzecz biorac, dodanie nowej
definicji oznacza zmiane (rozszerzenie) jezyka teorii w ktorej prowadzimy rozu-
mowania. W naturalny sposéb pojawiaja sie pytania: 1°czy przyjecie nowej
definicji nie prowadzi do sprzecznosci? 2°czy przyjecie nowej definicji pozwala
udowodni¢ co$§ nowego (jakis nowy fakt) o pojeciach starej teorii, czego nie
mozna udowodni¢ w starej teorii? W zwigzku z tym, wprowadzenie nowej
definicji jest oblozone pewnymi warunkami.

W $rodowisku programistéw, stwierdzamy to ze smutkiem, nikt nie zadaje
sobie takich pytari, a powinien. Rozwiniemy ten temat ponize;j.

Przyklad 10.1. W strukturze danych liczby catkowite, czyli dla programistow
w typie integer, mozna okresli¢ relacje parzyste i operacje div2.
Matematyk zapisze to tak:

even(n) gﬂz(n:z—i—z)
ndiv2:yg(n:y+y)v(n=y+y+1)

Programista napisze algorytmy, na przyktad tak:

unit div2: function(n: integer): integer; unit even: function(n: integer): Boolean;
var i,j: integer var i: integer
begin begin
i:=0; j:=0; i:=0;
while i<n do while i<n do
i=i+2; j:==j+1; I=i+2;
od od
result := j; result ;= i=n;
end div2 end div2

Obaj (mmniej lub bardziej swiadomie) wykorzystujg dwa twierdzenia teorii liczb

VnIz((n=z+2)V(n=2+2+1))
Vn,z,yln=x+xAn=y+y) = xz=y

O

Zajmiemy sie najpierw definicjami funkcji i relacji wedtug wzoru znanego z
podstaw matematyki.

119
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Niech napis a(x1,...,x,,) bedzie wyrazeniem boolowskim (tj.formula ot-
warta (por. [3.3.2), taka, ze ciag x1, ..., x,, zawiera wszystkie zmienne wystepu-
jace w formule a1, ..., z,,). Niech napis p, bedzie identyfikatorem, ktory nie

wystepuje w formule «.

Definicja 10.2. Napis zbudowany wedtug nastepujgcego schematu jest deklaracjg
funkcji boolowskiej

unit p,: function(zy : 71, ..., 2y, : T ):Boolean
begin

result:= a(z1,...,Zm)
end p,

Przyklad 10.3. Funkcje charakterystyczng relacji liczba x jest dzielnikiem liczby y
mozna zadeklarowaé w nastepujgcy sposcéb

unit JestDzielnikiem: function(x,y: integer): Boolean;
begin
result := (y mod x = 0)
end JestDzielnikiem
i mozna wykorzystywaé do budowania wyrazen boolowskich, np.

(JestDzielnikiem(2,x) or JestDzielnikiem(2,3x+1)).

Niech napis 7(z1, . . ., #;,) bedzie wyrazeniem catkowito-liczbowym (por. 3.3.2),
takim, ze ciag x1,...,x,, zawiera wszystkie zmienne wystepujace w wyrazeniu
7(x1,...,Tm). Niech napis ¢, bedzie identyfikatorem, ktory nie wystepuje w
formule 7.

Definicja 10.4. Napis zbudowany wedlug nastepujgcego schematu jest deklaracjg
funkcji typu integer

unit ¢,: function(z; : 11, ...,z : T,,):integer
begin

result:= 7(x1,...,Zm)
end ¢,

Gdzie mozna umiesci¢ deklaracje funkcji?

Deklaracja funkcji moze wystapi¢ wérod deklaracji dowolnego modutu, a wiec:
programu, bloku, procedury, funkcji, klasy, wspotprogramu, procesu i modutu
obstugi sygnatu. Jesli w pewnym module znajdujag sie dwie deklaracje funkcji
o tej samej nazwie to program zawiera blad sprzecznosci. Inaczej méwiac, w
kazdym module poprawnego programu kazda zadeklarowana w nim wielko$¢ jest
zadeklarowana jeden raz.

Nieistotno$é¢ definicji

Twierdzenie o rozszerzaniu modelu poprzez przyjecie zestawu definicji.

Niech 7 = (L,C, A) bedzie pewna teoria algorytmiczng okreslona przez jezyk
L, operacje syntaktycznej konsekwencji C' i zbiér specyficznych dla tej teori
aksjomatéow A. Niech Dp bedzie zestawem definicji. Dodatkowe zaltozenie o
definicjach ze zbioru Dp brzmi ... Przyjecie takiego zestawu pozwala okresli¢
nowa teorie T = (L' C', A"), gdzie jezyk L’ ...
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Twierdzenie 10.1. Kazdy model A teorii T mozna rozszerzyé do modelu dla
teorii T

Dowdd. Dowod przebiega podobnie do dowodu w ksiazce Rasiowej i Sikorskiego
str. 322 O

Dyskusja.

Twierdzenie 10.2. Teoria T' otrzymana z niesprzecznej teorii T przez przyje-
cie zbioru definicji ... jest jej nieistotnym rozszerzeniem.

C(A) =C'(A)NF

Dowdd. Nalezy udowodnié, ze zbiér twierdzen starej teorii T jest rowny podzbiorowi
zbioru twierdzen nowej teorii T, ktéry zawiera tylko formuty F z jezyka starej
teorii. Por. Ras-Sik str. 203 i str. 322 O

Jakie warunki maja byc spelnione by twierdzenie bylto prawdziwe. Lub in-
aczej, co sie stanie gdy np. zrezygnujemy z wymagania by symbol p, defin-
iowanej funkcji nie wystepowal w formule a.

Rozpatrzmy nastepujaca deklaracje

unit Fb: function(x: integer): Boolean;
begin
result := = Fb(x)
end Fb
Zauwazmy, ze nie istnieje funkcja F'b spelniajaca rownowaznosé Fb(x) < —Fb(x).
Przyjecie takiej deklaracji powoduje przejscie do teorii 77 sprzeczne;j.

Przyklad 10.5.

Kolejny przyktad.
Rozpatrzmy nastepujaca deklaracje

unit Fe: function(x: integer): Boolean;
begin
result := Fe(x)
end Fc
Dowolna funkcja F'e(z) spelnia réwnowaznosé Fe(z) < Fe(x).

Przyktadéw podobnych do tych dwéch, mozna poda¢ bardzo wiele. Wnioski
z nich wyplywajace sa takie: 1° Przyjecie deklaracji, ktore prowadza do nowej_
sprzecznej teorii jest bezsensowne, jest stratg czasu. Zadbajmy o to, by zestaw
deklaracji funkcji byl niesprzeczny! 2° Zadbajmy tez o to, by uktad funkcji
wyznaczony przez zestaw deklaracji byt wyznaczony jednoznacznie. W przeci-

wnym wypadku stracimy czas na naprawianie takiego bledu w projektowaniu
wymagan na oprogramowanie.

Przyklad 10.6.

Obliczalnosé

W odréznieniu od rozwazan przeprowadzanych w podrecznikach logiki matem-
atycznej, musimy sie zastanowié¢ nad efektywnoscig deklarowanych funkeji. Nie
wystarczy bowiem stwierdzi¢, ze funkcja istnieje, nalezy wykazac, ze przyjecie
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deklarcji funkcji prowadzi od struktury obliczalnej 20 do struktury obliczalnej
A'. W zwiazku z tym w definicjach funkcji boolowskich (tj. relacji) rodzaju
pierwszego, bedziemy wymagac¢ by definiens byl formula postaci M ~. I rzeczy-
wiscie, w nieuwiktanych deklaracjach funkcji boolowskich mozemy przyjaé, ze
sa one postaci
unit p: function(params): boolean;
D
begin
I
result :=
end
Co to znaczy nieuwiklane? Nalezy jeszcze wraz z taka deklaracja dotaczyc

dowdd, ze algorytm opisany instrukcjami B nie zapetli sie i nie zerwie obliczenia.
Tzn. wymagamy by jego obliczenia byly skoriczone i udane.

Podobnie jesli definicja funkcji jest uwiktana (znaczy to mniej wiecej to samo
co funkcja rekurencyjna (w slangu programistow) to wraz przyjeciem takiej
definicji nalezy dolaczyé¢ dowdd, ze obliczenia beda udane i skonczone. Jesli
tego nie zrobimy, to moze okazac sig, ze nie istnieje wynik. A co zatem idzie nie
istnieje model dla nowej teorii. Trzeba tez udowodnié, ze dla kazdego zestawu
argumento6w istnieje conjwyzej jeden wynik. To jest znacznie tatwiejsze.

Deklaracje uwiklane

Niech napis K 7(z1, . .., %) bedzie wyrazeniem catkowito-liczbowym (por. ?7?),
takim, ze ciag x1, ..., T, zawiera wszystkie zmienne wystepujace w wyrazeniu
K 7(x1,...,x,). Niech napis ¢, bedzie identyfikatorem, ktory nie wystepuje w
formule 7. Do wprowadzenia definicji wedtug ponizszego schematu wymagane
jest by formuta stopu programu K, np. K true byla twierdzeniem teorii 7 w
ktorej pracujemy.

Definicja 10.7. Napis zbudowany wedlug nastepujgcego schematu jest deklaracjg
funkcji typu integer

unit ¢,: function(z; : T1,. .., &, : T;,):integer
begi

K;

result:= 7
end 9,

Zobaczmy pare przyktadow
Przyklad 10.8. Tu wstawié pare funkcji wywolujgcych sie nowzajem.

Kolejne pytanie jakie sie pojawia, to czy tego rodzaju definicje pozwalajg na
istotne wzbogacenie mocy obliczeniowej?

Jawne i niejawne definicje

Definicje niejawne a rekursja

Jak sie ma jedno do drugiego?

Definicje w ktorych definiens jest termem algorytmicznym postaci M7 lub
formuly algorytmiczng postaci Ka gdzie « jest formuly otwarta.

Jegli definicje sg takie..., to rozszerzenie modelu A teorii 7 do nowego modelu
jest obliczalne (o ile model A byt obliczalny).
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L7 Procedury

Naturalnym wzbogaceniem(?) pojecia bloku jest procedura. Koncepcja bloku
jest przydatna, ale do$é ograniczona. Instrukcja bloku jest instrukcja atomows,
rownoczesnie blok moze mie¢ ztozona budowe. Wielu programistéw uwaza,
ze jest to ujecie pewnego ciaggu polecei w nawiasy. I byloby to poprawne,
gdyby nie fakt, ze blok moze zawierac tez deklaracje: zmiennych, procedur i
funkcji, a nawet typoéw. Analiza semantyki instrukcji bloku wymaga przejscia
od poczatkowej teorii 7 do nowej teorii 7.

Deklaracja procedury jest definicja nowej instrukeji atomowej zdefiniowane;j
w programie. Instrukcja procedury ...Z wprowadzeniem procedur wiaze sie
wiele pytan i niebanalnych probleméw. Problemy te powstaja, gdy chcemy
mieé coraz bardziej abstrakcyjne narzedzia.
Najpierw omoéwimy deklaracje procedur bezparametrowych i wykonywanie odpo-
wiednich instrukcji procedury.
Potem oméwimy protokot przekazywania parametréow aktualnych i odbierania
wynikéw. Nasz pomyst: protokét wykonywania instrukeji procedury:

1. utwoérz paczke parametrow aktualnych (chcialbym powiedzie¢ obiekt -
sygnal),

2. przedlij ja w poszukiwaniu procedury o nazwie P wzdtuz Sciezki SL,

3. po znalezieniu deklaracji procedury P utwoérz blok (zmodyfikowana tresé
procedury P) i wykonaj ten blok. Rekord aktywacji tego bloku ma strza-
tke SL prowadzaca do rekordu aktywacji w ktérym znaleziono deklaracje
procedury P oraz strzatke DL prowadzaca do rekordu aktywacji w ktorym
wykonano instrukcje procedury.

Nie zapomnij!
Call P(args) jest protokolem wspolpracy rekordu aktywacji zawierajacego in-
strukcje procedury i rekordu aktywacji procedury wywolywanej. Opis przesyta-
nia parametréw i odbierania wynikéw: PODOBNIE JAK W CSP, jeden wysta
drugi odbiera. Wykonanie zmodyfikowanego bloku tresci procedury P poprzedzane
jest przez ciag par ...

Omowimy czesS¢ z nich (tzn. tych problemoéw) na przykladzie procedury
swap. STRUKTURA

e Przyktad

123



124 ROZDZIAL 11. L£; PROCEDURY

Skladnia

Semantyka

Komputer

Analiza przykladow

11.1 Przyklady procedur

Kroétki przyktad to procedura Swap. Przypomnij sobie program Swap i zobacz
jak mozna wielokrotnie wykorzystaé¢ zdefiniowang tam operacje zamiany wartos-
ciami zmiennych x i y.

program sortuj3elementy;
var a, b, ¢ integer;
unit: Swap procedure(inout x,y: integer);
var t. integer
begin
t=x; x=y;y ‘=1t
end Swap;
begin
readin(a, b, c);
if a > b then call Swap(a,b) fi;
if b > c then call Swap(b,c) fi;
if a > b then call Swap(a,b) fi;
writeln(*a= ",a,"b=",b, “c=",c)
end

Przyklad 11.1.

aloitl Drugi przyktad ... mergesort? quicksort? search w BST?

Trzeci przyktad to procedura WHILE — tak! procedura rownowazna instrukcji
while. Pokazuje ze mozna sie oby¢ bez instrukcji while. Jegli kto§ tak lubi ...
Wez jakis program z while i przerob go na procedure. Np. bisection

Popatrzmy jak przebiega wykonanie tego programu, stan poczatkowy.

program sortuj3elementy;
vara =0
va b= 0
var ¢ = 0
unit Swap: procedure(x,y-—rteger;
end swap;

begin

readln(a,b,c);

if a > b then call Swap(a,b) fi;

if b > ¢ then call Swap(b,c) fi;

if a > b then call Swap(a,b) fi;

writeln(“a= ”,a,“b=",b, “c=",c)
end

Nastepny stan, po wykonaniu polecenia readln(a,b,c). Oznaczmy wczytane
wielkosci przez, odpowiednio, 11, 12 1 13.
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program sortuj3elementy;

e — T Procesor
var ¢ = 13
unit Swap: procedure(x,y: i

if a > b then call Swap(a,b) fi;

if b > ¢ then call Swap(b,c) fi;

if a > b then call Swap(a,b) fi;

writeln(“a= ",a,“b= ",b, “c=",c)
end

Jesli [1 <12 to nastepny stan wyglada tak.

program sortuj3elementy;
MO Procesor

var ¢ = 13

unit Swap: procedure(x,y: integer; ...
begin

readln(a,b,c);

if a > b then call Swap(a, g

if b > ¢ then call Swap(b,c) fi;

if a > b then call Swap(a,b) fi;

writeln(“a= ”,a,“b= ",b, “c=",c)
end

Natomiast jesli I1 > [2 to nastepny stan wyglada tak.

program sortuj3elementy; block
var a = 11 var x = 0 _
var b = 12 ‘S% vary = 0 Procesor
var ¢ = 13 var t = 0
unit Swap: procedure(x,y:integer; begin /

begin x:=a; y:=b; in

readln(a,b,c);

if a > b then call Swap(a,b) fi; t..:x.,

if b > ¢ then call Swap(b,c) fi; Xify’t

if a > b then call Swap(a,b) fi; Y

writeln(“a= ”,a,“b= ",b, “c=",c) ai=x; b:=y; = oul
end end;

Pojawila sie nowa jednostka dynamiczna: rekord aktywacji procedury Swap. Ut-
worzono ja wedlug nastepujacej requty kopii: Deklaracje procedury przeksztatca
sie w instrukcje bloku. Parametry formalne staja sie wielko$ciami (lokalnymi)
zadeklarowanymi wewnatrz bloku. W tresci bloku pojawiaja sie najpierw in-

strukcje przypisania, tak by parametrowi formalnemu f; przypisac warto$¢ parame-

try aktualnego a;, o ile i-ty parametr formalny zostal zadeklarowany z modyfika-
torem in. Potem w tresci bloku pojawia sie tresc procedury (tu trzy instrukcje).
Potem pojawiaja sie instrukcje przypisania przekazujace wartosci parametréow
formalnych zadeklarowanych z modyfikatorem out odpowiednim parametrom
aktualnym.

Sprawdz, ze wykonanie instrukcji procedury call Swap(a,b) doprowadzito do
utworzenia pokazanego na powyzszym rysunku rekordu aktywacji procedury
Swap.

Efektem wykonania dwu polecen x:=a; y:=b; przekazujacych parametry aktu-
alne parametrom formalnym jest stan pokazany na nastepujacym rysunku.
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program sortuj3elementy;

var a = 11
var b =12
var ¢ = 13

unit Swap: procedure(x,y: integer; ...
begin

readln(a,b,c);

if a > b then call Swap(a,b) fi;

if b > ¢ then call Swap(b,c) fi;

if a > b then call Swap(a,b) fi;

writeln(*a= ",a,“b=",b, “c=",c)
end

ROZDZIAL 11. L£; PROCEDURY

SL

program sortuj3elementy;

var a = 11
var b =12
var ¢ = 13

unit Swap: procedure(x,y: integer; ...
begin

readln(a,b,c);

if a > b then call Swap(a,b) fi;

if b > c then call Swap(b,c) fi;

if a > b then call Swap(a,b) fi;

writeln(a= ”,a,“b= ",b, “c=",c)
end

SL

block
var y = I

vart = 0
begin

X:=a; y::b;/

ti=x;

X:=Y;

Y=t

a:=x; b:=y;
end;

[t

Po wykonaniu trzech kolejnych instrukcji przypisania zawartych w tresci proce-
dury Swap, na kolejnym rysunku zobaczymy taki obraz.

block
var x = 12 Procesor

var y = 11
var t =11
begin

x:=a; y:=b;

t i=x;

X:=Ys

y = t;

5
a:=x; b:=y;
end;

Koniczymy wykonywanie procedury Swap. Przekazujemy wartosci parametrow
formalnych oznaczonych modyfikatorem out odpowiednim parametrom aktual-

nym.
program sortuj3elementy;
var a = 12
var b =11
var ¢ = 13

unit Swap: procedure(x,y: integer; ...
begin

readln(a,b,c);

if a > b then call Swap(a,b) fi;

if b > ¢ then call Swap(b,c) fi;

if a > b then call Swap(a,b) fi;

writeln(*a= ",a,“b= ",b, “c=",c)
end

SL

Procesor

Usuwamy rekord aktywacji procedury Swap. Procesor wznawia dziatanie w

rekordzie aktywacji wskazanym przez strzatke DL.

program sortuj3elementy;

var a = 12
var b =11
var ¢ = 13

unit Swap: procedure(x,y: integer; ...
begin

readln(a,b,c);
if a > b then call Swap(a, g

if b > ¢ then call Swap(b,c) fi;

if a > b then call Swap(a,b) fi;

writeln(“a= ”,a,“b=",b, “c=",c)
end

Procesor

Do tego miejsca mozna dojs¢é dwoma réznymi drogami. Oto, jak zapisaé¢ wspolne

cechy stanu jaki widzimy powyzej.
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program sortuj3elementy;

var a = min(11,12) _
var b = max(11,12) Procesor

var ¢ = 13
unit Swap: procedure(x,y: integer; ...
begin

readln(a,b,c);
if a > b then call Swap(a, g

if b > ¢ then call Swap(b,c) fi;

if a > b then call Swap(a,b) fi;

writeln(“a= ",a,“b= ",b, “c=",c)
end

W podobny sposéb przekonujemy sie, ze po wykonaniu drugiej instrukeji warunk-
owej if b >c ...fi zachodzi rownosé¢ ¢ = max(maz(a,b),c). Natomiast nie
wiadomo czy a < b.

program sortuj3elementy;
var a = min(11,12) _
var b = max(11,12) Procesor
var ¢ = max{max(11,12),c)
unit Swap: procedure(x,y: integer; ...
begin
readln(a,b,c);
if a > b then call Swap(a,V
if b > ¢ then call Swap(b,ciH7
if a > b then call Swap(a,b) fi;

writeln(“a= ",a,“b= ",b, “c=",c)
end

Po wykonaniu trzeciej instrukcji warunkowej spelnione sg dwie relacje a < bi
¢ = maz(max(l1,12),13). Wobec tego instrukcja writeln(“a=",a,"b=",b, “c=",c)
wydrukuje wartosci a,b,c w porzadku niemalejacym. Chcesz to sprawdz. Ale
co dla Ciebie znaczy stowo sprawdz?

program sortuj3elementy;
var a = min(11,min(12,13)) _
var b = max(min(11,12),min(12,13)) Procesor
var ¢ = max(max(11,12),13)
unit Swap: procedure(x,y: integer; ...
begin
readln(a,b,c);
if a > b then call Swap(a,b) fi;
if b > ¢ then call Swap(b,c) fi;
if a > b then call Swap(a,b) fis
writeln(“a= ”,a,“b= ",b, “c=",c)
end

Rozpatrzmy kolejny przyktad

11.2 Skladnia

Zaczynamy od procedur z parametrami in, out, inout. Bez procedur i typow
jako parametréw.

Klopoty z procedurami jako parametrami — problemy powierzchowne (Latwiejsze)
zapobiega¢ wywolaniu z parametrem P o nieprawidlowej liczbie argumentoéw, ty-
pach argumentéw. Problemy trudniejsze — pojawiaja sie wtedy gdy autor pro-
cedury zaktada, ze parametr aktualny spelnia jaki§ warunek, a uzytkownik (tj.
autor instrukcji procedury) nie dopilnowat by warunek ten zostal zapewniony.
WYMYSL przyktad.

Struktura deklaracji procedury jest podobna do struktury bloku.

Definicja 11.2. Niech VU, k1, ..., k, bedq identyfikatorami, y, ..., pt,, bedg stowami
z trdjelementowego zbioru {in, out, inout} ...
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Deklaracja procedury U ma nastepujgcq postaé

nazwa lista parametréw formalnych

Jin K2 Th); D begin 1 end U

—
unit U : procedure(p k1 :T1, ...

nagtéwek procedury tre§é procedury

Identyfikator W jest nazwg zadeklarowanej procedury, Ciag napisow p; K1 :
Ti, pn Ky : Ty jest listg parametrow formalnych procedury . Identyfikator ;
jest formalnym i-tym parametrem typu pierwotnego lub tablicowego T;. Stowo
w; okresla sposéb przekazywania parametru aktualnego — objasnimy to nieco
dalej.

Lista deklaracji lokalnych D, zaré6wno programu jak i procedury moze zawierac¢
deklaracje procedur i deklaracje zmiennych i statych.

Struktura moduléw programu. Zbioér blokéw i procedur zadeklarowanych w
programie wraz z relacja decl jest drzewem.

program Pr7;
unit P2: procedure();
unit Pw: procedure();
begin
call P3();
end Pw;
begin

call Pw(0);
Przyktad 11.3.
end P2;

unit P3: procedure();

end P3;
begin

call P2();
end

Ciag instrukcji I moze zawiera¢ instrukcje znane nam wcze$niej oraz in-

strukcje procedury. ...

Definicja 11.4. Instrukcja procedury ma nastepujgcg budowe

call UV (wy,...,wy,)
| ——

lista par.aktualnych

Kazdy parametr aktualny w; ma byé wyrazeniem typu T; wymienionego w deklaracyi
procedury V.

Jesli sposob przekazania i-tego parametru jest out lub inout to wyrazenie w;
musi byé zmienng (prostq lub indeksowanqg) typu T;.

Zbior procedur zadeklarowanych w programie wraz z relacja call jest grafem
wywolan.
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11.3 Komputer £

Komputer K7 zachowuje zdolno$¢ wykonywania polecen znanych z wczesniejszych
wersji abstrakcyjnego komputera Kg. Nowa umiejetnosé to

Instrukcja procedury

Komputer oblicza parametry aktualne i sktada je na stos. Nastepnie tworzy
nowa jednostke dynamiczng tj. rekord aktywacji procedury i przenosi procesor
do wykonywania instrukcji w tej jednostce. Return - instrukcja zakoriczenia
obliczenn w rekordzie aktywacji procedury. Odestanie obliczonych wartosci do
parametréw aktualnych okre§lonych jako out lub inout.

11.4 Semantyka

Znaczenie instrukcji procedury nie jest oczywiste. Przez pewien czas przyj-
mowano, ze instrukcja procedury da sie wyttumaczy¢ przy pomocy tzw. reguty
kopii, zobacz ponizej. W przypadkach bardziej ztozonych ta reguta nie wystar-
cza. Ogolny przypadek instrukcji procedury objasnimy opisujac protokdét wspotpracy
jednostki dynamicznej zawierajacej instrukcje procedury z rekordem aktywacji
procedury. Reguta kopii — pierwsze przyblizenie.

Wykonanie instrukcji procedury jest réwnowazne wykonaniu instrukcji pewnego
bloku skonstruowanego z parametréw aktualnych i tresci procedury. Zamieni-
amy instrukcje procedury przez odpowiednio zbudowany blok. Najpierw przyktad

Przyklad 11.5. Program zawiera deklaracje pewnej procedury Psi i jedng
lub wiecej instrukcje procedury call Psi(...).

program PrA;
var x,y : integer, z : real;
unit Psi: procedure(in a : integer, out b : real, inout c : integer);
var u : integer;
begin
b:=a+4+cu:=-1l;c:=a—u
end Psi;
begin
r:="Tz:=x—D5;
call Psi(z*4,y,2) ;
writeln(“z =", z, “y =", y)
end
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Ten program jest rownowazny programow: napisanemau ponizej

program PrAMod;
var z,y : integer, z : real;
[ unit Psi: procedure( in a:integer,out b:real, inout c:integer );
var u:integer;
begin

b:=a+c; u:=-11; c:=a-u

|  end Psi;
begin
r:=7,2:=x—Db;
block
var a : tnteger,b : real, c : integer;
var u : integer
begin : L (+ = call Psi...%)
a:= 1z *4; c:=z; (x pobranie parametréw in: a i ¢ *)
b:=a+c; u:=—11; c:=a—u (x to jest tresé Psi *)
y:=b; z:=c (xodestanie parametréw out: b i c, *)
end
writeln(“z ="z, “y =", y)
end

Kolejny przyktad

Przyklad 11.6. W tym przyktadzie pokazemy, ze moze istnieé konflikt nazw:
lokalna nazwa parametru formalnego i nielokalna zmienna wystepujgca w parametrze
aktualnym.

Transmisja parametru aktualnego do parametru formalnego budzi w tym przy-

padku watpliwosci.

a:= (y+3)*a

Wartosé wyrazenia (y+3)*a powinna byé obliczona przed przekazaniem parametru
do procedury. A przypisanie do parametru formalnego (wielkosci lokalnej reko-

rdu aktywacji procedury) juz wewngtrz tego rekordu. Jak postapié?

1. oblicz warto$é parametru aktualnego i przypisz zmiennej pormocniczej (réznej

od do tej pory zadeklarowanych zmiennych) np. aux := (y+3)*a,

2. zmien nieco instrukcje procedury, np. call Psi(...,auz, ...)

W kolejnym przykltadzie pokazemy, ze strzatki DL i SL nie zawsze musza
mie¢ ten sam poczatek i koniec.
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program Pr7;
unit P2: procedure();
unit Pw: procedure();
begin
call P3();
end Pw;
begin

call Pw(0);

Przykilad 11.7.
end P2;

unit P3: procedure();

end P3;
begin

call P2();
end

Statyczna struktura moduléw tego programu jest widoczna na rysunku ponizej.
Zielone prostokaty reprezentuja procedury (lub bloki). Strzatka decl prowadzi
od modutu A do modutu B gdy ten ostatni jest zadeklarowany w module B. W
przypadku gdy modut A jest blokiem, strzatka decl prowadzi do modutu zaw-
ierajacego ten blok wéréd swoich instrukcji.

Graf wywotan zawiera moduly programu. Strzatka call laczy modut A z mod-
ulem B jesli wéréd instrukeji modutu A wystepuje instrukcja procedury call
B(...) lub, w przypadku gdy modul B jest blokiem, gdy blok ten wystepuje
pomiedzy instrukcjami modutu A..

all P2 call P

ProGRAAM

W pewnym momencie obliczen istnieja cztery rekordy aktywacji.

G el e [

SL

Relacja decl pomiedzy modutami w statycznym grafie modutéow daje podstawy
do stworzenia relacji SL pomiedzy jednostkami dynamicznymi modutow.
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Relacja call (graf wywolan procedur w Twoim obecnym stanie wiedzy o mod-
ulach) jest relacja odwrotna do relacji DL pomiedzy jednostkami dynamicznymi.

A oto reguta kopii. Instrukcja procedury call P(a,b,c) ma ten sam efekt
co instrukcja bloku zbudowanego na podstawie tresci deklaracji procedury P i
postaci parametréw aktualnych a, b, c.

block

oblicz wartosci a, b i c,

z167 je na stos

block

tres¢ tego bloku wez z deklaracji P;

call P(a,b,c)a < modyﬁkujqc jad,vs./ ten sposob: o
przypisz wartoscl ze stosu

a, b i ¢ parametrom formalnym

tu wstaw tresé P

zakoniczenie — odebranie wynikow

end

end

PROBLEMY I PYTANIA

Czy to musi by¢ takie skomplikowane?

Zauwaz, obliczenie wartos$éi parametréw ma miejsce tam gdzie jest instrukcja
procedury, ale ciag dalszy obliczern ma miejsce w rekordzie aktywacji procedury
P. Jesli parametry aktualne sg zmiennymi lub stalymi to reguta kopii jest prost-
sza:

call P(a, b, ¢) zastap przez {fl:=a;f2:=b; tres¢ P; b:=f2;c:=13 }

zakladam tu ze w deklaracji procedury P, a jest in, b inout, ¢ out. Jesli w
instrukeji procedury jest wyrazenie w to instrukcje procedury call P(a, w, c)
zastap przez {z< w;call P(a,z,c) }

11.4.1 Procedury rekurencyjne

W tym miejscu przedstawimy dwa przyktady: procedure rekurencyjna oblicza-
nia silni oraz procedure ustawiajaca 8 hetmandéw na szachownicy.

program PrS;
var a, w: integer;
unit fact: procedure(in n: integer; out f: integer);
var aux: integer; begin
if n=0 then result :=1
else call fact(n-1, aux); result := aux*n
Przyklad 11.8. fi
end fact;
begin
read(a);
call fact(a,w);
writeln(“argument= “, a, ” silnia= “, w)
end
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Jesli wezytano a=3 to kolejne migawki obliczenia moga wygladaé tak:

program PrS;
var a, w: integer;
unit fact: procedure(in n: integer; out f: integer);

var aux: integer; begin Procesor

if n=0 then result :=1
else call fact(n-1, aux);
result := aux*n
fi
end fact;
begin
read(a);
call fact(a,w);
writeln(“argument= “, a, ” wynik= “, w)
end
f
S / L
/
17514 SL
// {'
n—3 n=2 n=1
f=20 f=0 f=0
aux = aux = 0 aux = 0
begin begin begin
n:=a; n := auxl ; n := auxl ;
block block block
auxl = auxl = 0 auxl =0
begin DL begin DL begin
auxl := n-1; auxl := n-1; auxl = n-1;
call fact(auxl, aux); call fact(auxl, aux); call fact(auxl, aux);
f := n* aux; f := n* aux; f:= n* aux;
end end end
w i=f w :=f aux :=f
end fact; end fact; end fact;

Wida¢, ze dotychczasowy model instrukcji procedury zalamuje sie. Nie jest

poprawny. Jak to naprawic¢?

W kompilatorze instrukcja procedury jest realizowana wedlug pwnego protokotu.
Mowi sie o sekwencji wywotujgces.

instrukcja call P(ay, ... a,) jest realizowana przez wykonanie ciagu nastepuja-
cych instrukeji

oblicz warto§¢ parametru a; i wléz na stos

oblicz warto§¢ parametru a,, i wtdz na stos

przejdz do wykonywania (zmodyfikowanej) tresci procedury P.

Po stronie procedury P:

utozsam stos z parametrami formalnymi (ten zabieg pozwala zaoszczedzi¢ ciag
instrukeji

wezZ ze stosu i przypisz paramatrowi formalnemu f,,_; [dla i= 1, ..., n]

wykonaj tresé¢ procedury

powrdé do jednostki dynamicznej wywolujacej procedure P.

odbierz wartosci przekazane dla wyniku.

koniec protokotu Czytelnik zechce zauwazyé, ze pare zwrotéw w powyzszym
protokole pozostato niejasnych. Twoércy kompilatoréw wiedza o co chodzi.

Jak nalezy rozumie¢ stowa utozsamiamy stos warto$ci parametrow aktualnych z
lista parametréow formalnych?

Jak nalezy rozumie¢ zwrot odbierz wartosci parametréw formalnych oznaczone
modyfikatorem out lub inout?
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Protokét call - realizacja instrukcji procedury

Ponizej opisujemy protokoét realizacji polecenia call. Do zrozumienia jak on dzi-
ala wystarczy, ze opiszemy go dla przypadku gdy procedura P jest zadeklarowana
w ten sposob:

unit P: procedure(in a: integer, inout b: integer, out c: real);
var x: real, y: boolean;z: integer;

begin

M (* M oznacza tres¢ procedury P *)

end P

e Niech J oznacza jednostke dynamiczna , w ktorej nalezy wykonaé polece-

nie

call P(t+u, v,w)

wystawiamy ciag potowicznych instrukcji przypisania

(t+u)!, v!

e utworz rekord aktywacji procedury P i przejdz do niego

— wyznacz jednostke dynamiczng J’, ktora zawiera deklaracje proce-

dury P,
Niech i= min(j: j.d. SL7(J) zawiera deklaracje procedury P). J'=
SL{(J)

— utwoérz nowg jednostke dynamiczng — rekord aktywacji procedury P,

oznaczmy ja K.
K.SL :=1J
K.DL:=1]

o W rekordzie aktywacji procedury P:

— odbierz parametry aktualne

a? ¢?

w ten sposéb dopelni sie wykonywanie polecen a:= t+u;c:=w.
Zwro¢ uwage obliczenie wartosci wyrazen (t+u) oraz w wykonuje
sie w otoczeniu rekordu aktywacji, w ktérym znajduje sie polecenie
call, a dokoriczenie instrukcji przypisania dokonuje sie w rekordzie
aktywacji procedury P.

wykonaj instrukcje M procedury P,

podczas wykonywania polecen M tresci procedury, moze doj$¢ do
odczytywania warto$ci parametrow formalnych a i ¢ (a takze b), moze
tez dojs¢é do przypisywania tym parametrom nowych wartosci

wy$lij wyniki blc! |

powrdé do wykonywania polecen w miejscu wystapienia instrukeji
procedury, tzn. procesor powraca do wykonywania instrukcji w jed-
nostce dynamicznej J.

e W jednostce dynamicznej J:
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— odbierz wyniki v? i w?
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w ten sposéb dopelni sie¢ wykonywanie poleceri vi=b;w:=c

— kontynuuj obliczenie (rekord aktywacji procedury P bedzie usuniety)

Historia obrazkowa.
1. Poczatek wykonywania instrukcji call.

before;

after

call P(t + y,v,w) =

(t + u)!
v!

/-

2. Obliczono warto$¢ wyrazenie t = u i wystawiono do odebrania.

before;

after

call P(t+ y,v,w) =

(t + u)!
v!

call P
v?

w?

3. Obliczono warto$¢ wyrazenia v i wystawiono do odebrania.

before;

after

call P(t + y,v,w) =

(t+ u)!
v!

call P
v?

w?

4. Przejscie do wykonywania procedury P.

before;

after

call P(t +y,v,w) =

(t+ u)!
ol
call P

w?

SL

DL

block
var a |f m|
var b |o a|
var ¢ |r 1|

var t

begin /
a?; b?y
t :=a;
a:=b;

D 5= fig
b!; ¢!y

F

end;

5. Pobranie dwu kolejnych wystawionych wartosci i przypisanie ich parametrom

formalnym (to sa zmienne) a i b.
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block
var a |f m| Procesor
before; sL, var b |o a|
le———— var ¢ |r 1]
(t + u)! var t
! begin
call P(t + y,v,w) = call P ag?; b?/
v? 1=a;
w? :
after b:=t;

6. Rozpoczecie wykonywania tresci procedury P.

block

VR ) | Procesor
before; ST, var b |o af
D var ¢ |r 1|

(t 4+ u)! var t

_ v! begin
call P(t + y,v,w) = call P & b?;/

v? t :=a;

w? a:=b;
after b := t;
bl; ¢!

Wykonanie kolejnej instrukeji tredci procedury P.

Procesor

before; Sk
>
(t +w)!
]
call P(t+y,v,w) =4 oo p
v?
w?

after

Realizacja tego protokolu moze byc tansza

W istniejacych instalacjach wystawianie wartosci jest realizowane przez wstaw-
ianie do stosu. Natomiast odbieranie parametréw aktualnych i przypisywanie
wartosci parametrom formalnym nie kosztuje NIC!.

Przekazywanie procedur, funkcji, klas

Jesli parametrem aktualnym jest funkcja to przekazywana jest para: <nazwa
funkcji, rekord aktywacji w ktorym zawarta jest deklaracja funkcji>

11.4.3 Sprzecznosé

W tym miejscu warto zwrocié uwage na mozliwosé zadeklarowania procedur
wzajemnie sprzecznych.
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L. Sygnaly 1 ich obsluga

ﬁogﬁl§£2§£3§ﬁ4§ﬁ5§£6§£7§£e G Lsg & Ly & Lig

Ten rozdzial poswiecamy sygnatom, wyjatkom i ich obstudze. Méwiac naj-
krocej modut obstugi sygnatu ma strukture podobng do tresci procedury. Dek-
laracja sygnatu jest podobna do nagléwka deklarowanej procedury.

Polecenie raise uruchamia protokot o takiej nazwie. Protokot raise rozni sie od
protokotu call realizujacego instrukcje procedury tym, ze modul obstugi syg-
nalu wyszukiwany jest wzdtuz $ciezki strzatek DL.

Ma to znaczenie dla inzynierii programowania — pozwala bowiem reagowaé¢ na
bledy jakie moga pojawiaé sie w trakcie wykonywania programu. Uruchamianie
protokotlu raise jest raczej kosztowne i nie zalecamy stosowania instrukcji raise
bez istotnej przyczyny.

Przyklad 12.1. Reakcja na dzielenie przez zero.
Reakcja na polecenie tablicy o ujemnej dtugosci.
Reakcja na probe odcezytania/zmodyfikowania elementu tablicy spoza jej zasiegu.

12.0.4 Skladnia

deklaracja sygnatu
deklaracja modutu obstugi sygnatéow
instrukcja zgloszenia sygnatu raise

12.0.5 Semantyka

Protokot raise Paczka zgromadzonych parametréow aktualnych wedruje wzdluz
sciezki DL w poszukiwaniu jednostki dynamicznej zawierajacej modut obstugi
podniesionego sygnatu

rysunek

12.0.6 Przyklady

XXX
Rysunki
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12.0.7 Wnhnioski

yyyy



Czes¢ 11

Programuj z klasa
lub
programowanie obiektowe
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Rozdzial 13

Klasy 1 obiekty L7

W tej czesci zajmiemy sie klasami i obiektami. Przedstawimy tez dziedziczenie
klas.

13.1 Klasa

Deklaracja klasy K jest definicja odpowiedniej struktury algebraicznej Sx. W
dalszym ciagu zobaczymy jak bardzo skomplikowane moga by¢ struktury opisy-
wane przez klasy.

Sktadnia deklaracji klasy jest podobna do deklaracji procedury

unit K : class(args); D begin I end K

Jak wida¢ zamiast slowa procedure wystepuje stowo class.

Odpowiednio, zamiast instrukcji procedury call, w uzyciu bedzie stowo new.

Wyrazenie new K(params) jest wyrazeniem obiektowym. Jego wartoscia jest

pewien obiekt klasy K. Na rysunku dostrzezesz jak wykonanie instrukcji przyp—_
isania x:= new K(params) skutkuje utworzeniem obiektu o (klasy K) i przyp-

isaniem go jako wartosci zmiennej x.

Niezmiennik systemu Loglan. Nastepujgca formuta jest aksjomatem jezyka
Loglan

typeof(xr) = K = {z := new K(params)}(zin K)

Klasy stanowia budulec z ktérego tworzymy programy obiektowe. W danym
programie klasa jest niezmienna.

Klasa wyznacza nowy typ. Czyli strukture algebraiczng. Taka struktura moze
by¢ jednak bardziej skomplikowana od struktur badanych przez matematykow.
Co prawda, klasa complex definiuje ciato liczb zespolonych. Ale modut klasy
pozwala zdefiniowaé bardzo skomplikowane struktury algebraiczne.

Klasa C umozliwia deklarowanie zmiennych typu C':
var z1,z2: C

Niezmiennik systemu Loglan. W trakcie obliczen programu wartosé kazdej
zmiennej jest albo wartoscig pewnego typu prostego albo obiektem pewnej klasy
(lub tablicy) albo jest specjalng statq none.

141
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Typ wyznaczony przez deklaracje klasy C' jest to zbior wszystkich obiektow
jakie spelniajg relacje in pomiedzy obiektami i klasy, wraz z operacjami na
obiektach tego typu i relacjami pomiedzy obiektami tego typu.

Przyktad

Zbior |complex| obiektow klasy complex z dzialaniami add i mult opisanymi w
tej klasie.

C = (|complex|, add, mult, =)

stanowi algebre, ktora oznaczyliSmy C.
No tak, ale czym sa obiekty klasy complex?

13.2 Obiekty

Obiekty klas sa jednostkami dynamicznymi — tzn. powstaja w trakcie wykony-
wania programu. Po jego zakoiiczeniu znikaja.

Obiekty sa wartoSciami zmiennych zadeklarowanych jako zmienne odpowied-
niego typu opisanego klasa. Obiekt moze zmienia¢ si¢ w trakcie obliczen. Jest
jednostka dynamiczna.

13.3 Scenariusz obiektu
Obiekty:

e powstaja - w efekcie obliczenia wartosci wyrazenia new C(params), i staja
sie warto$c¢ia zmiennej odpowiedniego typu, por. x:=new C(params)

e sg wspoldzielone przez rézne zmienne — w efekcie wykonania instrukeji
przypisania y:=x,

e s3 dostepne dla operacji:

— odczytu wartosci atrybutu,
— zapisu (modyfikacji) wartosci atrybutu,
— ustugi (serwisu),

e staja sie niedostepne (staja sie “Smieciami”) gdy nie wskazuje na nie zadna
zmienna,

e s3 usuwane np. przez polecenie kill (x)

Obiekt jako argument operacji.
Obiekt jako posiadacz stanu pamieci.
Przyktady

zmiana, promienia okregu

wstawienie elementu do kolejki
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13.4 Uwagi o od$miecaniu i defragmentacji

Ods$miecanie jest kosztownym procesem. W fazie “sweep” trzeba przejrzeé¢ caly
pamie¢. Nastepna faza tez jest kosztowna.

Czy nie mozna by zmniejszyc potrzeby od$miecania przez czestsze kompre-
sowanie wolnej pamieci? Wystarczytoby by porzucajac wykorzystany obiekt
pomocniczy protokél ... wpisywal ten obiekt na liste wolnej pamieci. Jak to
zrobi¢?

Od$miecanie nie jest koniecznym elementem systemu zarzadzania obiektami!
Jesli pamietasz nazwe obiektu, ktéry za chwile stanie sie smieciem, to zréb kill!

Klasa GaussC — liczb zespolonych catkowitych

Karl Gauss rozwazal zbior liczb zespolonych catkowitych.Por. [40], rozdz. XVI
str. 383
unit GaussC: class(re, im: integer);
unit add: function(z: GaussC): GaussC;

begin

result:= new GaussC(re+z.re, im+z.im)
end add;
unit sub: function(z: GaussC): GaussC;
begin

result:= new GaussC(re-z.re, im-z.im)
end sub;
unit mult: function(z: GaussC): GaussC;
begin

result:= new GaussC(re*z.re-im*z.im, im*z.re+z.im*re)
end mult;

unit divi: function(z: GaussC): GaussC;
var rz, ur: integer;

begin
rz := (re*z.re - im*z.im) div(z.re*z.re = z.im*z.im) ;
ur := (im*z.re 4+ re*z.im) div(z.re*z.re = z.im*z.im) ;
result:= new GaussC(rz, ur)

end divi;
unit remi: function(y,z: gaussC): GaussC;
begin
result:= y.sub(z.mult(y.divi(z)))
end remi;
unit equal: function(y,z: gaussC): Boolean;
begin
result:= (z.re=y.re and z.im=y.im)
end equal;
unit norm: function : real;
begin
result:=re*re+im*im
end norm;

end GaussC;
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Rozwazmy zbiér wszystkich mozliwych obiektow klasy GaussC. Jest to zbior
nieskoriczony. Oznaczmy go przez |GaussC|. Struktura na ktorg sklada sie
zbiér |GaussC| obiektow tej klasy z dziataniami add i mult opisanymi w tej
klasie

¢; = (|GaussC|, add, mult)

jest pierScieniem.
Zadanie 13.1. Udowodnij, ze struktura &y jest pierScieniem.

Zadanie 13.2. Udowodnij, ze struktury tej nie da si¢ wzbogacié Zadng relacjq
(funkcjg boolowskq) tak by zachowane byly aksjomaty pierscienia i ponadto wlas-
nosct z <x = z+y<z+y.

Popatrzmy na program wykorzystujacy klase GaussC.
program EuGaussC;

unit GaussC: class ... ‘

var z1, z2, z3, zero : GaussC;
begin

zero := new GaussC(0,0);

z1:= new GaussC(); (* jakis z1 *)

z2 := new GaussC(); (* jakis z2 *)

z3 := remi(z1,z2);

while z3.norm =/= 0 do

Co mozna powiedzie¢ o wyniku

z1 =22 ;
z2 = z3;
23 := remi(zl, z2);
od ;
end

obliczenia w przypadku gdy program konczy obliczenie? Czy ten program ma
obliczenia nieskoniczone?

Mnozenie macierzy liczb zespolonych

Osiem réznych wersji
Zadanie: oblicz iloczyn dwu macierzy kwadratowych liczb zespolonych mozna
rozwigzaé na przynajmniej osiem sposobdéw:

e Algorytm mozenia macierzy — mozesz uzyc algorytm zwyczajny lub algo-
rytm Winograda.

e Mmnozenie liczb zespolonych — mozesz uzy¢ zwyczajnego mnozenia
(a+bi) - (c+ di) £ (ac — bd) + (ad + be)i
lub algorytmu sprytnego

tl < axc;

t2 «+ bxd;

t3+ (a+0b)x(c+d);
Re + t1 —t2;

Im <+ t3—t1 —1t2
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e Sposoéb przedstawienia danych — mozesz tablice A i B zapisaé¢ jako typu
arrayof arrayof complex lub jako pary macierzy liczb rzeczywistych A =
Ape + A 11 B=B,.+ B, 1.

Nalezy: a) zaprogramowac kazdy z o$miu algorytmoéw, b) udowodnic jego
poprawnosé, ¢) wyznaczy¢ funkcje kosztu i na podstawie eksperymentow, obliczy¢
wspotczynniki w odpowiednim wielomianie.

Zadanie to nadaje sie do przeprowadzenia w grupie studentéw. Na koniec
stuchacze moga podczas mini-sympozjum przedstawié¢ wyniki swoich prac i poréw-
nac je.

Klasa GeometriaPlanarna

Jezyk programowania zorientowany do rozwigzywania problemoéw geometrii cyrkla
i linijki.

Zadanie Okrag opisany na trojkacie

Zadanie Inwersja wzgledem okregu

Zadanie

Teza Algorytm geometrii cyrkla i linijki, ktory sie nie zapetla nie potrzebuje
instrukeji while.

Kolejki

Kazdy spotkal sie ze strukturg kolejek. Jaka to algebra?
Specyfikacja kolejek — niesprzeczno$¢, zupelnosé.

13.5 Stosy

13.6 Komputer

Komputer K7 tworzy obiekty, umozliwia dostep do ich atrybutéw, usuwa obiekty
(kill).

13.6.1 Struktura danych do zarzadzania obiektami

Obiekty sa warto$ciami zmiennych (odpowiednich typow). Komputer K7 zapew-
nia przy tym zachowanie nastepujacej wtasnosci Jesli zmienna z jest zadeklarowana
jako typu T (np. unit T; class ...) to jej wartoscia jest obiekt klasy T lub wartos-
cig jest none.

13.6.2 lokalizacja potrzebnej zmiennej ...

Komputer 7 umie znalezé zmienna, ktéra jest potrzebna do obliczenia wartosci
wyrazenia lub do wykonania instrukcji przypisania. Problem pojawia sie gdy
szukana zmienna nie jest zmienng lokalna.
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13.7 obietnice ...

It turns out that the combination of inheritance and inner classes offers many
interesting possibilities:

e it allows to obtain most of the effects of multiple inheritance c.f. [19, Chapter
10],

e instead of passing classes as parameters one can extend abstract inner classes
which serve as counterparts of formal parameters [20 p. 176],

e provides a convenient way to express call back objects [19],

e allows to inherit certain patterns of architecture, e.g. a class pattern of the
model-view-controller system can be defined and extended by inheriting classes
[2,19],

e allows to inherit protocols [2 p. 112-113],

e enables inheritance of a class put earlier into a tree-like library of classes,

e and many others
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Dziedziczenie klas Lg

Dziedziczenie klas zwane tez rozszerzaniem (ang.extending) jest narzedziem
poteznym, stabo rozumianym i rzadko w peini wykorzystywanym. Deklaracja
klasy wprowadza nowy typ danych, jest jego definicjg. Dziedziczenie czyli rozsz-
erzanie definicji klasy pozwala tworzy¢ hierarchie typéw. Dwie deklaracje klas

unit A : class(args,); D begin I4 end A

oraz
unit B : class(argsg); Dp begin Iz end B

moga znalez¢ sie w relacji dziedziczenia, w taki oto sposéb

unit B : A class (argsp); Dp begin Ip end B
| ——

klasa B  rozszerza A

W takiej sytuacji méowimy, ze klasa B dziedziczy z klasy A lub klasa B rozszerza
klase A. W najwiekszym skrocie i z wieloma zastrzezeniami, nalezy rozumiec,
ze klasa B jest faktycznie zadeklarowana w taki sposob

unit B : class(argsy, argsg); Da; Dp begin I14; Ip end B

Mowimy, ze relacja rozszerzania klas jest opisana przez requte konkatenacji klas.
Deklaracja klasy B jest wynikiem konkatenacji deklaracji klasy A i deklaracji
klasy B. Przypominamy, podana powyzej wersja reguty konkatenacji klas jest
znacznie uproszczona w stosunku do jej pelnej wers;ji.

14.1 Przyklady

hierarchia klas: przyktad klasa rachunek

14.2 Wyznaczanie klasy dziedziczonej

14.3 Reguta konkatenacji klas

Regule konkatenacji klas objasnimy w kilku odstonach pokazujac kolejne szczegodty
tej reguty.
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14.3.1 Skladanie deklaracji - warstwy
14.3.2 inner

14.3.3 metody wirtualne

14.3.4 qua -

14.3.5 blok prefiksowany

Przyktad — blok wyznaczajacy §rodek okregu opisanego na trojkacie.

pref GeoPlan block ... end

Przyktad — algorytm mnozenia macierzy => blok A

Mnozenie macierzy w pier§cieniach egzotycznych i zwyktych

Klasa Complex ...

Klasa Fgzol add= minimum , mult= dodawanie

Klasa Fgz02 add= maximum , mult= minimum

Instrukcje bloku prefiksowanego w roéznych otoczeniach

pref Complex block A end — mnozenie macierzy liczb zespolonych

pref Egzol block A end — najkrétsza droga od punktu do punktu

pref Egzo2 block A end — droga o przepustowosci ...

W przypadku Egzol macierz zawiera informacje o dtugosci drogi z punktu i do
punktu j.

W przypadku Egzo2 macierz zawiera informacje a;;= wysoko$¢ wiaduktu na
drodze od punktu ¢ do punktu j.

Problem jak w bloku A zadeklarowaé zmienng? Jakiego ma by¢ ona typu?
Nalezaloby powiedzie¢, w bloku A, zmienna s jest typu opisanego w prefiksie.
Ale co to konkretnie znaczy?

A jesli prefiks to GeoPlan to, ktory z typoéw zawartych w w tej klasie Okrag,
Linia, Punkt?

Jak to powiazac? by zapewnic pewna uniwersalno$é bloku A?

Moze tak:
pref B(mo6jTyp) block A end
w deklaracji klasy B bedzie parametr formalny T, w bloku A moge napisa¢ var
s: T.
A w nowym jezyku LEM mozna bedzie podstawiac na miejsce T dowolny pod-
typ typu T. Wtedy wyrazenia s.add() i s.mult(...) beda mieé¢ sens.

14.4 Relacja in

Pare stéw o algorytmicznej wersji teorii mnogoséi.

14.5 Struktura moduléw

Weczedniej powiedzielismy, ze struktura modutéw kazdego poprawnego programu
jest grafem z dwoma relacjami: decl oraz inh. Wierzchotkami grafu sa moduty
programu. Relacja decl zachodzi pomiedzy modutem m i m’ gdy modul m
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jest zadeklarowany bezposrednio w module m’. decl jest funkcjg okreslong dla
kazdego modutu oprécz programu gtéwnego.

decl: {Mod \ main} — Mod

A wiec zbiér Mod moduléw programu wraz z funkcja decl jest drzewem skoric-
zonym. Podobnie relacja inh jest funkcja okreslong dla wszystkich moduléw
programu oprocz main i Object.

Jest to wiec inne drzewo skoiiczone z tym samym zbiorem wierzchotkéw.

Oprocz tych dwu funkeji okreslone sa tez dwie relacje: call: Mod — Mod, dwa
moduly znajduja sie w relacji call gdy w module m istnieje instrukcja callm/(...)
wywolania metody ...

Funkcja bind(occur — id,m) = m’ wyznacza dla danego wystapienia occur — id
identyfikatora id w module m taki modul m’, ze ...

Funkcja type dla danego wystapienia wyrazenia w w module m wyznacza typ
tego wyrazenia, a wiec klase definiujgca ten typ.

Podsumowujac algebraiczna struktura moduléw programu jest grafem:

e Zbior Mod moduléw jest skoniczony. Sa to moduly wypisane w programie
bezposrednio lub zaimportowane z biblioteki klas.

Funkcja decl ...
e Funkcja inh ...

Funkcja bind ...

Funkcja type ...

Relacja call ...
Zachodza nastepujace zwiazki (z pracy LSW)

Definicja 14.1. (A1) (baza indukcji 1). Dla kazdej klasy K znaczeniem typu
pustego € jest Object.

bind(e in K) 4 Object

(A2) (baza indukcji 2). Niech K bedzie klasq. Znaczeniem identyfikatora (klasy)
C jest klasa o nazwie C taka, zZe

bind(CinK) L (inhidecl? (K)).C

gdzie para (4,4),7 > 0,4 > 0, jest najmniejsza parq , w porzadku lekskograficznym
par, takq, Ze klasa (inh'decl’ (K)).C jest okreslona. Pary liczb naturalnych sa
poréwnywane zqgodnie z porzedkiem leksykograficznym tzn. Ze para (j,i) jest
mniejsza niz para (q,p) jesli j < q lub j = q i i < p. Wartosé wyrazenia
bind(C in K) jest nieokreslona w pozostatych przypadkach.

(B) (krok indukcyjny). Niech X # €. Dla kazdej klasy K znaczenie typu postaci
X.C w klasie K jest wyznaczone w ten sposéb

bind(X.C in K) L (inhi(bind(X in K)).C

gdziei > 0, jest najmniejszq liczbg naturalng takq, ze klasa (inh'(bind(XinK)).C
jest okreslona, znaczenie wyrazenia bind(X.C in K) jest nieokreslone w po-
zostatych przypadkach.

wypisz aksjomaty
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Definicja 14.2. Relacja zalezenia dep

dep g K, bind(ext(K)|" in decl(K)) : K € Classes,0 < i > length(ext(K)) forext(K) # €i = 0forext(

14.6 Applications

It turns out that the combination of inheritance and inner classes offers many
interesting possibilities:

e it allows to obtain most of the effects of multiple inheritance c.f. [19, Chapter
10},

e instead of passing classes as parameters one can extend abstract inner classes
which serve as counterparts of formal parameters [20 p. 176],

e provides a convenient way to express call back objects [19],

¢ allows to inherit certain patterns of architecture, e.g. a class pattern of the
model-view-controller system can be defined and extended by inheriting classes
[2,19],

e allows to inherit protocols [2 p. 112-113],

e enables inheritance of a class put earlier into a tree-like library of classes,

e and many others

14.7 przyczynek do teorii

Wezesniej widzieliSmy, ze deklaracje funkeji sa niczym innym niz definicjami.
Przygladajac sie deklaracjom klas stwierdzamy, ze sa to definicje struk-
tur algebraicznych, czesto bedziemy moéwi¢ definicje struktur danych. W po-
drecznikach podstaw matematyki nie znalezliSmy twierdzeri, ktére odpowiadaty
by na nasze pytania.
Uwaga.
Nastepujaca deklaracja
unit T: class;
var |,r: T;
end T;
moze by¢ pojmowana jako definicja typu drzewo binarne. Zob. []
Czy rzeczywiscie? Czy istnieja niestandardowe modele? Modele czego? Czy
jest to definicja kompletna?
Co zyskujemy powiadajac “najmniejszy model w kategorii wszystkich modeli
powyzej definicji jest strukturq drzew binarnych.”
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Stosy

Ten rozdzial po$wiecamy strukturze stoséw. Dwa sg powody by obszerniej zajaé
sie tematem stosow:

e poniewaz struktura ta ma wiele zastosowan, i

e poniewaz na przyktadzie struktury stoséw przedstawimy problemy wiazace
sie z specyfikowaniem klas i z przeprowadzaniem dowodow.

15.1 Specyfikacja stoséw

Czym sa stosy? Jak Twoim zdaniem powinna brzmieé¢ odpowiedz na to pytanie?
Na og6t nie zawracamy sobie glowy tym problemem. W dawnej Polsce w en-
cyklopedii o tytule “Nowe Ateny” pod hastem kon czytamy ko jaki jest kazdy
widzi. 1 stusznie. W tamtych czasach, je§li kto§ umial czytaé, to na pewno
widzial konia.
Sprobuj jednak zapisaé definicje stosu. A przynajmniej sprobuj napisa¢ wyma-
gania W na to by klasa K mogta by¢ uznana za klase definiujaca stosy liczb
catkowitych.
Aha, nie jest to oczywiste. Programujacy w Javie napisza interfejs
interface Stosl {
void push(int €)
void pop()
int top()

lub co$ podobnego i powiedza Stos ma trzy metody: push, pop i top. Poréwnaj
[]. Swietnie.
Czy nastepujaca deklaracja klasy jest poprawng implementacja tego interfejsu?
class Stos implements Stosl {

private int[8] tabl;

private int ij;

void push(int e) {tabl[j++] = e }

void pop() {i++ }

int top() {return tabl[i]}

}

Czy powyzsza klasa Stos implementuje interfejs StosI? Trzeba uznaé, ze tak,
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poniewaz zawiera deklaracje trzech metod push, pop i top, a ponadto typy
argumentow i wynikéw sg zgodne dla kazdej z tych metod. Kompilator Javy za-
akceptuje stowo zdanie “class Stos implements (interface) StosI”. Czy jednak jest
to stos? Hmm! Przeciez ta klasa implementuje kolejki FIFO! Czego$ zabrakto
w naszej specyfikacji.

Zgadzamy sie co do tego, ze stosy musza wykonywaé trzy dzialania:

push: int x Stos — Stos
pop: Stos — Stos
top: Stos — int

Ale takie wyliczenie to za malo.

Powinni$my jeszcze opisa¢ efekty dziatania tych operacji. Tak jak to zrobilismy
w rozdziale [3| Wyrazenia, opisujac wlasnosci dziatan na typach prostych. Pami-
etasz?

Co wiec nalezy podac jako wlasnoséi (aksjomaty?) stosow?

top(push(e,s)) =e

Powyzsza formule czytamy: operacja top zastosowana do wyniku operacji push(e, s)
zwraca element e. Mozemy jg poprzedzi¢ kwantyfikatorem ogdlnym.
Mamy wiec pierwszy aksjomat stosoéw

Vs Ve top(push(e, s)) = e

Mozna te formute napisa¢ w ortografii programowania obiektowego w taki sposéb:
Vs Ve top(s.push(e)) =e

Dodajmy jeszcze podobng formule
Vs Ve pop(push(e, s)) = s

oraz kolejne
empty(newStos)

Vs Ve mempty(push(e, s))

Mamy juz cztery aksjomaty. Czy to wystarczy?

Most of us knows what stack is. At least players of the game canasta know.
Any programmer used stacks at least once in his professional life. The shortest
description is LIFO. Elements are put into stack and extracted. The LIFO
means: Last In First Out.

Na chwile odejdZzmy od zalozenia, ze elementami stosu sa liczby naturalne.
Przyjmijmy, ze dana jest pewna klasa Elem i to wtasnie obiekty tej klasy sa
elementami stoséw. Operacja push wktada element e do stosu s a jej wynikiem
jest stos push(e, s). Inna operacja pop zdejmuje element ze stosu i zwraca stos
pop(s). Operacja top zwraca element top(s). Dwie ostatnie operacje nie sa
zdefiniowane gdy argument s jest stosem pustym, tj. gdy zachodzi empty(s).
Mozemy to podsumowaé w ten sposéb: struktura algebraiczna stoséw ma swoje
uniwersum na ktére sktada sie unia dwu zbioréw, zbioru elementéw E i zbioru
stosow S. Ponadto mamy trzy operacje: push,pop,top oraz dwa predykaty
empty i rOwWnosé =.
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Tablica 15.1. Specyfikacja S1 struktury stosoéw

’ Sygnatura czyli interfejs Komentarze
Uniwersum = FU S
E zbiér elementéw
S zbibér stosow
Operacje
push: Ex S — S w6z element e do stosu s
pop:S — S zdejm wierzchotlek stosu
wynik jest okreslony wttw gdy —empty(s)
top: S — F zwrd¢ wierzhotek stosu
wynik jest okreslony wttw gdy —empty(s)
newStack :(— S stos pusty
Relacje
empty : S — {true, false} czy stos jest pusty?
= ExEUS xS — {true, false}  relacja rownosci
| Aksjomaty
s1) VeerVses —empty(push(e, s)) wynik operacji push jest stosem
niepustym
82) VeepVses e = top(push(e, s)) element ostatnio wlozony na stos
jest na wierzchotku stosu
83) VecEVses s = pop(push(e, s)) po wykonaniu operacji push,
operacja pop odtwarza stos
s4) empty(newStack) nowy stos jest pusty

Zbior S jest pojmowany zazwyczaj jako zbiér wszystkich obiektéw jakie mozna
utworzy¢ na podstawie klasy S, podobnie pojmowany jest zbiér E.

Zauwaz, ze w tej tablicy poshuzyliSmy sie ortografia odmienna od przyjetej
w Javie dla zapisywania interfejséw. Nie ma to jednak wiekszego znaczenia
poniewaz, tatwo mozna przettumacy¢ interfejs zapisany w jednej konwencji do
drugiej.

Tabela 15.2 zawiera dwie implementacje specyfikacji S1 z tablicy 15.1. W
lewej kolumnie umiesciliSmy klase Stos implementujaca specyfikacje S1. Prawa
kolumna zawiera matematyczny model tej specyfikacji.
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Tablica 15.2 Dwa modele specyfikacji S1

Model dany przez klase Stos Model matematyczny
unit Elem: class; ... end Elem; E ={a,b,c,...}
unit Stos: class; S = set of all finite sequences

over alphabet E,

unit Linkage: class(e:elem, next: Linkage); the empty sequence A

end Linkage newstack = \

var Linkage topv;

unit push: function(Elem e, Stos s):Stos; push(e, {e1,....en}) = {e,e1,....en}
begin

result := new Stos;
result.topv := new Linkage(e, s.topv);
end push;
unit top: function(Stos s): Elem; top({e1, ...,en}) = e1
begin top(\) nieokreslone
if (s.topv=null) then raise EmptyStack
else result := s.topv.el fi

end top
unit pop: function(Stos s): Stos; pop({e1,e2,...,en}) = {e2,...,en}
begin pop({e1}) = A

if (s.topv=null) then raise EmptyStack pop()) nieokreslone

else result := new Stos;
result.topv := s.topv fi
end pop;
umt. empty: function (Stos s): Boolean; empty(s) = s = A
begin znak = oznacza relacje identycznodci
result := (s.topv=null);
end empty;
unit equal: function (Stos s1,s2): Boolean;
var aux, auxl, aux2: Boolean;
begin
aux:=true;
stosy sa réwne wttw gdy
maja te same elementy
while not( auxl or aux2 or aux) do na tych samych pozycjach.
aux := (top(sl) = top(s2));

sl := pop(sl); auxl := empty(sl);

auxl:=empty(sl); aux2:=empty(s2);

s2 := pop(s2); aux2 := empty(s2);
od
result := (auxl and aux2 and aux);
end equal;
end Stos;
signal EmptyStack;

Model matematyczny nazywaé¢ bedziemy modelem standardowym stoséw. Dla
dowolnego zbioru E mozna skonstruowaé¢ model standardowy bazujac na zbiorze
E. Wszytkie takie modele sg podobne. Nie muszg jednak byé¢ izomorficzne.
Wystarczy rozwazy¢ dwa modele standardowe, jeden zbudowany nad zbiorem
E; i drugi nad zbiorem FEs, przy czym zbiory te sa réznej mocy, card(F) #
card(Es).

Wielu autoréw przyjmuje formuty zawarte w tabeli 15.1 jako specyfikacje
stosow np. [13], [1]. Jednak ten zbiér formul nie mowi calej prawdy o stosach.
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Wynika to z nastepujacego lematu.
Lemat 15.1. Formuta

(Vs € S) —mempty(s) = s = push(top(s), pop(s))

jest niezalezna od aksjomatow s1 - s4.
Formuta ta mowi: dla kazdego niepustego stosu s, wynik operacyi push wtozenia
elementu top(s) do stosu pop(s) jest stosem s.

Dowdd. Rozwazmy strukture I, opisang w Tablicy 15.3. Nietrudno sprawdzic,
ze jest to model aksjomatow sl - s4, tj. wszytkie cztery formutly sa prawdziwe w
strukturze I>. Zobaczmy, ze formula wymienion w lemacie nie jest prawdziwa
w tej strukturze. Rozpatrzmy stos s = {ej,ea,es,...,e,} taki, 7e e; # es.
Oczywiscie top(s) = e; and pop(s) = {es,...,en}. Ale push(top(s),pop(s) =
{61,61763,...,(3”}7&5. O

Tablica 15.3 Model I

E ={a,b,c}

S = zbiér wszystkich skonczonych ciagéw znakoéw ze zbioru E,
wlaczajac pusty ciag .

push(e,{e1, ea,...,en}t) = {e,e,e1,ea,...,en}

top({e1,....,en}) = €1

top(A) niekreslony

pop({e1,ea,e3,...,ent) = {es,...,en}

pop({e1}) = pop({e1,ea}) = A, pop(A) nieokreslony

Upowaznia nas to do przedstawienia pelniejszej specyfikacji stoséw, zob. Tablicza
15.4.
Tablica 15.4 Specyfikacja stoséw S2

Sygnatura taka sama jak w S1
Aksjomaty

aksjomaty sl - s4 oraz

$5) (Vs € S) —mempty(s) = dla kazdego niepustego stosu s

s = push(top(s), pop(s)) wynikiem operacji push na elemencie top(s) i
stosie pop(s) jest stos s

Kto$ moze pomyslec, im wiecej formul (dodamy do specyfikacji) tym lepie;j.
To sie jednak moze skoriczyé¢ zle. W wyniku mozna otrzymaé specyfikacje
Sprzeczna.

Spo6jrzmy na nastepujacy przyktad S3 w tabeli

Tablica 15.5 Specyfikacja stosow S3
Sygnatura
podobnie jak w specyfikacji S1,
powiekszona o dwie stalte a, b typu E
Aksjomaty

aksjomaty sl - sb oraz

sQ) —empty(s) = push(e, pop(s)) = pop(push(e, s))
oraz aksjomat

s2E) a # b
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Twierdzenie 15.2. Zbior formul {s1 — s5,sQ, s2E} jest zbiorem sprzecznym.

Dowdd. Aksjomat s2E) stwierdza, ze zbiér elementow E ma conajmniej dwa
elementy a i b r6zne. Zaldézmy, ze s € S jest stosem niepustym. Mamy wtedy:

(1) s g push(a, s) 7 definicji

(2)  s2 g push(b, s) z definicji

(3) s =pop(s1) z (1) na mocy s3)

(4)  s2 = push(b, pop(s1)) z (2) i (3), s jest niepusty
(5) s2 = pop(push(b,s1)) z (4) na mocy sQ)

(6) s2=91 z (5) na mocy s3)

(7) b =top(se) =top(s1) =a 7z (6)na mocy s2)

Sprzecznosé! A wiec specyfikacja S3 jest sprzeczna. O

Whiosek 15.3. Specyfikacja S8 nie ma zZadnej implementacyi.

Skad wiadomo, ze tak jest? Wynika to z twierdzenia o pelnosci rachunku pro-
graméw. Gdyby istniala jaka§ implementacja tego zbioru aksjomatow, to musi-
ataby rownoczesnie spelnia¢ dwie formuty a = bi —(a = b).

Stwierdzenie, ze specyfikacja pozwala wyprowadzi¢ zaréwno pewna formute «
jak 1 jej negacje (a wiec, ze jest sprzeczna) to sygnal alarmowy. W zadnym
przypadku nie nalezy podejmowaé sie zlecenia na wytworzenie oprogramowa-
nia, ktére ma spelnia¢ wymagania sprzeczne. A jesli nie jesteSmy pewni, ze
specyfikacja, ktora przeciez jest zalacznikiem do umowy o dzielo, jest wolna od
sprzeczno$ci, to wpiszmy do umowy odpowiedni kodycyl stanowiacy o wysokosci
odszkodowania dla zleceniobiorcy za utracony czas i inne szkody.

Wracamy do specyfikacji S2. Po doktadniejszej analizie zauwazamy, ze mozna
dodac do tej specyfikacji nieskonczony zbiér dodatkowych formut. Wszytkie
te formuly maja strukture zgodna ze schematem indukeji (strukturalnej) dla
stosow. W ten sposéb dochodzimy do kolejnej specyfikacji S4, por. Tablica
15.6.

Tablica 15.6 Specyfikacja stoséw S4

Sygnatura
taka sama jak w S1
Aksjomaty

aksjomaty sl - sb oraz
wszystkie formuty o nastepujacym schemacie IS

| a(s/s50) AN (Vaes(Veen(als) = als/push(e,s)))} = Vsesa(s) |
] gdzie « jest dowolng formula pierwszego rzedu i sy = newStack ‘

Schemat indukeji powiada: jesli formuta a(x) jest prawdziwa dla stosu pustego
a(xz/so) 1 jesli dla dkazdego stosu s i dla kazdego elementu e, a(z/s) implikuje
a(z/push(e, s)) to dla kazdego stosu s zachodzi formuta a(z/s).

The formula does not say that there are not pathological stacks. One may say:
we shall consider only standard stacks, i.e. the stacks obtained from the empty
stack in finite number of operations push. But how to express this property as an
axiom? Instead, one may say: I am going to consider only programmable models
of specification Sj. Even adding such extra requirement we can not eliminate
pathological stacks. In fact papers [32] [26] prove that there exist pathological
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models of specification S4. Pathological means here that there are stacks which
can be popped without end and no empty stack results.

Twierdzenie 15.4. Istnieje programowalny model specyfikacji S4 taki, zZe dla
pewnego stosu S1 Program

while - empty(s1) do s1 := pop(s1) done
nie koniczy obliczen.

Model taki, nazywamy nieosiagalnym. W oczywisty sposéb jest to model
patologiczny. Dla dowodu zobacz prace [32, [26]. Druga z tych prac przynosi
dwa kolejne fakty

Twierdzenie 15.5. Niech E bedzie zbiorem skoriczonym. Niech & oznacza
strukture stoséw nad zbiorem E. Zbior formul pierwszego rzedu prawdziwych w
strukturze S jest rozstrzygalny.

Wydaje sie, ze jest to dobra wiadomo$é. Dobrze jest miec procedure rozstrzy-
gania o prawdziwosci formul. Jednak, okazuje sie, ze jest to zta wiadomosé.
Wynika to z kolejnego twierdzenia.

Twierdzenie 15.6. Kazda rozstrzygalna teoria pierwszego rzedu T posiada
model programowalny i nieosiggalny, a wiec patologiczny.

Wydaje sie, ze jestesmy w impasie. Ze nie mozna skonstruowaé aksjomatyza-
cji dla struktur danych o nieskoriczonym zbiorze. Okazuje sie, ze logika al-
gorytmiczna przychodzi tu z pomoca (zanotujmy niespelniona obietnice [12]).
Rozwazmy mianowicie nastepujaca specyfikacje S5. Schemat indukcji zostaje
tu zastapiony przez pojedyncza formute algorytmiczng, por. Tabela 15.7.

Tablica 15.7 Specyfikacja S5

Sygnatura
taka sama jak w S1
Aksjomaty

aksjomaty sl - s5 i
$6) Vseswhile —empty(s) do s := pop(s) done true
ten program nie zapetla sie, tzn. kazdy stos jest skoniczony

Ponizej Nastepujace twierdzenie o reprezentacji [31]

Twierdzenie 15.7. Kazdy model specyfikacji S5 jest izomorficzny z pewnym
standardowym modelem stosow.

Twierdzenie to méwi, ze specyfikacja S5 uchwycita wszystkie wtasnosci struk-
tury algebraicznej stosy. Dowolny model zbioru aksjomatow S5 jest izomorficzny
ze biorem skonczonych ciaggéw elementéw ze zbioru F, a operacje push, pop i
top sa okreslone tak jak w tablicy 15.2.

Zauwazytes, ze jeden z aksjomatéw stwierdza, ze dla kazdego stosu s program
wymieniony w aksjomatach zawsze koriczy obliczenie. Ta wlasno$c okaze sie
bardzo przydatna w dowodach poprawnosci innych algorytmow.

WidzieliSmy rozne specyfikacje stosow. Pora by je poréwnaé, zob. ponizsza
tablice 15.8.
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Tablica 15.8 Poréwnanie specyfikacji S1 - S5

Specyfikacja Uwagi

St informacja o stosach niekompletna,

np. formuta sb jest niezalezna od {sl, s2, s3, s4}

S1 ma zaskakujace modele por. implementacja Io

S jesli card(F) =k, k € N,

to teoria pierwszego rzedu Ss jest rozstrzygalna,
niekompletna informacja, dopuszcza modele patologiczne

S3 specyfikacja sprzeczna, por. twierdzenie M
nie istnieje zZaden model

Sy rozstrzygalna, niekompletna informacja
dopuszcza implementacje patologiczne

Ss informacja kompletna, kazdy model

jest izomorficzny z pewnym modelem standardowym
algorytmiczna teoria jest nierozstrzygalna.

Uwaga 15.8. Zbidr formut pierwszego rzedu prawdziwych w strukturze danych
stosow nad skonczonym biorem zbiorem E elementow jest rozstrzygalny. Rownoczes-
nie specyfikacje S2 iS4 majg modele niestandardowe. W modelach tych polecenie
s:=pop(s) moze byc powtarzane dowolnie wiele razy i nie doprowadza do stosu

pustego empty(s).

15.2 Implementacje stosow

Znane s3 dwie implementacje stoséw: stos jako tablica i wskaznik, oraz stos jako
lista. Przedstawimy jeszcze jedna, mniej znang implementacje stoséw — stosy
jako liczby.

15.2.1 Stosy jako tablice
15.2.2 Stosy jako listy

Ta implementacja — lepiej méwié ten model, zostala opisana w tabeli 15.2. Klasa
Stosy jaka tam zamiesciliémy jest definicja struktury algebraicznej G;.

G ¥ ({|Elem| U |Stos|}, push, pop, top, empty, equal)

Zbior |Elem| jest zbiorem obiektow o, ktore spetniaja relacje o is Elem. Podob-
nie, zbior |Stos| jest zbiorem obiektow o, ktére spelniaja relacje o is Stos.
Oba zbiory nie sa zbiorami istnejacymi w trakcie wykonywania jakiegokolwiek
programu. My$limy o nich jako o abstrakeji, zbiorach potencjanych obiektéw.
Deklaracje funkcji stanowia, definicje

15.2.3 Stosy jako liczby naturalne

Niech zbiér E elementéw bedzie skoniczony. W szczegbélnym przypadku gdy
liczba elementéw réwna jest 10, mozemy utozsamiaé stosy z liczbami natural-
nymi [, takimi, ze [ > 10. Stos pusty jest liczba 10. Niech stos s bedzie reprezen-
towany przez liczbe n. Wtedy wynik operacji push(e, s) bedzie reprezentowany
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przez liczbe n x 10 4+ e. W tym przypadku rozwazamy nastepujaca klase.
unit Stosy10: class;
const k=10;
signal Emptystack;
signal WrongElem;

unit Elem: class(l: integer);
begin
if 1<0 orif I>k-1 then raise WrongElem fi
end Elem;
unit Stos: class(l: integer);
unit push: function(e:Elem, s:Stos):Stos;
begin
result:=new Stos((s.I-k)*k+e.l+k+1);
end push;

unit pop: function(s:Stos):Stos;
begin
if not empty(s) then
result:= new Stos( ((s.I-k-1)div k)+k )
else
raise EmptyStack
fi
end pop;
unit top: function(s:Stos):Elem;
begin
if not empty(s) then
result:= new Elem( (s.I-k-1)mod k )
else
raise EmptyStack
fi
end top;
unit empty: function(s:Stos):Boolean;
begin
result:=s.I=k
end empty;
unit equal: function(s1,s2: Stos):Boolean;
begin
result:= s1.1=s2.|
end equal;
begin
if I<k then | := k fi
end Stos
end Stosy10;

Klasa Stosyl0 jest definicja struktury algebraicznej &i19. Na uniwersum tej
struktury skladaja sie dwa zbiory |Elem| oraz |Stos| opisane przez klasy Elem
i Stos. Drzialania tej struktury sa zdefiniowane przez metody (tj. funkcje)
push, pop, top, empty, equal.

S1o 4 {{|Elem| U |Stos|}, push, pop, top, empty, equal)
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Zbior |Elem| zawiera dziesie¢ obiektow jakie mozna utworzy¢ obliczajac wartosé
wyrazenia new Elem(i), i=0 1 ...9. Zbior |Stos| jest nieskoniczonym zbiorem
obiektow klasy Stos. Dziatanie

push: |Elem|x|Stos| — |Stos| zdefiniowaliémy podajac deklaracje funkcji push.
Mozna tatwo sprawdzi¢ kazdy z aksjomatéw stosow. Czy dla kazdych e € Elem
is € Stos jest prawda, ze

top(push(e,s) =e

Wynik operacji push(e, s) jest obiektem typu Stos dla ktérego wartosé atrybutu
[ jest rowna (s.l — k) *k + el + k + 1. Zastosujmy do tej liczby dzialanie top.
A wiec obliczmy wartos¢ wyrazenia ((s.l —k)xk+el+k+1—k— 1)mod k.
Widac¢ ze jest to e.l. I to sie zgadza.

I tak po kilku krokach sprawdzimy ze kazdy z aksjomatdéw stosow jest prawdziwy
w implementacji opisanej przez klase Stosy10.

Zadanie 15.1. SprawdZ pozostate aksjomaty.

Wskazowka. Mozesz sie zastanawiaé w jaki sposéb sprawdzié ze dla kazdego
stosu s program while not empty(s) do s:= pop(s) od zakorczy obliczenia tj. nie
zapetli sie? Przypomnij sobie odpowiedni aksjomat liczb catkowitych.

Zadanie 15.2. Opisz zbidr |Stos|. Czy jest to drzewo? Skoriczone?

15.2.4 Implementacja specyfikacji S4

W tym miejscu podajemy dwie implementacje specyfikacji S4 por[15.1] zreal-
izowane jako klasa Stosyl13 i klasa Stosyl4. W obu klasach znajdujemy klase
Nat. klasa Nat zawarta w klasie Stosy13 rozni sie od klasy Nat zawartej w klasie
Stosyl4.

Ponizej znajdziesz specyfikacje SNat.

A w tej tabeli sa dwie rézne implementacje specyfikacji SNat.

To jest implementacja 14.
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unit Stosy13: class; (* implementuje specyfikacje 54 *)
const k=10;
signal Emptystack;
signal WrongElem, NegativeNat;
unit Nat: class(l: integer);
unit add: function(n: Nat): Nat;

begin
result:= new Nat(l+n.I)
end add;
unit zero: function : Nat;
begin
result:= new Nat(0)
end zero;
begin
if | < 0 then raise NegativeNat fi;
end Nat;
unit Elem: class(l: Nat);
begin
if 11<0 orif 1.I>k-1 then raise WrongElem fi
end Elem;

unit Stos: class(l: Nat);
unit push: function(e:Elem, s:Stos):Stos;
begin
result:=new Stos((s.l.I-k)*k+e.l.l+k+1);
end push;
unit pop: function(s:Stos):Stos;
begin
if not empty(s) then
result:= new Stos( ((s.l.I-k-1)div k)+k )
else
raise EmptyStack
fi
end pop;
unit top: function(s:Stos):Elem;
begin
if not empty(s) then
result:= new Elem( (s.l.I-k-1)mod k )

else
raise EmptyStack
fi
end top;
unit empty: function(s:Stos):Boolean;
begin
result:=s|.I=k
end empty;

unit equal: function(s1,s2: Stos):Boolean;
begin result:= s1.1.I=s2.1|
end equal;
begin
if LI<k then LI := k fi
end Stos
end Stosy13;
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Implementacja I5 rozni sie od poprzedniej inng definicjg klasy Nat.
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unit Stosyl4: class;
var k: Nat, signal Emptystack, WrongElem, NegativeNat;

unit Nat: class(i,l,m: integer);
unit add: function(n: Nat): Nat;
begin result:= new Nat(i+n.i,*n.m+n.I*m ,m*n.m)
end add;
unit zero: function : Nat;
begin result:= new Nat(0, 0, 1)
end zero;
begin
if | < 0 then raise NegativeNat fi;
end Nat;
unit Elem: class(l: Nat);
begin  if 1.I<O orif I.I>k-1 then raise WrongElem fi
end Elem;
unit Stos: class(l: Nat);
unit push: function(e:Elem, s:Stos):Stos;
begin
result:=new Stos((s.l.I-k)*k+e.l.I+k+1);
end push;

unit pop: function(s:Stos):Stos;
begin
if not empty(s) then
result:= new Stos( ((s.l.I-k-1)div k)+k ) else
raise EmptyStack fi
end pop;
unit top: function(s:Stos):Elem;
begin
if not empty(s) then
result:= new Elem( (s.l.I-k-1)mod k )

else
raise EmptyStack
fi
end top;
unit empty: function(s:Stos):Boolean;
begin
result:=s.l.I=k
end empty;
unit equal: function(sl,s2: Stos):Boolean;
begin
result:= s1.1.1=s2.|.1
end equal;
begin
if LI<k then Il := k fi
end Stos
begin

k:= new Nat(10,0,1);
end Stosy14;
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15.2.5 typ formalny czy dziedziczenie ?

W tym miejscu poréwnamy dwa sposoby wprowadzania typu element do struk-
tury stoséw:

- element jako typ formalny — poprawnie, ale ...

- element jako typ abstrakcyjny, niekompletny, do dalszego sprecyzowania poprzez
dziedziczenie, wada — dopuszcza rézne rozszerzenia.

Ale mozna sie przed tym zabezpieczyc zamykajac dziedziczenie zob, typ cztowiek
w podreczniku Loglanu.

Przyklad 15.1. Typ FEl jako parametr formalny.
unit Stosy: class(type El, function equal(el, e2:El):Boolean);
unit Stos: class; ... end Stos;
push: function(e:El, s: Stos): Stos;
end push;
pop
end pop;

end Stosy;
W takim podejéciu zanim uzyjesz generatora new Stosy lub bloku prefiksowanego
Stosy(...) block .. end;
musisz utworzy¢ typ ELA — parametr aktualny i funkcje eq — funkcje charak-
terystyczna relacji rownoséi, a wiec funkcja eq ma miec odpowiednie wlasnosci.
Teraz
Stosy(ELA ,eq) block ... end
powinno zadziata¢ poprawnie — algorytm wewnatrz tego bloku realizowany w
srodowisku Stosy(ELA,eq). Tzn. elementy maja by¢ typu ELA i do poréwny-
wana elementow wykorzystuje sie funkcje eq.

A wiec na uzytkownika klasy Stosy naklada sie obowiazki ...
Inaczej mozna tak

Przyklad 15.2. Typ Fl joko atrybut abstrakcyjnej klasy Stosy.
unit Stosy: class;

unit El: class;

unit virtual eq: function(el, e2: El):Boolean; ... end eq

end El;

unit Stos: class; ... end Stos;

push: function(e:El, s: Stos): Stos;

end push;

pop

end pop;

end Stosy;
W takim podejsciu trzeba rozszerzyc deklaracje
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unit MojeStosy: Stosy class;
MojeEl: El class;
unit virtual eq: function(el,e2: MojeEl): Boolean; ... end eq;
MojeEl,
end MojeStosy;
Tu tez musze pamietac czego oczekuje sie od funkcji eq.
Wada: jak zapanowa¢ nad tym co bedzie wstawiane do stosu?

Drobna modyfikacja powyzszego podejscia polega na zabronieniu rozszerzenia
typu MojeEl w sposéb dowolny.

Przyklad 15.3. Typ zabezpieczony przed ...?
unit Stosy: class;
unit El: class;
unit virtual eq: function(el, e2: El):Boolean; ... end eq

end El;

unit Stos: class; ... end Stos;

push: function(e:El, s: Stos): Stos;

end push;

pop

end pop;

end Stosy;
W takim podejsciu trzeba rozszerzy¢ deklaracje
unit MojeStosy: Stosy class;
MojeEl: El class;
unit virtual eq: function(el,e2: MojeEl): Boolean; ... end eq;
begin
if not (this El is MojeEl) then raise ExceptionEB fi;
MojeEl,
end MojeStosy;
Teraz do kolejki wchodza tylko obiekty typu MojeEl.
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Kolejki

Struktura kolejek wystepuje w tak wielu zastosowaniach komputeréow i w roz-
maitych elementach systeméw operacyjnych, baz danych, protokotach komu-
nikacyjnych, etc, ze musimy sie jej przyjrzeé blizej.

Struktura kolejek jest bliska strukturze stosow. Widzielismy wczesniej [15.1]
ze tatwo zaimplementowaé interfejs stosow realizujac w istocie system kolejek.
Dzieje sie tak 1 w druga strone: po podaniu interfejsu I kolejek mozna podaé
klase bedaca modelem struktury stoséw, ktoéra bedzie implementowaé ten inter-
fejs.

Czym jest wiec struktura kolejek?

Definicja 16.1. Kazda struktura algebraiczna spetniajgca nastepujgce warunki
(U) Uniwersum struktury jest sumag dwu roztgcznych zbioréw E 1 Q, ENQ = 0,

(S) Sygnatura struktury zewiera operacje f,g,h i relacje e, =g, =¢ takie, Ze
fEXxQ—Q
9:Q—=Q
h:Q—FE
oraz
em: Q — {true, false}

=g: E X E — {true, false}
=0: Q x Q — {true, false}

(A) Aksjomaty. Struktura zapewnia prawdziwo$é nastepujgcych formut
$1) VeerVseq —em(f(e, 8))
$2) VeeEVseq em(s)
53) VeeEvseQ em( )
54) vtf:‘GEVSEQ _'em(s)
$5) VeerVseq —em(s)
$6) Vseg{while —em(s) do

jest strukturg kolejek (FIFO).

—

—
:>
—

Zazwyczaj zbiér E nazywamy zbiorem elementéw a zbior @) zbiorem kolejek.
Operacje f, g, h nazywane sa zazwyczaj: put, get, first, po polsku: wstaw, usuri,
pierwszy. Funkcja boolowska em sprawdza czy kolejka jest pusta. Mozna tatwo
sprawdzi¢, ze dwie znane implementacje kolejek spelniaja te definicje.

167
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Przyklad 16.2. Rozwazmy nastepujgcq klase
unit KolejkiT: class;
unit Element: class ;
end Element;
unit Kolejka: class;
var T: arrayof Element, i,j: integer;
begin
array T dim (1:50);
end Kolejka;
signal EmptyError, FullError;
put: function(e: Element, s: Kolejka): Kolejka;
begin
if j<>50 then s.T(s.j) := e; s.j := s.j+1; result:=this Kolejka
else raise FullError fi;
end put ;
first: function(s: Kolejka): Element;
begin
if not em(s) then result := s.T(s.i);
else raise EmptyError fi

end first ;
get: function(s: Kolejka): Kolejka;
begin
if not em(s) then s.i := s.i+1; result:=this Kolejka
else raise EmptyError fi
end get ;
em: function(s: Kolejka): Boolean;
begin
result := s.i=s,j
end em ;
end KolejkiT;

Bardziej “obiektowo” wyglada ta sama idea kolejki zapisana w ten sposéb.

Przyklad 16.3. Zamiast klasy KolejkiT mozna rozwazaé klase KolejkiT2. W
tym przypadku mowimy o metodach put, get, first i em klasy Kolejki. Zauwaz, Ze
obliczanie wartosci wyrazen obiektowych wymaga przekazywania mniejszej liczby
parametrow.
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unit KolejkiT2: class;
unit Element: class ;
unit virtual equal: function(e: Element): Boolean; ... end equal
end Element;
unit Kolejka: class;
var T: arrayof Element, i,j: integer;
put: procedure(e: Element );
begin
if j<>50 then T(j) :=&; j := j+1
else raise FullError fi;
end put ;
first: function: Element;
begin
if not em(s) then result := T(i);
else raise EmptyError fi
end first ;
get: procedure;
begin
if not em(s) then i := i+1;
else raise EmptyError fi
end get ;
em: function : Boolean;
begin
result := (i=j)
end em ;
begin
array T dim (1:50);
end Kolejka;
signal EmptyError, FullError;
end KolejkiT2;
W tym przypadku trzeba zmienic ortografie wymagan. Np. warunek
—em(s) = first(s) =g first(put(e,s))
zapiszemy tak
—s.em = s.first.equal(s.put(e).first)
Nietrudno zavwazyé, zZe tak zmienione aksjomaty kolejek sq spetnione przez klase
KolejkiT?2.

Z taka klasa KolejkiT2 mozna pokusi¢ sie o jej zastosowanie.

Przyklad 16.4. Ten blok wykorzystuje klase KolejkiT2 (i rownoczesnie rozwija

klase Element) w celu ...

KolejkiT2 block

Elem: Element class;
unit virtual equal: function; ... end equal;

end Elem;
k1, k2: Kolejka, e:Elem;

begin
kl:=new Kolejka; k2:= new Kolejka;
e:=new Elem(...);
k1.put(e);
k2.get;

end

Zauwazmy, ze z pary obiektow klasy Kolejki mozemy stworzy¢ stos. (Podob-
nie z pary obiektow klasy Stos mozemy zbudowaé kolejke.) Te zwiazki ukazuja
wiez taczaca pojecia stosu i kolejki.

Przyklad 16.5. Kolejki jako listy

Te modele teorii kolejek LIFO sa algorytmicznie nieodréznialne tzn. dla
dowolnej formuly algorytmicznej «, formula ta jest spelniona w implementacji

| uzupehnié
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(tj. modelu) KolejkiT wtedy i tylko wtedy gdy jest spelniona w modelu Kole-
jkiL. Sformulujemy twierdzenie wzmacniajace te obserwacje. Niech E bedzie
dowolnym zbiorem wyposazonym w relacje rownosci =g spelniajaca aksjomaty
rownosci: zwrotno$é, przechodnio$é i antysymetrie. Rozwazmy zbior Fseq(E)
skoriczonych ciggow elementow ze zbioru E. (Ciag pusty 0§ € Fseq(F).
Para (F, Fseq(E)) rozpatrywana z nastepujacymi operacjami jest modelem
teorii kolejek.

Niesprzecznosé.
Model standardowy kolejek
Tw. o reprezentacji
Aksjomatyzacja pierwszego rzedu ma modele patologiczne.
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Zbiory skonczone

W wielu programach operacjami dominujacymi sa operacje na zbiorach skoric-
zonych. Komputer w naturalny sposéb operuje na liczbach. Jednak wiekszo§é
oprogramowania wymaga przechowywania i odszukiwania informacji. Informa-
cja ta jest oczywiScie zawarta w pewnym zbiorze skoficzonym. W zalezno$ci od
zadania jakie program ma rozwiazywac zbiér skoniczony bedzie implementowany

Ostatnio przyjeto sie mowié o kontenerach (ang. container) jako pojemnikach
mieszczacych skoniczone zbiory obiektc’)wﬂ Zastanéwmy sie jak ma wygladac
specyfikacja pojecia kontener.

17.1 Specyfikacja konteneréw

Po doswiadczeniach ze struktura stoséw spréobujemy podaé definicje aksjomaty-
czng struktury kontenerow.

Definicja 17.1. Kontenerem nazywamy strukture algebraiczng K, ktdrej uniw-
ersum sktada sie z dwu roztgcznych zbioréw E i S, ENS = 0. W strukturze tej
mamy nastepujgce operacje i,d,a oraz predykaty r,p,c,q.

K=(EUS;ida,rp,cq)
Sygnatura tej struktury jest wyliczona ponizej

i:ExS— S
d:ExS— S
a:S—F

Relacje
r: Ex E— By
p: S — By
CZEXS—>B0
q:SXS%BO

LW latach 1970 uzywano stowa dictionary [?]
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Aksjomaty struktury konteneréw sq nastepujgce
k-l) vet’:’E stS (C(ea i(ea 5)) A v(z’EE/\e/;:ée (C(ela 5) <~ C(elv i(e, 5)))

k2) VecrVses (mc(e,d(e, s)) AVecpnere(c(e,s) < c(€,d(e, s)))
k‘?) VSGS(p(S) ~ veEE —\c(e, S))
ki) —(p(s) = cla(s),s))

block

var bool : Boolean, sl : S
begin

sl :=s; bool := false;

while —bool A —p(sl) do

k5) VeerVses cle,s) & bool

el := a(sl);

bool :=r(el,e);

s1:=d(el, s1)
od

end

k6) Vses {while —p(s) do s:=d(a(s),s) od} p(s)
k7)  q(s,s') © Veer(cle,s) < c(e, s'))

k8) Veecr r(e,e)

k9) Veeer r(e€) e r(e, e)

k10) Vee erer (rle,e) Ar(e,e”)) = r(ee”)

Tak jak zwykle nasuwaja sie dwa pytania

1. Czy istnieja jakies kontenery? Czyli, czy zbior formut k1) - k10) jest
niesprzeczny?

2. Czy definicja kontenera wyklucza niepozadane struktury? Czy modelami
zbioru aksjomatéw sg tylko takie struktury jakie akceptuje nasza intuicja?

Zacznijmy od nastepujacego twierdzenia
Twierdzenie 17.1. Zbior aksjomatow k1) — k10) jest niesprzeczny.

Dowdd. Dowod polega na pokazaniu modelu dla tego zbioru. Niech E bedzie

dowolnym zbiorem, niech =g oznacza relacje identycznosci w zbiorze E.
Rozpatrzmy zbior Fin(E) wszystkich skoriczonych podzbioréw zbioru FE.

Przyjmiemy nastepujaca interpretacje symboli sygnatury kontenera:

i(e, s) ‘ d(e, s) ‘ a(s) ‘ p(s) ‘c(e,s) ‘ q(s,s")
sU{e} | s\{e} |a(s)es|s=0] eccs |s=s5

Latwo widag, ze wszystkie aksjomaty konteneréw sg w tej interpretacji prawdziwe.
Wyjasnienia wymaga jedynie interpretacja operatora a, funkcja ta nazywana
bywa selektorem. Istnienie funkeji a: (Fin(E)\ @) — E wynika z nastepujacego
twierdzenia teorii zbiorow, ktére tradycyjnie nazywane jest Aksjomatem wyboru
dla zbiorow skonczonych

Tw. ACF Dia kazdego zbioru X istnieje funkcja f przyporzedkowujgca kazdemu
niepustemu, skoriczonemu podzbiorowi zbioru X, jeden element x € X. por. [33]
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Dowdd twierdzenia ACF jest efektywny, nie wymaga pewnika wyboru.
Podsumowujac, stwierdzamy, ze zbior formut k1) - k10) jest niesprzeczny. [

Struktura algebraiczna opisana powyzej nazywana bedzie modelem standar-
dowym.

Wspomnieli§my wczesniej, ze znanych jest wiele réznych modeli teorii kon-
teneréw.
Tablice
Jesli wiadomo, ze zbiér E jest pewnej nieduzej mocy, powiedzmy card(E) <
1000 to kazdy podzbiér zbioru F mozna zapisa¢ w tablicy Boolowskiej o 1000
elementach. Operacje wstawiania, usuwania i wybierania elementu beda szy-
bkie, ich koszt nie przekroczy c * 1000, gdzie c jest pewna stala. Podobnie
bedzie ze sprawdzaniem czy element e nalezy do zbioru s i czy zbidr s jest
pusty. Ten sposéb przedstawiania zbioréw wystepuje w jezyku Pascal.

Zadanie 17.1. Napisz klase implementujgca strukture konteneréw w tablicach
i oszacuj koszt kazdej operacyi.

Klopot wystepuje gdy licznosé zbioru F jest duzo wieksza lub gdy rownoczesnie

chcemy przechowywac wiele podzbioréw zbioru E. Wtedy koszt operacji staje
sie zbyt wielki.
Jezeli w dzialaniach na podzbiorach zbioru F nie wystepuje operacja mb(e, s)
sprawdzania przynaleznos$ci elementu e do zbioru s i ponadto wiadomo, ze op-
eracja usuwania elementu del(e, s) odnosi¢ sie bedzie zawsze do tego elementu
e, ktory do zbioru s zostal wstawiony najdawniej, to najlepiej przedstawic¢ kon-
tener w postaci kolejki 77.

Zadanie 17.2. Napisz klase implementujgcq strukture konteneréw w kolejkach
1 0szacuj koszt kazdej operacyi.

Stosy warto przyja¢ jako implementacje kontenera gdy operacja mb(e, s)
ogranicza sie do sprawdzenia czy element e jest réwny wierchotkowi stosu i gdy
wiadomo, 7e operacja usuwania elementu zawsze odnosi¢ sie bedzie do elemntu
ostatnio wpisanego do stosu.

Zadanie 17.3. Napisz klase implementujgca strukture konteneréw w stosach i
oszacuj koszt kazdej operacyi.

Hash tables

Liczba réznych modeli pojecia kontenera jest nieograniczona.
Skad wiadomo, Ze nie istnieje model zbioru formut k1 — k10) patologiczny, nieod-
powiadajacy naszej intuicji? Na to pytanie odpowiedzi udziela nastepujace

Twierdzenie 17.2. Kazda struktura algebraiczna K = (E'U S;i,d,a,r,p,c, q)
bedgca modelem kontenera jest izomorficzna z modelem standardowym nad zbiorem

E.

Dowdd. Dla dowodu nalezy pokazaé, ze istnieje taka funkcja f: S — Fin(E),
ktora jest réoznowartodciowa i na, i taka, ze spelnione sg nastepujace rownosci
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Definiujemy funkcje f w ten sposdb

F(s) L e € E:mble,s)}

Funkcja f jest roznowartoSciowa poniewaz ...

Funkcja f odwzorowuje zbior S na zbiér Fin(E) poniewaz ...

Funkcje a: definiujemy ...

Yatwo sprawdzic, ze zachodza rownosci ... O

Istnieje wiele struktur spelniajacych te definicje. Programistéw interesuja
struktury, ktére zaimplementowano jako klasy. W niemal kazdym podreczniku
Algorytméw i struktur danych znajdziesz mnoéstwo przykladow struktury kon-
tener.

Programy wykorzystujace strukture kontenera beda dziataé¢ szybciej jesli
koszt operacji wymienionych w powyzszej definicji jest maly. Powstalo wiele
implementacji struktury kontener. Na ogél, implementacje te wykorzystuja
strukture drzewa i wtedy koszt pojedynczej operacji jest proporcjonalny do log-
arytmu liczby elementéw zawartych w kontenerze.

17.2 Definicja instrucji forall

Programisci odczuwaja potrzebe instrukceji podobnej do polecenia for, ale pozwala-
jacej na powtoérzenie pewnych instrukcji dla kazdego elementu z pewnego skonc-
zonego zbioru S. W tym rozdziale przedstawimy pewien sposéb realizacji polece-
nia foreach. Container moze zawiera¢ taka klase.
unit forall:class;

var e: Elem;

begin
if not empty() then
e := first();
while not at_last() do
INNER;
e := next()
od
fi
end forall;

Zastosowanie

Ponizsza instrukcja bloku prefiksowanego powtorzy <moje instrukcje> dla kazdego
elementu e znajdujacego sie w biezacej instancji containera. Jest wskazane by
intrukcje te postugiwaly sie zmienng nielokalng e.

Jest rowniez wskazane by instrukcje te nie zmieniaty tej zmiennej - dokladniej
by nie wykorzystywaly polecen first() ani next().

Co z instrukcjami ins oraz del? Moga one zmieni¢ strukture kontenera i spowodowaé
pominiecie lub powtorzenie iterowanej instrukcji.
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pref forall block
begin
<moje instrukcje>
end
Ta instrukcja jest réwnowazna nastepujacej instrukeji.
block
var e: Elem;
begin
if not empty() then
e := first();

while not at_last() do
<moje instrukcje>;
e := next()
od
fi
end (* forall *) ;

Jesli chcemy udowodnié, ze instrukcja <moje instrukcje> zostanie powtor-
zona dla kazdego elementu znajdujacego sie w kontenerze - w chwili rozpoczecia
instrukcji forall
to musimy wykazaé, ze spelnione sa pewne dodatkowe warunki:
jakie?

)

Trzeba zbadaé¢ inne warianty:
- unit forall: class(inout a:Elem, c: Container); ...
lub
- unit forall: class(a: Elem); ...

end Container;

17.3 Antoniego Kreczmara kontener obiektow

VLP — maszyna wirtualna Loglanu zarzadza obiektami klas i tablic, jakie pow-
staja podczas wykonywania programu. System AK por.[10] obiektow rozni sie
od konteneréw omawianych wczedniej.

Definicja 17.2. System obiektow Loglanu jest to struktura algebraiczna
AK = (Fru SU{none};r,a,i,d,m,k, eg)

taka, Ze jej uniwersum jest unig roztgcznych zbioréw Fr i S oraz {none}. Op-
eracje sq nastepujgce:

r:S— Fr

a:S— Fr

i: FrxS— S

d: FrxS— S

m: Fr x S — {true, false}

k:FrxS8—S8

eesS
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We shall consider variables of type F'r - for frames, usually denoted by f, f', ...
and of type S - for states,usually denoted by s, s, ....
The set of functors and predicates of the theory’s language consists of:

and two constants none ¢ {Fr U S} and eS € S. The value of any variable
f of type Fr is a frame, or none.

Aksjomaty specyficzne teorii ATHM  podane sq ponizej
HM,) Vses =m(r(s),s)

Dla kazdego stanu s € S, operacja r(s) zwraca nowa ramke nie nalezgea do zbioru s
HM;) Vyerr ~m(f,es)
stan poczgthowy eg jest pustym zbiorem ramek
while s # eg do

HM3) Ves s:=d(a(s),s) (s=egs)
od

Dla kazdego stanu s, powyzszy program while koriczy obliczenie, o wiec kazdy stan jest

skonczonym zbiorem ramek.

HMy) Vses s # es = m(a(s), s)
Dla kazdego niepustego stanu s, funkcja amb zwraca jakg$ ramke naleigcq do tego
stanu s.

HM5) Ve Vses{s = i(f,s)}(m(f,s") ANVpecr(f' # f = m(f,s) &
m(f',s"))

operacja ins dodaje ramke f do stanu s

HM;) vf(ef;rvf)ef{s/ = d(f,8)}(om(f, ) ANVper(f # f = m(f's) <

operacja del usuwa ramke f fze stanu s.

begin
sl :=s; bool := false;
while s1 # e A —bool
do
HM;) m(f,s) & f1:=a(sl); bool
if f = f1 then bool := true fi;
sl:=d(f1,sl);
od
end

Powyzsza formuta definiuje relacje member w terminach operacji a,d i e. To nie jest
implementacja tej relacji. A. Kreczmar podal sposéb obliczania odpowiedzi o koszcie
statym.

HMg) Operacja kill jest scharakteryzowana przez aksjomaty o nastepujgcym schemacie.
Wiskaznik k moze byé dowolng liczbg naturalng wiekszq od zera k > 0. Niech 1 < i < k.

((fi=..= fu) Am(f1,8) = [ :=k(fi,s)] (f1 = ... = fr = none)

precondition statement postcondition
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Kazda formula tej postaci jest aksjomatem. Stwierdza ona, e operacja kill w jednym
ruchu anuluje wszystkie odnosniki do obiektu wskazywanego przez te zmienng f;.

I rzeczywiscie w systemie Kreczmara koszt operacji kill jest staty.
HM9) VsesVierrm(f,s) = f # none
HM‘ZO) vS,S/GS S =g S/ = VfGF(m(fv S) ~ m(f7 S/))

17.3.1 WilasnoSci specyfikacji HM

One can investigate the properties of the specification itself. We are able to state
an important metatheorem about the system of axioms in HM. The following
theorem was not formulated in [10]. H. Oktaba proved a theorem on consistency
for a similar set of axioms [?], basically it was the set {HM; - HM; }.

Twierdzenie 17.3. (on consistency of the set {HM1-8} )
The system of axioms HMy, — HMg has a model.

For a sketch of the proof see the Appendix A. The model constructed in the
proof will be called the standard model.

H. Oktaba proved another important fact:

Twierdzenie 17.4. (representation theorem)
Every two models of the axzioms HM; — HM; are isomorphic, up to implemen-
tation of operations amb and res, to the standard model.

The meaning of the theorem is: the operations ins, mb, are precisely described
in the set of axioms, when the description of properties of operations res and
amb was left understated. This was done intentionally, for there are various
possibilities how to treat the released memory and how to choose where(address)
to allocate a new object.. Everybody agrees that the operations res and amb
may be implemented in several versions. Many different implementation of res
(respectively amb) operation allows to prove that the requirements mentioned
in the axioms HM; and HM, are satisfied. Therefore, it is not easy to prove the
representation theorem for the axioms HM; — HM;g. One must decide on his

choice of the res operation — how it will be implemented in one system, while

other systems may prefer different solution. O8] 27y S

17.3.2 Odmiany ukladu aksjomatow

Czy uproszczenia jakie przyjeliSmy formulujac powyzsze aksjomaty sg istotne?
Zauwazmy:

e Mozna rozwazy¢ nieco zmieniong operacje res rezerwuj. Operacja res
ma teraz parametr appetite definiujacy rozmiar potrzebny dla utworzenia
obiektu. Modyfikujemy w odpowiedni sposob sygnature res : S X N — Fr
prowadzi to do nowego (niesprzecznego) uktadu aksjomatow.

e Kolejne rozszerzenie naszego systemu HM moze byé¢ zdefiniowane gdy
opisujemy wewnetrzna strukture obiektu. (Ta struktura jest wyznaczona
przez deklaracje odpowiedniej klasy). Takie rozszerzenie teorii HM jest
takze teorig niesprzeczng.
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Do tej pory nie bylo potrzeby wprowadzania operacji od$miecania. W modelu
naszej abstrakcyjnej teorii zbior ramek Fr jest izomorficzny ze zbiorem liczb
naturalnych. Bardziej realistyczna wersja teorii powinna wprowadzi¢ postulat,
zbiér Fr jest skoniczony. W tym przypadku powstaje potrzeba od$miecania
(ang. garbage collection).

W jaki sposob wyrazi¢ wlasnosé zbidr Fr ramek jest skoriczony? Nietrudno
odgadnadé, ze ponizsza formula jest dobrym kandydatem:
HM11)  3gesiVerrmb(f, so)
Co czytamy tak: 2zbidr ramek wypelnia pewien stan, a wiec Fr jest zbiorem
skoriczonym.
Taki zbiér aksjomatow HM; — H My, jest sprzeczny.

Zadanie 17.4. 1. Wykaz to.

2. Napraw to, tzn. podaj niesprzeczny uktad aksjomatow.
Wskazowka. Wprowadz predykat full tj. petny.



Rozdzial 18

Kolejki priorytetowe

Pojecie kolejki priorytetowe jest zblizone do pojecia kontenera. Méwimy o kole-
jkach priorytetowych gdy zbiér E elementéow jest wyposazony w dwie relacje:
=p — relacje rownosci oraz relacje < porzadku w zbiorze E.

Kolejki priorytetowe maja niewiele wspoélnego z kolejkami w zwyklym sensie tj.
kolejkami FIFO. Nie sg znane implementacje kolejek priorytetowych inne niz w
drzewach.

18.1 Pojecie kolejki priorytetowe]

Definicja 18.1. Kolejka priorytetowa nazywamy strukture algebraiczng KP,
ktorej uniwersum sktada sie z dwu roztgcznych zbioréw E S, ENS = .

KP = (EUS;i,d,m,r,<,p,c,q)

W strukturze tej mamy nastepujgce operacje i,d, m oraz predykaty r,<,p,c,q.
Sygnatura operacji jest wyliczona ponizej

i:ExS— S
d:ExS— S
m:S— FE

Relacje

r: Ex E — By
<:Ex E— By
p: S — By

c: ExS— By
q: S xS — By

179
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Aksjomaty struktury kolejek priorytetowych
k-l) vet’:’E stS (C(ea i(ea 5)) A v(z’EE/\e/;:ée (C(ela 5) <~ C(elv i(e, 5)))
k2) VecrVses (c(e,d(e, s)) AVecpnere(c(e,s) < c(€,d(e, s)))
k3)  Vses(p(s) © Veen c(e, s))
k4)  Vses(mp(s) = c(m(s),s))
k5)  VeerVses (cle,s) = —(e <mf(s)))

block
var bool : Boolean, sl : S

begin
sl :=s; bool := false;

while —bool A —p(s1) do

k6) VeerVses cle,s) & bool

el :=m(sl);

bool :=r(el,e);

sl :=d(el, s1)
od

end

k7)  Vses{while —p(s) do s :=d(m(s),s) od} p(s)
k8) Vssesq(s,s') e Veep(cle,s) < cle,s))

k9) Vecr r(e,e)

k10) Veeecr r(ee) < r(e,e)

k11) Vee erer (r(e,e)Ar(e,e”)) = r(e,e”)
k12) Vecpe<e

k13) Veecre<e Ne <e = r(e,¢e)

k14) Vee erep (e<e Ne <e') = e<e”

Koniec definicji kolejki priorytetowe;j.

18.2 Niesprzeczno$é, tw. o reprezentacji, modele

Ta specyfikacja kolejek priorytetowych jest niesprzeczna.
Twierdzenie 18.1. Zbior formut k1) — k14) posiada model.

Dowdd. Dowod tego twierdzenia przebiega podobnie do dowodu twierdzenia
Niech F bedzie dowolnym zbiorem, uporzadkowanym przez relacje <g,
niech =g oznacza relacje identycznosci w zbiorze E.

Rozpatrzmy zbior Fin(E) wszystkich skoriczonych podzbioréw zbioru FE.
Przyjmiemy nastepujaca interpretacje symboli sygnatury kontenera:

ie,s) | dle,s) | m(s) | rlee) | e<e | p(s) | cle,s) | qls,s)
sU{e} | s\{e} | min(s) |e=pe [e<pe |s=0] ces | s=g¢

Przy takiej interpretacji symboli kazda formuta ze zbioru k1) — k14) jest pra-
wdziwa. O
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Strukture algebraicznag F U Fin(E) z dzialaniami opisanymi w powyzszej
tabelce bedziemy nazywaé standardowym modelem kolejek priorytetowych wyz-
naczonym przez zbiér E.

Twierdzenie 18.2. Kazda kolejka priorytetowa B jest izomorficzna z stan-
dardowym modelem kolejek priorytetowych wyznaczonym przez zbior elementow
struktury B.

Dowdd. Dowdd przebiega w sposob podobny do dowodu twierdzenia [I7.2] O

18.3 Zastosowania

Oba znane algorytmy budowania drzewa rozpinajacego grafu: algorytm Kruskala
ialgorytm Prima wykorzystuja strukture kolejki priorytetowej, algorytm Chartresa
znajdowania kolejnej liczby pierwszej, algorytm Dijkstry znajdowania najkrétszj
Sciezki w grafie, zarzadzanie zdarzeniami w klasie Simulation,
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Rozdzial 19

Drzewa BST

Przyjmujemy, ze dany jest zbiér E uporzadkowany przez relacje <. W praktyce
programistycznej mamy najczesciej do czynienia ze zbiorem rekordéw, takim,
ze klucze przypisane rekordom sa uporzadowane przez pewng relacje zwrotna,
przechodnia i antysymetryczng less.

Drzewa binarnych poszukiwan sg znane od potowy XX wieku. Stosowanie
drzew BST umozliwia szybkie wykonanie nastepujacych operacji.

Kazda implementacja drzewa BST pozwala zaimplementowaé kolejke prio-
rytetowa.
PLAN

1. definicja (algebry) struktury drzew BST,
aksjomaty

model standardowy - S-wyrazenia
model klasa Node,

wtlasnosci struktury BST

S o e W

implementacja kolejek PQ

19.1 Struktura drzew BST?

Niech E oznacza zbiér uporzadkowany przez relacje <g, zwrotna przechodnia i
antysymetryczng. Roéwnosé =g elementéw zbioru E ...

Definicja 19.1. Struktura drzew binarnych poszukiwan nazywamy system al-
gebraiczny

BST = (EU BST U {none};v,l,r,n,ul,ur;m, <,=)

gdzie
v jest jednoargumentowa operacja typu (BST — E)
I, 7 s3 jednoargumentowymi operacjami typu (BST — {BST U {none}})
n jest jednoargumentowa operacja typu (E — BST)
ul, ur sa dwuargumentowymi operacjami typu (BST x BST — BST)
m jest funkcja charakterystyczna relacji m: F x BST — By

183
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Ponadto, dla dowolnego e € E i dowolnych drzew ni,ny € BST prawdziwe sq
nastepujgce wtasnosci ( AKSIOMATY ):
bst1) wv(n(e)) =eAl(n(e)) = none Ar(n(e)) = none

begin

nl := n; continue := true;

while (nl # none) A continue

do

if e = nl.val then continue := false

bst2) S else true
if e < nl.val then nl :=nl.l
else nl :=nl.or fi

fi;
done
end
begin

nl := n;result :== false;

while—result A nl # none
do

if e = nl.v then result := true
bst3) m(e,n) < M : else result

if ¢ < nl.w then nl :=nl.l
else nl :=nl.r fi

fi
done
end
bst{) m(e,nl)=e<wv(n)
bst5) m(e,n.r)=v(n) <e
bst6) (n=n'"=n=none=n')V(nv=n'vAnl=n"lAnr=n'r))
K : begin
n2:=n';
while n2.r # none
do
_ 1 _ !
bst7)  (nor=n"Anv=eA( "2 = N9 bol V n' = none))
done;
bol :=n2.v < n.v
end

= {n3:=ul(n/,n)}(n3.r=n" An3v=eAndl=n')

L : begin
n2:=n';
while n2.l # none
do
n2 :=n2.l
done;
bol :=n.v <n2.w
end
= {n3:=ur(n’,n)}(n3.r =n’ An3.v =eAn3.l =n")

bst8) (nl=n"Anwv=eA( bol V n' = none))
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bst9)  aksjomaty liniowego porzgdku < i réwnodci =

bst10) aksjomaty o Exception - do wymyslenia

Bedziemy takze bada¢ zbiér konsekwencji przyjetego uktadu aksjomatow.

Definicja 19.2. Algorytmiczng teorig drzew binarnych poszukiwan nazywaé
bedziemy zbior konsekwencji wyznaczony przez zbior formut Bst = {bst1, ..., bst10}.

ATBST = C(Bst).

Lemat 19.1. M oznacza program wystepujgcy w aksjomacie bst2. Wtasnosé
stopu tego programu jest twierdzeniem teorii ATBST .

ATBST F M true

Dowdd. Latwo zauwazy¢, ze program M ma obliczenie skoriczone wtedy i tylko
wtedy gdy obliczenie skoniczone ma program S. Z twierdzenia o pelnosci wynika
istnienie dowodu dla formuly Mtrue. Mozna jednak latwo wykazaé istnienie
dowodu na innej drodze. Zauwazmy, ze dla kazdej liczby naturalnej ¢ € N
ponizsza implikacja jest tautologia.

nl := n; continue := true;
if (nl # none) A continue
then

if e = nl.val then continue := false
else true =
if e < nl.val then nl :=nl.l
else nl :=nl.rfi
ﬁ.

)

nl := n;result := false;
if (nl # none) A —result
then
if e = nl.val then result := true
else true (19.1)
if e < nl.val then nl :=nl.l
else nl:=nlrfi
fi;
fi

Dowo6d tego mozna przeprowadzié¢ przez indukcje. Dla i = 0 mamy oczywiscie

F {nl := n; continue := true}true = {nl:=n; result := false}true

| czytelniej prosze

Zalozmy, ze istnieje dowod dla implikacji[19.1].. Zapiszmy jej schemat
FA{N; (if v then M fi)'}rue = {K; (if 0 then L fi)'}true

Wykorzystujac wylacznie rachunek zdan sprawdzamy ze tautologia jest tez for-
muta postaci

FA{N; (if v then M fi) ™ Yrue = {K; (if § then L fi)" ™ }true
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Stad wnioskujemy, ze dla kazdego i € N jest tautologia formuta
FA{N; (if v then M fi)" ™ Mrue = {K; (while § do L od)}true

W dowodzie wykorzystujemy aksjomat Ax21 logiki algorytmicznej Wiedzadc]—_

ze dla kazdego ¢ € N formula o powyzszej postaci jest tautologia mozemy zas-
tosowac regule R3 [81]1 otrzymujemy ze implikacja ?7 jest tautologia. Dowod
koniczy zastosowanie reguty odrywania R1. O

19.2 Modele. Tw. o niesprzeczno$ci

Opisana powyzej teoria ATBST ma wiele modeli. Ponizej przytoczymy dwa
takie modele. Sformultujemy i udowodnimy twierdzenia: o niesprzecznosci zbioru
aksjomatow bst1) — bst10) oraz twierdzenie o reprezentacji.

Model standardowy

Przyktadem struktury drzew BST jest zbior S-wyrazen z odpowiednio okreslonymi
operacjami.

Przyklad 19.3. Niech E bedzie zbiorem uporzqdkowanym przez relacje <.
Zbior S-wyrazen nad zbiorem E jest to najmniejszy zbior wyrazen S taki, zZe

e) dla kazdego e € E napis (()e()) nalezy do zbioru S,

c) jesli napisy t1 i ta nalezqg do zbioru S, e € E i ponadto najwickszy element
zbioru E wystepujgcy w napisie t1 jest mniejszy od e oraz majmniejszy
element zbioru E wystepujgcy w napisie to jest wiekszy od e, to napis
(t1eta) nalezy do zbioru S

W zbiorze S-wyrazeni okreslamy nastepujgce dziatania

new(e) = ((e()) dla dowolnego e € E

val(ty ety

)
)
left(t1 etg) = tl
)
)

e

Tight(tl ets = {9
(tets) wittw (tety) jest elementemn zbioru S
upl(t, (fretz) { nieokreslony  w pozostatych przypadkach
_ (t1et) witw (t1 et) jest elementem zbioru S
upr(t, (fretz)) = { nieokreslony  w pozostatych przypadkach

jest strukturg drzew BST.
Zauwaz, ze kazde wyrazenie ze zbioru BST mozna narysowaé jako drzewo.

[ Praykiad 19.4.

Twierdzenie 19.2. (0 niesprzecznodci)
Zbidr aksjomatow bst1) — bst8) posiada model.
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Dowdd. Rozwazmy nastepujaca interpretacje
n ‘ 1 ‘ T ‘ v ‘ ul ‘ ur
new | left | right | val | upl | upr

Strukture opisana powyzej nazywac¢ bedziemy modelem standardowym teorii
BST.

Twierdzenie 19.3. (o reprezentacji)
Kazdy model teorii BST jest izomorficzny z pewnym modelem standardowym.

Model obiektowy

W programach, struktura drzew binarnych poszukiwan jest implementowana na
podstawie nastepujacej lub podobnej deklaracji klasy.

unit Node: class(e: E);
var |,r: Node
end Node

gdzie E jest nazwa pewnej klasy opisujacej typ obiektow klasy E. Zaktadamy,
ze deklaracja tej klasy zawiera dwie deklaracje funkcji definiujace: relacje <
E

porzadku w zbiorze obiektéw typu E, oraz relacje réwnosci W tym samym
zbiorze. 7 ta niepozorng deklaracja klasy wiaze sie nastepujaca struktura

danych

(E'U Node,v,l,r,new,ul, ur,isnone, <, 1§>
E

gdzie ...

Witasnosci klasy Node sa zbyt liberalne na nasz gust. Pozwalaja na stworzenie
dowolnego grafu. Zaradzimy temu modyfikujac powyzsza deklaracje.
Zmodyfikowana klasa Node, modyfikator private (tj. hidden) nie pozwoli na
dowolne manipulacje na atrybutach klasy node. Oferowane metody wl i ur za-
pewniaja, ze wynik modyfikacji atrybutu bedzie znowu drzewem BST.
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ALGORYTM 19.5.
unit Node: class(e: E);

(* private *)hidden el r;
var |,r: Node
unit cl : function: Node;
begin
result := |
end cl;
unit ul: procedure(nl: Node);
begin
if max(nl) < e then :=n1 else raise SigA fi
end ul;
unit cr : function: Node;
begin
result :==r
end cr;
unit ur: procedure(nl: Node);
begin
if min(n1) > e then r:=nl else raise SigA fi
end ur;
unit max : function(n: Node): E;
var n2: Node
begin
n2:=n;
while n2.r # none do n2 :=n2.r od;
result := n2.e
end max;
unit min : function(n: Node): E;
var n2: Node
begin
n2:=n;
while n2.l # none do n2 :=n2.| od;
result ;= n2.e
end min
end Node

Zadanie 19.1. Czytelnik zechce sprawdzié, ze wszystkie formuty bstl — bst10)
sq prawdziwe przy takiej interpretacyi.

19.3 Rozszerzenie struktury BST

Strukture BST wzbogacimy o kilka definicji, uzasadniajac ich poprawnosé.

Definicja 19.6. Operacja min zwraca najmniejszq wartosé zapisang w drzewie
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n.
if n # none
then
min(n) g nl:=mn; nlw

while nl.l # none do nl :=nl.l od
else raise SigRefToNone
fi

Lemat 19.4. Dla dowolnego n takiego, ze n # none, wartosé min(n) jest
okreslona.

Dowdd. Dla dowodu wystarczy zaobserwowaé, ze w dowolnym modelu teorii
ATBST, kazde obliczenie ponizszego programu

while n1 # none do nl :=nl.l od

jest udane i skonczone. Jest to konsekwencja twierdzenia o reprezentacji
19.3] Fakt ten mozna tez udowodnié¢ formalnie wyprowadzajac formute stopu z
aksjomatu bst1. O

Lemat pozwala nam bezpiecznie doda¢ deklaracje funkcji min do po-
zostatych deklaracji klasy Node. Kolej na definicje operacji member (pro-
gramisci czasami nazywaja ja contains). Aksjomat bst3 jest definicja funkcji
boolowskiej sprawdzajacej czy element e € E nalezy do drzewa n.

Lemat [19.1] upewnia nas, ze mozna w bezpieczny sposob postugiwaé sie ta
definicja, czytaj operowa¢ funkcjg member zadeklarowang w klasie . . .

Kolejny lemat pokazuje zwiazek pojeé¢ min i member.
Lemat 19.5. Nastepujgca formuta jest twierdzeniem teorii ATBST
ATBST F VpenVecr(member(e,n) = min(n) <e

i wobec tego formuta ta jest prawdziwa w kazdym modelu algorytmicznej teorii
ATBST drzew binarnych poszukiwan.

Opiszemy teraz dwie operacje porzednika pred i nastepnika succ.
Operacja succ(n,r) dla zadanego wezta n drzewa o korzeniu r wyznacza wezet
n/ taki, ze przypisana mu warto$é n’.v jest najmniejsza z wartosci wiekszych od
n.v, zapisanych w drzewie r.

suce(n, ) L takie, ze m(n'.v,7) An'.wv = Min{e : m(e,r) An.v < e}
Podobnie definiujemy operacje pred
pred(n,r) Y 0/ takie, ze m(n’.v,r) An'.v = Maz{e: m(e,r) Ne < n.w}

A oto algorytm SUCC wyznaczania nastepnika. Zauwaz, ze wykorzystujemy
funkcje father zwracajaca ojca danego wezta w drzewie, father(root) = none.
Funkcje te mozna z tatwoscia zaprogramowacé lub zapisaé jej wykres w weztach
drzewa dodajac pole father obok pél left,right i odpowiednio zmieniajac al-
gorytmy.
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ALGORYTM 19.7.

if n.right # none
then
result := Min(n.right)
else
y := father(n); x :=n;
while y # none A z = y.right do
x:=vy; y:= father(y)
done;
result ==y

SUCC (19.2)

fi

Mozna sprawdzi¢, ze algorytm ten poprawnie oblicza wartosé funkeji succ(n, ).

Lemat 19.6. Jesli n jest weztem drzewa r, to po wykonaniu algorytmu SUCC
zmienna result ma warto$é réwng succ(n,r)

m(n.v,r) = {SUCC}(result = succ(n,r))

Dowodd. Dowdd nie jest trudny. Nalezy rozpatrzy¢ dwa przypadki:
a) gdy wezel n ma prawe poddrzewo n.right, wtedy nastepnikiem jest wezet
zawierajacy najmniejszy element tego poddrzewa.
b) w przeciwnym wypadku nastepnikiem wezla n jest taki wezel y, przodek
wezta n, ktory jest najblizszy weztowi n i taki, ze y ma lewego syna. Tzn.
y = father?(n) gdzie j = pi( father'(n) =y A y.l # none)

zachodzi przy tym réownosé n.v = maz{e : m(e,y.l) ANe > n.w}) . O

Drziatanie wstawiania elementu e do drzewa o korzeniu n opisuje nastepujacy

algorytm INSERT.

ALGORYTM 19.8.

insert(e,n) 4

nl :=mn; bol := false; res:=nl;
while —(n1 = none V bol)do

n2 :=nl;
if e = nl.v then bol := true
else
if e < nl.v then nl :=nl.l else nl :=nl.r fi
M : fi nl (19.3)
done;

if —bol then
aux := new Node(e);
if n2 = none then nl := aux else

if e < n2.v then n2.l := aux else n2.r :== aux fi
fi

Lemat 19.7. Niech M bedzie programem z poprzedniej definicji[19.8
Ponizsza formuta jest prawdziwa w kazdym modelu MM teorii ATBST drzew
binarnych poszukiwan.

ATBST EVpepstVeee({M}m(e,nl) A (Verzem(e',n) & M m(e',nl)))
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Dowdd. Kazde dwa modele o tym samym zbiorze elementéow FE sg izomorficzne.
Wystarczy wiec, jesli sprawdzimy, ze formula ta jest prawdziwa w jakimkolwiek
modelu teorii ATBST (nie korzystajac przy tym z zadnych zalozen o zbiorze
elementow E).

Mozemy jednak postapi¢ inaczej. Udowodnimy, ze formuta ta jest twierdzeniem
teorii ATBST’, jaka powstaje gdy do teorii AT BST dodajemy nowy symbol
operacji insert i definiujacy ja aksjomat tj. definicje [I9.8]

Zauwazmy, ze Strue = Mtrue jest tautologia.

Z kolei albo

((m(e,m) A Mbol)

lub

(—=m(e,n) A M(nl = none A pred(n2).v < e < succ(n2) A father(nl) = n2))

Czyli program M ustala czy element e nalezy do drzewa n i nadaje zmiennej bol
odpowiednig warto$¢, ponadto, w przypadku gdy, po wykonaniu programu M
zmienna bol ma warto$é false, obliczona przez program M warto$é¢ zmiennej nl
wskazuje gdzie nalezy wstawi¢ nowy wezel n(e) jako odpowiedniego syna wezta
n2.

Rozpatrzmy formuly postaci ... O
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ALGORYTM 19.9.

delete(e,n) g

nl :=n; bol := false; res:=nl;
while —(nl = none V bol)do

n2:=nl;
A if ¢ = nl.v then bol := true
else
if e < nl.v then nl :=nl.l else nl :=nl.r fi
fi
done;
if bol
then
if e < n2.v then tolft := true else tolft := false fi,
if nl.l = none A nl.r = none
then
if tol ft then n2.l := none else n2.r := none fi
else
if nl.l = none
then
if nl=n
then res :=nl.r
else
if tol ft then n2.l :=nl.r
else n2.r :=nl.r fi
fi
else
A if nl.r = none res
then (xnl has the left son only*)
if nl=n
then (xfound in the rootx)
v res:=nl.l
else
if tol ft

then n2.l :=nll
else n2.r :=nl.l
fi
(xn2 ommited nl to sonx)
fi
else {nl has two sons}
nd :=nl.r;
while n4.l # none
do
nb = nd;
nd := nd.l
done (x nd.v = min(nl.r) x)
nd.l == nd.r;
nl.w:=ndw (x i.e. nlv < min(nd.r) *)
fi(x nl.r = none? *)
fi(x nl.l = none *)
fi(x nl.l = none A nl.r = none x)

fi(+bol)
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Lemat 19.8. Dla kazdego elementu e i dla kazdego drzewa BST n, program A
wystepujgcy w definicji dziatania delete koriczy obliczenie.

Dowdd. Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze wykonywanie (jedynej) instrukeji

A zawierajacej instrukcje while, ktéra wystepuje w tym programie kornczy sie

po skoriczonej liczbie krokow.

Mozna to wyprowadzic formalnie z aksjomatu bst2 (por. dowéd lematu
O

Lemat 19.9. Dla kazdego elementu e i dla kazdego drzewa BST n po wykona-
niu instrukcji {nl := n;bol := false;res := nl; A} zachodzi doktadnie jedna z
ponizszych formut

i) —bol gdy element e nie wystepuje w drzewie n,
lub
it) bol Anl.v =eA (n2.left =nlV n2.right = nl)
Dowodd. Dowdd pozostawiamy czytelnikowi O

Nastepny lemat stwierdza poprawnoéc algorytmu ¥ wzgledem warunku poczatkowego
a: bol Anlw = eA (n2left = nlV n2.right = nl) i warunku koricowego
B: —m(e,n)A ..

Lemat 19.10.
ATBST Fa — ApB

Dowod. ]

Laczac powyzsze spostrzezenia stwierdzamy, ze aksjomat k2) kolejek priory-
tetowych jest twierdzeniem algorytmicznej teorii drzew BST AT BST cut wzbo—_

gaconej o zestaw definicji declar

Lemat 19.11.
ATBST ezt F Vecr Vses (me(e, d(e, 8)) AVercpneze(c(e, s) & (e, d(e, s)))

Udowodni¢ lemat stanowiacy, ze program S zawsze koriczy obliczenie tj. bst2.

19.4 Implementacja kolejek priorytetowych

W tej sekcji udowodnimy, poprawno$¢ implementacji kolejek priorytetowych,

jaka opisana jest w ponizszej klasie PQS.
Ponizej prezentujemy modut klasy PriorityQueues, ktéry implementuje struk—_

ture kolejek priorytetowych na bazie klasy Node realizujacej strukture drzew
binarnych poszukiwan. Dyskusja przeprowadzona w poprzednim podrozdziale
pozwala nam zapewnié¢ uzytkownika o poprawnosci tej implementacji. Udowod-
niliSmy bowiem, ze kazdy aksjomat kolejek priorytetowych jest prawdziwy w
strukturze obiektow typu Node.
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unit PriorityQueues : class (type E; function less(e, €' : E) : Boolean);
(* the class PriorityQueues implements a family of abstract data types.
A data type is determined by its class of elements and an ordering relation less.
User! make sure that less fulfills the axioms of order *)
unit node : class (v : E);
variable |, r : node;
end node;

unit min : function (n : node) : E;
begin
while n.I £ none do n := n.| od;
result := n.v
end min;

unit member : function (e : E, n: node) : Boolean;
variable nl : node, bool : Boolean;
begin
nl := n;
bool := false;
while n1 # none A — bool do

if n1.v=e then
bool := true
else
if less(e, nl.v) then
nl :=nll
else
nl :=nlr
fi
fi

od;
result := bool
end member;

unit empty : function (n : node) : Boolean :
begin

result := (n = none)
end empty;
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unit insert function (e : E, n: node) : node;
variable n1, n2, n3 : node, bool : Boolean;
begin
nl := n; n3 := n; bool := false;
while = n1 = none A— bool
do
n2 :=nl;
if e = nl.v then bool := true
else
if less(e, nl.v) then nl := nl.l else n1 := nl.r fi
fi
od;
if = bool
then
aux:=new node(e);
if n3 = none then n3 := aux
else if less(e, n2.v) then n2.I := aux else n2.r := aux fi
fi
fi;
result := n3
end insert;

unit delete : function(e : E, n : node) : node;
variable n1, n2, n3, n4, n5 : node, booll, leftson : Boolean;
begin

nl := n; n3 := n; booll := false;

(* search e *)

while = n1 = none — booll

do

n2 := nl;

ife=nlv

then

booll := true

else

if less(e, nl.v)
then

nl :=nll
else

nl :=nlr

fi
fi
od

if booll

then e is found in n1, n2 is the father of nl
leftson := less(e, n2.v)

leftson nl is the left son of n2;
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if n1.I = none nl.r = none
then nl is a leaf
if leftson then n2.l := none

else n2.r := none fi;
else n1 is not a leaf

if n1.I = none
then nl has the right son only
ifnl=n
then

n3 :=nl.r
else

if leftson

then
n2l:=nlr
else
n2.r := nlr

fi (* since now n2 is the father of the only son of nl *)
fin=nl?

else nl has the left son only

if n1.r = none

then nl has the left son only

ifnl=n

then found in the root
n3 := nl.|

else

if leftson

then

n2.l :=nlr

else

n2.r := nl.r

fi (* since now n2 is the father of the only son of n1 *)
fi
else nl has two sons

n4 := nl.r;

while n4.l none

do

n5 := n4;

n4 := n4.|

od; (* n4 is the least element in the left subtree of n1 *)
n5.1 ;= n4.r; (* i.e. we omitted the n4 node *)

nl.v := n4.v (* the value found in the n4 is put in nl node *)
finl.r = none?

fi n1.I = none?

fi n1.I = none nl.r = none?

fi bool1?

result := n3

end delete

end PriorityQueues

DRZEWA BST
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Taki modut klasy PriorityQueues implementuje strukture kolejki prioryte-
towej wyznaczonej przez pewien typ T i zadana w nim relacje porzadku less.
Jesli wiec mamy klase o strukturze podanej ponizej i towarzyszaca jej funkcje

unit T: class ...
virtual unit equal: function(x:T): Boolean;

end equal,;
end T;

unit less: function(x:T): Boolean;

end less;

Przy czym funkcja less zapewnia prawdziwos$¢ nastepujacych warunkow:
s) Va,y in T(less(z,y) V less(y, x))
z) Vz in Tless(z, x)
p) Va,y,z in T((less(x,y) ANless(y,z)) = less(z, z))
a) Yo,y in T((less(z,y) Nless(y,x) = x.equal(y))
a funkcja equal spelnia troche inny zestaw warunkéw.
Zadanie 19.2. Napisz te warunki.

I masz ponadto blok, w ktérym zapisano pewien algorytm abstrakcyjny,
postugujacy sie zmiennymi typu 7' i zmiennymi typu node oraz dzialaniami
insert, member, delete, min etc.

Na przyktad blok

block

var e,el:E, nnl,n2:node
begin

e:—=new T(...); 777

n := new node(e);

nl := insert(eln);

APr :

end

To laczac te cztery moduly: T, less, PriorityQueues i APr w jedng instrukcje
bloku prefiksowanego klasg otrzymujemy pozyteczny(?) program

pref PriorityQueues(T,less) block
var e,el:T, n,nl,n2:node
begin
e:=new T(...);
n := new node(e);
nl := insert(el,n);

end
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Powyzsza instrukcja bloku

A module which implements PriorityQueues can be used many times for
different abstract programs. In order to do so one should prefix the block
containing the abstract program with the following line

pref PriorityQueues (an actual type E, an actual procedure of comparison)
block
...an abstract program, see.section.5.1
end of prefixed block, see.[9].

Adding just one line which fixes the name of the implementing module and
its actual parameters causes that the operations of data structure of priority
queues are realized in accordance with the meaning given by the implementing
module PriorityQueues.



Rozdzial 20
Kopce

Struktura kopcow znajduje wiele zastosowan. Omoéwimy pare waznych przyktadow:
algorytm sortowania przez kopcowanie heapsort i zastosowanie kopcéw do efek-
tywnej implementacji struktury kolejek priorytetowych gwarantujacej pesymisty-
czny czas operacji O(log n).

20.1 Definicja

Czym jest kopiec? Student udzieli szybkiej odpowiedzi - kopiec to drzewo bi-
narne, doskonate, w ktérym kazda Sciezka jest uporzadkowana niemalejaco.
Bardzo dobra odpowiedz. A jak to przettumaczyé¢ na jezyk programistow?
Poszukujemy definicji podobnej do definicji stoséw, kolejek, drzew BST. Trzeba
okresli¢ z jakimi operacjami mamy do czynienia i jakie maja one wlasciwosci.

Definicja 20.1. Struktura algebraiczna K
K=(FUNUKU/{none};r,o0,l,p, f,v,<,m)

jest strukturg kopcow wtedy i tylko wtedy gdy wyliczone powyzej funkcje majq
liczbe 1 typy argumentow podane w ponizszym zestawieniu

r: K - N, o: K —- N, I:N—> N,
p: N = N, f:N— N, v:N—FE,
<:ExFE— By, m:NxK — By,

Ponadto prawdziwe sq wtasnosci k1) — k11), zob. ponizej. popraw
k1) Viek {n:= o(k); while n # r(k) do n := f(n) od}(n =r(k))
k2) ViexVnen m(n, k) < {n’ :=n; whilen’ # r(k) don’ := f(n') od}true
k3) Viex (n =0(k)) = (I(n) = noneAp(n) = noneA(nie istnieje na prawo))
nl :=n; n2:=o(k); dl = true;
while nl # r(k) An2 # r(k) do
k) ViexVnen (m(n,k:) = nl := f(nl); n2:= f(n2); dl)
if nl # r(k) An2 =r(k) then dl := false fi
od

199
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vn,n’EN f(n/) =n — (l(n) =n' \/p(n) = 7’L/)
vn,n’eN Z(TL/) =n — f(n) =n/
vn,n’EN p(”/) =n — f(n) = n/

ViexVnnen (n= f(n')An # f(o(k))) = (I(n) # none Ap(n) # none)
ViexVnnen (n#o(k)) = (I(f(n)) # none A p(f(n)) # none)

) VeekxVnen (n# r(k) Am(f(n), k) = (v(f(n)) < v(n))
k9) aksjomaty porzadku <, zwrotnosé
) przechodniosé¢

)

k11l) antysymetria

kly) sub(n,n’) 4 {n1 :=n; while n1 # n’ do nl := f(nl) od}(nl =n')

k1z) onleft(n,n’) 4 Jh(sub(n, h.left) A sub(n', h.right))

Pytanie. Czy te aksjomaty posiadaja model? a moze sa sprzeczne?
Odpowiedzi na to pytanie udziela nastepujace

Twierdzenie 20.1. Powyzszy uktad aksjomatéow posiada model, a wiec jest
niesprzeczny.

Dowdd. Powszechnie znang realizacja kopca jest tablica. O strukturze FE ele-
mentéw nie musimy niczego zakladaé¢, przyjmijmy wiec ze elementami sa liczby
naturalne z ich naturalnym porzadkiem. Kopcem k bedzie wiec tablica A liczb
naturalnych. Wezlami beda zmienne — elementy tablicy A[l],..., A[n]. Inter-
pretujemy nazwy dzialan w nastepujacy sposéb

r(k) | o(k) | UALD | p(Al]) | fAL]D) | v(Af]) | < | m(A[i], A)
Al | Aln] | A2%d] | AR2xi+ 1] | Ali +2] [val(Ali]) | <] 1<i<n

Doktadniej, korzeniem kopca k jest zmienna A[l], wartoScig funkeji o(k) jest
zmienna A[n]. Wartosci funkcji I, p, f sa opisane w powyzszej tabelce, z nastepu-
jacym zastrzezeniem, jesli warto$¢ wyrazenia 2 x,2 %+ 1,7 + 2 wykracza poza
zakres 1...n, to przyjmujemy, ze warto$¢ funkcji jest none. Wartoscia wyrazenia
v(A[i]) jest liczba przypisana zmiennej A[i]. Po kolei sprawdzamy prawdziwosé
kazdego aksjomatu w tej interpretacji i przekonujemy sie, ze wszystkie wlasnosci
k1) — k12) sa prawdziwe.

A wiec istnieje model teorii AT/ algorytmicznej teorii kopcow i wobec tego,
teoria ta jest niesprzeczna. [

Niech tablica A bedzie odpowiednio duza tj. lower(A) <1 < u < upper(A).
Warto zadaé sobie pytanie: czy fragment tej tablicy A[l], ..., Alu] jest kopcem?

Zadanie 20.1. Zastandw sie nad nastepujgcymi zadaniami. Odpowiedzi okazg
sie pomocne w zrozumieniu nastepnego podrozdziatu.

1. Sformutuj warunki niezbedne na to bysmy mogli taki fragment tablicy A
traktowaé jako kopiec.
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2. Zatozmy, ze fragment All], ..., Alu] tablicy A jest lasem kopcow. Rozwazmy
fragment A[l — 1], A[l],..., Alu]. Co mozna o nim powiedzie¢? Co trzeba
poprawié w tym fragmencie tablicy?

3. Przyjmijmy to samo zatozZenie co poprzednio. Rozpatrujemy teraz fragment
All], ..., Alu], Alu+1]. Czy mozna o nim powiedzieé, e jest kopcem? Co
trzeba poprawié?

Kolejne pytanie jakie staje przed nami, brzmi: czy kazda struktura kopcow
jest izomorficzna ze strukturg kopcoéw w tablicach? Na to pytanie udziela
odpowiedzi nastepujace

Twierdzenie 20.2. (o reprezentacji) Kazda struktura kopcow K jest izomor-
ficzna ze strukturg KT kopcow zapisanych w tablicach o tym samym zbiorze
elementow E.

Uwaga. Powinni$my odrézniaé strukture kopcéow od zbioru kopcow.
Powyzsze aksjomaty opisuja obiekty, ktére kwalifikuja sie do nazwy kopiec. Ale
na kopcach wykonywaé¢ mozna operacje, ktére zwracaja inne kopce.

Trzeba to podkresli¢ i uzupelni¢. Koniec uwagi

20.2 Kopce w tablicach

Tu pokazemy jak mozna wykorzysta¢ dziedziczenie by “wyciggnaé wspdlng cze$é
algorytmu przed nawias”.

20.2.1 Wstep

Antoni Kreczmar zaprogramowal w Loglanie algorytm heapsort wykorzystujac
mozliwo$¢ dziedziczenia klasy przez procedure.
Zacznijmy od przypomnienia czym jest kopiec.

Definicja 20.2. Kopiec jest to drzewo binarne wywazone, tzn. takie ze dla
pewnej liczby naturalnej k, kazdy lisé tego drzewa jest na poziomie k lub k-1 1
ponadto dla kazdego wezta n tego drzewa wartosé wpisana w tym weZle jest nie
mniejsza niz wartosci znajdujgce sie w poddrzewie wezta n i jesli wezet n tego
drzewa ma syna to jego lewy brat ma dwu synow.

W naszym przypadku kopiec bedzie zapisany w tablicy.

Lemat 20.3. Niech A bedzie tablicq n-elementowq A[l], A[2],..., A[n].Jezeli
dla kazdego k, 1 < k < n zachodzi Alk] < A[kdiv2] < Alkdivd] < --- < A[1] to
tablica A reprezentuje kopiec.

Dowdd. Latwo zauwazy¢, ze tablica A moze by¢ pojmowana jako drzewo bina-
rne. Korzeniem drzewa jest element A[l]. Dla kazdego i,1 < i < n, element
Ali] jest ojcem synow: lewego A[2i] oraz prawego A[2i + 1], pod warunkiem,
ze elementy te istniejg w tablicy A tzn. ze 2i < n i odpowiednio 2i + 1 < n.
Nietrudno zauwazy¢, ze drzewo jest wywazone. Warunek wymieniony w tezie
lematu gwarantuje, ze dla kazdego wezta A[l] wszystkie wezly poddrzewa A[l]
zawieraja elementy nie mniejsze od A[l]. O

| popraw
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20.2.2 Konstruowanie algorytmu

Zacznijmy od analizy nastepujacego kodu

i=lj o= 2% xc=A>);
while j<=p do
if j<p and A(j)<A(j+1)
then
j=j+1
fi;
if x>=A(j) then exit fi;
A():=A>); ii=g; j=2%;

Kopcuj:

done;
A = x;
Niech dane beda warunki: warunek wstepny
a: tablica A na miejscach [+ 1,...,p reprezentuje las kopcow,
oraz warunek koricowy
B: tablica A na miejscach 1,1+ 1,...,p reprezentuje las kopcow.

Lemat 20.4. Program Kopcuj jest poprawny ze wzgledu na warunek poczgtkowy
a 1 warunek koricowy

a = {Kopcuj} 5.

Dowdd. Gdy j > p to All] jest lisciem, A[l] jest tez korzeniem. A wiec fragment
tablicy A[l], A[l + 1],..., A[p] jest lasem kopcow. Rozwazmy przypadek gdy
J < p. Zacznijmy od obserwacji, ze po wykonaniu instrukcji

if j<p and _if A[j] < A[j+1] then j:=j+11i

zachodzi Alj] = max{A[2i], A[2i+1]}. W przypadku gdy x >A[j] to z zalozenia
indukcyjnego x jest wicksze od wszystkich weztéw poddrzewa A[j], a wiec i od
wszystkich weztow poddrzewa A[j-1]. Nie ma nic wiecej do roboty i opuszczamy
(exit) petle. Jesli tak nie jest to kltadac A[i]:=A[j]; i:= j; j:=2%; sprowadzamy
nasz problem do problemu przesiewania w poddrzewie drzewa poczatkowego.
Po pewnej liczbie powtérzen algorytm zatrzyma sie poniewaz kolejne drzewo
bedzie liciem. O

Rozpatrzmy teraz nastepujacy kod

I:= (upper(A) div 2)+1;
do
= I-1;
BS: if I=lower(A) then exit fi

od

Lemat 20.5. Zaktadam, ze lower(A)=1.Program BS buduje kopiec z elementéw
tablicy A.

Dowdd. Po wykonaniu instrukcji l:=(upper(A)div 2)+1 fragment tablicy A: A[l],
A[l+1], ...,AJupper(A)] jest lasem drzew. W kazdej iteracji petli do ...od
powiekszamy fragment zawierajacy las kopcow. Powtarzanie zakonczy sie gdy
1=lower(A). Wtedy las kopcow jest jednym kopcem o korzeniu A[1]. O
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Teraz rozwazmy kod

p:= upper(A); l:=lower(A);

do
x:=A[l]; A[l]:=A[p]; Alp]:= x;
p:=p-1;
if p=lower(A) then exit fi;

od

ST:

Lemat 20.6. Jesli tablica A jest kopcem, to program ST sortuje elementy tablicy
A w porzgdku niemalejgcym.

Dowdd. W pierwszym kroku iteracji zamieniamy miejscami A[l] i A[p], pon-
adto zmniejszamy warto$¢ p. Ostatnim elementem tablicy A jest wiec element
najwiekszy. Gdy 1=p to tablica A jest uporzadkowana niemalejaco i mozna za-
koriczy¢ dziatanie programu ST. W przeciwnym przypadku moze byé¢ tak, ze
fragment A[l], ..., A[p] tablicy A nie jest kopcem. Ale po wykonaniu polecenia
Kopcuj fragment ten bedzie kopcem. Kolejny co do wielkosci element trafi na
miejsce p w tablicy A. Proces ten koriczy sie i z chwilg jego zakonczenia tablica
A jest uporzadkowana niemalejaco. O

Co dalej? Jak skonstruowaé procedure heapsort?
Mozna zaproponowaé trzy rozwiazania:

e Trescia procedury moga sta¢ sie programy BS i ST, w ktérych powtarza
sie program Kopcuj.

e Tres¢ procedury moze polega¢ na wywotaniu po kolei procedur BudujKo-
piec i Sortuj, kazda z tych procedur wywotuje procedure Kopcuj.

e Na tresé procedury heapsort sktadaja sie klasa Przesiej, procedura Budu-
jKopiec rozszerzajaca klase Przesiej i procedura Sortuj tez rozszerzajaca
klase Przesiej.

Zestawmy te trzy mozliwosci obok siebie

unit heapsortA: procedure
<deklaracje>

begin
BS;
ST

end heapsortA

unit heapsortB: procedure
unit Kopcuj: procedure
end Kopcuj
unit BudKop: procedure
.. call Kopcuj ...
end BudKop
unit Sortuj: procedure
.. call Kopcuj ...
end Sortuj

begin
call BudKop;
call Sortuj;

end heapsortB

unit heapsortC: procedure
unit Przesiej:
class ...
unit BudKop:
Przesiej procedure
unit Sortuj:
Przesiej procedure
begin
call BudKop;
call Sortuj;
end heapsortC

Kazda z tych propozycji pozwoli skonstruowaé¢ poprawna procedure heapsort.

Ktora droga prowadzi do najlepszego rozwigzania? Procedura heapsortB ma na-
jwiekszy koszt. Podczas wykonywania instrukeji BudKop i Sortuj instrukcja call
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Kopcuj bedzie wykonywana wielokrotnie. Wielokrotnie trzeba bedzie tworzy¢
rekord aktywacji tej procedury. Procedura heapsortC pozwala uniknaé tego
narzutu. Zobaczymy jak. Ale najbardziej wydajna jest chyba procedura heap-
sortA. Tyle, ze wymaga to od nas dwukrotnego napisania kodu Kopcuj, wewna-
trz programu BS i wewnatrz programu ST. Nie ma w tym nic ztego tak dlugo jak
dtugo nie trzeba wprowadzaé zmian w kodzie Kopcuj — musimy tylko pamietaé,

ze trzeba to zrobi¢ w dwu miejscach!

Dokoniczmy konstrukcje procedury heapsortC. Tworzymy klase Przesiewanie.

unit Przesiewanie: class;
var koniec: boolean

begin
do
inner ;
if koniec then exit fi;
i=lj = 2% x =A();
while j<=p do
if j<p and A(j)<A(j+1)
then
ji=j+1
fi;
if x>=A(j) then exit fi;
AG)=AG); i=j; j=2%
done;
A() =x;
done

end przesiewanie;

i procedury dziedziczace klase Przesiewanie: budujKopiec i sortuj.

unit budujKopiec: Przesiewanie procedure;

begin

koniec := (I=lower(A)); | :=I-1;

end budujKopiec;

Nie trzeba dlugo dowodzié, ze prawdziwg tre$¢ procedury budujKopiec stanowi
tre$¢ klasy Przesiewanie w ktorej pseudoinstrukcje inner zastapiono dwoma in-
strukcjami z deklaracji procedury budujKopiec. czyli nalezy pamietaé, ze dzieki
regule konkatenacji powinnisémy przyja¢, ze deklaracja procedury budujKopiec

to
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unit budujKopiec: procedure;
var koniec: boolean
begin
do
koniec := (I=lower(A)); | :=I-1;
if koniec then exit fi;
i =l = 2%; x =A();
while j<=p do
if j<p and A(j)<A(j+1)
then
ji=j+1
fi;
if x>=A(j) then exit fi;
A():=A(); i:=j; j:=2%;
done;
A() == x;
done
end budujKopiec;

Weczesniej przekonali$my sie, ze ten algorytm przeksztatca tablice A w kopiec.
Podobnie mozna sprawdzié, ze instrukcja call sortuj uporzadkuje tablice A w
ciag niemalejacy.

unit sortuj: Przesiewanie procedure;
begin
d:= lower(A); koniec:=(p=d);
x:=A(d); A(d) := A(p); A(p) :==x;
p:=p-L
end sortuj;
Po przyjeciu tych trzech deklaracji tatwo uzupenié tre$¢ procedury
heapsortC tak jak to wida¢ ponizej.

unit heapsortC: procedure(A: arrayof integer);
var i, j, |, p, x: integer;
unit Przesiewanie: class ...
unit budujKopiec: Przesiewanie procedure ...
unit sortuj: Przesiewanie procedure ...
begin
| := upper(A) div 2 +1;
p := upper(A);
call budujKopiec;
call sortuj
end heapsortC

20.2.3 Zadania
1. Napisz kompletny program, ktéry wezytuje zadany ciag liczb i sortuje go.

2. Napisz program zawierajacy procedury heapsortB i heapsortC. Tworzy
(do$¢ duza) tablice liczb, np. wybierajac liczby pseudolosowe i porzad-
kuje ja dwukrotnie, raz przy pomocy heapsortB i drugi raz przy pomocy
heapsortC. Poréwnaj czasy dzialania tych algorytmow.
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3. Czy potrafisz zmieni¢ procedure heapsort tak by porzadkowala tablice
elementow typu T?

20.2.4 Kompletny algorytm

Ponizej przytaczamy kompletny tekst procedury heapsort (w wersji C). Z poprzed-
nich rozwazan wynika, ze algorytm ten poprawnie porzadkuje zadang tablice A.

unit heapsort: procedure(A: arrayof integer);
var ij,l,d,p,x: integer

unit Przesiewanie: class;
var koniec: boolean
begin
do
inner ;
if koniec then exit fi;
i:=lj = 2% x :=A(i);
while j<=p do
if j<p and A(j)<A(j+1)
then
=it
fi;
if x>=A(j) then exit fi;
A(i):=A()); i:=j; j:=2%;
done;
A(l) :=x;
done
end Przesiewanie;

unit budujKopiec: Przesiewanie procedure;
begin

koniec := (I=lower(A)); | :=I-1;
end budujKopiec;

unit sortuj: Przesiewanie procedure;

begin
d:= lower(A); koniec:=(p=d);
x:=A(d); A(d) := A(p); A(p) = x;
p:=pl

end sortuj;

(* tu zaczynaja sie instrukcje procedury heapsort *)
begin
I:= upper(A) div 2 +1;
p:= upper(A);
call budujKopiec;
call sortuj;
end heapsort;

20.3 Czy to jest kolejka priorytetowa

Tu pokazemy jak sprawdzi¢ czy zadana klasa K spelnia specyfikacje S i dowiesé
swojej racji.
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20.3.1 Czy to jest kolejka priorytetowa?

Ponizej znajdziesz pelny tekst klasy PQS napisanej wiele lat temu przez W.M.
Bartol i D. Szczepanska. Jest to cze$¢ wiekszego programu symulacji pracy
oddziatu bankowego [35] [36].

unit PQS : class; (* priority queues system *)
unit PQ: class;
var last,root:node;
unit min: function: elem;
begin
if root=/= none then result:=root.el else raise ReftoNone fi;
end min;
unit insert: procedure(r:elem);
var x,z:node;
begin
x:= r.lab;
if last=none then
root:=x; root.left, last:=root
else
if last.ns=0 then
last.ns:=1; z:=last.left; last.left:=x;
x.up:=last; x.left:=z; z.right:=x;
else
last.ns:=2; z:=last.right; last.right:=x;
x.right:=z; x.up:=last; z.left:=x;
last.left.right:=x; x.left:=last.left; last:=z;
fi
fi;
call correctUp(r)
end insert;
unit delete: procedure(r: elem);
var x,y,z:node;
begin
x:=r.lab; z:=last.left;
if last.ns =0 then
y:= z.up;
if y=none then root:=none else y.right:= last fi;
last.left:=y; last:=y;
else
y:= z.left; y.right:= last; last.left:= y;
fi;
z.el.lab:=x; x.el:= z.el; last.ns:= last.ns-1;
rlab:=z; z.el:=r;
(* the following three instructions were added during our verification *)
z left.right :=none; z.ns:=0; z.left, z.right, z.up := none;
if x.less(x.up) then
call correctUp(x.el)
else
call correctDown(x.el)
fi;
end delete;
unit correctDown: procedure(r: elem);
var x,z: node, t: elem, fin, log: Boolean;

begin
z ;= r.lab;
while not fin
do
if z.ns = 0 then fin :=true
else
if z.ns=1 then x := z.left
else

if z.left.less(z.right) then x:= z.left else x:=z.right fi
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fi;
if z.less(x)
then
fin := true
else
t:= x.el; x.el :=z.el; z.el:=t;
z.el.lab :=z; x.el.lab:=x
fi;
fi;
Z:=X;
od
end correctDown;
unit correctUp: procedure(r: elem);
var x,z: node, t: elem, fin, log: Boolean;

begin
z := r.lab;
X:= z.up;
do
if x=none then log:=true else log:=x.less(z) fi;
if log then exit fi;
t:=z.el; z.el:=x.el; x.el:=t;
x.el.lab:=x; z.el.lab:=z; z:=x; x:z.up;
od
end correctUp;
end PQ;

unit node: class (el:elem);
var left,right,up: node, ns:integer;
unit less: function(x:node): boolean;

begin
if x= none then
result:=false
else
result:=el.less(x.el)
fi;
end less;
end node;

unit elem: class(prior:real);
var lab: node;
unit virtual less: function(x:elem):boolean;
begin
if x=none then
result:= false
else
result:= prior < x.prior
fi;
end less;
begin
lab:= new node(this elem);
end elem,;
end PQS (* priority queues system *);

20.3.2 Introduction

This paper presents a proof that the class PQS is a correct implementation
of priority queues data structure. The class (see Appendix) is written in an
object-oriented programming language. The specification (see Table 1) consists
of a few algorithmic formulas. Formally, the proof of correctnes of the class
w.r.t. the specification resembles a proof that a given algebraic structure A is
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a model of some axiomatic theory 7. Literature knows many examples of the
proofs of correctnes of algorithms with respect to their pre- and post-conditions.
However, the union of proofs of a class’ methods (i.e. algorithms) does not result
in the proof of the class correctness.

Each class can be considered as a description of an algebraic structure (a
data structure). The universe of the structure is the set of all potential objects
of the class, its functions and relations are defined by class methods.

Dealing with a class we are confronted with several properties, sometimes
called invariants of the class (B. Meyer in Eiffel [25]), that must be valid for all
objects of the class. Moreover, an external characterization of the class requires
some properties that express corellations between different methods. All these
properties will be called a specification of a class.

Our message has several layers:

e first, we offer a discussion of the methods of software’s verification.
e second, we propose to think what a software’s verification is,
e finally, we need to know what a class specification looks like?

Two views and two practices are colliding in production of software. One view
is that programs should be accompanied by solid arguments demonstrating the
correctness and the completeness of software. The practice associated with this
view consist in proving properties of software. At present, we observe that there
are more and more cases when the industry demands the proofs of correctness of
programs. It is especially true of these cases where security must be guaranteed.
Another view is followed by the majority of the individual programmers and the
big software companies. They are of the opinion that testing of programs is the
sufficient activity before the software is delivered to clients. Hence we have two
practices that seem to exclude one another: testing or proving. In the presented
paper we argueEI that the two approaches may be synthesized to a completely
different scheme of practice. We propose to replace the term testing by another
word experimenting. Testing limits itself to the execution of program and the
comparison of its effects with the predicted, supposedly correct results. For
the majority of people testing is the practice of searching bugs in software.
Experimenting has larger horizons, it covers not only searching of errors (aka
counter-examples) but also gathering the positive evidence. Sometimes during
experiments we begin to believe that objects obey certain rules and later we try
to find more evidence confirming our beliefs. During experiments one is going
to execute program with different data, to collect results and to present them in
graphical mode, in tables, in data bases, etc. It is suggested that the experiments
were done with some plan. Next, one should analyze the gathered experience
and search some regularities. This process should lead to the formulation of
lemmas and propositions. After this is done, there is the time of proving the
hypotheses. Obviously, the process sketched above may need to be iterated for
different reasons, e.g. when our program is modified. We consider the method
given below

experiment — observe — formulate hypotheses — prove.

Hollowing to some extent the ideas of Georg Hegel who used to say that from a pair: thesis
and antithesis we should make a synthesis
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as a proper approach to the production of the high integrity software [27], [6],
7). Bl

How to define the goals of software’s verification? Assuming that a speci-
fication of a class is given in the form of a set of formulas, the verifier agent
should prove that every object of the analyzed class will satisfy every formula
of the set, whenever any method of the class has been completed.

We are proposing the methodology which consists of algorithmic logic AL
and an environment SpecVer — a plugin into the Eclipse IDE. A SpecVer project
can be developed from its initial phase of specifying algorithms and classes,
through implementing them in an object programming language, to the phase
of verification of implementation against its specification.

We present an almost complete case study which consists of a specification
AT PQ of priority queues, a class PQS, and the verification of the thesis that the
class PQS correctly implements the specification AT PQ.

Class PQS may be used in several applications. For example, it is a part of
a bigger program Simulation of a Bank Department. The structure of the sim-
ulation program is shown in Figure 1. The program contains 6 external classes,
13 innner classes and 20 methods. The relation between inner classes and the
containing them external classes are shown on the diagram. The relation of
inheritance is also shown on the diagram. The arrows lead from one class to
its direct superclass. The thick arrows start at external classes. The thin ar-
rows lead from an inner class K to inner class I inherited by the class K. We
conceive the five external classes as implementations of data structures: Class
BankDepartment extends the structure of Office. Class 0ffice is based on
the class Simulation, it uses also the data structure of FIFOQueues. The class
Simulation relies on the class PriorityQueues. These relations are shown on
the diagram by thick arrows. (As no one class may inherit two classes, we de-
cided to make the class FIFOQueues the base class of the class PriorityQueues.)
The diagram shows also the inheritance relation between inner classes. This al-
lows us to introduce more subtle relations between classes. For example, any
object of class Customer is queueable since the class Customer inherits from
the class Simprocess which in turn inherits from the class ELemFIFQ0. An object
of class Customer may be activated and made passive several times since the
class SimProcess is a coroutine. The value of unique variable ExperimPlan
is a set of EventNotices. During the execution of our simulation experiment
the variable ExperimPlan has various sets of EventNotices as its value. An
object of the class EventNotice is a pair: (s.t), where s is a SimProcess object
and t is a time. Objects of class EventNotice are inserted and/or deleted from
the set ExperimPlan. EventNotices are ordered by a relation less. The class
Simulation is to guarantee that the active object of the experiment, in our
case it will be either a customer or a teller object, will be active iff its activa-
tion time is the minimum of all times of EventNotices in ExperimPlan set.
Encapsulating two inner classes SimProcess and EventNotice and the variable
ExperimPlan of type PQ makes the process of coding of the class Simulation
simpler.

The term high integrity software was introduced in [6]. For us the high in-
tegrity programming means the activity which involves specification of software
modules, implementation the modules (i.e. classes and methods) and verifica-
tion of the modules against their specification. We shall use the structure shown
in Figure 1 to illustrate what has to be done.



20.3. CZY TO JEST KOLEJKA PRIORYTETOWA 211

Methods

Methods

Bank

Types
Bank Customer
Teller

I
I
I
I
I
I
I .
Cashier
I
I
I
I
I
I
I

Methods

Methods

\_pays i

Bank Simulation
Uses
notions & methods
defined in BANK
module and above

»——p nheritance @=———»

Structure of class Simulation An example of application

Rysunek 20.1: Moduly programu symulujacego bank

For each external class C three documents should be produced:

e A specification S of the class C. Specification is a set of formulas which
express the properties of methods and invariants of objects of the class.
Each specification should enjoy two properties:

— Consistency
There is no implementation of an inconsistent specification. An in-
consistent specification has no sense.

— Completeness
An incomplete specification allows various models. Not all of them
are desired. A complete specification brings enough information on
properties of objects of class to distinguish between a desired and an
improper implementation, and therefore can be used as a criterion
of acceptance of a class. It is sufficient to produce the proofs or
verification reports.

o The file containing the class C itself. Usually this file contains all the
methods and inner classes of the class C.

e The verification report. This file should contain arguments that soothe
our conscience and convince the user of our class. The arguments used
may be more formal - having form of a mathematical proof or may recall a
dialogue. Rarely a formal proof is needed. The verification report should
be rather an evidence of analysis and it should serve to convince its reader
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that the conclusions of the report are sound. A verification report is of
good quality if it is an intersubjective experience. Surely, a formal proof of
a correctnes has this quality, but frequently it is not readable by a human
being. A balance between two extremities is needed.

In earlier papers we have presented the work on specifications of classes [27].
Specifications are subjects of studies and analyses. In other words, one should
visualize a process of development and amelioration of a specification.

This paper illustrates the process of verification of a class C' against a spec-
ification S. In the most cases implementation of a class precedes the process of
verification. Sometimes, the verification can be done simultaneously with the
production of the needed class. In another paper we shall exemplify the (rare)
case when a class, the Simulation class, is systematically elaborated together
with the proof of its correctness. For this we need only the specification of the
base class PQS and the target class Simulation.

We propose to make an experiment. The reader will look at the appendix
and try to give arguments that the class PQS correctly implements a priority
queues system. Those who forgot what a priority queue is, may find its axiomatic
definition in Table 1 below. We ask the reader how much of time he/she needs
to convince someone that the class PQS implements the abstract data type of
priority queues.

We did the following:

1. Experiments - we executed methods of the class by hand and have drawn
some pictures.

2. Observations - we analyzed the pictures and searched for some regularities.

3. Conclusions - we formulated several hypotheses (lemmas) and proposi-
tions.

4. Proving - we proved the lemmas.

5. Finally - putting together the facts, we proved the correctness theorem.

20.3.3 Priority Queues Specification

Before implementing a data structure one should write down its specification.
The first part of the specification — the signature — enlists the sorts, the opera-
tions and the relations. The second part enlists the properties, also called the
axioms, Table 1 contains the specification of the abstract data type of priority
queues [31] p.154]. Remark that besides the formulas of first-order logic we use
algorithmic formulas [31]. An example of algorithmic formula is the axiom (a2).
Its structure is as follow:

(program P){formula «).

The meaning of the whole formula is after execution of program P the formula
« is valid". In our example the formula (a2) takes value true if and only if
the program halts. Hence, including such formula among the axioms of our
specification, means "the program P always terminates". The semantic meaning
of the axiom (a2) is the set q is finite. The axiom (a8) is in fact an explicit,
algorithmic definition of the relation member.
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Algorithmic formulas allow to express the semantic properties of programs
such as termination, correctness, etc. Almost 40 years ago we proved that the
calculus is sound and complete [31]. It means that we have choice between
showing that some semantic property of a program is valid or proving the for-
mula that expresses the property. We gave several examples of specification of
abstract data types as algorithmic theories. AT P(Q is one of such examples.

Table 1. Specification AT PQ of priority queues.

| Signature Comments
Sorts Universe = EU PQ
E set of elements
PQ set of priority queues
Operations let e € F and g € PQ
insert : E x PQQ — PQ put e into ¢

delete : E x PQQ — PQ
min : PQ — E

delete e from ¢
find the minimum element

empty : PQ — {true, false}
member : E X PQ — {true, false}
<: E x E — {true, false}

is a priority queue ¢ empty?
does e € ¢?
the ordering relation

] Axioms

(al) The set E ofelements is linearly ordered by the relation < .
(a2) [while not empty(q) do g := delete(min(q), q) done] true
This axiom says for all ¢ program halts, i.e. the priority queue ¢ is finite
(a3) [¢l := insert(e, g)]{member(e, ql) A (Ve12e member(el, gl) < member(el,q))}
(ad) [q 1 = delete(e, q)|{—member(e, q1) A (Ve1£c member(el, ql) <& member(el,q))}
(ad) empty(q) = (Vecr —member(e, q))
(a6) —empty(q) = (Veer member(e,q) = min(q) < e))
The operation min finds the least element of the set g.
(a7) [e := min(q)|true < —empty(q)
Axiom (a7) says the result of expression min(q) is defined iff —empty(q)
(a8) member(e,q) < begin
sl := q; result := false;
while not empty(sl) and not result do
if ¢ =min(sl) then result:=true fi;
sl := delete(min(sl),s1)
done
end result

ATPQ is an acronym of Algorithmic Theory of Priority Queues. The theorems
of the theory are the formulas provable by the calculus of algorithmic logic [31]
from the axioms of AT PQ.

Uwaga 20.7. In the literature, the frequent choice when speaking on the ab-
stract data type of priority queues, is the operation deletemin, instead of the
operation delete. Qur choice was different and deliberate. With the present set
of operations we are able to construct the specification which enjoys the property
of being almost complete.

It was shown in [3T] that the algorithmic theory of priority queues has a
metalogical property known as the representation meta-theorem: Every model
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of AT P(Q is isomorphic to the standard model of priority queues. E|

Let us add a few words on the AT PQ specification. An important fact states
that any implementation of the axioms of AT PQ where a concrete set E was
given, is isomorphic to the structure of finite subsets of the set E with the
operations

insert(e, s) = increase the set s by adding element e to it,

and
delete(e, s) = supprime the element e from the set s.

The consequences of the theorem are of general methodological nature:

e the specification of AT P(Q is complete. If a new formula is added then
either it is a logical consequence of the axioms or it leads to contradiction,
or it expresses the properties of the elements only.

e the specification can be used as the criterion of correctness of a proposed
implementation,

e the proofs of properties of programs that use this data structure may be
based on axioms of priority queues listed in Table 1. No other properties
of priority queues are ever needed.

20.3.4 Experiments

Our work on verification of the class PQ.S began by experimenting. The exper-
iments consisted in executing (by hand) operations insert and delete, drawing
pictures, and observing the changes in the constellation of objects of type node.
Figure 2 shows a few snapshots of our experimentation. In fact, we did twice
as much drawings. The reader may wish to continue our experiments on his
own, e.g. by inserting the element e6 or deleting the element e2 after insertion
of the element e5 was done. It is wortwhile to observe that the snapshot after
execution of delete(e2) will show the picture which is essentially the same as
after insertion el, e2,e3, e4 with following difference: Instead of e2 we find e5,
and the pair of objects ( e2, its companion node object ) is an isolated (not
connected) part of the graf. During the experiments we neglected the ordering
relation between elements.

Our first impression, when looking at the drawings of Figure 2, is a complete
chaos. Slowly we commence to distinguish some parts and we begin to perceive
some regularities. First, we remark that in each of 6 pictures there is exactly
one object of type PQ which has two fields: root, last. Next, we remark that
objects of type Elem and of type Node come in pairs, each pair is connected by
.el and .lab arrows. Our next observation is that the arrows .up form lists of
objects of type Node (no cycles). The meaning of arrows .left and .right is less
evident that it may be suggested by their names. On the diagram some of them
are solid and some of them are dotted. This comes as the result of analysis,
the arrows .left and .right pay two roles. We see that the solid arrows .left
and .right go against to the arrows .up. While the observation that there is no
cycle in paths composed of .up arrows may lead to the statement that on each

2 Algorithmic theories (e.g. [39], [31]) were studied since 70’s of XX century.
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diagram we have a tree of node objects, the present observation states that the
tree is a binary one.

Our observations need to be properly formulated and proved. This will be done
in the next section. Before that, one may execute further experiments, e.g. by
executing the command delete(e2).

20.3.5 Observations and Lemmas

We shall study the class PQS, see the Appendix. We can assume that a usage
of PQS consists in a finite sequence of creation of newElem() objects and calls:
call qg.insert(e), call q.delete(e’).

Following the intuition gained from Figure 2 we shall introduce the notion of
observable states. The initial state s¢ is the graph consisting of exactly one
object o of type PQ, so = {new PQ} and no edges.

Definicja 20.3. (of the observable states) The set S of observable states is the
least set which contains the initial state so and which is closed with respect to
the operations insert and delete and creation of new Elem() objects.

Each state consists of a set of objects and the edges connecting them. The
examples of states are presented in Figure 2. The class PQS may be viewed as
a definition of the relational structure PQS. The universe U of the structure
consists of the objects of the inner classes of the class PQS. The attributes of
objects of U define functions between objects. The set of objects of type Node
will be denoted NODE. analogously for the set of objects of type Elem and of
type PQ:

NopE = {n: n instanceof Node},
ELeMm = {e: e instanceof Elem},
PQ = {q: qinstanceof PQ}.

Definicja 20.4. The class PQS determines an algebraic structure
PQS = (U, .up, .left, .right, .el, .lab.},
where U is a subset of the union NODEUELEMUP Q which satisfies the condition
(Vnenoos) (VecErem) n-el = e < e.lab = n.

The functions of the structure PQS are defined as follows

awp = {(n,n'): n,n’ € NoDE, n' = n.up},

!
deft = n,n'): n,n’ € NODE, n' = n.left},
li

n,e) : n € NODE,e € ELEM, e = n.el},

{(
{(

right = {{n,n’): n,n’ € NODE, n' = n.right},
el = {{
{(

dab = e,n): e € ELEM,n € NODE, n = e.lab}.
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Our first observation is that if we abstract from (i.e. we forget about) the
arrows .left and .right then for each state s its graph shows a tree.

Definicja 20.5. Let s be an observable state, consider the objects of type Node
in this state. Let Ty be the set of these object of type Node that access the object
.root object by a path composed from .up arrows only.
Ts = {o € NODEN s : there is a path composed from

.up arrows only, leading from object o to object .root}

Lemat 20.8. In any observable state s the pair (T, .up) is a tree.

Definicja 20.6. (of a son) We say that a node n is a son of a node f in the
tree T if and only if n.up = f. A node n is said to be a leaf of the tree Ty if and
only if it has no sons.

Our next observation is
Lemat 20.9. For every o € Ty, o.ns = number of sons of o.

Definicja 20.7. We say that an arrow .left from the node n is solid iff n.ns > 0.
We say an arrow .right from the node n is solid iff n.ns = 2. Otherwise the
arrows are said weak, or dotted.

Next, we observe that solid arrows lead against .up arrows.

Lemat 20.10. For every state s, the tree Ty with solid arrows only, forms a
binary tree.

Proof: For every two nodes n and f of the tree T the following properties
hold:

o if a solid .left arrow leads from node f to node n then n.up = f
(fleft=nAfns>0 )= nup=7f,

e if a solid .right arrow leads from node f to node n then n.up = f
(fright =nA fns=2 A) = nup=f,

e nup=f & (fleft=nV fright =n).

Hence T is a binary tree. Our next observation can be stated as follows:

Lemat 20.11. There exists at most one node n in Ts such that n.ns = 1. If it
1s the case then last = n.

Now, we observe that the leaves of tree T are on two levels only.

Lemat 20.12. For every state s, there exists a natural number k(T) such that
every leaf of the tree Ts is on the level k(Ts) or k(Ts) — 1.

The number k(T5) is equal the length of the path composed from .up arrows
leading from the object last.left to the root object. It is equal 0 if root = none.

Now we try to guess the role of non-solid arrows .left and .right. The
following property holds:

Lemat 20.13. The object referenced by the variable last in the tree Ty is the
leftmost node on the level k(Ts) — 1 which has less than two sons.
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Let us return to the Figure 1 and observe the following facts:

Uwaga 20.14. A) If a node n has two sons then its left brother has also two
sons.

B) If a node n has one son then it is its left son.

C) If a node n has one son then its brother from the left has two sons and its
brother from the right is a leaf.

Lemat 20.15. The value of the variable last is a head of a list of leaves linked
together via .right (weak) arrows.

Lemat 20.16. The value of the variable last is a head of a cyclic list of leaves
linked by (weak) .left arrow.

We see that all leaves on the level k(7s) are grouped to the left.

Lemat 20.17. Tree Ts is a perfect binary tree i.e. all the levels are completely
filled with an eventual exception on the deepest level, in this case all the leaves
are grouped to the left.

The following four lemmas have similar form (o = I8), where I is either
instruction insert(e) or instruction delete(e), « is a precondition and 8 is a
postcondition of the instruction I.

Lemat 20.18. Let I : insert(e) and

ag : {last = o No.left =nl Aoright =k Aons=0Aelab=nAn.el =e},

b1 :{last =0 ANons=1Ao.left =nAoright =k An.up=o0Anleft=nl}.
The instruction I is correct with respect to the precondition o and postcondition
By in the structure PQS

PQS | (a1 = Ip1).

Dowdd. How to read this lemma? It states that in any state s, if the precondition
o is satisfied by s, then the execution of instruction insert(e) will succesfully
lead to certain state s’ and the postcondition (51 will be satisfied by s’. What is
the meaning of the precondition «; of the instruction insert? We can draw it,
see Fig. 3.

root 0 k n
last
" I I T e
/ lab
el ) (el N (el T
ns 0 ns 0 ns 0
-« | left

right I »
\ J \§ O\ J

Fig. 3 Warunek wstepny a;.
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We check that the configuration of objects drawn on Fig. 3 satisfies
condition a7, The equality last = o is satisfied since both variables

together, e.lab = n and n.el = e.

Next, we can follow step by step the execution of the command g.insert(e) with
the text of method insert in hand. We start observing that the precondition «

implies last.ns = 0 hence the instructions executed by insert are:
x:=e.lab; last.ns := 1; z := last.left; last.left := x; x.up := last;
x.left := z; z.right := x;last:=z;

the pre-
point to
the same object. The variable last.left points to the object pointed by nl.
last.right point to the object pointed by k. The objects e and n are linked

Now we can draw modifications to the picture following the instructions.
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Fig. 6 Migawka po zakoinczeniu instrukcji insert .

The state shown on Fig. 6 can be described by the following formula v : {last =
oNons=1ANoleft =n=nlright =elabAo.right =k An.up =oAn.left =
nl An.el =e}. It is easy to observe that the formula v implies the formula ;.
Note that if the initial state s satisfies the precondition o then at the end of the
execution of the instruction insert(e) in PQS we obtain the state s’ satisfying
the postcondition ;.

Lemat 20.19. Let I : insert(e) and
ag:{last=oNo.left=n1No.right=n2N0.ns=1Ne.lab=n},

Ba: {last=n2No0.ns=2No.left=n1No.right=nAn.up=oAn.left=nl Anl.right=n}.
The instruction I : insert(e) is correct with respect to the precondition as and
the postcondition fs.

PQS ': (042 = Iﬂg)

Dowdd. One can easily verify that if last.ns = 1 then the actions executed by
the method insert are those presented in Table 2 below.

Table 2. Proof of lemma 3.

z := last.right
last.right:=x

x.right := z
x.up:= last
zleft:=x

last.left.right:=x
x.left:=last.left
last : =z

Precondition:

asg:(last=oAo0.left=n1Ao0.right=n2A0.ns=1 Ae.lab = n)
Instruction Effect
x := e.lab x=n, since precondition says e.lab=n
last.ns:=2 o.ns=2, since last—=o

z=n2, because last.right=n2

o.right=n, because last=o and x=n
n.right=n2, because x=n

n.up=o, because last=o0 and x=n
n2.left=n, because z=n2

nl.right=n, because last.left=n1

n.left =nl, because last.left=nl and x=n
last=n2, because z=n2

Postcondition:
B':(o.ns=2M0.right=nAn.right=n2An.up=oA n2.left=nAnl.right=nA
n.left=nlAlast=n2Ao.left=nlAe.lab=n )

The postcondition 3’ collects the facts enlisted in the column Effect extended
by the formulas e.lab=n and o.left=n1 for they remain satisfied after execution
of insert. In this way we obtained a postcondition which is even stronger than
the formula ;.

The proofs of lemmas and exemplify two different ways of argu-
menting that a semantical property is valid. The first one, informal, consists
in drawing the pictures. It may be related to drawing Venn’s diagrams in the
algebra of sets. Like diagrams of Venn it does not replace the proving but it is
helpful. The second one is nearer to the goal of mechanization of proving.

In the following two lemmas we analyze properties of algorithm delete.

Lemat 20.20. Let the formulas as, B3, and the instruction D be defined as fol-
lows:
ag : {last = oNo.left = n1Ao.right = n2No.ns = 0Ae.lab = nAnl.left = n3},



20.3. CZY TO JEST KOLEJKA PRIORYTETOWA 221

Bs : {last = nl.up Alast.right = o Alast.ns = 1 ANo.left = last Ao.right = n2 A
nl.ns = 0Anl.up = nl.left = nl.right = noneAn3.right = noneAnl.el = e},

D : delete(e).

The instruction delete(e) is correct with respect to conditions oz and B3, i.e.

PQS ): (053 = Dﬂ3)
Now we consider another case of applying the instruction delete.

Lemat 20.21. Let the formulas oy, B4 be defined as follows:

ay : {last = oNo.left = nlAo.right = n2ANo.ns = 1 Aelab =nAnl.left = n3},

B : {last = o No.left = n3 Aons =0 Aoright =n2Anlel =eAnlup =
nl.left = nl.right = none A n3.right = none}.

The instruction delete(e) is correct with respect to conditions ay and By, i.e.

PQS ): (044 = Dﬁ4)

The instructions call correctUp() and call correctDown(), that end the ex-
ecution of procedures insert and delete, serve to guarantee that for each path
in the tree T of nodes the elements associated to the nodes of the path form a
decreasing sequence with the minimum in the root.

Lemat 20.22. (on procedure correctUp )

Procedure instruction call correctUp(r) is correct w.r.t. the precondition v, and
the postcondition o given below

~1 : 7 in elem A r.less(rlab.up.el) Alast.left.el =

(The first condition r in elem is checked by compiler.) The second condition
says the newly added element is less or equal than the element associated with
the father of r. The third condition says: the companion node n of the element
r s pointed by the pointer last.left.

Yo :for every node n on the path beginning at the element r, the following con-
dition holds n.up.less(n) V n.up = none.

Lemat 20.23. (on procedure correctDown,)

Procedure correctDown is correct w.r.t. the precondition 3 and the postcondi-
tion v4 given below

v : r in elem A —r.less(r.lab.up.el

4 :for every node n on the path beginning at the element r, the following con-
dition holds n.up.less(n) V n.up = none.

Lemat 20.24. For every two nodes x,y in the tree Ty, x.up = y = y.less(x).

Dowdd. This property is invariant with respect to the operations insert and
delete. At the very beginning the tree T is empty and the property holds.
Assume that the property holds for a certain tree T. Consider another tree
T’ which is the result of operation insert or delete. After the insertion of an
element the procedure correctUp is called and the tree is going to be repaired
to keep the property. The same remark may be repeated in the case when the
tree T” is the result of the operation delete on tree T. O

This sequence of observations leads to the following:

Lemat 20.25. In each observable state s the tree Ts is a heap.
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Before proving the corectness of the implementation we should extend the
class PQ adding two methods empty and member.

Boolean empty() { return root=none}
Boolean member(Elem e, PQ q) { the body of this method is given on the
righthand side of the equivalence a8 of Table 1}.

Now we are ready to verify the implementation PQS of priority queues against
the specification AT PQ given in Table 1.

Let us start with the structure consisting of elements and heaps {Ts : s € S}
and operations insert and delete, min, and the relations empty and member.
Consider the quotient structure PQS in which we identify the heaps that have
the same sets of elements. We claim that it is a priority queues structure, a
standard model of the theory of AT P(Q. It suffices to verify that the axioms of
Table 1 are formulas valid in the structure PQOS.

a2) The program while not q.empty() do g.delete(q.min()) done always ter-
minates since each operation delete removes one element from a heap.

a3) This follows from the lemmas [20.18] and [20.19
ad) This follows from the lemmas [20.20] and [20.21
The verification of the remaining axioms of AT P(Q) is left to the reader. We can
conclude:

Twierdzenie 20.26. The structure PQS of elements and PQ objects imple-
mented by the class PQS is a priority queue.

Remarks on cost:

The pessimistic cost of an operation insert or delete is O(logn), where n is the
number of elements in the priority queue. This property is very important in the
application of priority queue as plan of experiment in the class Simulation that
inherits (extends) the class PriorityQueue. Imagine, in an simulation experi-
ment of a pandemia of influenza where the objects of SimProcess class count in
hundreds of thousands and the number of EventNotice objects goes in milions,
any implementation with the cost worse than O(logn) would be impractical.

20.3.6 Final remarks

We have demonstrated the work on verification of a given class K against a
specification S. Aswering the question is the class K a correct implementation
of the specification S is a task completely different than proving correctness
of an algorithm with respect to a given pre- and post-conditions. This paper
shows that the formal counterpart of the task is asking whether a given class
implements a set of axioms. In this context it is natural to conceive the class
K as an algorithmic definition of some algebraic structure A and to study the
question is the structure A a model of the specification S. We are stressing
that high integrity programming requires many skills and a lot of invention.
The analysis of this case study shows the wide repertoire of questions that may
appear during the work on a software project. The incomplete list contains the
following kinds of subgoals:

e specification of algorithms,

e specification of classes (this work is strongly related to the goal of speci-
fication of a data structure),
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e construction of a method (i.e. procedure or function),
e construction of a class,

e verification of a conjecture given class K correctly implements some spec-
ification S.

In a future paper we shall demonstrate that, in a favorable circumstances, one
can construct a class together with a proof of its correctness.

From previous sections we conclude that EOP (experiment, observe, prove)
method can be successfully applied to software analysis. We do not claim it is a
trivial task but it is at least realizable. As a matter of fact most programmers
would agree that formal methods are generally better than sophisticated testing
and simultaneously most of them are not using such methods at all. It seems
that essential to the problem is lack of proper tools and experience i.e., tools
which can integrate specification, implementation and verification tasks into sin-
gle, consistent process. Experience can be gained only through everyday prac-
tice. Our goal is to develop integrated programming environment supporting
every phase of software construction using formal methods. EOP idea presented
in this paper is a part of bigger scheme called temporarily SpecVer program-
ming. We assume that whole process of software production needs preparation
of:

e specification documents: formal texts along with some math analysis (is
it astonishing that some specifications are incorrect, or mor precisely they
may be inconsistent or incomplete?),

¢ implementation code,

e verification reports: again formal texts with some proofs about implemen-
tation’s quality.

As you can remark, EOP method could be used both for specification and
verification tasks as soon as we can perform observations analogous to these
made about Fig. 2. This again direct us towards programming tools. We
need some object debugger showing program memory from object perspective,
some formal support tools helping in logical theorems construction and perhaps
checking if formulas are properly written and much, much more ... Some work
has already been started, but a lot of it still should be done. For now we
can present initial implementation of Eclipse plugin [42] supporting creation of
specification documents.

Appendix - the class PQS

The full text of the class PQS as written by W.M. Bartol and D. Szczepanska.
It is a part of bigger program of simulation of bank department [35] [36].
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Czesé 111

Programowanie z agentami
lub
programowanie rozproszone
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W tej czesci przedstawimy wspolprogramy i procesy oraz obiekty wspotpro-
gramoéw i obiekty proceséw.
Wyjatki - programowanie z sygnalami wyjatkow.?? Moze to przenie$¢ wyzej?
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Rozdzial 21

Wspolprogramy L

21.1 Wspoéblprogramy

W tym rozdziale oméwimy moduly wspélprograméw i wspoétprace z obiektami
wspoélprogramoéw.

Wspolprogram (ang. coroutine) jest modutem programu podobnym do klasy.
Roéznice mozna sprowadzi¢ do krotkiego zdania: stowo class zastap stlowem
coroutine i zezwol programiscie stosowac polecenie attach(c), Tu ¢ jest zmienna
wskazujaca na obiekt jakiego§ wspotprogramu. Wazne jest by pamietaé, ze in-
strukcja attach(c) moze pojawiaé sie nie tylko w tresci wspolprogramu, ale i w
modutach funkcji i procedur zadeklarowanych we wspoélprogramie. Wynika z
tego nastepujaca zasada: instrukcje wystepujace w tresci wspotprogramu dzielg
sie na dwie cze$ci — te wykonywane az do polecenia return wlacznie z nim, to
tzw. konstruktor, pozostale instrukcje do wykonywanie ktorych mozna powrocicé
gdy inny obiekt wspolprogram wyda polecenie attach(c) to sa instrukcje watku
wspoélprogramu, niektérzy moéwia instrukcje widkna wspoétprogramu.

Skladnia

Wspotprogram jest to modut o nastepujacej strukturze

unit M: coroutine(args);

D
begin

Iy (* instrukcje konstruktora *)

return;

Iy (* wtdkno lub waqtek wspotprogramu *)
end M

gdzie M jest nazwa wspolprogramu,
args — listg parametréw formalnych,
D - lista deklaracji lokalnych,

I, I - sa ciagami instrukcji.

229
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Instrukcja wznawiania wspotprogramu ma postaé¢ nastepujaca
attach(x) .

Zmienne typu wspélprogram deklarujemy w ten sam sposéb co zmienne typu
klasa.

Np. var x,y: MyCoroutine, u,v: MyClass;

Jesli chcesz to mozesz tworzy¢ tablice wspotprogramoéw, zob. 77

Wyrazeniami obiektowymi typu wspétprogram sg :

e odpowiednio zadeklarowana zmienna,
e wyrazenie new(), generujace obiekt wspolprogramu,

e nazewnik funkcyjny zwracajacy obiekt wspélprogramu.

Semantyka

Semantyka obiektéw wspolprograméw ma dwie strony: bierng — gdy obiekt
wspolprogramu jest przedmiotem dzialan oraz czynng gdy obiekt wspoéipro-
gramu wykonuje swoje kolejne instrukcje (gdy sterowanie zostato przekazane do
takiego obiektu). Zechciej poréwna¢ — sterowanie nie moze zostaé przekazane
do obiektu klasy. Z drugiej strony instrukcja procedury wytwarza anonimowy
rekord aktywacji procedury i przekazuje sterowanie do tego rekordu. Obiekt
wspolprogramu moze posiadaé nazwe, tak jak obiekt klasy, ponadto inny wspéipro-
gram moze mu przekazaé sterowanie. Do tego stuzy instrukcja attach(c). Pro-
gram gléwny jest wspolprogramem. Program gléwny moze wytworzy¢ obiekty
wspolprogramoéw i moze przekazaé¢ sterowanie do jednego z nich. Zobacz po-
drozdzial Producent i konsument ?? ponizej.

Warto$cia wyrazenia obiektowego, np. new M(1,2), jest nowy obiekt wspotpro-
gramu. Tworzy sie go w ten sam sposéb jak obiekt klasy. Kazda operacja
wykonywana na obiekcie klasy moze tez by¢ wykonana na obiekcie wspotpro-
gramu.

Ponadto PASYWNY obiekt ¢ wspotprogramu moze przejsé do stanu AKTY-

WNY i wznowi¢ wykonywanie swoich instrukcji.
Niech y bedzie aktywnym obiektem, wykonanie instrukcji attach(c) polega na
zapamietaniu gdzie nalezy wznowi¢ dzialanie gdy (inny) obiekt wspolprogramu
wykona polecenie attach(y) (kiedys, w przysztosci) i na wznowieniu wykonywa-
nia instrukcji wspotprogramu ¢, w miejscu w ktérym zawiesil on wykonywanie
instrukcji. Za pierwszy razem polecenie attach(c) wznowi instrukcje nastepujaca
po poleceniu return. Kazde kolejne polecenie attach(c) wznowi wykonywanie in-
strukcji od instrukcji nastepujacej po ostatnio wykonanym poleceniu attach(x)
w tresci obiektu c. Obrazowo, wznawiamy dzialanie w miejscu w ktérym przer-
wali$my.

Ponizej przedstawiamy diagram stanéw obiektu wspolprogramu Z rysunku
widaé, ze po wyczerpaniu wszystkich instrukcji do wykonania w obiekcie
wspOlprogramu, przechodzi on w stan TERMINATED. Polecenie attach(c) jest w
takiej sytuacji btedem i zostanie to zgtoszone w trakcie wykonywania programu
wraz z diagnostyka btedu.

Do wyjasénienia: gdzie zostang wznowione dziatania gdy obiekt wspolpro-
gramu zakoniczyt dziatanie?
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Jnew YourCor()

INITIALIZATION

return

=

x e {PASSIVE}

attach(x)

ACTIVE={x}

end YourCor

!
( TERMINATED ]

kil (x)
v

Rysunek 21.1: Diagram stanéw obiektu wspolprogramu
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Przed Po
xe {PASSIVE } y e{ PASSIVE }
attach(x) ' y i(

ACTIVE={y} ACTIVE={x}

Rysunek 21.2: Zmiana stanéw systemu wspélprogramoéow

Na rysunku wida¢, stany systemu wspoélprograméw przed i po wyko-
naniu instrukeji attach(x). Zbiory stanow PASYWNY i AKTYWNY zamienily sie
obiektami. Obiekt aktywny y przeszedl w stan PASYWNY a obiekt x jest teraz
AKTYWNY. Instrukcja ta jest wykonywana przez obiekt aktywny. Zwracamy
uwage na to, ze instrukcja attach(x) powodujac uaktywnienie obiektu x réwnoczesnie
przerywa wykonywanie ciggu instrukcji w aktywnym dotad obiekcie y. To czego
na rysunku nie widaé, to fakt, ze obiekt x wznawia obliczenia w tym miejscu w
ktorym zostaly one przerwane. Zobacz Przyktad ...

Poréwnaj z diagramem stanéw obiektu klasy. Latwo zauwzyé¢, ze obiekt wspolpro-
gramu moze znalezé sie w nowym stanie AKTYWNY.

Pojecie wspolprogramu (ang. coroutine) pojawilo sie w latach 60 XX wieku.
Wielu do dzi$ przyjmuje jako definicje zdanie sformutowane przez D. Knutha w
[20], subroutines are special case of coroutines.

Trzeba jednak pamieta¢ o kontekscie w jakim zdanie to zostalo umieszc-
zone. Dla Donalda Knutha srodowiskiem w ktérym nalezy pisa¢ programy jest
assembler (wtedy MIX, dzi§ MMIX). W assemblerze pojecie podprogramu ma
inny sens niz pojecie procedury w jezykach pochodnych od Algolu60. Pod-
program jest fragmentem programu do ktorego mozemy wykonywac skoki ze
§ladem. Podprogram ma jedno wejscie tj. poczatek i w zasadzie jedno wyjscie.
Po ponownym wejsciu do podprogramu nie wiemy nic o wartosciach zmiennych
lokalnych, jakie zostaly obliczone poprzednio. Podprogram nie ma stanu jaki
by moégt przetrwaé od jednego do ponownego uruchomienia tego podprogramu.
Korutyna (coroutine) pozwala wznowi¢ obliczenia w miejscu z ktorego ja opuszc-
zono. W jezyku programowania obiektowego wspoélprogram jest specjalnym
rodzajem klasy. Umozliwia to tworzenie wielu obiektéw danego wspoltprogramu
C tak jak sie tworzy obiekty klas. Po utworzeniu przez polecenie new obiekt
taki pozostaje pasywny i mozna z nim postepowaé jak z obiektem klasy.
Mozemy taki obiekt pasywny uaktywnic.
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Wspélprogramy (ang. coroutines) - Pojecie wspolprogramu ma dwie odmi-
enne definicje(!).

Obie definicje zgodnie stwierdzaja, ze wspotprogram cechuje sie posiadaniem
ciggu instrukcji do wykonania i ponadto mozliwo$cia zawieszania wykonywania
jednego wspotprogramu A i przenoszenia wykonywania do innego wspoipro-
gramu B. W szczegolnosci mozna wznowic¢ prace zawieszonego wspotprogramu
A, a wykonywanie bedzie podjete w miejscu, w ktorym zostato zawieszone. Tym
co r6zni obie definicje jest zdolno§¢ wspoélpracy z rekurencyjnymi procedurami.
(Nb. W jezykach programowania funkcyjnego koncepcja wspotprogramu ist-
nieje pod postacia kontynuacyi - pojecia wprowadzonego niemal réwnoczesnie z
wspOlprogramami. )

Obiekt wspolprogramu jest quasi-watkiem. Tak jak watek, obiekt wspotpro-
gramu ma ciag instrukcji do wykonania. W odréznieniu od watkow obiekty
wspoélprogramoéw nie dzialaja rownolegle. Jest niezmiennikiem systemu wspotpro-
gramow to, ze w kazdej chwili, doktadnie jeden obiekt wspolprogramu wykonuje
swoje instrukcje:

card{coroutine : coroutine is Active } = 1.

W literaturze znalez¢ mozna termin widkno (ang. fiber) dla odréznienia od
waqtku (ang. thread).
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Wspélprogramy jako specjalny | Wspoélprogramy jako
rodzaj klas bogatszy rodzaj podpro-

gramoéw
W jezykach programowania: Simula67 , | Subroutines are special cases

Loglan 82, BETA mozna tworzy¢ moduty
coroutine tj. wspolprograméw. Skladnia
wspolprogramu rézni sie od sktadni klasy
tym, ze zamiast stowa class piszemy
coroutine, i co wazniejsze, wewnatrz
takiego modutu wolno uzywaé instrukeji
atomowych attach oraz detach. Instrukcje
takie moga sie tez pojawiaé wewnatrz
metod zadeklarowanych w  wspolpro-
gramie. Stwarza to nowe i interesujace
mozliwosci wspolpracy wspolprogramoéow i
procedur(funkcji) rekurencyjnych.

of coroutines."p gnuth- W
assemblerze od dawna wys-
tepuje pojecie podprogramu -
nie nalezy go myli¢ z pojeciem
procedury. Podprogram ist-
nieje w kodzie programu i ma
co najwyzej jedna instancje.
Nie jest mozliwe rekuren-
cyjne wykonywanie podpro-
gramow.

Przyktad: Laczenie  drzew BST

var T : arrayof Traverser;

unit Traverser : coroutine(n : node);
var kolejny : integer;
unit traverse : procedure(m :
begin
if m # none
then
call traverse(m.left);
kolejny := m.val;
detach;
(* instrukcja detach wznawia wspo6liprogram,
ktory ostatnio uaktywnil ten ( this) obiekt
Traverser wykonujac attach(.) )
call traverse(m.right);
fi
end traverse;
begin
return;
call traverse(n)
end Traverser;
(Stworz drzewa BST, w liczbie np. k drzew.
Dla kazdego drzewa d
stworz
T'[i] := new Traverser(d)
(Kolejne uaktywnienie tego wspolprogramu attac
spowodujewykrycie kolejnego co do wielkosci ele

node);

Przyktad

var q := new kolejka
coroutine produkuj
loop
while g nie jest pelna

stworz troche nowych przedmiotow

wstaw przedmioty do q
yield to konsumuj

coroutine konsumuj
loop
while g jest niepusta

pobierz troche przedmiotow z q

uyj te przedmioty
yield to produkuj

h(T'[i])

entu z drzewa d)

Uwagi. 1Mamy tu do czynienia z dy-
namicznym systemem wspolprograméw.
Wyrazenia generujace postaci ”'new”’ Tra-
verser(...) umozliwiaja stworzenie wielu
obiektow typu wspolprogram Traverser.
2. Obiekt wspoélprogramu Traverser
wywoluje metode traverse(). FLancuch
dynamiczny tego obiektu wydluza sie o
rekord aktywacji metody traverse. Y.an-
cuch taki moze byé¢ tak dlugi jak galaz
odwiedzanego drzewa BST. 3. Instrukcje
"attach”’() oraz ”’detach”” moga wystapic
nie tylko w ciagu instrukcji wspolpro-
gramu, lecz takze w metodach wspolpro-
gramu. 4. Przelaczenie wykonywania
odbywa sie pomiedzy laicuchami dynam-
icznymi wspolprogramow.

Uwagi. 1. Ten system
wspolprogramow jest staty-
czny: zawiera dwa wspOltpro-
gramy. Deklaracja corou-
tine automatycznie tworzy
obiekty typu produkuj i kon-
sumuj. 2. W tym sys-
temie sa dwa punkty wejscia.
Otrzymany graf sklada sie z
dwu wspélprograméw i dwu
przelaczen yield.

4
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latach 60 XX wieku wspotprogram byt fragmentem kodu napisanego w assem-
blerze. o nastepujacych wtasnosciach:

o dokladnie ”jeden” wspoélprogram wykonuje swoje instrukcje, tzn. jest ak-
tywny,

e wspolprogram aktywny moze przej$¢ w stan pasywny wskazujac przy tym
na inny watek, ktéory ma by¢ uaktywniony,

e wspOlprogram x uaktywniony w efekcie wykonania instrukcji attach(z)
(w dotychczas aktywnym wspolprogramie y) kontynuuje wykonywanie
instrukcji od odpowiedniego punktu wejscia, doktadniej: pierwsze uru-
chomienie instrukcji watku wspélprogramu spowoduje wykonanie pier-
wszej instrukcji watku, kazda nastepna instrukcja attach(x) wznawia-
jaca wykonywanie watku wspoélprogramu x rozpoczyna wykonywanie in-
strukcji od punktu wejécia wyznaczonego przez ostatnio wykonang w nim
instrukeje attach(...).

Zasada dzialania wspoélprogramoéow

System wspotprogramoéw mozna nazwaé systemem “quasi-wspo6tbieznym”. Nazwa
ta jest uzasadniona dwojako: liczne przyktady programéw wspoéditbieznych np.
producent-konsument, czytelnicy-pisarze itd. zapisane przy pomocy wspoipro-
gramoéw okazuja sie wystarczajaco adekwatne do zastosowan. Inny argument
wspierajacy uzycie tej nazwy to fakt, ze od bardzo dawna stosuje sie wspolpro-
gramy do symulacji systeméw, np. w Simuli67, Loglanie’82 i in. Odpowiednia
klasa Simulation dostarcza klase wewnetrzng simproces - obiekty klas pochod-
nych od klasy simproces symuluja rzeczywiste procesy np. pacjentéw w systemie
symulacji epidemii choroby, pojazdy w systemie symulacji ruchu w miescie itp.
Wielu autoréw uwaza, iz "wspédlprogramy to podprogramy wykonywane w
taki sposob, ze sterowanie moze zostaé przekazywane pomiedzy nimi wielokrot-
nie, przy czym wywolanie danego wspolprogramu powoduje wykonywanie in-
strukcji od miejsca ostatniego przerwania wykonania (ostatniego punktu wyjs-
cia), a nie od poczatku". Nie jest to calkiem $§ciste. Podprogramy (funkcja,
metoda) tworza rekordy aktywacji. Po opuszczeniu takiego rekordu jest on
automatycznie usuwany i nie ma mozliwosci wznowienia go. Wspotprogramy
wymagaja wiec watkéw i sg realizowane jako obiekty odpowiednich klas, a
nie jako podprogramy czy procedury. Cytowany wyzej poglad mocno zaweza
koncepcje wspotprogramow. Co wiecej, nie mozna zapominaé, ze instruke-
jami watku wspoétprogramu moga byé instrukcje wywotania jego prywatnych
metod(procedur). Metody te moga zawieraé¢ instrukcje attach(...) przekazujace
sterowanie z jednego do innego wspoélprogramu. Doktadniej, instrukcja attach
przekazujac [[sterowanie]| z jednego do drugiego wspoélprogramu przenosi je z
taricucha dynamicznego jednego wspoétprogramu do tanicucha dynamicznego in-
nego wspotprogramu.
FLancuch dynamiczny wspoélprogramu zawiera obiekt i watek wspolprogramu

i ponadto, jesli wykonano instrukcje procedury, to do tanicucha dynamicznego
dotaczony jest rekord aktywacji procedury. Zakoriczenie wykonywania instrukcji
procedury (metody) powoduje skrocenie taricucha dynamicznego. Instrukcja
attach(x) wykonana w rekordzie aktywacji procedury powoduje przejscie do
punktu wejscia w taiicuchu dynamicznym wspoétprogramu x. Punktem wejscia
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new YourCor()

INITIALIZATION

return

Xi=

x e{ PASSIVE }

A
attach(x)
v
attach(x)

ACTIVE={y}

end YourCor
[
v

[TERMI{NATED}

kil (x)
\/

Rysunek 21.3: Diagram stanéw obiektu wspolprogramu

(powrotu) dla dotychczas aktywnego wspotprogramu jest instrukcja w rekordzie
aktywacji procedury wystepujaca bezposrednio za instrukcja attach(x). Widaé
stad, ze liczba punktow wejscia (powrotu) danego wspolprogramu moze by¢
zmienna w czasie i moze nie by¢ niczym ograniczonal

Podsumowujac, wspolprogramy to wiecej niz obiekty zwyczajnych klas, a
muiej niz obiekty aktywne watkow (ang. threads).

Schemat zmian stanéw obiektu wspoélprogramu

Ponizej przedstawiamy diagram stanéw obiektu wspoétprogramu W ponizszym
zestawieniu widaé¢ stany systemu wspolprograméw przed i po wykonaniu in-
strukeji attach(x). Instrukcja ta jest wykonywana przez obiekt aktywny. Zwracamy
uwage na to, ze instrukcja attach(x) powodujac uaktywnienie obiektu x réwnoczesnie
przerywa wykonywanie ciggu instrukcji w aktywnym dotad obiekcie y. To czego

na rysunku nie widaé, to fakt, ze obiekt x wznawia obliczenia w tym miejscu w
ktérym zostaly one przerwane. Zobacz Przyklad ...
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Przed ‘ Po
x e{ PASSIVE } y e{ PASSIVE }
(%) 4
attach(x y X
v J
attach(x) attach(x)
ACTIVE={y} ACTIVE={x}
end YourCor end YourCor

Rysunek 21.4: Zmiana stanéw systemu wspoélprograméow

Wspélprogramy w jezyku Loglan ’82

instrukcjg przenoszenia sterowania z aktywnego wspotprogramu do drugiego
wspolprogramu z jest attach(z),

modul wspoétprogramu jest specyficzna klasa (stosuje sie stowo ’coroutine’
zamiast ’class’),

instrukcja attach(x) moze wystepowaé nie tylko w watku wspolprogramu,
lecz takze w (prywatnych) metodach wspotprogramu(!),

“punktami wejécia” do wspolprogramu sa: pierwsza instrukcja watku wspotpro-
gramu oraz kazda instrukcja nastepna po instrukcji attach(zx),

mozna tez uzywac bezparametrowej instrukcji detach, odpowiada instrukcji
"attach(ten wspotprogram, ktory ostatnio mnie wezwat)’.

Instrukcje przenoszenia sterowania miedzy wspolprogramami
w réoznych jezykach programowania

Instrukcje przenoszace sterowanie z jednego do drugiego wspolprogramu to

attach(x) oraz detach — w jezykach [[Simula 67]] i [[Loglan 82]],
yield(x) — w nowszych jezykach, np. w [[Python]Jie,
cede - w [[Perl]Ju, w bibliotece Coro

instrukcja skoku - w [[assembler||ze oraz w [[Fortran]|]ie, gdzie podprogram
nie jest procedura,

trzeba odnotowad tez [[Implementacja (informatyka)|implementacje|] wspoipro-
gramow w [[Java|Javie]], jako wyspecjalizowanych watkow Javy.

Argument x wskazuje na wspolprogram pasywny w danej chwili.
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Przykladowe zastosowania wspélprogramoéw

e historycznie pierwsze wspolprogramy to skaner i [[Analizator sktadniowy]]
[[kompilator|]a[odn|ref=nie|Conway|1963],

e podobny schemat wystepuje w wielu sytuacjach np. jeden wspoélprogram
zbiera wyniki pomiaréw i zapisuje je w bazie danych, a drugi wspolpro-
gram opracowuje zebrane wyniki, ogélny schemat to producent-konsument,

e jezeli jakas metoda (funkcja lub procedura) jest wykonywana wielokrotnie
z tymi samymi parametrami aktualnymi, to warto utworzy¢ odpowiednie
obiekty wspolprogramu (tablice wspotprograméow) dla kazdego zestawu
parametréow aktualnych. Nastepnie kazdg instrukcje wywotania procedury
zastepujemy odpowiednig instrukcja <math>attach(..)</math>. Zysk
moze okazaé sie znaczny, poniewaz wykonanie instrukcji <math>attach< /math>
jest znacznie prostsze od tworzenia rekordu aktywacji procedury.

e Jesli wspolprogramy sa klasami wyposazonymi w instrukcje <math>attach(...)</math>
to mozna tworzy¢ hierarchie wspoélprograméw wykorzystujac dziedzicze-
nie.

e gléwne zastosowanie wspodlprograméw to narzedzia symulacji, takie jak
klasy Simulation w Simuli 67 i w Loglanie’82.

e Rozwaz: zamiast procedury bisekcja tworzymy wspoélprogram z parame-
trem f: function(x; real):real.

Polecenie

f1:= new coroutine(f);

tworzy obiekt wspétprogramu. Teraz polecenia:

a:=77;b:= 98; attach(fl);

a:=-18;b:102; attach(fl);

prowadza do obliczenia - szukania miejsc zerowych .

21.2 Producent i konsument

Popatrzmy jak wyglada jeden z najczesciej omawianych przykladéw. Program
producent konsument ma nastepujaca strukture.
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program PRODCONS;
var prod:producer,cons:consumer,n:integer,mag:real,last:bool;

unit producer: coroutine; ...
end producer;

unit consumer: coroutine(n:integer); ...
end consumer;

begin (* MAIN program *)
prod:=new producer;
read(n);
cons:=new consumer(n);
attach(prod); (* R *)
writeln;

end PRODCONS;

Obliczenie programu rozpoczyna sie od utworzenia obiektu prod wspotpro-
gramu PRODUCER. Nastepnie zostanie odczytana warto$¢ n — bedzie to rozmiar
bufora. Z kolei program gléwny tworzy obiekt cons wspotprogramu CONSUMER.
Instrukcja attach(prod) przenosi procesor do obiektu prod. Po powrocie obliczen
do wykonywania programu gtéwnego wykonamy instrukcje writeln, Miejsce powrotu
dla programu gtownego jest zaznaczone jako (* R *).

Dalsza analiza programu wymaga przeczytania tresci wspotprogramu PRODUCER,

unit PRODUCER: coroutine;

begin
return; (* 1 *)
do
read(mag); (* markujemy algorytm produkcji — obliczenia mag *)
(* mag is nonlocal variable, common store*)
if mag=0
Ip: < then (* end of data *)
last:=true;
exit
fi;
attach(cons); (* A *)
od;

attach(cons) (* B *)
end PRODUCER,;

a takze tresci wspolprogramu CONSUMER.
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unit CONSUMER: coroutine(n:integer);
var Buf:arrayof real; var i j:integer;
begin
newarray Buf dim(1:n);
return; (* 2 *)
do
for i:=1ton
do
Buf(i):=mag;
attach(prod); (* C *)
if last then exit exit fi;
Ic : Od;
for i:=1ton
do (* print Buf *)
write(' *,Buf(i):10:2)
od;
writeln;

od;
(* print the rest of Buf *)
for j:=1 to i do write(" ',Buf(j):10:2) od;
writeln;
attach(main); (* D *)
end CONSUMER;

Podczas wykonywania tego programu powstana trzy obiekty wspolprogramoéw.
Na ponizszym rysunku sy one przedstawione w kolorze zielonym. Strzatki
koloru czarnego wskazuja, ze warto$cia zmiennej prod jest obiekt typu PRO-
DUCER do ktérego prowadzi ta strzatka, a wartoSciag zmiennej cons jest obiekt
typu CONSUMER wskazany przez strzatke zaczynajaca sie od cons. Natomiast
czerwone strzatki pokazuja efekt wykonania operacji attach( ). Wykonywanie
programu rozpoczyna sie w rekordzie aktywacji programu gtownego. Pierwsza
instrukcja spowoduje utworzenie obiektu wspélprogramu PRODUCER i przyp-
isanie tego obiektu jako wartosci zmiennej prod. Druga instrukcja powoduje
wezytanie (z klawiatury) liczby i przypisanie jej do zmiennej n. Trzecia in-
strukcja spowoduje utworzenie obiektu wspotprogramu CONSUMER i przypisanie
go do zmiennej cons. W efekcie inicjalizacji (konstrukeji) obiektu cons powstaje
tablica Buf o elementach numerowanych od 1 do n.

Czwarta instrukcja programu gléwnego przenosi procesor do obiektu prod, w
miejsce w ktérym instrukcja return zakoniczylta inicjalizacje tego obiektu. Pro-
ces produkcji przedmiotu i wstawienia do magazynu ilustrujemy przy pomocy
instrukcji read(mag). W praktycznych zastosowaniach moze to byé np. ciag
instrukeji dokonujacych pomiaréw. PrzyjeliSmy umowe, ze wczytanie wartosci
mag=0 koriczy prace programu. Jesli wczytana warto$¢ mag #0 to wykonamy
instrukcje attach(cons). Za pierwszym razem wznowimy dziatanie obiektu cons
za instrukcja return. Proces konsumpcjijest tu zamarkowany przez wstawie-
nie wczytanej wartosci do bufora Buf (i wydrukowanie bufora co jakis czas).
poczym konsument cons przekazuje sterowanie do producenta prod, wykonujac
polecenie attach(prod). Producent powtara etap produkeji i ponownie przekazuje
sterowanie konsumentowi. Zakladamy, ze w pewnym momencie zostanie wczy-
tana warto$¢ mag=0. Wtedy producent ustawia warto§c zmiennej boolowskiej
last true i przekazuje sterownie do konsumenta. Konsument w kazdym cyklu
sprawdzal czy warto$¢ last jest true. (Z definicji poczatkowa wartosc last to
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program PRODCONS;
prod:producer,
cons:consumer,
n:integer,mag:real,last:bool;

H
=]
=iy

unit producer: coroutine; ...

unit consumer: coroutine(n:integer); ...

begin (* MAIN program *)
prod:=new producer;
read(n);
cons:=new consumer(n);
attach(prod); (* R *)

riteln;
end "RRODCONS;,

- bows 91098 -

v

object CONSUMER: coroutine(n:integer);

var Bufiarrayof real;
var i,j:integer;
newarray Buf dim(1:mn);

then
last:=true;
exit

attach(cons) A
B /

od;
attach(cons) ( *)

return; (* 2 *)
olq/ject PRODUCER: covoutine; do
\Zreturn; 1% for i:=1 to n
do do
read(mag); 1 raz Buf(i):=mag;
if mag=0 attach(prod); (* C *

]
=1 to n

do (* print Buf *)

write(’ ’,Buf(i):10:2)

&

/) if 1 e exit fi;

end PRODUCER;

end CONSUMER;

Rysunek 21.5: Trzy obiekty wspolprograméw: prod, cons i MAIN

false). Gdy jednak last jest true konsument drukuje cze$ciowo wypelniona
tablice Buf i przekazuje sterowanie do programu gltéwnego wykonujac polecenie
attach(main). Przypominamy w tym miejscu, ze program gléwny jest obiektem
wspolprogramu.

Od tej pory obiekty prod i cons kooperuja ze sobg, przekazujac sobie sterowanie
(lub jesli wolisz przenoszac processor) za pomoca instrukcji attach. Uwaga.
Zakoriczenie wykonywania programu nastapi gdy obiekt prod ustawi wartosé
zmiennej last true i przekaze sterowanie obiektowi cons. Z kolei obiekt cons
wydrukuje tele liczb, ile znajduje sie w buforze i oddaje sterowanie programowi
gtéwnemu, dla zakonczenia obliczeﬁEI Analiza tego programu prowadzi do
nastepujacych wnioskow:

e Podczas wykonywania programu istnieja cztery jednostki dynamiczne: MAIN
— rekord aktywacji programu gtéwnego, obiekty wspotprogramoéw prod €
PRODUCER, cons € CONSUMER i tablica buf.

e Wprowadzenie czerwonych strzalek stworzyto wrazenie chaosu, a tak nie
jest. Lepszy obraz wspoéldziatania tych trzech obiektéw wspédlprogramoéow
uzyskamy na rysunku 21.6] ponizej .

Pewnym przyblizeniem, sekwencyjnego przeciez, programu PRODCONS moze by¢
wyrazenie regularne

Imain; (IP7 IC)JF; RC; Rmain

1Zwracamy uwage na fakt, ze ani obiekt prod, ani obiekt cons nie wyczerpuja list swoich
instrukeji do konca. Tzn. nie dochodzi do zmiany stanu obiektu prod na TERMINATED.




242 ROZDZIAL 21. WSPOEPROGRAMY L,

Qttacb(M g;
attach(prod) Ay f
~
Ip s
@ attach(cons)

Ic
attach(prod)

Rysunek 21.6: Diagram wspoélpracy agentéw prod, cons i MAIN

w ktorym Ip oznacza ciag instrukeji oznaczony, a, instrukcje attach(prod), ...

Whiosek 21.1. Z powyzszych obserwacji wynika, ze program PRODCONS mozna
zastgpié rownowaznym programem iteracyjnym, wolnym od modutow wspotpro-
gramow PRODUCER ¢ CONSUMER.

Jaki bytby koszt tego przeksztalcenia? Zapewne spory. Wydaje sie, ze taniej
jest napisa¢ program z wykorzystaniem wspolprograméw. Bierzemy tu réwniez
pod uwage, ze zastosowanie wspolprograméw zmniejsza ryzyko popelnia bledu
w organizacji wspolpracy.

21.3 Instrukcja detach

W poprzednim przyktadzie uzyliémy instrukcji attach do przelaczania obliczerd
pomiedzy obiektami wspoélprograméw. W tej sekcji poznamy instrukcje detach.

Przyktad.
Mamy do dyspozycji dwie drukarki, jedna o szerokosci m1 i druga o szerokosci
m2. Program wczytuje ciag blokéw liczb. Kazdy blok rozpoczyna sie od
nagléwka bedacego liczba m1 lub m2. Kazdy blok koriczy sie liczbag 0. Koniec
pliku wejéciowego jest zgtaszany jako blok o nagléwku 0. Nasz program moze
wygladaé tak:
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program READER__ PRINTERS;
const m1=10,m2=20;
var reader:reading,printer _1,printer_ 2:writing;
var n:integer,new _sequence:boolean,mag:real;

unit writing:coroutine(n:integer); ...
end writing;

unit reading:coroutine ; ...
end reading;

begin
reader:=new reading;
printer _1:=new writing(m1); printer_2:=new writing(m2);
do
read(n);
case n
when 0: exit
when m1: attach(printer 1)
when m2: attach(printer_2)
otherwise write("wrong data"); exit
esac
od
end;

Wspoélprogram READING ma nastepujaca tresé

unit READING: coroutine;
begin
return;
do
read(mag);
if mag=0 then new_sequence:=true; fi;
detach;
(* detach returns control to printer 1 or printer_2
depending which one reactivated reader *)
od
end READING;

W jaki sposéb zapewnié, ze ...7
Czy we wspoélprogramach ...7
Wspélprogram writing wyglada tak:
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unit WRITING: coroutine(n:integer);
var Buf: arrayof real, i j:integer;
begin
array Buf dim (1:n); (* array generation *)
return;
do
attach(reader); (* reactivates coroutine reader *)
if new_sequence
then
(* a new sequence causes buffer Buf to be printed out *)
for j:=1 to i do write(’ *,Buf(j):10:2) od; writeln;
i:=0; new_sequence:=false;
attach(main)

else
i:=i+1; Buf(i):=mag;
if i=n
then

for j:=1 to n do write(' ",Buf(j):10:2) od; writeln; i:=0;

fi

fi

od

end WRITING;

Dlaczego w wspolprogramie READING wystepuje polecenie detach? Co by sie
dziato gdyby$my uzyli polecenia attach?

W tym przykldzie zamiast instrukcji detach mozna uzy¢

if szer=m1 then attach(printer 1) else attach(printer 2) fi

No i trzeba jeszcze zadbac by warto$c szer byta odpowiednio aktualizowana.
Napisz odpowiednie polecenie(a).

A co zrobi¢ gdy obiektow uaktywniajacych wspotprogram reader jest duzo? gdy
liczba ta nie jest znana przed wykonaniem programu?

Widac, ze polecenie detach jest przydatne.

Ponizszy rysunek ilustruje zwiazki pomiedzy czterema wspolprogra-
mami: Main, printer 1, printer 2 i reader.

A moze narysowaé¢ podobny, inny diagram? Tak by bylo wyraznie widad,
ze uaktywnieniu obiektu reader wspoélprogramu READING z obiektu printer i
odpowiada powrét do aktywnodci w tym samym obiekcie printer i. W ten
sposoéb dochodzimy do zrozumienia uwagi Donalda Knutha sprzed 40 lat: “pod-
programy to szczegdlny przypadek wspotprogramow”. Rzeczywiscie, obiekt reader
zachowuje sie jak podprogram.
Niektorzy (Dahl, Kreczmar) méwia w takim przypadku o semi-coroutinach.

21.4 LICZNIK - dynamiczna tablica obiekté6w wspolpro-
gramu.

W tym paragrafie zorganizujemy wspotprace systemu obracajacych sie kotek,
ktory w efekcie zachowuje sie jak wiele licznikéw:np. licznik zuzytej energii
elektrycznej, licznik przejechanych kilometréw, etc. Program licznik pokazuje
jak wykorzysta¢ wspolprogramy w wiekszym programie: modul A moze zaj-
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Rysunek 21.7: Diagram wspoélpracy agentéw printer 1, printer 2, reader i
Main

mowac sie obserwacja “impulséw”; zdarzen powodujacych, ze

modut B wytwarza kolejna kombinacje — tu przedmiotéw 0,1,2, ... ,91 przekazuje
sterowanie do kolejnego

modutu C, ktory w jakis sposob pozytkuje te informacje (np. o stanie licznika).

Czesciej potrzebna nam bedzie kolejna permutacja. Odpowiednio zmodyfikowan;
program PawelG zajmie sie wytworzeniem wszystkich permutacji.

21.5 Scalanie drzew BST — laiicuch dynamiczny

Ten paragraf poswiecony jest pojeciu taicucha dynamicznego.

Zaczniemy od przykladu. Przyktad zaczerpniety z pracy [?], por. [?]. Zadanie.
Dane sg drzewa BST w liczbie k. Nalezy utworzy¢ ciag niemalejacy elementéw
zapisanych w weztach tych drzew.

Zadanie to mozna rozwigza¢ na wiele sposobéw. Wykorzystanie wspotpro-
gramoéw okaze sie bardzo naturalnym podejsciem do tego problemu.

Dane to k elementowa tablica D drzew BST (a dokladniej, tablica weztow-
korzeni tych drzew). Z kazdym drzewem DJ[i| zwiazemy jeden wspotprogram
T].

Analiza zadania.
Drzewo BST moze by¢ opisane np. tak
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unit Tree: class;
var root: node;
unit node: class(val: integer);
left, right: node;
node;
traverse: procedure(v:node);
begin
if v=none then return
else call traverse(v.left); write(v.val); call traverse(v.right);
fi
end traverse;
unit insert: procedure(e:integer); ... end insert;
end Tree;

Zaobserwujmy

Lemat 21.2. Niech k bedzie obiektem klasy TREE. Instrukcja call traverse(k)
spowoduje wydrukowanie wszystkich liczb zapisanych w drzewie o korzeniu k.

A teraz zmienimy nasz program. W procedurze traverse instrukcje write
zastapimy poleceniem detach. Rozpatrzmy nastepujacy program test.

program test;
unit node: class(val:integer);
var left,right: node;

end node;
var A: CA, B: CB, kolejny, integer, n: node, czyWszystkie:boolean;
unit CA: coroutine(n: node); unit CB: coroutine;
unit T: procedure(y: node); begin
begin return;
if y<>none then while not czyWszystkie do
call T(y.left); attach(A)
kolejny := y.val; detach; write(kolejny);
call T(y.right) od
fi end CB
end T;
begin
czy Wszystkie:=false;
return;
call T(n);
czy Wszystkie:=true;
end CA;
begin

n:= new node; (¥ tu instrukcje wypetniajgce drzewo n *) A:= new CA(n);
B:= new CB;
attach(B)

end test

Lemat 21.3. Wykonanie powyzszego programu spowoduje wydrukowanie wszys-
tkich liczb zapisanych w drzewie w porzqdku rosngcym.

Dowdd. Dowdd wynika z poprzedniego lematu i z wlasnosci operacji detach oraz
attach. Dowdd przez indukcje ze wgledu na wysokosé drzewa n. O

Jaki sens ma zastepowanie prostszego programu przez program bardziej
skomplikowany?



21.6. ATTACH ZASTEPUJE CALL 247

Wyobrazmy sobie teraz, ze mamy tyle wspoélprograméw ile jest drzew. Pro-
gram gléwny moze “poprosi¢”’ dowolny z wspoétprograméw by podat kolejng co
do wielkos¢i wartosc przechowywana w drzewie . Oto szkic algorytmu scalania
drzew BST.

. niech kazdy wspotprogram poda najmniejszy element w drzewie D[ij.
. powtarzaj ...

. wybierz najmniejszy element e, zapamietaj nr drewa w j,

. dopoki choéiaz jedno drzewo ma jeszcze element do pokazania

P LD~

Definicja tego pojecia

Lancuchem dynamicznym obiektu ¢ pewnego wspélprogramu nazywamy ciag
jednostek dynamicznych taki, ze (Baza) do lancucha nalezy obiekt ¢, (krok in-
dukcyjny) a) jesli wykonywane jest polecenie tworzace nowa jednostke dynam-
iczng bloku, procedury, funkcji lub obiektu to wskaznik systemowy DL nowej
jednostki wskazuje na poprzednio aktywna jednostke dynamiczna. Jednostka ta
jest w ten sposéb dotaczana do tancucha wydtuzajac go,

b) jesli w ostatnim elemencie laricucha zakonczono wykonywanie ostatniej in-
strukeji (bloku, procedury, funkcji lub inicjalizacji klasy) to jednostka taka jest
odlaczana od tanicucha dynamicznego skracajac go.

21.6 attach zastepuje call

W tym miejscu (po raz drugi) nawigzujemy do zdania wypowiedzianego przez
Donalda Knutha. W strukturze drzew binarnych poszukiwan implementujemy
trzy operacje:

m) sprawdzania czy element e nalezy do drzewa,
i) wstawianie elementu e do drzewa,

d) usuwanie eleentu e z drzewa.

Rozwazmy program, ktéry wielokrotnie wykonuje kazda z tych operacji. Powiedzmy,
ze operacja sprawdzania jest wykonywana k razy, operacja wstawianie [ razy,
operacja usuwania jest wykonywana m razy. W zwiazku z tym program ut-
worzy k + [ + m razy rekord aktywacji odpowiedniej procedury. Taki rekord
istnieje tylko przez chwile, potem, po zakonczeniu procedury jest automaty-
cznie usuwany. Kolejne wywotanie (instrukcja call) powoduje powstanie niemal
identycznego rekordu aktywacji i ... jego usuniecie i tak wiele razy. Czy mozna
tego unikngé?

Sprobujemy zastapié instrukcje call member(e), call insert(e) i call delete(e)
przez instrukcje attach aktywujace odpowiedni z trzech obiektéw wspdipro-
gramoéw. Deklaracje klasy BST zawierajaca funkcje member i procedury insert
oraz delete zastagpimy deklaracja podobnej klasy BSTC w ktorej zamiast proce-
dur pojawia sie¢ wspolprogramy.
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unit BSTC: class (type t; function less(x, y:t):boolean);
var root: node, member: e, insert: i, delete: d;
unit node: class (value: t);
var 1, r: node;
end node;
unit e: coroutine; ...
unit help: e coroutine; ...

unit i: help coroutine; ...

unit d: help coroutine; ...

begin
member:=new e; insert:=new i; delete:=new d;
inner;
kill(member); kill(insert); kill(delete)

end BSTC;

Zauwaz, ze wspolprogramy zadeklarowane w tej klasie tworza hierarchie.

W programie gléwnym mozemy zechcieé¢ zadeklarowaé klase MT i funkcje
boolowska mniejsze poréwnujaca obiekty klasy MT. Wtedy nastepujaca in-
strukcja bloku dziedziczaca z klasy BSTC' zastapi instrukcje bloku dziedziczacy
z klasy BST.

pref BSTC(MT, mniejsze) block
var y:MT;

begin

. (* call insert(y) *)
insert.x:=y;
attach(insert);

. (* elem:= contains(y) *)
member.x:=y;
attach(member);
if member.elem then ... fi;

. (* call delete(y) *)

delete.x:=y;
attach(delete);
end;

)

Obejrzyjmy deklaracje wspotprograméw. Wspotprogram e ma nastepujaca tresé



21.6. ATTACH ZASTEPUJE CALL 249

unit e: coroutine;
(*elem- output attribute*)
var trick, elem: boolean, ¢, v: node, x:t;
begin
return;
do trick, elem:=false; (* loop for member *)
q:=root;
v:=none;
while q=/=none
do
if less(x, q.value)
then v:i=q; q:=q.l
else
if less(qg.value, x)
then v:=q; q:=q.r
else elem:=true; exit
fi
fi
od;
(* elem=true iff x belongs to S *)
inner;
detach;
od
end e;

Pomocniczy wspélprogram help dziedziczy z e.

unit help: e coroutine;

begin
inner; (* trick=true iff x does not belong to S *)
if not trick then exit fi;

if v=none

then root:=q

else
if less(x, v.value)
then v.l:=q

else v.iri=q
fi (* after insert or delete *)
fi (* attach new node q to its father v *)
end help;

Wspoélprogram help jest rozszerzany przez wspodlprogramy insert i delete.

unit i: help coroutine;
begin

trick:=true;

if elem then exit fi;

q:=new node(x) (* insert is a dummy if x belongs to S *)
end i;

Wspélprogram d jest troche dtuzszy.
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unit d: help coroutine;
private w, u, s;
var w, u, s: node;

begin (* delete is a dummy if x does belong to S *)
if not elem then exit fi;

Wi=q;
if q.r=none
then q:=q.l
else

if q.l=none
then q:=q.r

else u:=q.r;
if u.l=none
then u.l:=q.l; q:=u

else

do s:=u.l;

if s.l=none then exit fi;
u:=s

od;

sl.=w.l; ul:=s.r;

S.I'=w.r; q:=8

fi

fi

fi;

kill(w)

end d;

Zatozmy, ze MT jest klasa i ze funkcja mniejsze spelnia warunki wyliczone w
definicji relacji porzadkujacej, tzn. jest zwrotna, przechodnia i antysymetryczna.
Program (blok) P2 powstaje z programu P1 przez zastapinie kazdej instrukcji
call przez odpowiednig pare instrukcji wg nastepujacej tabeli.

insert.x:=a; attach(insert);
member.x:=b; attach(member); bl:=member.elem;
delete.x:=c; attach(delete);

call insert(a);
bl:=member(b);
call delete(c);

Twierdzenie 21.4. Przy spelnieniu powyzszych zatozern programy P1 i P2 sq
rownowazne.

Dowdd. Dowod przebiega przez indukcje ze wzgledu na liczbe instrukeji call w
programie P1. W dowodzie wykorzystamy nastepujace lematy.
O

21.7 Wieze Hanoi

Przyjrzyjmy sie ponownie zadaniu przenoszenia krazkéw w buddyjskiej §wiatyni
w Hanoi. W rozwiazaniu rekurencyjnym dostrzezemy szanse na skrocenie czasu
obliczen. Podstawowa operacja jest wywolanie procedury move czyli przenie§
n krazkéw z wiezy o numerze f na wieze o numerze t. Wiemy, ze takie oper-
acje trzeba wykonaé 2" razy. Tymczasem liczba réznych zestawéw argumentdw
wynosi n x 3 X 3 i jest znacznie mniejsza od 2". Kazde wykonanie instrukeji call
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move(a,b,c) wymaga utworzenia rekordu aktywacji dla procedury move i jego
zamkniecia.
Proponujemy by

1. zastapié¢ procedure move, wspolprogramem o nazwie wz. Zobacz tabele
ponizej.

2. utworzy¢ 9n (a nawet tylko 6n) obiektow tego wspolprogramu z wszys-
tkimi dopuszczalnymi warto$ciami argumentéw i zapisaé¢ je w trojwymi-
arowej tablicy P,

var P: arrayof arrayof arrayof wz;
3. zastapi¢ kazda instrukcje call move(a, b, ¢) przez instrukcje attach(P(a,b,c))

Ad 1. Poréwnajmy procedure move i wspoélprogram wz.

unit move:procedure(n,f,t:integer); unit wz:coroutine(n,f,t:integer);
(* n rings from stick f to stick t *) (* n rings from stick f to stick t *)
var k:integer; var k:integer;
begin begin
return;
do
k:=6-(f+t); k:=6-(f4t);
if n>1 then call move(n-1,fk); fi; if n>1 then attach (p(n-1,f,k)); fi;
call modyf(f,t); call modyf(f,t);
(* move only one ring *) (* move only one ring *)
if n>1 then move(n-1,k,t); fi; if n>1 then attach (p(n-1,k,t)); fi;
return detach;
od;
end move; end wz;

Ad 3. Porownanie instrukcji call move(4, 1, 2) i instrukcji attach(P(4,1,2))
prowadzi do nastepujacego wniosku.

kazde wywolanie var x: wz;

call move(a,b,c);

spowoduje x:=new wz(a,b,c);

— utworzenie rekordu aktywacji move

— przestanie argumentow a, b, ¢ kazde polecenie

— wykonanie tresci procedury attach(x)

— usuniecie rekordu po zakornczeniu jest robwnowazne poleceniu

call move(a,b,c).

Whiosek 21.5. Przyjmujemy, ze dla kazdego 1 < i <mn, dla kazdego 1 < j <3
i dla kazdego 1 < k < 3 zachodzi Pli, j, k] = new wz(i, j, k).

Wtedy wykonanie instrukcji call move(i,jk) daje doktadnie ten sam efekt, co
wykonanie instrukcji attach(P[ij,k]).

Natomiast instrukcja attach pozwala zaoszczedzié czas potrzebny na utworzenie
rekordu aktywacyi i na przekazanie parametrow.

Na zo6tto pomalowany jest rekord aktywacji procedury move. Rekord taki twor-
zony jest za kazdym wywolaniem call move(n, f, t). Przenoszone sa do niego
wartosci parametréow n, f,t. Wykonuja sie instrukcje z tresci procedury mowve.
Potem ten rekord aktywacji jest usuwany.

Na zielono pomalowany jest obiekt wspotprogramu wz. Obiekt taki jest twor-
zony jeden raz dla kazdej kombinacji argumentow n, f, t przez polecenie P[n,f,t]:=
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SL=MAIN | DL= SL=MAIN | DL=
n: integer — n: integer —
f: integer = f: integer =
t: integer = t: integer —
k: integer k: integer
begin begin
return;
do
k:=6-(f+t); k:=6-(f+t);
if n>1 then call move(n-1,fk); fi; if n>1 then call move(n-1,£,k); fi;
call modyf(f,t); call modyf(£,t);
(* move only one ring *) (* move ouly one ring *)
if n>1 then move(n-1k,t); fi; if n>1 then move(n-1,k,t); fi
return detach
end move; od
end wz;

new wz(n,ft). Kazde polecenie call move(n, f, t) moze by¢ zastapione przez
polecenie attach(P[n.f,t]) z tym samym efektem na zmiennych programu gtéwnego.
Nie trzeba tworzy¢ rekordu aktywacji — obiekt jest gotowy. Nie trzeba przesytac
parametréw — to zostalo zrobione podczas tworzenia obiektu wspoélprogramu.
Nie trzeba usuwaé obiektu — pozostaje on w gotowosci do nastepnego wykorzys-
tania.

A tutaj mamy caly program

program HanoiTowers;

(* towers of hanoi *)

(* there are three towers built of decreasing rings stringed onto sticks *)
(* at the initial state all rings are stringed onto stick no. 1. our job is *)
(* to move all rings from the stick 1 to the stick 3. the difficulty is *)
(* that we mustn’t violate the following conditions *)

(* 1. we can move only one ring at one step ¥)

(* 2. each ring may be placed only onto a greater one *)

(* to manage with this difficult problem we have an auxilliary stick 2 *)
unit wz:coroutine(n,f t:integer);

(* move n rings from stick f to stick t *)

var k:integer;

begin

return;

do

k::6—(f—|—t);

if n>1 then attach (p(n-1,fk)); fi;

call modyf(f,t); (¥ move only one ring *)

if n>1 then attach (p(n-1,k,t)); fi;

detach;

od;

end wz;

unit modyf:procedure(f,t:integer);
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(* move the topmost ring from stick f to stick t *)
begin

top(t):=top(t)+1;

w(t,top(t)):=w(f,top(f));

w(f,top(f)):=0;

top(f):=top(f)-1;

call displ;

end modyf;

unit displ:procedure;

(* printing *)

var t,i j,k,m,n:integer;

begin

t:=1;

for i:=2 to 3 do

if top(i)>top(t) then t:=i fi od;

t:=top(t);
for i:=t downto 1 do
m:=15;

for j:=1 to 3 do

for k:=1 to m do write(); od;
if w(j,i)=/=0 then for k:=1 to w(j,i) do write("*") od;
fi;

m:=15-w(j,i);

od;

writeln;

od;

for i:=1 to 15 do write(); od;
for i:=1 to 45 do write(-"); od;
writeln;

end displ;

var w:arrayof arrayof integer, (* how many rings are stringed *)
(* on each stick *)

top:arrayof integer, (* the topmost ring size on each stick *)
nb,i,j,k,timeb:integer,

p:arrayof arrayof arrayof wz; (* coroutine pointers *)

begin

array w dim(1:3);

array top dim(1:3);

writeln("program towers of hanoi");
writeln("version with coroutines");

do writeln("give the number of rings");
read(nb);

writeln(nb);

if nb>0 then exit else writeln(fiumber of rings must be greater than 0")

fi od;
timeb:=time;
top(1):=nb;

253
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array w(1) dim(1:nb);
array w(2) dim(1:nb);
array w(3) dim(1:nb);
k:=nb;
for i:=1 to nb do w(1,i):=k;
k:=k-1;
od;
(* stick 1 is full *)
writeln("the algorithm acts as follows");
call displ;
array P dim (1:nb);
for i:=1 to nb
do
array P(i) dim(1:3);
for j=1to 3
do
array P(i,j) dim(1:3);
for k:=1 to 3
do if j=/=k then P(i,j,k):=new wz(i,j k) fi od
od
od;
(* Vi<i<nVi<j<3Vi<k<aPli, j, k] = new wz(4, j, k) *)
attach (P(nb,1,3));
writeln(* execution time for",nb:4,” rings =" time-timeb,” sec");
end

21.8 Treegen

W tym paragrafie przedstawiamy hierarchie typow wspolprogramow. W dowodzie
twierdzenia o poprawno$ci programu korzystajacego z tej hierarchii stosujemy
indukcje ze wzgledu na te hierarchie, a wlasciwie jest to indukcja ze wzgledu na
dtugosé wyrazenia.

Definiowanie skonczonych zbioréw

Zadaniem programu treegen.log jest wydrukowanie wszystkich stow z jezyka
opisanego przez wyrazenie regularne, niezawierajace gwiazdek. Zwroé uwage,
na ogo6t zbiory skoriczone przechowywane sa w jakiej$ strukturze danych. Ale
nie musi tak by¢ zawsze. Jesli potrafisz zapisa¢ zbiér odpowiedniy formuty to
mozesz zyska¢ w wielu aspektach. Przykladem jest formuta 23 < ¢ < 2306.
Dzieki niej mozemy precyzyjnie i krotko opisac¢ zbior A = {i € mathbbN : 23 <
1 < 2306}.

Struktura programu

Program glowny dzieli sie swoimi dwoma zasobami z obiektami wspoélprogramow,
jakie sa tworzone w dalszym ciagu. Sa to tablica znakéw WORD i zmienna
calkowito-liczbowa i.
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var WORD: arrayof char, i: integer, ...

Zacznijmy od wspoélprogramu konsumenta
(* otoczenie wspdlne dla wszystkich wspotprograméw *)
var WORD: arrayof char,
i. integer;
unit konsumuj: coroutine;
begin
return;
do
attach(o);
(* print the WORD ¥*)
for J:=1 to |
do
write(WORD(J))
od;
writeln;
if 0.B then exit fi
od
end konsumuj;
Program — konsument — instrukcja attach(o) przekazuje sterowanie do obiektu

Hierarchia wspolprograméw

Tworzymy kilka modutéw wspodlprogramow.

RYsunek — drzewo hierarchii REGEXP
unit REGEXP:coroutine;

var B:BOOL; (* B = all the words of the language were shown *)
begin
return
inner;
B := true
end REGEXP;
unit ATOM: REGEXP coroutine(c:CHAR);
begin
do
i:=i+1; (* update the position *)
WORD(i):=c;
B:=TRUE;
detach
od
end ATOM;
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unit UNiON: REGEXP coroutine(l,r:REGEXP);
var m: INTEGER;
begin
do
m:=i;
do
attach(l);
if I.B then exit fi;
detach;
i:=m
od;
|.B:=FALSE;
do
detach;
i:=m;
attach(r);
if r.B then exit fi;
od;
r.B:=FALSE;
B:=TRUE;
detach;
od;
end UNION;

unit CONCATENATION: REGEXP class(l,r:REGEXP);
var N,m:INTEGER;
begin
do
m:=i;
do
attach(l);
N:=i;
do
attach(r);
if r.B then if |.B then exit exit else exit fi fi;
detach; i:=N
od:
r.B:=FALSE;
detach;
iz=m
od;
r.B, 1.B:=FALSE;
B:=TRUE;
detach
od;
end CONCATENATION;

Twierdzenie 21.6. Niech o bedzie obiektem podklasy klasy Regexp, o in Regexp.
Ponizszy program Pr wydrukuje wszystkie stowa nalezgce do jezyka reqularnego
lo| opisanego przez wyrazenie regularne o i zatrzyma sie.
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Pr: I:=0;

do

attach(o);

if 0.B then exit
else

(* print the WORD *)
for J:=1to I

do
write(WORD(J))
od;

writeln;

fi

od

Dowdd. Dowdd jest rozproszony pomiedzy podklasy klasy Regexp. Ktos mogltby
powiedzieé¢, ze mamy do czynienia z dowodem ze wzgledu na hierarchie podklas
klasy regexp. W rzeczywistosci nasz dowod przebiega przez indukcje ze wzgledu
na dlugos¢ wyrazenia regularnego w, jakie zostalo zakodowane w obiekcie o.
Baza) Jesli obiekt spelnia relacje o is Regexp to wykonanie instrukcji attach(o)
powoduje natychmiastowy powrét z warto$cia 0.B true. Takie wyrazenie opisuje
pusty jezyk. Teza twierdzenia jest w tym przypadku spelniona.

Udowodnimy nieco mocniejszy lemat:

Lemat 21.7. Przypusémy, ze wczesniejsze aktywacje obiektu o wspdotprogramu
Regexp wypetnity tablice WORD na miejscach Let i0 be the value of the variable
I. Suppose that the some words of the language L(0) were generated by the ear-
lier activations of the coroutine o.

An ezecution of command attach(o) has the following effect: the subsequent
word of the language L(0) is concatenated to the content of the WORD(1), ... ,
WORD(I); i.e. the new word is placed beginning of the position WORD(I+1).
The value of B attribute becomes true iff all the words of the language L(0) were
shown.

Jesli obiekt spelnia relacje o is Atom spelniony jest nastepujacy lemat
to uzyskujemy jedno stowo o dtugosci jeden.
W obu tych przypadkach teza jest O

program Treegen; (* Generates the language defined by a regular expres-
sion*)
(* Program written by A. Kreczmar 1982
proof written by A. Salwicki 1990 *)

unit REGEXP:coroutine;

(* an object in the hierarchy of subtypes of type REGEXP represents a regular
expression *)

(*

Theorem

For every object o in the hierarchy of classes that inherit from Regexp class the
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program Pr (see below), when executed will print all the words of the regular
language represented by the object o and then it will stop.
Pr: 1:=0;

do

attach(o);

(* print the WORD *)

for J:=1to1

do

write(WORD(J))

od;

writeln;

if W.B then exit fi

od

Lemma

Let i0 be the value of the variable I. Suppose that the some words of the lan-
guage L(o) were generated by the earlier activations of the coroutine o.

An execution of command attach(o) has the following effect: the subsequent
word of the language L(o) is concatenated to the content of the WORD(1), ... ,
WORD(I); i.e. the new word is placed beginning of the position WORD(I+1).
The value of B attribute becomes true iff all the words of the language L(o)
were shown.

PROOF of the lemma is distributed in the subclasses of the class regexp, i.e.
the proof goes by induction with respect to the length of a regular expression

*)

var B:BOOL; (* B © all the words of the language were shown *)
begin
return
inner;
B := true
end REGEXP;

unit ATOM: REGEXP class(C:CHAR);
(* an atomic regular expression consists of a letter
Proposition. An execution of attach statement applied to this object will place
the letter C on I+1-th place
in the table WORD and the value of B will be assigned to true. In this way the
whole regular language is displayed at once.
in this way we proved the base of the induction proof of the Lemma. *)
begin
do
I:=I+1; (* update the position *)
WORD(I):=C;
B:=TRUE;
detach
od
end ATOM,;
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unit UNION: REGEXP class(L,R:REGEXP);
(* represents the expression (L E R) i.e. the union *)
(* Proposition. Assume that objects L and R enjoy the property expressed by
the Lemma
then any time this coroutine will be attached we obtain a subsequent word of
the union of the languages L and R.

Consider, a regular expresion of the length k. By our definition it is either
a union object or a concatenation object.
Let o be a union object i.e. o is UNION. The structure of its commands assures
the following
while not exhausted(L)
do
attach(L) — by induction hypothesis this command returns a word of L language
od
(* L.B = true *) — the exhaustion mark for L
while not exhausted(R)
do
attach(R) — by induction hypothesis this command returns a word of R language
od
(* R.B = true
B = true *)

It is evident that in this way by repeated execution of attach(o) one obtains
a sequence of words composed from the all words of L language followed by the
sequence of all words from the R language. *)

var m: INTEGER;
begin
do (* repeat : store I; generate one word (first from L next from R; detach;
restore I until exhausted *)
m:=I;
(* I is the position of the lastly generated letter. *)
(* M+1 is the position where the current UNION object *)
(* will place the letters of the currently generated word. *)
do
attach(L); (* by the inductive assumption this statement causes that one word
will be generated of the language L and it will be concatenated to the content
of WORD(1) , ... , WORD(I) *)
if L.B then exit fi;
detach;
I:=m (* reestablish the position in the table WORD for the next word *)
od;
L.B:=FALSE; (* restart language L *)
do
detach;
I:=m; (* reestablish the position in the table WORD for the next word *)
attach(R); (* by the inductive assumption this statement causes that one word
will be generated of the language R and it will be concatenated to the content

of WORD(1) , ... , WORD(I) *)
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if R.B then exit fi;

od;

R.B:=FALSE; (* restart language R *)
B:~TRUE;

detach;

od;

end UNION;

unit CONCATENATION: REGEXP class(L,R:REGEXP);
(* represents the concatenation (L-R) of the languages represented by the reg-
ular expressions L and R *)
(* Suppose the object o is of the class CONCATENATION.

Now the loop of commands of object o assures basically the following
while not exhausted
do
store (I);
attach(L); — a word from L
attach(R); — followed by a word from R
detach; — hence a word of (L R) is given
restore(I)
od

with the necessary reactions to a case when one language (L or R) ends.
It is clear that if the object L and R enjoy the property mentioned in the Lemma
then the object o enjoys it too*)

var Nym:INTEGER;
begin
do
m:=I; (*M stores the begin position of first language word position *)
do
attach(L);
N:=I (* N stores the begin position of the second language word position *)
do
attach(R);
if R.B then if L.B then exit exit else exit fi fi;
detach; I:=N (* restart language R word generation position *)
od;
R.B:=FALSE; (* restart language R *)
detach; I:=m (* restart language L word generation position *)
od;
R.B,L.B:=FALSE; B:=TRUE; detach
od;
end CONCATENATION;

const N=50; (* DIMENSION FOR ARRAY WORD *)
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var A,B,C,D,E,W,V,L,0,G,IL,NN:-REGEXP,
1,J,N,M:INTEGER;
(* I = GLOBAL POSITION POINTER FOR ARRAY WORD *)
var WORD: arrayof CHAR; (* BUFFER FOR WORDS GENERATION *)

begin

writeln(LANGUAGE GENERATOR USING COROUTINES");
writeln(LANGUAGE IS REPRESENTED AS A TREE WITH OPERATIONS
IN NODES");

writeln(OUR. OPERATIONS ARE SET THEORETICAL JOIN AND CON-
CATENATION OF");
writeln(LANGUAGES");writeln;
A:=new ATOM(’A’); B:=new ATOM(’B’); C:=new ATOM(’C’);

D:=new ATOM(’D’); E:=new ATOM(’E’);

L:=new ATOM('L’); G:=new ATOM('G’);

II:=new ATOM('T’); NN:=new ATOM('N");

O:=new ATOM(’'O");

W:=new UNION(A,L);

W:=new CONCATENATION(W new UNION(D,0));

V:=new CONCATENATION(ILC);

V:=new UNION(V,new CONCATENATION(L,new CONCATENATION(A,NN)));
V:=new CONCATENATION(G,V);

V:=new UNION(A,V);

W:=new CONCATENATION(W,V);

writeln("WE HAVE LANGUAGE DEFINED BY THE FOLLOWING EXPRES-
SION");

writeln;

writeln("(AEL)-(DEO)-(AEG-(I-CEL-A-N))");

writeln; writeln;

array WORD dim(1:N);

do

attach(W);

write();

for J:=1to1

do

write(WORD(J))

od;

writeln;

if W.B then exit fi

od

end

(*
Theorem

For every object o in the hierarchy of classes that inherit from Regexp class the
program Pr (see below), when executed will print all the words of the regular
language represented by the object o and then it will stop.

Pr: I:=0;

do

attach(o);
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for J:=1to 1

do
write(WORD(J))
od;

writeln;

if W.B then exit fi
od

Lemma

Let i0 be the value of the variable I. Suppose that the some words of the lan-
guage L(o) were generated by the earlier activations of the coroutine o.

An execution of command attach(o) has the following effect: the subsequent
word of the language L(o) is concatenated to the content of the WORD(1), ... ,
WORD(I); i.e. the new word is placed beginning of the position WORD(I+1).
The value of B attribute becomes true iff all the words of the language L(o)
were shown.

Proof.
Induction with respect to the length of the expression represented by the object
0.

Base. Suppose the actual type of o is ATOM. Then the thesis of the lemma
is satisfied.

Induction step. Suppose the lemma holds for every regular expression shorter
than an integer k. Consider, a regular expresion of the length k. By our defini-
tion it is either a union object or a concatenation object.
case A. Let o be a union object i.e. o is UNION. The structure of its commands
assures the following
while not exhausted(L)
do
attach(L) — by induction hypothesis this command returns a word of L language
od
L.B := true — set the exhaustion mark for L
while not
do
attach(R) — by induction hypothesis this command returns a word of R language
od
L.R := true
B = true

It is evident that in this way by repeated execution of attach(o) one obtains
a sequence of words composed from the all words of L language followed by the
sequence of all words from the R language.

case B Suppose the object o is of the class CONCATENATION.

Now the loop of commands of object o assures basically the following
while not exhausted
do
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store (I);

attach(L); — a word from L

attach(R); — precedes a word from R
detach; — hence a word of (L R) is given
restore(I)

od

with the necessary reactions to a case when one language (L or R) ends.
It is clear that if the object L and R enjoy the property mentioned in the Lemma
then the object o enjoys it too.
This ends the proof of the Lemma. ~

21.9 Przeszukiwanie z nawrotami

Dos¢ czesto stosuje sie zasade poszukiwania rozwiazan, ktora sprowadza sie do
przegladania wszystkich mozliwoéci. Najczesciej spotykamy sie z takim podejs-
ciem w zadaniach sztucznej inteligencji oraz w grach. Wystarczy przypomnieé
znane zadanie o przewiezieniu trzech kanibali i trzech misjonarzy przez rzeke
gdy do dyspozycji jest todka pozwalajaca przewiezé naraz tylko dwie osoby.
Ponizej podajemy tekst programu znajdujacego rozwigzanie problemu kani-
bali i misjonarzy. Zwrdéé uwage na klase backtrack. Opisuje ona mechanizm
tworzenia drzewa ... Klasa ta nadaje sie do wielokrotnego zastosowania.

program backtracking;

unit backtrack: class;

hidden se;

var root:node,search:se,found:node,

number of leaves,number of answers:integer;

unit node: class(father:node);
var nsons,level: integer , deadend:boolean;
unit virtual leaf: function :boolean;

end leaf;

unit virtual answer :function :boolean;
end answer;

unit virtual lastson: function : boolean;
end lastson;

unit virtual nextson: function : node;

end nextson;

unit virtual equal : function (w:node):boolean;
end equal;

unit virtual cost: function :real;

end cost;

begin

if father =/= none

then

level:=father.level+1
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else
level:=0
fi;

end node;

unit ok: function (v:node):boolean;
var w:node;

begin

if v=none then result:=false; return fi;
result:=true; w:=v father;

while w =/= none

do

if v.equal(w) then result:=false; return fi;
w:=w father

od

end ok;

unit purge: procedure (v:node);
var w: node;

begin

if v=none then return fi;

do

w:=v.father; kill(v);

if w=none then return fi;
w.nsons:=w.nsons-1;

if w.nsons =/= 0 then return fi;

vi=w
od;
end purge;

unit virtual insert: procedure(v:node);
end insert;

unit virtual delete : function :node;
end delete;

unit se: coroutine ;

var iinteger,v,w:node;
begin

return; call insert(root);
do

v:=delete;

if v=none then exit fi;
if v.answer

then

WSPOEPROGRAMY L

number of answers:=number_of answers+1;

found:=v; detach; call purge(v);
else

if v.deadend

then
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number of leaves:=number of leaves+1;
call purge(v);

else

do

w:=v.nextson; v.nsons:=v.nsons+1;
if ok(w)

then

w.deadend:=w.leaf; call insert(w);
fi;

if v.lastson then exit fi;

od:

fi;

fi;

od;

found:=none;

end se;

unit optimize: function: node;

var v,w:node;

begin

call insert(root);

do

v:=delete;

if v=none then exit fi;

if v.answer

then

number of answers:=number of answers+1;
if result=none orif result.cost > v.cost
then

call purge(result); result:=v

fi;

else

if v.deadend

then

number of leaves:=number of leaves+1;
call purge(v)

else

do

w:=v.nextson; v.nsons:=v.nsons+1;
if ok(w)

then

w.deadend:=w leaf; call insert(w);
fi;

if v.lastson then exit fi;

od:

fi

fi;

od;

end optimize;
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unit killall :procedure;
var v:node;

begin

do

vi=delete;

if v=none then return fi;
call purge(v);

od;

end killall;

begin
search:=new se;
inner;
kill(search);

end backtrack;

WSPOEPROGRAMY L

unit dfs :backtrack class;
var top:elem;

unit elem: class (next:elem, v:node);
end elem;

unit virtual insert: procedure(v:node);
begin

top:=new elem(top,v);

end insert;

unit virtual delete: function :node;
var e:elem;

begin

if top =/= none

then

result:=top.v;

e:=top; top:=top.next; kill(e);

fi;

end delete;

end dfs;

(* tu sie zaczyna program przyktfadu *)
var n,bc:integer,h1,h2,h3:char;

begin

do

writeln("tell how many canibals(=no missionaries)");

write(n=");

readIn(n);

if n=0 then exit fi;
write("boat capacity=");
readin(bc);

pref dfs block
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var m,c:integer; (* bc - boat capacity, n- number of cannibals

n- number of missionars *)

unit state: node class(m1,cl:integer);

var m2,c2:integer, left:boolean;

(* m1,m2 number of missionars on both sides of the river
c1,c2 number of cannibals on both sides of the river *)

unit virtual answer: function: boolean;

begin
result:=m1=0 and c1=0
end answer;

unit virtual leaf: function : boolean;

begin

if m1<0 orif m2<0 orif c1<0 orif c2<0 orif
m1>n orif m2>n orif c1>n orif c2>n orif
ml<cl and m1>0 orif m2<c2 and m2>0
then

result:=true

fi

end leaf;

unit virtual lastson: function :boolean;
begin

if c=0 and m=bc

then

result:=true; m:=0; c:=0;

fi;

end;

unit virtual nextson : function :state;
begin

c.=c+1;

if m=0

then

if c>bc

then

c:=0; m:=1

fi

else

if m<c orif m+c>bc
then

c:=0; m:=m+1;

fi

fi;

if left

then

if c+m<bc

then
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result:=none
else
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result:=new state(this state,m1-m,c1-c)

fi
else

result:=new state(this state,m1+m,cl+c)

fi;

end nextson;

unit virtual equal: function(w:state):boolean;

begin

result:=left=w.left and m1=w.m1l and cl=w.cl;

end equal;

unit virtual cost: function :real;

begin
result:=level
end cost;

begin

left:=level mod 2 = 0;
m2:=n-m1l; c2:=n-cl;
end state;

unit display: procedure(v:state);
var j,i:integer, w:state at: arrayof state;

begin

if v=none then writeln(ho more solutions"); return fi;

i:=v.level;

array at dim (0:i);
Wi=V;

for j:=i downto 0

do

at(j):=w; w:=w.father
od;

writeln("move number left side direction right side");

for ;=0to i

do

write(j); write();
w:=at(j);
write(w.m1,w.c1,);
if w.left

then
write(->");
else
write(«-");
fi;

writeln(,w.m2,w.c2);
od;
kill(at);
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end display;

begin

root:=new state(none,n,n);

write("do you want to optimize ");

writeln(6r to print all the solutions ?");
writeln("(answer opt or all)");

readIn(h1,h2,h3);

if h1="0" and h2="p' and h3="t'

then

found:=optimize;

if found =/= none

then

call display(found);

writeln(Aumber of leaves=",number of leaves);
writeln(iumber of answers=",number _of answers);
else

writeln(fo solutions");

writeln(Aumber of leaves=",number of leaves);

fi;
call killall;
else
if h1="a’ and h2="l' and h3="I'
then
do
attach(search);

call display(found);
writeln("ile lisci=",number _of leaves);
writeln("ile odpowiedzi=",number of _answers);
if found=none then exit fi

od;

call killall;

fi

fi;

end;

od;

end;

end

21.10 Symulacja.

Wspolprogramy moga by¢ z sukcesem uzyte do symulacji proceséw dyskret-
nych. Np do symulacji epidemii grypy w pewnej populacji, do symulacji ruchu
pojazdéw w miescie, etc. Czyli, tam gdzie trudno zastosowa¢ wzory anality-
czne, natomiast znane sa pewne statystyczne prawidtowosci dotyczace proceséw.
TODO

opisz przyktad,
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wyttumacz pojecia: simproces, o§ zdarzen,
operacje: hold, schedule, passivate, run
Schemat programu stosujacego klase Simulation

[ program Bank;
unit class

end FIFOqueues;
unit PriorityQueues: class

end PriorityQueues;

unit Simulation: PriorityQueues class

unit simproc: class ... end simproc;
(* procesy symulowane moga stawa¢ w kolejkach *)

end Simulation;

begin

[ pref Simulation block
(* w tym bloku mozna wykorzystywa¢ pojecia i operacje
opisane w klasie Simulation *)
begin

’ tu umie$¢ Twdj program symulacyjny ‘
L end (* blok/program Symulacji *)
L end
Tu napisz oméwienie przyktadu z bankiem. Klasy bankteller i klientbanku i jak
to dziala...
Skomentuj strukture podana powyzej.

21.11 Poprawnos$é¢ klasy Simulation

W tym rozdziale pokazemy jak mozna zrealizowaé klase na podstawie jej specy-
fikacji, konstruujac przy tym dowdd poprawnosci. Rozwazaé bedziemy dwie
specyfikacje: specyfikacje Symulacja docelowej klasy Simulation, oraz specy-
fikacje ATPQ kolejek priorytetowych — tj. baze na ktoérej zbudowana bedzie
klasa Simulation.

21.11.1 Introduction

In earlier articles we discussed the problems related to the specifications. In [27]
we demonstrated the risks of creating inconsistent or incomplete specifications.
We made an example of complete specification. The algorithmic formulas used
there allow to show that any two implementations of the specifcation are iso-
morphic. We also remarked that the algorithmic logic makes a formal base for
proofs of correctness of algorithms. In other article [28] we demonstrate ... In
these articles specifications are viewed as somewhat theoretical, abstract beings.
In fact, we talk of formalized algorithmic axiomatizations. Yet, the practice of
programming brings the concept similar to specifications, it is interface module.
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This article is third in series. In [27] we discussed the problems related to the
creation of a specification of a class. In [28] we presented a proof of correctness
of a class w.r.t. a specification.

Now, we illustrate that in some circumstances one may build a class using
only knowledge of two specifications: specification S of the base class A and a
specification Sp of a target class B that inherits the class A. No knowledge on
the body of the inherited class is needed.

The meaning of this result is the following: the created class B will be cor-
rect with any class A provided it correctly implements the specification Sj4.
One possible application of this result is a quick construction of software. A
prototype class A may be used in order to quickly construct the system consist-
ing of classes A and B. Later, one may replace the class A by a more efficient
implementation.

A comment is in place here: our specifications can be compared with the
interface modules of Java. It turns out that:

1° Interfaces limit themselves to the signature part of an specification. The
specification files .spec of the SpecVer system contain signatures as well
as properties (or invariants, or axioms) of specified classes.

2° Interfaces can not prevent misinterpretation of the signature. Imagine, an
interface

interface Stacks {
Stacks push(Element e, Stacks s) { }
Stacks pop(Stacks s) { }
Element top(Stacks s) { }

}

What will happen if a class Stacks implemnts this specification in the
manner of FIFO instead of LIFO? This and similar examples demonstrate
that specifications of Java do not garantee anything but that the class
implementing an interface has declared some methods of given names and
parameters.

3° Interfaces are not complete. Obviously, one interface I may be imple-
mented in many ways. There is no way to express that any implementation
of I must ...

In section we give the specification for the class Simulation. Section
21.12.7] presents step by step work on implementation of the class Simulation.
Appendix A contains the specification of the base class PQS. Appendix B con-
tains an informal, yet sufficiemtly complete, specification of coroutines.

21.12 Specification of Simulation class
Now we are going to describe and to axiomatize a system of discrete event sim-

ulation. There are numerous situations in which we have to deal with processes
to be simulated, for example:
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e system of patients and medecine doctors,
e system of vehicles and street lamps,

e system of ...kupno-sprzedaz

Class Simulation is meant as a base for further extensions. It offers a proto-
type of simulated processes and defines a set of basic operations on processes.
The universe of the system Simulation of simulated processes and discrete
events consists of four disjoint subsets: SimProcess, EventNotice, Time and
SimulationPlans. Objects of type SimProcess are quasi-threads, more pre-
cisely they are coroutines. Each object of type SimProcess has a thread, how-
ever only one coroutine is executed in a moment. The control passes from one
coroutine to another grace the direct command attach(x).

The type Time may be a predefined class.
The type EventNotice has two fields: process and time.
The type SimulationPlan is the data structure of priority queues of FventNocices

lnew Your_SimProcess(...)

Initialization
return

Xi=

Passive

. /
~ passivate %run(_x) - _sc@dulg@,t)l_ \cancel(p)

|
| Active run(p) Awaiting |

| J < chooseProcess
en I—’L |

e e

| hold(dt)

Terminated

ikill(x)

21.12.1 Constructing Simulation class
From specification’s signature to the skeleton of the class Simulation

The first step is a simple,almost automatic, translation of the specification’s
signature onto the skeleton of the class Simulation.
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Specification’s signature Class’ skeleton

unit Simulation: PriorityQueues class

Types:
stmprocess P .

. . unit Simprocess: elemFIFO coroutine;
fﬁg@z_of_mmulatmn cPQ unit isIdle: function: Boolean;
éventnotice unit isTerminated: function: Boolean;

end Simprocess;
Operations:

unit EventNotice: elemPQ class; ...

current - this process is currently active .
p ¥ ? end EventNotice;

current : PQ — SP
time - the value of currently simulated time,

time : PQ — T unit PlanSymulacji: QueueHead class;

schedule - enables planning of events,
schedule : (SP X T) x PQ — PQ

hold - suspend a current process for a while,
hold : T x PQ — PQ

run - immediately execute the process,
run : SP X PQ — PQ

passivate - suspends the current process,
passivate : PQ — PQ

cancel - removes a process from plan,

unit schedule : proc(p: SimProcess, t: time):
unit hold: procedure(dt: time);

unit run: procedure(p: SimProcess);

unit passivate: procedure;

unit cancel: procedure;

unit chooseProcess: procedure;

unit currentProcess: function: SimProcess;
unit currentTime: function: time;

var currProcess: SimProcess, currTime: Time;

cancel : SP x PQ — PQ end PlanSymulacji;

idle?

idle : SP — Boolean
terminated?
terminated : SP — Boolean.

unit Time: class ... end Time;

var SQS: PlanSymulacji;
end Simulation;

Below we gathered the postulates (invariants, axioms) the class Simulation
should obey.

SQS is a finite set.

EventNotice = SimProcess x Time
SQS.currentProcess = (SQS.min qua EventNotice).p
SQS.currentTime = (SQS.min qua EventNotice).t

/\\“(AA/_\AA

w2 v N N nn »n
=W N

T = = D N ~—

—idle(p,pq) = (3t)member((p,t), pq) 5
Vpge Simulation Plan ¥ peSimprocessmember((p, t1), pq) A member((p,t2), pq) 1=t
6

pq = ¢ Aidle(p, pq) N\ —terminated(p, pq) = (S7)
[callschedule((p,t), pq)]—idle(p, pq) A pq = insert((p,t),c)

(pg = o A —idle(p, pq) A —terminated(p, pq)) = (S8)
[callschedule((p,t), pq)](idle(p, pq) A pg = insert((p,t), delete((p, time), 0)),

terminated(p,pq) = [callschedule((p,t),pq)]{ERROR}, (S9)

[call hold(t,pq)] o = [call schedule((current(pq),time +t),pq)] «, (S10)

(current(pq) = p' A —terminated(p,pq)) = (S11)
{[ecallrun(p, pq)|a = [callschedule(p, time, pq)]a}

(p = current(pq) Apqg =0) = (512)
[call passivate(pq)](idle(p, pq) A pq = delete((p, time), o))

pq =0 = |call cancel(p, pq)](idle(p, pq) N pq = delete((p,t),0)). (513)

We made the following decisions:
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e We introduce the class PlanSymulacji derived upon the class Queuehead
which implements priority queue [28].

e Instead of functions schedule, run, hold, passivate, etc. of type PQ with
one argument of type PQ we declare methods schedule, run, hold, passivate, etc.
within class PlanSymulacji. In this way we spare transferring argument
and receiving the result. This simplifies the body of class Simulation and
the usage of it.

The full text of the first version is here.
Now we ought to fill the bodies of methods schedule, run, hold, etc in such a
way that the properties S1 — S13 are valid.

Wilasnosé S1
SQS is a finite set. (S1)

Remark that the property S1 is garanteed. For the variable SQS points to a
priority queue object.

Wtlasnosé S2: EventNotice = Simprocess x Time

EventNotice = SimProcess x Time (52)

Wiasno§¢ S2 says: objects of type FEventNotice are pairs (s,t) where s €
SimProcess and t € Time. FEventNotice objects are inserted into priority
queue. Hence they need an ordering relation. We use the following definition:

d
el <e2 Ef el.t <e2t
The class EventNotice takes the following form

unit EventNotice: elemPQ class(p: SimProcess, t: Time);
unit less: virtual function(e: EventNotice): Boolean;
begin
result:— t < e.t
end less;
end EventNotice;

The full text of the second version is here.

Wlasnosci S3 1 S4

We shall prove that in each state of SimulationPlan SQS and hence in each
moment of a simulation experiment the following two properties hold.

SQS.currentProcess = (SQS.min qua EventNotice).p (S3)

and
SQS.currentTime = (SQS.min qua EventNotice).t (54)

To assure this, we put the instruction

call chooseProcess;

as the last instruction in the operations: hold, run, passivate.
For example,
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unit hold: procedure(dt: time);
begin

call chooseProcess;
end hold;

The instruction chooseProcess has to select from the priority queue SQ@QS the
eventnotice of the minimal time and to activate the process named in this
eventnotice. Moreover information on the chosen process and on the time of
chosen eventnotice are to be accessible as the values of function designators:
cuurrent Process and currentT'ime. We achieve this by declaring private vari-
ables: currProcess and currTime and makking their values available through
the methods currentProcess and currentTime.

unit chooseProcess: procedure;
var e: EventNotice;

begin (* value of SQS.min is the least element of priority queue *)
e:=SQS.min qua EventNotice; (* projection qua EventNotice is needed here *)
(* variables currTime i currProcess are private variables of the object SQS *)
currProcess:= e.p;
currTime := e.t;
attach(e.p);

end chooseProcess;

We can not not forget to declare method currentProcess.

unit currentProcess: function: SimProcess;
begin

result := currProcess;
end currentProcess;

In a similar way we declare method currentTime. The reader sees that prop-
erties S3 and S4 are valid. The full text of the third version is herel

Wilasnosé S5
—idle(p,pq) == (3t)member((p,t),pq) (S5)

In words, every not suspended process is planned for certain time t. This prop-
erty requires that information whether an object s of type SimProcess has an
eventnotice in the SimulationPlan or not were known to the object itself. The
simplest way to achieve this is to put the eventnotice (s, t) in the object s. Now,
the function idle answers correctly by checking the value of the variable event.

unit SimProcess: elemFIFO coroutine;
var event: EventNotice; (* make sure that, event.p = this SimProcess *)
unit isIdle: function: Boolean;
begin
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result := (event=none); (* not scheduled iff event = none*)
end isldle;
end SimProcess;

The full text of the fourth version is here.

Wtlasnosé S6

queSimulationPlanvaSimprocessmember((p7 tl)vPQ)/\membeT((p; t2)7PQ) = t1 =t
(S6)

In words, in every simulation plan every process can be planned at most once.

Wtasnosé S6 will follow from the analysis of methods schedule, hold, run, for

they are inserting an eventnotice to the plan of simulation.

Wtlasnosé S7

Wtiasnosé S7 reads:

pq = cAidle(p, pq) A\—terminated(p, pq) = [callschedule((p,t), pq)]—idle(p, pq) A pq = insert((p,t),c)
(S7)
In words, a suspended process can be scheduled to be reactivated at time t.
Note it is the time of simulation system.

terminated(p) = objectpexecutedallitsinstructions

We shall write a constructor (empty) and a thread of the coroutine Sim Process.

begin

return; (* end of constructor, constructor is empty *)

inner; (* it is a place for the thread of derived class *)

finished :=true; (* thread is terminated *)

call passivate;

raise Error; (* at the attempt to activate a terminated simprocess object *)
end SimProcess;

A provisory variant of procedure schedule may look as follow:

unit schedule: procedure(p:SimProcess, t: time);

var ev: EventNotice;
begin

ev :— new EventNotice(p, t);

if p.idle and not p.terminated then call SQS.insert(ev); p.event:=ev; endif;
end schedule;

The full text of the fifth version is here.
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Wlasnosci S8 1 S9

(pq = oA—idle(p, pg) A\—terminated(p, pq)) = [callschedule((p,t),pq)](idle(p, pg)Apq = insert((p,t), delete((p, tir
(S8)

A scheduled already process p can be scheduled again for another time, this will

delete an earlier eventnotice for p.

terminated(p, pqg) = [callschedule((p,t),pq)][{ ERROR}, (S9)

An attempt to schedule a terminated process results in an error. Properties S8
and S9 require the correct, full version of operation schedule.

unit schedule: procedure(p:SimProcess, t: time);
var ev: EventNotice;
begin
if p. terminated
then
raise ErrorDo_not ScheduleTerminatedProcess;
else
ev := new EventNotice(p, t);
if not p.idle
then
call SQS.delete(p.event);
endif;
call SQS.insert(ev);
p.event:=ev;
endif;
end schedule;

As it is easy to observe the operation schedule defined in this way satisfies
properties S7 and S8. We should react when the parameter t has the value less
than currentTime.

The full text of the sixth version is here.

Wlasnosé S10
[call hold(t,pq)] o = [call schedule((current(pq),time +t),pq)] o,  (510)

for arbi-
trary formula a.
A hold operation suspends the current process and schedules its activation af-
ter ¢ units of time. The property leads directly to the following body of the
procedure hold.

unit hold: procedure(dt: time);

begin
call SQS.schedule(currentProcess, current Time+dt);
call SQS.chooseProcess;

end hold;
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The first instruction causes suspension of the current simprocess’ thread for dt
units of time. The second instruction will choose a new active simprocess object.
The full text of the seventh version is here.

Property S11

(current(pq) = p' A—terminated(p,pq)) = {[callrun(p, pq)]a = [callschedule(p, time, pq)]a}
(S11)
for arbi-

trary formula a.

Procedure run immediately activates the indicated simprocess p.

unit run: procedure(p: SimProcess);
begin
if p.terminated
then
raise ErrorDo_not ScheduleTerminatedProcess;
endif;
call hold(0.1); (* wstrzymaj na chwile biezacy proces *)
call schedule(p, currentTime);
end run;

The instruction call run (x) results in immediate activation of the simprocess
object x.
The full text of the eigtht version is fhere|

Wlasnosé S12

(p = current(pg)A\pq = 0) = [call passivate(pq)|(idle(p, pq)Apq = delete((p, time), 0))
(S12)

Instruction passivate removes the current simprocess from the plan of simula-

tion.

unit passivate: procedure;
var s: Simprocess;
begin
s := currentProcess;
call SQS.delete(s.event);
s.event :- none;
call SQS.chooseProcess;
end passivate;

The full text of the ninth version is herel
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Wtlasnosé S13

pq =0 = [call cancel(p, pq)](idle(p, pq) N pq = delete((p,t),0)).  (S13)

Instruction cancel applies to a scheduled, non-active simprocess.

unit cancel: procedure(p: SimProcess);
begin

call SQS.delete(p.event);

p.event :- none;

call SQS.chooseProcess;
end cancel,

The full text of the tenth version is herel

Wtlasnosé S6 ponownie

qu6SimulatianPlanvaSimp'r'ocessmember((p7 tl)aPQ)/\member((p7 t2)7p(I) :(> t; =t
S6

Wtlasnosé ta powiada: w kazdym momencie obliczeri i dla kazdego procesu s, w

planie symulacji nie ma dwu zdarzen el i e2 planujacych wznowienie procesu s

w dwu réznych chwilach. Mozna sprawdzié¢, ze procedura schedule zapewnia te

wlasno$é, a w konsekwencji takze pozostate procedury planowania, ktére sie na

tej procedurze opieraja, zapewniaja te wtasnosé

Uwagi

skad sie wzial prior?
Unit Mainpr: SimProcess class

21.12.2 Wnhnioski

Jako jeden z natychmiastowych wnioskéw otrzymujemy:

Twierdzenie 21.8 (o relatywnej poprawnosci). Jesli klasa bazowa jest mod-
elem specyfikacji Kolejek Priorytettowych to klasa Simulation jest modelem (tj.
poprawnie implementugje) specyfikacje Symulacja.

Dowdd. Wynika z konstrukeji klasy Simulation. O

Kolejne pytanie jakie sie nasuwa brzmi: czy istnieje wiecej implementacji
bedacych modelem specyfikacji Symulacja? a moze wszystkie one sg izomor-
ficzne?

Twierdzenie 21.9. Niech klasa Cpg bedzie modelem specyfikacji ATPQ) kolejek
priorytettowych. Kazde dwie poprawne implementacje specyfikacji Symulacja
(tj. modele) ktore bazujg na klasie Cpg sq izomorficzne.

Dla uzytkownika duze znaczenie ma nastepujace

Twierdzenie 21.10. W kazdym kroku obliczenia ... wspotprogramem aktywnym
jest current process.
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Dowdd. Wynika z wtasnosci S1 — S13. O

A wiec ...

21.12.3 Appendix A: Specification of Priority Queues

The specification of priority queues class was published in [31], we recall it here
for the convenience of the reader.

Table 1. Specification AT PQ of priority queues.

] Signature \ Comments
Sorts Universe = EU PQ
E set of elements
PQ set of priority queues
Operations let e € F and q € PQ
insert : E x PQ — PQ put e into ¢
delete : E x PQQ — PQ delete e from gq
min: PQ — F find the minimum element
empty : PQ — {true, false} is a priority queue ¢ empty?
member : E x PQ — {true, false} does e € ¢?
<: E x E — {true, false} the ordering relation
’ Axioms

(al) The set E ofelements is linearly ordered by the relation < .
(a2) [while not empty(q) do q := delete(min(q), q) done] true
This axiom says for all ¢ program halts, i.e. the priority queue ¢ is finite

(a3) [ql := insert(e, q)]{member(e, ql) A (Ve1£e member(el, ql) < member(el, q))}
(ad) [q1 := delete(e, q)|{ ~member(e, ql) A (Ve1 2. member(el, ql) < member(el, q))}
(ad) empty(q) = (Veer —~member (e, q))

(a6) —empty(q) = (Veer member(e,q) = min(q) < e))

The operation min finds the least element of the set g.
(a7) [e := min(q)]true < —empty(q)
Axiom (a7) says the result of expression min(q) is defined iff —empty(q)
(a8) member(e,q) < begin
sl := q; result := false;
while not empty(sl) and not result do
if e —=min(sl) then result:=true fi;
sl := delete(min(sl),sl)
done
end result




Rozdzial 22

Procesy Ly

22.1 Programowanie wspo6lbiezne i1 rozproszone

L1

W programowaniu niesekwencyjnym wystepuja dwa podstawowe pojecia: proces
i procesor.

Program sekwencyjny jest procesem. Program niesekwencyjny moze utworzyc
i uruchomié¢ wiecej proceséw. Kazdy proces jest sekwencyjny w tym sensie, ze
jego instrukcje wykonywane sa po kolei, przez odpowiedni procesor. Procesor
— fizyczny lub wirtualny zapewnia postep w obliczeniach wykonujac instrukcje
procesu i dokonujac zmian w pamieci.

Z tymi, nie calkiem precyzyjnymi pojeciami, mozemy zréznicowaé obliczenia nie
sekwencyjne.

wspolbiezne Z obliczeniami wspétbieznymi wielu proceséw mamy do czynienia
wtedy, gdy wykonywane sa na jednym wspo6lnym procesorze,

rozproszone Obliczenia rozproszone wykonywane sg na procesorach potaczonych
siecig, Z koniecznosci kazdy procesor dziala w osobnej pamieci.

réwnolegle Obliczenia rownolegle wykonywane sa na komputerze wyposazo-
nym w wiele procesoréw i wspoélnag pamieé. Dzisiaj, kazdy procesor wyposazony
jest w swoja podreczna pamie¢ o catkiem sporym romiarze.

Definicje przyjete w Loglanie
W dalszych rozwazaniach przyjmujemy zawezajace pojecie procesora.

Definicja 22.1. Modut programu podobny do deklaracji klasy, odrézniajgcy sie
od tej ostatniej tym, zZe w miejsce stowa kluczowego class wystepuje stowo pro-
cess nazywamy modutem procesu.

Definicja 22.2. Obiekt utworzony na podstawie modutu procesu nazywamy
obiektem procesu.

Definicja 22.3. Procesorem jest system wykonawczy Loglanu, w skrécie VLP
lub utamek jego czasu.
Jesli dwa (lub wiecej) procesy wykonywane sq przez jeden procesor VLP, to

281
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kazdemu z nich, na zmiane, przydziela sie pare milisekund czasu procesora fizy-
cznego. Kazdy z nich otrzyma w przyblizeniu 1/2 czasu procesora.

Loglan oferuje jednolity model programowania obliczen wspétbieznych i rozpro-
szonych. Model ten obejmuje tez rozmaite konfiguracje mieszane. Przez proce-
sor bedziemy rozumie¢ loglanowska maszyne wirtualna VLP. Na kazdej takiej
maszynie mozna wykonywac wiele programoéw naraz, a takze mozna wykonywac
zadania wielu proceséw jednego programu. Procesory VLP moga by¢ w latwy
sposob laczone siecig. Zobacz... Tworzy sie w ten sposéb klaster (ang.cluster,
czyli grono) maszyn wirtualnych. Program P moze tworzy¢ obiekty procesow i
alokowac¢ je na réznych procesorach. Moze tez je wznawiac.

Przyktlad
Zacznijmy od kroétkiego przyktadu

program first;
#include “classes/gui.inc”;
[ (* deklaracja procesu *)
unit writer: process(node: integer, s: string);
var i: integer, A: arrayof char;
begin
A := unpack(s);
return;
for i := lower(A) to upper(A)
do
write(A(i));
od
end writer;
var wl, w2, w3: writer;
begin
[ (* tworzenie obiektéw procesu writer *)
w1l := new writer(0, “Bonjour tristesse Bonjour tristesse”);
w2 := new writer(0, “Welcome to London");
w3 := new writer(0, “Willkomen in Berlin");
) (* uruchamianie obiektéw wl, w2, w3 *)
resume(wl);
resume(w?2);
resume(w3);
[ (* oczekiwanie na klawisz 'f' *)
pref GUI block
begin
while true do
if GUI _KeyPressed=ord('f") then exit fi
od
end (* block *);
call endrun
end

Co sie sktada na ten program? Elementy programu istotne dla obliczen wspoél-
bieznych zaznaczono kolorem czerwonym.
Deklaracje w tym programie sprowadzaja sie do: 1°deklaracji procesu writer, i
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2°deklaracji trzech zmiennych wl, w2, w3 typu writer.
Dziatanie programu first polega na: 1°stworzeniu trzech obiektéw procesu writer i
przypisaniu ich do zmiennych w1, w2, w3. Kazdy z tych obiektow jest alokowany
na tym samym procesorze co program. (Decyduje o tym warto$¢ pierwszego
parametru rowna 0.) Utworzone obiekty pozostaja w stanie PASYWNY. 2°Nas-
tepnie program uruchamia kazdy obiekt wykonujac polecenia resume. Kazdy z
obiektow wl, w2, w3 zaczyna wykonywac¢ swoje zadania niezaleznie od innych,
drukujac na ekranie odpowienig litere z zadanego tekstu. Y.acznie zprogramem
glownym wykonywane sg cztery watki obliczen sekwencyjnych. 3°Program gléwny
oczekuje, ze zostanie nacisniety klawisz f’. Potem program koiczy dzialanie —
call endrun.

Obserwujac zachowanie tego prostego programu mozemy dokona¢ kilku spos-
trzezen. Po pierwsze, na ekranie pojawi sie mieszanina liter.

X [a]/home/andrzej/Loglan/Loglan82 Alp3binD/examp/FirstB  ID: 1 [_[alx]

BoWnilLjtooagujlr a sntm ruwiteseltccezoskmsue, e t,Wo 1i,Bt oalnjoj goslumarun:fJ

to -
1] | Jj:j

Wynik programu first (pierwsza proba)

Dlaczego tak sie dzieje? To proste, wszystkie trzy obiekty proceséw drukuja
na tym samym ekranie.
Po drugie, jesli powtoérzysz wykonywanie tego programu, kilka lub kilkanascie
razy, to zaobserwujesz, ze wzOr przemieszania liter moze sie zmienic.

7| /home/andrzej/Loglan/Loglan82 Alp3binD/examp/firstB  ID: 2

BoWnilLjtooagujlr a sntm ruwiteseltccezoskmsuee, , t WoBi,ot naLjjoo guslrma un
to

< | »

Wynik programu first (druga préba)

W tym przypadku juz w drugiej probie uzyskaliSmy inny obraz. Ale to ten sam
program i nie jest zalezny od danych. Dlaczego wiec sa réznice w wydruku?
Aha, obliczenia wspotbiezne nie sg deterministyczne! Ta obserwacja ma donioste
konsekwencje. W programowaniu sekwencyjnym analize wtasnosci programéow
opieramy na zasadzie determinizmu: wielokrotne wykonanie programu z tymi
samymi danymi poczgtkowymi da zawsze ten sam wynik. Ale jak wida¢ w pro-
gramowaniu wspoétbieznym zasada determinizmu nie obowiazuje. Najwazniejsza
konsekwencja tego co zaobserwowalismy, jest calkowita nieprzydatnosé tzw.
testowania programu. Coéz nam bowiem po tym, ze na naszych komputer-
ach program wspoétbiezny lub rozproszony nie dal powodu do niepokoju. W
nieznacznie zmienionej konfiguracji, np. przy innej temperaturze, lub gdy kom-
putery dzialaja z troche inng predkoscia nieczekiwany blad moze sie pojawié¢
jak diabel z pudetka.

Oznacza to m. in., ze wlasnos¢ stopu ma dwa oblicza: mozemy pyta¢ czy kazde
obliczenie programu P jest skoriczone? Ale mozemy tez zastanawiaé sie czy ist-
nieje chociaz jedno obliczenie skoniczone tego programu? Zamiast zadawaé sobie
pytanie czy po zakoriczeniu (deterministycznego) programu P zachodzi warunek
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new MyProces()

INITIALIZATION

return

Xi=

x ePASSIVE

resume(x)
v
stop

xcACTIVE

end MyProces

Rysunek 22.1: Diagram stanéw obiektu procesu

B, trzeba teraz pytania formultowaé inaczej: czy koniecznie po zakonczeniu pro-
gramu M zachodzi warunek 5 i/lub czy mozliwe jest ze po zakoriczeniu programu
M zachodzi warunek S. Jezyk opisu zjawisk semantycznych wystepujacych w
programowaniu wspotbieznym wymaga modalnosci: konieczne i mozliwe. Ujmi-
jmy to jeszcze inaczej: w obliczeniach determinstycznych jesli jest mozliwe, 7ze
po wykonaniu programu P zachodzi warunek «, to jest konieczne, ze po wyko-
naniu tego programu zachodzi warunek a.

Do zjawiska niedeterminizmu bedziemy jeszcze powraca¢. Oméwié model MAX.
Niedeterminizm obliczeni wspoélbieznych (réwnolegtych i rozproszonych) jest OGRANIC-
ZONY, tzn. nie uda sie otrzymacé efektu podobnego do x:= 7 z dynamic logic.
Dlaczego? 1° Zasada MAX maksymalnego niekonfliktowego wyboru eliminuje
unfairness

2° Wykonywanie instrukcji atomowej nie moze trwaé¢ dtuzej niz to jest dla niej
przewidziane! (mowa o drugim niedeterministycznym wyborze instrukeji do za-
koniczenia) w modelu MAX.

DO ZROBIENIA

L ==

22.2 Skladnia i semantyka

Ponizej przedstawiamy skladnie i semantyke polecen dotyczacych proceséw.
Zechciej zauwazyc jak niewiele potrzeba, by rozszerzy¢ jezyk obliczen sekwen-
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cyjnych tak by mozna bylo programowac obliczenia wspotbiezne i rozproszone.
Narzedzia stuzace programowaniu obliczenn wspoétbieznych i rozproszonych sa
naturalne, w tym sensie, ze sg zgodne z koncepcja programowania obiektowego.
Jezyk L1¢ jest rozszerzeniem poprzedniego jezyka Lg.

Lo & Lo

Deklaracje

W tym rozszerzeniu jezyka znajdujemy deklaracje proceséw — modutéw i deklaracje
zmiennych typu proces. Deklaracja modutu process jest podobna do deklaracji
klasy czy wspoélprogramu, z tym, ze stowo class nalezy zastapi¢ przez process.
W tresci takiego modutu moga wystapi¢ instrukcje zarzadzajace obiektami pro-
cesOw (sa one wyliczone ponizej).

Definicja 22.4. Niech P bedzie identyfikatorem, params — listq parametréw
formalnych. Deklaracja modutu procesu ma nastepujgeg postaé

unit P: process(params); D begin I end

Modut procesu moze rozszerzaé (tj. dziedziczyé z) modutu klasy lub wspétpro-
gramu. Niech K bedzie nazwq zadeklarowanej klasy.

unit K: class(paramsg); Dx begin I end K;
unit P: K process(paramsp); Dp begin Ip end P

MoZliwa jest takze sekwencja odwrotna w ktérej modut klasy dziedziczy z modutu
procesu

unit P: process(paramsp); Dp begin Ip end P;
unit K: P class(paramsg); D begin I end K

wynik operacji rozszerzania jest modutem procesu.

W Loglanie’82 przyjeto nastepujace dodatkowe ograniczenia na postaé¢ deklaracji

modutu procesu:

e Deklaracja procesu musi by¢ zawarta bezposrednio wérod deklaracji pro-
gramu glownego (tj. musi by¢ deklaracja top-level).

e Pierwszy parametr formalny na liScie params parametréw formalnych mod-
ulu procesu musi by¢ typu integer. Wartos¢ pierwszego parametru aktu-
alnego decyduje na ktérym procesorze bedzie alokowany obiekt procesu.

e Parametry formalne procesu moga by¢ typu pierwotnego lub typu pro-
ces. Niedopuszczalne jest by parametr aktualny byl typu tablicowego lub
obiektowego (za wyjatkiem obiektow procesow).

e W module procesu nie wystepuja zmienne nielokalne. To ograniczenie
wynika w naturalny sposéb, gdy zrozumiemy, ze obiekty procesu moga
by¢ alokowane na oddzielnych komputerach (potaczonych siecia).

Definicja 22.5. Niech P bedzie nazwg modutu procesu. Napis postaci
var a: P;

jest deklaracjq zmiennej a typu proces P.
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Deklaracje zmiennych tego samego typu P mozna taczyé, np. var a,b: P;
jest deklaracja dwu zmiennych a i b typu proces P.

Instrukcje

W jezyku L19 pojawia sie kilka nowych instrukcji atomowych. Natomiast za-
chowane zostaja konstrukcje programotworcze: if, for, while oraz $rednik.

Definicja 22.6. Nastepujgce napisy sq¢ instrukcjami atomowymi w jezyku L1
e instrukcje atomowe jezyka Lo oraz

e instrukcja utworzenia obiektu procesu i przypisania go do zmiennej, np.
x := new Myproces((*node=%*) 8, ...) ;

e polecenie resume, np.
resume(x)

e polecenie call np.

call x.meth(...) E|

e polecenie accept, np.
accept methl, meth3

e polecenie enable, np.
enable methl, meth2 ;

e polecenie disable, np.
disable meth3 ;

e polecenie stop
stop;

e polecenie return
w metodach zadeklarowanych wewnatrz modutu process polecenie return
moze przyjaé postaé jak w ponizszym przykladzie
return disable meth2, meth4 enable methl, meth5;
Klaster procesoré6w VLP

Procesor VLP jest wirtualng maszyna loglanowska. Mozesz mu zleci¢ rézne
zadania. Procesor VLP moze taczy¢ sie z innymi procesorami. W ten sposéb
mozesz utworzy¢ klaster (ang. cluster).

Deklaracje proceséw

Deklaracje sa niezbedne by mozna bylo utworzy¢ obiekty procesow.
Deklaracja modutu procesu tylko nieznacznie rézni sie od deklaracji klasy:

i) zamiast stowa class nalezy napisa¢ process,

ii) trzeba pamietac, ze wszystkie lokalne zmienne procesu sa prywatue,

ledy wartodcia zmiennej x jest obiekt procesu to polecenie call wykonywane jest wedtug
protokotu obcego wolania metody — alien call.
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i11) pierwszy parametr formalny (tj. pierwszy argument) deklaracji jest przez-
naczony na przekazanie numeru wirtualnego loglanowskiego procesora w
wirtualnym klastrze loglanowskich procesoréw (zob. ponizej),

Deklaracje zmiennych typu process niczym nie réznia sie¢ od deklaracji zmien-
nych obiektowych. Warto$ciami takich zmiennych sa obiekty proceséw.

Polecenia specyficzne proceséow

Pare stéw o poleceniach.

Obiekt procesu tworzymy wykonujac polecenie x:=new Myproces(p, ...). Zwracamy
uwage na to, ze pierwszy argument p wyznacza procesor na jakim bedzie alokowany
obiekt procesu. Typ tego argumentu musi by¢ liczba catkowita.

Jesli wartosé p jest réwna zero to nowotworzony obiekt procesu jest alokowany
na tym procesorze, ktory wykonuje instrukcje. Ten sam procesor bedzie wykony-
wacé instrukcje procesu p po wznowieniu przez polecenie resume(p). Warto$¢ ar-
gumentu p rézna od zera wskazuje na numer procesora VLP w klastrze wirtual-
nych procesoréw loglanowskich. Nowoutworzony obiekt procesu jest PASYWNY.
Tzn. jest gotéow do rozpoczecia obliczen wedlug swojego programu.

Zmiana stanu obiektu procesu na AKTYWNY tj. uaktywnienie lub wznowie-
nie obiektu procesu x, ma miejsce gdy wykonano polecenie resume(x). Zwroé
uwage na to, ze w odréznieniu od obiektow wspotprogramow — wiele obiektow
procesow moze by¢ naraz w stanie AKTYWNY. Jesli polecenie wykonywane jest
na procesorze o numerze 7, a obiekt jest alokowany na procesorze 2 to polecenie
aktywacji jest przekazywane temu drugiemu procesorowi — w efekcie obiekt jest
wykonywany na tym procesorze na ktoérym byt alokowany.

Obiekt aktywny moze wykonywac wiele poleceni, ktore poznaliSmy wcze$niej:
instrukcje przypisania, warunkowe, iteracji etc. Instrukcje te powoduja zmi-
ane stanu obiektu procesu. Waznym elementem stanu obiektu procesu jest
dostepnosé (public) lub niedostepnos$é (private) metod obiektu. Na poczatku
wszystkie metody obiektu procesu sa ukryte (private). Polecenie enable metl,
met4 udostepnia wyliczone metody innym obiektom. A doktadniej dodaje te
metody do zbioru juz wczesniej udostepnionych (enabled) metod. Mozna so-
bie wyobrazic, ze elementem stanu obiektu procesu jest zbiér metod udostep-
nionych, oznaczamy go MASK. Polecenie disable met2, met3 usuwa nazwy tych
metod ze zbioru MASK. Mozemy uwazaé, ze odtad metody te sa prywatne i
niedostepne z zewnatrz.

Obce wolanie metody

Obiekty proceséw moga wspotdziataé. Podstawa wspotdziatania jest oryginalny
protokot obcego wotania metod (ang. alien call) wymyslony przez Bolka Ciesiel-
skiego w r. 1988 [9], ?]. Nie spotkaliémy podobnej koncepcji w zadnym innym
jezyku programowania.

Sktadnia obcego wotania metody ma dwa sktadniki, jeden w obiekcie y procesu
wywolujacym metode methd w innym obiekcie x procesu: call x.meth. Drugi
sktadnik wystepuje w wywolywanym obiekcie x i jest to albo polecenie accept
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..., methd, ...; albo polecenie enable methd;. W pierwszym przypadku mowimy
o synchronicznym wykonaniu polecen

y:: call x.methd(args) || x:: accept methd

W drugim przypadku mamy do czynienia z asynchronicznym, takze wspolnym,
wykonaniem polecenia call x. methd(.) przez oba obiekty procesow.

enable methd;

aeey

y:: call x.methd(args) || x:

aeey

aeey

Jak wyttumaczy¢ nazwy synchroniczna lub asynchroniczna odmiana protokotu
alien call?

s) zsynchronizowane wywolanie metody meth zadeklarowanej w obiekcie x
pewnego procesu, ma miejsce gdy nastapi spotkanie instrukcji wywota-
nia metody z obcego obiektu procesu z instrukcja accept w tym obcym
obiekcie.

a) asynchroniczne wywolanie metody meth zadeklarowenej w obiekcie x pewnego
procesu, ma miejsce gdy obiekt ten umozliwil przerwanie wykonywania
swego ciggu instrukcji wykonujgc polecenie enable methd. Przerwanie
takie moze nastapi¢ w blizej niekreSlonym momencie, zawsze jednak po
zakoriczeniu wykonywania instrukcji (tzn. przy sredniku).

Realizacja protokotu alien call
Obiekt y pewnego procesu wykonuje polecenie call x.methd(args):

1. Sprawdzane sg nastepujace warunki: czy obiekt x istnieje? czy jest AK-
TYWNY? czy metoda methd jest udostepniona (enabled)? Gdy te warunki
sa spelnione przechodzi sie do kolejnego punktu. Jesli nie to obiekt y
oczekuje na ich spelnienie.

2. Obiekt y przekazuje argumenty obiektowi x i oczekuje na sygnal zakoriczenia
protokotu i na wyniki od obiektu x.

3. Obiekt x

e zapamietuje zmienng systemowa MASK,

e MASK :=0 tj. wszystkie metody obiektu sg zablokowane,

e tworzony jest rekord aktywacji metody methd,

e wykonywana jest tres¢ tej metody,

e po zakonczeniu odsyta wyniki — argumenty out,

e odtwarzana jest warto$¢ zmiennej MASK,

e wykonywane jest polecenie return ... enable ... disable ...;

e obiekt wykonuje swoja kolejna instrukcje i

4. obiekt y kontynuuje swoje obliczenie
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Komentarza wymaga polecenie return enable ... disable ...; Polecenia tego
nie mozna podzieli¢, gdyz w takim przypadku czes¢ enable ... disable ... nie
zostanie wykonana lub jej efekt zostanie zmarnowany. Zastanéw sie dlaczego
tak by bylo?

Na czym polega wykonanie polecenia accept met3, met3?

1. do zbioru udostepnionych metod dotaczane sa nazwy metod met2 i met3,

2. jesli jaki§ inny proces wywolal metode znajdujaca sie w zbiorze metod
udostepnionych (enabled) to rozpoczyna sie wykonywanie tej metody, pa-
trz wyzej. (Zauwaz, proces x jest aktywny i spelnione sa warunki ..)

3. w przeciwnym przypadku proces oczekuje na wywolanie ktérejs z metod
udostepnionych.

Mozna to wystowi¢ inaczej proces x nie rozpocznie wykonywania instrukcji po
instrukcji accept dopdki nie zostanie zrealizowane jedno z polecen call ...

22.3 Program Rozmowa

Przedstawiamy ponizej program umozliwiajacy rozmowe dwu oséb poprzez siec.
Dla dziatania programu niezbedne jest by w klastrze potaczonych wirtualnych
procesoréw loglanowskich znajdowaly sie conajmniej dwa procesory VLP. Dla
potrzeb tego programu przyjmijmy, ze procesory VLP dzialaja na weztach o
numerach 2 i 12. Program gléwny wykonywany jest przez procesor na wezle nr
2. Struktura tego programu jest bardzo prosta:

e program gléowny tworzy dwa obiekty rozméwca, na weztach 01 12. Obiekt
procesu alokowany na wezle 0 jest faktycznie alokowany i wykonywany na
wezle nr 2. Tworzone sg tez dwa obiekty procesu ekran na tych samych
wezlach.

e obiekt procesu rozmoéwca odbiera znaki nacisniete na klawiaturze i wysyta
je do obu ekranéw: lokalnego i zdalnego,

e obiekt typu ekran jest serwerem mastepujacych ustug:

— wydrukuj przystany znak w czesci lokalnej ekranu,
— wydrukuj przystany znak w czesci zarzadzanej przez drugiego rozmoéwce.
— skasuj ostatnio wydrukowany znak (Backspace) (lokalnie i zdalnie),

— zakoricz prace gdy nacisnieto klawisz Esc (escape) i przeslij odpowiedni
sygnat do pozostaltych proceséw.
To jest spos6b na realizacje rozproszonego zakonczenia calego pro-
gramu — wszystkich jego procesow.

Proces ekran

Najpierw tworzone sa dwa obiekty procesu ekran. Argumentem ekranu jest
rozmoéwca, ktory nim zarzadza. Ale w trakcie tworzenia obiektu ekran nie
znany jest obiekt rozmowca. (Nie istnieje jeszcze zaden taki obiekt.) Aby temu
zaradzié¢ zarzadziliSmy co nastepuje:
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e obiekt ekran posiada metode zarejestruj, ktéra przyjmuje argument typu
rozmowca i przypisuje go do lokalnej zmiennej rozm obiektu. Pierwsza
instrukcja obiektu ekran jest accept zarejestruj. W ten sposob obiekt
oczekuje na przystanie mu nazwy wtasciciela.

e Program gléwny dopilnuje by po utworzeniu obiektéw procesu rozméwca
przekazac¢ ich nazwy do obiektéw procesu ekran. Zob. ponizej.

Kazdy obiekt procesu ekran, oprocz metody rejestruj, wyposazony jest w nastepu-
jace metody:

e odbiér_lokalny — wydrukuj znak przystany przez obiekt rozméwca w polu
tresci tworzonych lokalnie,

e odbiér zdalny — wydrukuj znak przystany przez obiekt drugiego rozmoéwcy
w polu tresci tworzonych zdalnie,

kasuj lokalny — skasuj ostanio wydrukowany znak w polu tresci lokalnych,

kasuj zdalny — skasuj ostanio wydrukowany znak w polu tresci przystanych,

e koniec — zakoncz dzialanie tego obiektu procesu — tj. przypisz zmiennej
knc wartosc true.

Dzialanie obiektu ekran sprowadza sie do oferowania tych metod — tj. obiekt
procesu ekran jest serwerem ustug. Dopoki not knc powtarzaj instrukcje accept
jakakolwiek z pieciu wymienionych metod.

Dziatanie obiektu procesu rozmowca jest bardzo proste:

e podczas inicjalizacji (konstruktor) fizyczny ekran dzielony jest na czes¢ do
drukowania znakéw nadsytanych (goérna czesé¢ ekranu) i czesé do drukowa-
nia znakéw wpisywanych na lokalnej klawiaturze,

e jesli przeczytany znak to backspace (znak nr 8) to cofnij sie o jeden znak
w tej samej linii,

e jesli przeczytany znak to Esc (znak nr 27) to zakoricz dziatanie i wyslij
polecenie koniec do obu ekranéw lokalnego i zdalnego,

e w pozostalych przypadkach wyslij polecenie drukowania przeczytanego
znaku do ekranu lokalnego i ekranu zdalnego.

Deklaracja procesu ekran:
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unit ekran : ANSI process(node:integer;rozm:rozmowca);

unit rejestruj : procedure(r:rozmowca);
begin
rozm :=r;
end rejestruj;
unit odbior_zdalny : procedure(s:char);
begin
call GotoXy(hy, hisline);
call Bold;
writeln(s);
hy := hy+1;
if s=chr(13) then hisline := hisline + 1;hy:=1; fi;
if hy = 80 then hy := 1; hisline:=hisline+1 fi;
call Normal;
if hisline = 12 then hisline := 1;
fi;
end odbior zdalny;
unit odbior _lokalny : procedure(s:char);
begin
call GotoXY(my, myline);
write(s);
my := my+1;
if s=chr(13) then myline := myline + 1;my:=1; fi;
if my = 80 then my := 1; myline := myline+1 fi;
if myline = 25 then myline := 13;
fi;
end odbior lokalny;
unit kasuj lokalny : procedure;
begin my :=my - 1;
if my<0 then my := 0 fi;
call GotoXY(my, myline);
write();
end kasuj lokalny;
unit kasuj zdalny : procedure;
begin
hy := hy - 1;
if hy<0 then hy := 0 fi;
call GotoXY/(hy, hisline);
write();
end kasuj zdalny;
unit koniec : procedure;
begin
knc := true;
end koniec;
var knc:boolean, myline,hisline,my,hy:integer, s:char, name:string;
begin
knc := false;
myline := 13;
hisline := 1;
my = 1;
hy :=1;
call Clear;
call GotoXY(1, 12);
call Bold;
write(*
call Normal,;
return;

——ESC - koniec ");

accept rejestruj;
while not knc do
accept odbior lokalny, odbior zdalny, kasuj lokalny, kasuj zdalny, koniec;
od ;
call rozm.koniec;
end ekran;
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Ponizej cytujemy tresé procesu rozmowca.

unit rozmowca : [lUWgraph process(node: integer;el,ez: ekran);
(* z klasy 1lUWgraph wykorzystamy funkcje inkey *)
var knc:boolean, s:char, i:integer;
unit koniec : procedure;

begin

knc := true;

end koniec;
begin

knc := false;

return;

enable koniec;
while not knc

do
i := inkey;
if i<>0 then
s := chr(i);
if i=8 then

call el.kasuj lokalny;
call ez.kasuj zdalny;
else
call el.odbior lokalny(s);
call ez.odbior _zdalny(s);
fi;
if i = 27 then
call ez.koniec;
call el.koniec;
fi;

fi;

od;

end rozmowca;

A tu jest program glowny

program talk;
’ #tinclude “classes/ansi.inc” ‘ (* dofacz tekst klasy ANSI *)

’ unit ekran: process ... ‘

’ unit rozmowca: process ...

var pl,p2:rozmowca, el,e2:ekran;
begin
el := new ekran(0,none);
resume(el);
€2 := new ekran(12,none);
resume(e2);
pl := new rozmowca(0,el,e2);
p2 := new rozmowca(12,e2,el);
call el.rejestruj(pl);
call e2.rejestruj(p2);
resume(pl);
resume(p2);
end

W klasie ANSI znajduja sie m.in. nastepujace procedury:

PROCESY Ly
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unit ANSI: class;
‘ unit GotoXY: procedure(wiersz kolumna:integer);... ‘

unit SetColor: procedure(color:integer); ... ‘

unit Bold: procedure; ... ‘

|
‘ unit SetBackground: procedure(color :integer); ... ‘
|
|

unit Normal: procedure; ... ‘

end ANSI;

Wykonanie instrukcji call GotoXY(3,10) spowoduje, ze drukowanie bedzie kon-
tynuowane poczynajac od 10-tej kolumny w trzecim, od goéry, wierszu ekranu.
Znaczenie pozostatych operacji wykonywanych przez te procedury jest tatwe do
odgadniecia.

22.4 Producenci i konsumenci

Przedstawiamy analize kilku odmian zadania producent — konsument. Rozwiaza-
nia wykorzystuja mechanizm obcego wotania procedury (ang. alien call). Anal-
iza poprawno$ci rozwiazan staje sie tatwiejsza dzieki alien call.

22.4.1 Zadanie - wielu producentéw, jeden konsument

Jest to jeden z najczedciej omawianych probleméw programowania wspotbieznego
i rozproszonego. Zakladamy, ze pewna liczba aktywnych obiektéw procesu Pro-
ducent wytwarza dane — obiekty i sklada je w kontenerze k. Obiekt aktywny
procesu Konsument pobiera po kolei dane z kontenera i je przetwarza.
Kontener — kolejka — jest wlasnoscia konsumenta

Nalezy zapewni¢ by zaden obiekt nie byt przetwarzany dwukrotnie, by zaden
obiekt nie przepadt i by informacja sktadana w kontenerze nie ulegta deformacji
np. podczas rownoczesnego odczytywania i zapisu danych.

22.4.2 Rozwigzanie z wykorzystaniem alien call

Proces Producent:
while needed do
produkuj ;

wyslij do Konsumenta

od

proces Konsument
ma kontener k - kolejka, metode odbierz i dziata w petli
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unit queue:class(type element; size:integer);
(* Ta pomocnicza klas implementuje kolejke FIFO.
Element jest nazwa typu elementéw kolejki *)
unit insert:procedure(e:element); ...
(* wstaw element do kolejki *)
unit delete:function:element; ...
(* podaj pierwszy elemnt i usuri go z kolejki *)
unit isempty:function:boolean; ...
(* sprawdz czy kolejka jest pusta *)
unit isfull:function:boolean; ...
(* sprawdz czy kolejka jest petna *)
end queue;

Ponizej przedstawiamy modut procesu Konsument.

unit Konsument:process(node:integer);

var Q: queue, f: product;
unit deposit: procedure(f:product);
begin

call Q.insert(f);

if Q.isfull

then

return disable deposit

fi;

end deposit;

begin
Q := new queue(product, 50);
return;
do
(* withdraw an element if any *)
(* await for an element if empty *)
disable deposit;
if Q.isempty
then
accept deposit
fi;
f := Q.delete;
enable deposit;
(* consumption of the product f *)

od
end Konsument;

Deklaracja modutu procesu Producent wyglada tak:

PROCESY Ly
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unit Producent: process(node: integer, k: Konsument);
var p: product;
begin
do
(* produce product f *)

call k.deposit(p)
(* producer awaits for the completion of call k.take(.) *)
(* it may be longer if the queue k is full *)
od
end Producent;

A oto program gléwny, zawiera on moduly proceséw Konsument i Producent.
Zakladamy, ze typ product nalezy zastapi¢ przez jedno ze stéw kluczowych:
integer, real, string lub char lub Boolean. Czyli jeden z typow pierwotnych
jezyka. Utworz obiekt k procesu Konsument i pewna liczbe obiektéw procesu
Producent. Wykonaj operacje resume() na kazdym z tych obiektow. Kazdy z
nich staje sie AKTYWNY Wszystkie obiekty proceséw dziataja niezaleznie.

program Producenci i _Konsument;

‘unit Konsument: process ... ‘

‘unit Producent: process ... ‘

‘unit Queue: class ... ‘

var k: Konsument, p:Producer;
begin
k := new Consument(0); resume(k);
for i := 1 to noProducers do
p := new Producer(nr, k);
resume(p)
od;
(* zakoncz *)

end program

22.4.3 Analiza

Nastepujace pytania nasuwaja sie podczas czytania tego programu:

1. Przypus$émy, ze kilka obiektéw procesu Producent réwnoczesnie przesyta
swe produkty do obiektu k procesu Konsument wykonujac polecenia dwu
producentéw p i q, np.

call k.deposit(g) || call k.deposit(f)

Czy mozemy zapewnié, ze zadne z tych zadan nie bedzie zgubione lub, ze
dojdzie do réwnoczesnego wykonywania operacji insert na kolejce i , ze w
ten sposéb w kolejce pozostanie tylko jeden z dwu wstawianych produk-
tow?

2. Przypusémy, ze obiekt procesu Konsument pobiera produkt z kolejki i ze
rownoczesnie jeden (lub wiecej) producent wstawia produkt do kolejki.
Mogtoby to spowodowaé blad (btedy).
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k:: f:= Q.delete || p:: call k.deposit(g)

Odpowiedzi na te pytania przynosi nastepujacy

Lemat 22.1. Zadne Zgdanie nie zostanie pominiete. Nie dojdzie do réwnoczes-
nego wykonania dwu instancji procedury deposit (na rzecz dwu réznych pro-
ducentéw). Nie dojdzie do réwnoczesnego pobierania elementu z kolejki przez
konsumenta i wstawiania innego elementu do kolejki przez producenta.

Dowod. Nalezy rozpatrzy¢ cztery przypadki.

A) Nie dojdzie do réwnoczesnego wykonywania dwu instancji procedury de-
posit poniewaz protokét obcego wolania metody zaczyna sie od zapamie-
tania stanu metod udostepnionych (enabled) i od ukrycia (disable) wszys-
tkich jego metod. Tzn. jesli konsument wykonuje operacje deposit na
zlecenie jednego z producentéw, to wykonywanie tej procedury nie bedzie
przerwane przez wykonywanie takiej procedury na rzecz innego produ-
centa.

B) Nie dojdzie do réwnoczesnego pobierania elementu z kolejki przez kon-
sumenta i wstawiania nowego elementu do kolejki przez jakiego$ produ-
centa, poniewaz instrukcje pobierania sa poprzedzone instrukcja disable
deposit.

C) W sytuacji przepelnienia kolejki metoda deposit koniczac wykonuje polece-
nie return disable deposit. Oznacza to, ze kolejne zadania call k.deposit(p)
wstawienia elementu do kolejki zostang wstrzymane do czasu gdy w kolejce
zwolni sie miejsce.

D) W sytuacji pustej kolejki obiekt k procesu Konsument rozpocznie wykony-
wanie instrukcji accept deposit, ktora zakonczy sie, gdy kolejka bedzie nie
pusta.

Nie moze doj$¢ do zaglodzenia jakiego§ producenta - zapewnia to maszyna
wirtualna VLP. O

22.4.4 Comments

Poniewaz w obecnej wersji Loglanu nie mozna przekazaé¢ kopii obiektu z jednego
obiektu aktywnego do drugiego, to musimy postuzy¢ sie nastepujaca proteza:
proces Producent wywoluje u Konsumenta metode “przekazuje”’ z wszystkimi
parametrami potrzebnymi do stworzenia kopii obiektu o przez Konsumenta.
call k.przekazuje(<params>)

a metoda ta wykonuje polecenie

aux := new Obiekt(<params>) i sktaduje aux w kontenerze.

Jest to proteza, TAK. Ale o ile prostsza od serializacji i "marshalling” w Javie
RMI.

22.4.5 Jeden producent, wielu konsumentéw

W tym przypadku kontener — to jest znowu kolejka — jest wlasnoscia produ-
centa. To konsumenci adresuja swoje potrzeby do producenta. Rozwiazanie
jest symetryczne w stosunku do poprzedniego. Napisz program i uruchom go.
Przeprowadx analize poprawnoéci Twego rozwiazania.
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22.4.6 Wielu producentéw, wielu konsumentéw

I jeszcze jeden obiekt aktywny kolejka.
W przypadku gdy jest wielu producentéw i wielu konsumentéw, warto utworzyé
aktywny obiekt procesu Bufor, zarzadzajacy kolejka, z metodami deposit — dla
producentéw i withdraw — dla konsumentéw. Ponizej przytaczamy deklaracje
procesu Bufor:

unit Buffer: process(node:integer);
var q:kolejka;
unit deposit: procedure();
end deposit;

unit withdraw: function():product;
end withdraw

begin
q := new kolejka();
return;
do
if q.isempty() then accept deposit
else
if q.isfull() then accept withdraw
else
accept deposit, withdraw
fi
fi
od;
end Buffer;

Program gléowny wyglada teraz tak

program Konsumenci_i_Producenci;

‘unit Konsument: process ... ‘

‘unit Producent: process ... ‘

‘unit Bufor: process ... ‘

var k: Konsument, p: Producent, b: Buffer, i: integer;
const noProducers=29, noConsumers=15;
begin
(* create one Buffer and some number of Producers and Consumers *)
(* put them into action *)
b := new Buffer(0); resume(b);

for i := 1 to noProducers do
p := new Producent(nr, b);
resume(p)

od;

for i := 1 to noConsumers do
k := new Konsument(nr, b);
resume(k)

od;

(* zakoncz *)

end program
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Analiza

W tym programie obiekt b zachowuje si¢ jak monitor. Pelni role dostawcy ustug
deposit i withdraw. Ponadto dopilnuje by w sytuacji pustego bufora konsumenci
poczekali az ktéry$ producent wstawi produkt do bufora. I w analogicznej sytu-
acji gdy bufor jest pelny, nasz monitor dopilnuje by producenci poczekali na to
by ktorys z konsumentéw pobral produkt z kolejki tworzac miejsce na nastepny
produkt.

7 wtasnosci obcego wotania metod wynika, ze nie dojdzie do réwnoczesnego
wykonywania metod deposit i withdraw. Podsumowujac stwierdzamy

Lemat 22.2. W systemie producentow i konsumentow
(i) kazde zZgdanie zostanie obstuzone w odpowiednim czasie,

(ii) nie dojdzie do pomieszania komunikatow.

Gdy producenci tworzg duze obiekty

np. z duzymi tablicami.

Proponuje by wtedy nie przekazywac¢ kopii takich obiektéw, lecz by byly to
obiekty aktywne (dokladniej — obiekty proceséw, niekoniecznie z wlasnym watkiem).
Moga to by¢ serwery ustug i danych. Wtedy przekazywanie od producenta do
konsumenta — poprzez bufor — jest latwe: przekazujemy wskaznik do takiego
obiektu aktywnego. Bufor moze stworzy¢ strukture danych jaka programista
mu wybierze — tablice lub drzewo. To w niczym specjalnie nie przeszkadza.
Mozna mieé

var A: arrayof Produkt;

gdzie produkt jest processem np.

unit Produkt: process( ... ); ... end Produkt;

A co z obliczeniami réwnoleglymi?

Nie mamy implementacji dla obliczenn réwnolegtych gdy obiekty proceséw sa
alokowane na procesorach /rdzeniach i wykonuja sie we wspoélnej pamieci.
Podejrzewam, ze stosuje sie wtedy rozwiazania wtasciwe dla obliczen wspoél-
bieznych. Moze to i dobre podejscie.
Czy rozproszenie moze imitowa¢ rownolegltosé?

Gdy proces jest i konsumentem i producentem

Rozwazmy sytuacje, w ktorej jeden proces PASS wykonuje sie na szybkim pro-
cesorze i pobiera (powoli) dane z procesu INP. Ten sam proces PASS wysyla
dane (powoli) do procesu OUTP.

Ustanowienie pojedynczego bufora pomiedzy PASS a INP nie zapewni is-
totnego przyspieszenia. Je§li jednak powolamy do zycia dwa obiekty procesu
BUFORIN to by¢ moze zyskamy na czasie.

Teraz obiekt PASS
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Podaje

dane

4

ProdKon

wyniki

Odbiera

Rysunek 22.2: Proces ProdKon i dwaj partnerzy

/ podaje do bufl

BuforInl BuforIn2
buf2 do ProdKon

ProdKon do bufoutl

forOut1
bufout2 do odbiera

Rysunek 22.3: Proces ProdKon i dwie pary buforéw

299
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podaje do bufl

~.

buf2 do ProdKon

ProdKon do bufoutl

bufout2 do odbiera

Rysunek 22.4: Inna chwila

22.5 Czytelnicy i pisarze

Omawiamy znany problem czytelnikow i pisarzy, jak zapewni¢ bezpieczny dostep
do wspélnego, globalnego zasobu unikajac przy tym zagtodzenia pisarzy i czytel-
nikow.Material tu przedstawiany pochodzi z pracy Bolka Ciesielskiego [9]. Zech-
ciej porownaé z rozwigzaniem stosujacym semafory [§].

22.5.1 Rozwigzanie z mozliwo$cia zaglodzenia

OPISAC - naszkicowaé straightforward solution —

struktura moze by¢ tablica lub drzewo np. drzewo BST.

operacje czytania to szukaj lub modyfikuj rekord, bez zmiany klucza
operacje pisania to insert i delete - zmieniaja strukture

unit STR: process();
unit czytaj: procedure ...
begin
enable czytaj

end czytaj;

unit pisz: procedure ...
begin

return

do

accept czytaj, pisz

od

end STR;

W systemie moze istnie¢ wiele aktywnych obiektéow typu Klient. Np.
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unit Klient: process(node: integer, srw: STR);

end Klient

Kazdy aktywny obiekt typu Klient moze wykonaé polecenie badz call srw.czytaj()
badz call srw.Pisz(). Postugujac sie wlasnosciami protokotu alien call mozna
wykaza¢, ze nie dojdzie do konfliktu czytelnikéw z pisarzami. Umieszczona na
poczatku procedury Czytaj instrukcja enable Czytaj “otwiera droge” nastep-
nemu czytelnikowi.

Rozwiazanie takie nie wyklucza jednak zaglodzenia pisarza(y).

22.5.2 Rozwiazanie bez zaglodzenia pisarzy

W tym rozwiazaniu wprowadzony jest obiekt procesu Supervisor, ktory kon-
troluje dostep do zasobu. W celu unikniecia zaglodzenia pisarzy do czytania
wpuszcza sie czytelnikow grupami. Gdy wszyscy czytelnicy z grupy zakoncza
czytanie sprawdza sie czy jaki§ pisarz zglosil cheé pisania.

Ponizej przedstawiamy schemat procesu Reader.

unit Reader:process(node: integer, sv:supervisor);
begin
return;
do
call sv.stamp; (* zarejestruj sie *)
call sv.startread; (* zadanie dostepu do zasobu *)
(* Czytanie *)
call sv.endread; (* czytanie zakonczone *)
(* Inne czynnosci *)
od
end Reader;

Proces Writer ma podobna strukture.

unit Writer:process(node:integer, sv:supervisor);
begin
return;
do
call sv.startwrite; (* zadanie dostepu do zasobu *)

(* Pisanie *)
call sv.endwrite; (* zakonczenie pisania *)

od
end Writer;

Utrzymaniem porzadku zajmuje sie obiekt procesu Supervisor.
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unit Supervisor:process(node:integer);
var waiting_readers:integer, (* liczba zarejestrowanych czytelnikéw *)
writing:boolean, (* TRUE if a writer is writing *)
(* the following variables concern the group of readers serviced
in a single supervisor cycle *)
criinteger, (* total number of readers *)
briinteger, (* number of readers which started reading *)
er:integer; (* number of readers which finished reading *)
unit stamp:procedure;

begin
waiting_readers := waiting_ readers+1;
end stamp;
unit startread:procedure;
begin

br := br+1; (* next reader started the reading *)
writing := false; (* no writer is writing *)
end startread;
unit endread: procedure;
begin
er := er+1; (* a reader finishes the reading *)
end endread;
unit startwrite:procedure;
begin
writing := true; (* a writer is writing *)
end startwrite;
unit endwrite:procedure;
end endwrite;
begin
return;
do
br := 0; er := 0;
accept startread, startwrite;
if writing (* if a writer was first *)
then (* then we wait until it finishes the writing *)
accept endwrite; (* and finish the service cycle *)
else
disable stamp;
cr := waiting_readers+1; (* the number of waiting readers*)
waiting_readers := 0; (* additional readers will be *)
(* serviced in the next readers group *)
enable stamp;
while br < cr
do
accept startread, endread;
od;
while er < cr
do
accept endread
od;
fi;
od
end supervisor;

Struktura programu gltéwnego wyglada tak:
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program Czytelnicy i Pisarze;

‘unit Reader: process ... ‘

‘ unit Writer: process ... ‘

‘unit Supervisor: process ... ‘

begin (* the main program *)
¢ := new Supervisor(0);

resume(c);
for i := 1 to num__readers
do
resume(new Reader(nr(i),c));
od;
for i := 1 to num__ writers
do
resume(new Writer(nr(i),c));
od;
(* zakoncz *)
end

Analiza

Rozwiazanie przedstawione przez Bolka (powyzej) zaklada wspotbiezny (i kon-
fliktowy) dostep do zasobu.

Mozna udowodnic, ze przedstawione tu rozwigzanie jest wolne od konfliktowych
dostepoéw do zasobu znajdujacego sie w gestii supervisora, mozna tez udowod-
nié, ze nie wystapi zaglodzenie klientéw pisarzy.

Ale trudno sobie wyobrazi¢ réownoczesne odczytywanie (przeszukiwanie) danych.
Kazdy proces jest (lub moze by¢) alokowany na innym komputerze w sieci.
Kazdy proces jest sekwencyjny. Metody procesu sa wykonywane na zasadzie
protokotu alien call czyli po kolei. Oznacza to, ze proces serwer moze zgodzic¢
sie na wykonywanie kilku na raz instancji procedury Czytanie (ktéra musiataby
byc metoda serweral), ale kazde wywotanie metody Czytanie przerywa wykony-
wanie wczeéniejsze tej metody badz instancje te wykonywane sa po kolei.

22.5.3 Rozwigzanie z ro6wnoczesnym czytaniem

Sprobujemy naszkicowaé inne rozwiazanie. Z rozwigzania poprzedniego za-
chowamy protokol zapobiegajacy zagltodzeniu pisarzy. Natomiast czytanie staje
sie trescig metody supervisora. Nowa wersja procesu Reader zawiera instrukcje
(NOWA, nie wystepuje w Loglanie’82!)

activate <serwer>.<metoda>(args).
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unit Reader:process(node: integer, sv:supervisor);
begin
return;
do
call sv.stamp; (* zarejestruj sie *)
call sv.startread; (* zadanie dostepu do zasobu *)
activate sv.Czytanie(...);
(* Czytanie, proces sv uruchomi procproc Czytanie *)
(* jako nowy proces réwnolegle badZz wspétbieznie *)
call sv.endread;
(* czytanie zakonczone *)
(* Inne czynnosci *)
od
end Reader;

Instrukcja activate jest nowa proponowang instrukcjaﬂ Jej semantyka to
uruchomienie nowego procesu na tym samym komputerze co proces sv. Wyma-
gane do tego jest zezwolenie allow Czytanie ze strony procesu sv. Watek nowego
procesu to tre§¢ metody Czytanie. Po wykonaniu ostatniej instrukcji proces taki
znika automatycznie. Podczas wykonywania swych instrukcji procesprocedura

ma dostep do wszystkich zmiennych procesu sv.
Proces writer pozostawiamy bez zmian.
W procesie supervisor pojawi sie procedura-proces Czytanie.

2Wtasciwie mozna by uzyc stowa send, przewidzianego przez Bolka w 1988.
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unit Supervisor:process(node:integer);
var waiting_readers:integer, (* liczba zarejestrowanych czytelnikéw *)
writing:boolean, (* TRUE if a writer is writing *)
(* the following variables concern the group of readers serviced
in a single supervisor cycle *)
criinteger, (* total number of readers *)
br:integer, (* number of readers which started reading *)
er:integer; (* number of readers which finished reading *)

unit stamp:procedure;

begin
waiting_readers := waiting_ readers+1;
end stamp;
unit startread:procedure;
begin

br := br+1; (* next reader started the reading *)
writing := false; (* no writer is writing *)
allow Czytanie;

end startread;

unit endread: procedure;
begin

er := er+1; (* a reader finishes the reading *)
end endread;

unit Czytanie: processprocedure(...);
(* TAK! wywotanie call Czytanie uruchamia proces procedury wewnatrz procesu supervisor *)

end Czytanie;

unit startwrite:procedure;
begin

writing := true; (* a writer is writing *)
end startwrite;

unit endwrite:procedure;
end endwrite;
begin

return;

do
br := 0; er := 0;
accept startread, startwrite;
if writing (* if a writer was first *)
then (* then we wait until it finishes the writing *)

accept endwrite; (* and finish the service cycle *)

else

disable stamp;
cr := waiting_readers+1; (* the number of waiting readers*)
waiting_readers := 0; (* additional readers will be *)
(* serviced in the next readers group *)
enable stamp;
while br < cr
do
accept startread, endread;
od;
while er < cr
do
accept endread
od;

fi;
od
end supervisor;
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Nowy rodzaj modutu jest:

e procesem, moze by¢ uruchomiony na rdzeniu komputera (réwnolegle), lub
wspoOtbieznie z procesem obejmujacym i innymi instancjami procesami ta-
kich modutéw.

e jego instancja ma dostep do procesu obejmujacego
e nowa instrukcja activate zamiast instrukcji call

Zasobem, ktorym procesy moga sie dzielic jest ekran. Ale ... Czy takim
zasobem moze byc np. plik?

Czy jest sens rozwazacé problem czytelnikéw i pisarzy?
TAK. Proces Zasoéb ma metode czytanie. Ta metoda rozpoczyna sie od enable
startread. Tzn. w trakcie czytania nowy proces moze zglosi¢ cheé¢ czytania.
Proces Zasob moze zgodzié sie na czytanie — przez enable czytanie? lub accept
czytanie.

Obiekt sv procesu supervisor zarzadza dostepem do dzielonego zasobu. W
jakich stanach moze sie znalezé ten obiekt:

poczatek W tym stanie zarzadca oczekuje na zgloszne startread lub startwrite ac-

cept startread, startwrite,

pisanie W tym stanie zarzadca oczekuje na operacje pisania accept endwrite,

czytanie W tym stanie wyrézniamy trzy kolejne stany sktadowe tego stanu

— zapisz liczbe zarejestrowanych czytelnikéw,

— dopoki liczba zarejestrowanych czytelnikow jest wieksza od liczby
czytelnikow, ktorzy rozpoczeli czytanie oczekuj na startread lub start
end,

— dopoki liczba czytelnikow, ktorzy zakoiiczyli czytanie jest mniejsza
od liczby zarejestrowanych czytelnikéw oczekuj na start end,

Komentarze

Zauwaz, ze mozna sie obej$¢ bez instrukcji enable i disable. Wymaga to wprowa-
dzenia dodatkowego procesu, ktory zajmowalby sie wylacznie rejestrowaniem
zgloszen czytelnikdéw i na zadanie udostepniatby te informacje procesowi super-
wizor.

Powazniejszy problem mamy z wykorzystaniem zezwolen na operacje czyta-
nia. Procesy czytelnikoéw i proces zarzadcy zasobu nie maja wspélnych danych.
Zmienne kazdego procesu sa prywatne i niedostepne z zewnatrz. Na czym ma
wiec polegaé¢ réwnoczesne czytanie danych z zasobu przez rézne obiekty procesu
czytelnik? Czy to w ogole jest mozliwe?

Notatka 1 maja 2017
Bedzie to mozliwe gdy serwer potrafi uruchomié kolejne “watki” procedury czy-
tanie na swoich rdzeniach lub wspoétbieznie. Po rozpoczeciu procedury czytanie
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w serwerze. Bo procedura ta musi by¢ w serwerze. Zaczynamy od instrukcji
enable czytanie w tresci tej procedury. Wiemy, ze nie ma konfliktu z poprzednio
uruchomionymi watkami czytania i mozemy uruchomié¢ kolejny watek. Problem
polega na tym, ze proces wykonywania procedury czytanie, ma sie zachowywagc
jak by byt procesem. Alokacja na wezle? nie musimy sie tym przejmowac niech
zajmie sie tym interpreter int. Ale trzeba go nieco zmienié¢! Najtrudniejsze jest
wskazaé int-owi, ze ma postapic¢ inaczej. A jak ma postepowac? Stworzy¢ nowy
obiekt procesu anonimowego i uaktywnié go.

W nowej wersji Loglanu mogtoby to wygladac tak:

unit Czytanie: watek procedura (...);

end Czytanie;

gdzie watek jest procesem. Obecna wersja Loglanu nie akceptuje takiej sktadni,
niestety. (7 ERROR 303 COROUTINE/PROCESS ILLEGAL HERE AS PRE-
FIX WATEK )

Miatem pomyst na ciekawy przypadek zadania czytelnicy i pisarze. Co to byto?
Aha, czy potrafimy opisa¢ (z sensem) prace przebiegu kompilatora (wieloprze-
biegowego) tak jak to zrobili autorzy GIERAlgolu?

Kazdy przebieg pobiera dane z jednego pliku i wysyta wyniki do kolejnego pliku.
Jesli pobieranie odbywa sie z bufora A, a tymczasem komputer (inny procesor)
taduje do bufora B. I podobnie wysylane sa wyniki do Bufora C podczas gdy
komputer wysyta zawartosé bufora D na dysk. Narysowaé uktad tych procesow.
Troche podobny do piercienia producentéw i buforéw pomiedzy nimi.

Wydaje sie wskazanym, obmy$lenie innego modelu procesu.
Zauwazmy, ze w pierwszym programie jaki obejrzeliémy w tym rozdziale wiele
obiektow procesu pisarz wypisywalo na ekran. (Co skutkowalto chaosem.) Zasob
moze mieséic sie w pamieci dyskowej np. na pliku. Wtedy réwnoczesne czytanie
ma sens.

The idea of the above solution is that during the reading cycle only those
readers are allowed to start reading which were waiting at the beginning of the
cycle. All others must wait for the next reading cycle and a writer may be
serviced before them. In this way the readers cannot starve the writers. As
can easily be seen the solution would be simpler and more elegant if the alien
call mechanism made available to a process the number of processes waiting
for an alien call of the given procedure. In that case the procedure stamp
and registration of waiting readers could be omitted. Instead a system count
of waiting readers should be consulted. A simple extension to the alien call
is described below. A solution using only the pure synchronous rendezvous
would be more complex because the supervisor should consist of two separate
processes: one of them for registering waiting readers and the second for actually
controlling reading and writing.
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22.6 Wspolpraca z bazag danych

Wiele obiektéw proceséw moze wspolpracowaé z baza danych. Dla uproszczenia

przyjmiemy, ze mamy do czynienia z obiektami proceséw jednego z dwu rodza-

jow:

klient — obiekt takiego procesu (lub podtypu typu klient) zgtasza do bazy za-
dania (zadania) np. czy nalezy?, wstaw, usun, min, nastepny — a wiec
operacje na kolejce priorytetowej,

serwer — obiekt procesu serwer zarzadza swoim poddrzewem, ma spora pamiec
przeznaczona na ten cel (rzedu 4GB lub wiecej), potrafi komunikowaé sie
z podobnymi obiektami poprzez sie¢

Obiekty — serwery tworza graf (drzewo). Obiekt s typu serwer moze zlecaé
zadanie innemu serwerowi ¢, a w tym czasie przyjmowaé zlecenie od klienta.
Obiekt serwer jest wiec i serwerem i klientem. Obsluga zlecen i przyjmowanie
komunikatéw o wynikach zleconych zadan odbywa sie zgodnie z protokolem
alien call. Rownoleglosé jest zapewniona przez rozproszenie zadan na procesory
polaczone siecia.

Jesli pomyslimy, ze baza danych jest zorganizowana jako drzewo, np. drzewo
BST lub B-drzewo, to operacje dostepu do bazy danych mozemy podzieli¢ na
grupy w ten sposob:

¢ czytanie informacji,

m modyfikacja rekordu,
7 wstawianie oraz usuwanie rekordu — pocigga zmiane drzewa,
i intencja zmiany - zawsze poprzedza zmiane.

Pary operacji konfliktowych i niekonfliktowych przedstawione sg w ponizszej
tabelce zaczerpnietej z ksiazki [?].

[ lclm]ile]
cl+|-|1+]-
mil - |- |+]-
L+ ]+ ] - ]-

Problem jest podobny do problemu czytelnikéw i pisarzy. Przyjmujemy wiec
nastepujace ustalenia:

e w kazdym procesie operacje intencji oraz zmiany (wstawiania lub usuwa-
nia) tworza pare i wystepuja w tej kolejnosci,

e operacje te wystepujace w jednym procesie, nie moga byc rozdzielane przez
operacje intencji lub zmiany pochodzace z innego procesu,

e dopuszczalne natomiast jest wykonanie operacji czytania lub modyfikacji
(zglaszane przez inny proces) pomiedzy operacjami intencji i zmiany,

e operacje czytania i intencji nie sg konfliktowe i moga by¢ wykonywane
réwnoczes$nie przez wiele proceséow,
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e operacje intencji i modyfikacji takze nie s konfliktowe i moga by¢ wykony-
wane réwnoczesnie.

Prowadzi to do nastepujacej konkluzji: obiekt procesu supervisor moze sie zna-
jdowaé w jednym z o§miu stanow:

P poczatek cyklu, accept startread, startmod, startintent,
C czytanie, accept endread, startread, startintent,
CI czytanie oraz intencja accept endread, startread, startintent,
I intencja accept startread, startintent, endintent,
MI intencja oraz modyfikacja accept startmod, endmod
M modyfikacja accept startmod, endmod, startintent
U usun accept startdel,enddel
W wstaw accept startins, endins.

Modut procesu Klient ma nastepujaca budowe:

unit Klient: process(node: integer, sv:Serwer);
unit DoCzytania: class;
begin
call sv.zarejestruj;
call sv.startread;
inner;
call endread;
end DoCzytania;
unit DoPisania: class;
begin
call sv.intent;
call sv.startwrite;
inner;
call endwrite;
end DoPisania;
unit Czytanie: DoCzytania procedure(...);

end Czytanie;
unit Wstawianie: DoPisania procedure(...);

end Wstawianie;
unit Usuwanie: DoPisania procedure(...);

end Usuwanie;
begin
(* tres¢ Klienta *)
end Klient;

Modut Klient moze byé¢ rozszerzany na kilka sposbéw (przez dziedziczenie) w
zalezno$ci od potrzeb konkretnej aplikacji.
Ponizej przedstawiamy modut zarzadzajacy dostepem do bazy danych.
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unit Supervisor: process(node: integer);

var stan: char;
unit zarejestruj procedure ...
unit startread: procedure ...
unit startintent: procedure();
unit endintent: procesure();
unit startdel: procedure
unit enddel: procedure
unit begin

stan:="P’;

return;

do
(* Poczatek cyklu: *)
case stan
when 'P’: accept startread, startintent, startmod,;
when 'C’: disable zarejestruj;

zarejestrowanych:=
when 'I': accept endintent, startread, startmod;
when 'J" (* 'IF’ *): accept startdel, startins;
when 'M’:
when 'D” (* CI' *):
when "N’ (¥ 'MI' *):
when 'U": accept enddel;
when '"W': accept endins;
esac;
od

end Supervisor

22.6.1 Propozycja obliczeini ré6wnoleglych

Jak nalezy wykorzysta¢ serwer z wieloma rdzeniami?

Myséle, ze mozna nadchodzace wywolania metod serwera realizowa¢ nie na za-
sadzie alien call, lecz nieco bardziej liberalnej i elastycznej.

Jesli serwer realizuje metode m i od innego klienta nadchodzi zadanie wywotania
metody np. m lub innej m’, to nieuzywany rdzen moze rozpoczaé¢ wykonywanie
tej metody. Utworzy rekord aktywacji, odbierze parametry aktualne, etc.
Wymaga to zmiany w interpreterze, ale jest do pomy§lenia.

Jak zaprogramowac obstuge bazy danych? Z zadaniami zwracaja sie klienci



Wskazowki do éwiczen

W tym rozdziale zapisujemy sugestie dla prowadzacego ¢wiczenia. Oczywiscie,
nalezy tematy zaje¢ dopasowac do poziomu umiejetnodci i wiedzy stuchaczy. In-
aczej powinni$my zaplanowaé zajecia ze stuchaczami pierwszego roku, a inaczej
z stuchaczami lat wyzszych.

Francuska nazwa travaux dirigées najlepiej oddaje sens pracy podczas é¢wiczen.
Studenci wykonuja prace wlasng wspomagana lub kierowana przez prowadzacego
¢wiczenia.

Bledem dydaktycznym byloby zamienienie ¢wiczenn w wyktad.

Kazdy student powinien mie¢ czas na zastanowienie sie i przygotowanie swojej
wypowiedzi.

1. Drukowanie
Student powinien zyska¢ do§wiadczenie w pracy z kompilatorem i maszyna
wirtualng.

2. Zadanie sprawdz czy klasa GaussC definiuje pierscien.
Na ¢wiczeniach poprzedzajacych wyraznie zadaj jako zadanie domowe:
wyliczyé wlasnosci definiujgce pierscien czyli podaj definicje pierscienia.
Podczas ¢éwiczen: kazdemu studentowi przydziel zadanie czastkowe np.
sprawdz przemienno$¢ operacji mult zdefiniowanej w klasie GaussC. Masz
na to 20 minut.
Po 20 minutach pracy wlasnej (ale z mozliwoscig rozmowy z kolegami):
wywotani studenci podchodza kolejno do tablicy i ttumacza jak uzasadnili
soje wnioski.

3. Zadanie: Mnozenie macierzy liczb zespolonych.
Zadanie to mozna zrealizowac na 8 réznych sposobdéw:

e zastosowa¢ zwykle (4m+2a) lub sprytne mnozenie liczb zespolonych
(3m +5a),

e zastosowaé zwykly algorytm mnozenia macierzy lub algorytm Winograda,

e przedstawic dane jako tablice obiektéw typu complex lub jako pare
tablic liczb rzeczywistych.

Studenci maja zrealizowa¢ programy, oszacowac koszty i na podstawie po-
miaréw czasu wyliczy¢ wspolczynniki wielomianéw kosztu.

Po zakoriczeniu prac zespoly przedstawiaja swoje wyniki (w formie komu-
nikatow na mini-seminarium).
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4. Programowanie obiektowe.
Warto poswieci¢ kilka zaje¢ na ten temat.
5. Wspolprogramy.

6. Procesy.
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