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Streszczenie. Dowodzimy, ze dla kazdej liczby naturalnej n algorytm Collatza ma obliczenie skoic-
zone.

17 grudnia 2018

1. Wprowadzenie

Ten szkic jest raportem z aktualnego stanu pracy nad artykutem o twierdzeniu Collatza. Idea dowodu
jest bardzo prosta. Pelny dow6d wymaga uzupetnienia szczegotow.
Algorytmu Collatza przedstawiac nie trzeba.

C: {whilen # 1doif odd(n) thenn :=3n+ 1 else n :=n/2 fi od}

Mamy zamiar opisa¢ jego obliczenia w dwu, na pozoér, réznych strukturach danych: 91 oraz .

Pierwsza struktura to standardowy zbidr liczb naturalnych NV ze zwyktymi dziataniami nastgpnika i do-
dawania. To wystarcza by dobrze (tj. efektywnie) zdefiniowaé polecenia n:=3- n +1 oraz n:=n + 2.
Dalej zapisywac je bedziemy jako polecenie mult3 i polecenie div2. W algorytmie Collatza wystepuja
tez dwie formuty n # 1 oraz odd(n). Zastapimy je przez krétkie equall i odd. W algorytmie wystgpuje
tylko jedna zmienna, nie musimy jej wymieniaé z nazwy.

Druga struktura T to zbidr tréjek liczb naturalnych z odpowiednio dobranymi poleceniami, zobacz
ponizej. Stad pomyst zapisania tego algorytmu w abstrakcyjny sposéb.

{while not equall do if odd then mulit3 else div2 fi od}
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Jedyna zmienna n wystgpujaca w tym programie przyjmuje badZ wartosci bedace liczbami natural-
nymi(gdy obliczenia realizujemy w strukturze 21 badz tréjkami liczb naturalnych (gdy obliczenia prowad-
zone sa w strukturze ¥). Polecenia mult3 i div2 to, odpowiednio: pomndz n przez 3 i dodaj 1 oraz
podziel n przez 2, badZ, gdy dziatania wykonywane sg na tréjkach polecenia te realizowane sa w inny
sposéb.

2. Tréjki
Zacznijmy od nastgpujacego spostrzezenia

Fakt 1. Dia kazdej liczby naturalnej n # 0 istnieje nieskoriczenie wiele trdjek liczb naturalnych x, vy, z
takich, ze spetniona jest rownos¢
n-3"4+y=2°

Moéwimy, ze trdjka x, y, z reprezentuje (albo, koduje) liczbe n.

Dowdéd:

Dowdd tego intuicyjnego faktu wykorzystuje prawo Archimedes;ﬂ Niech n bgdzie dowolnie ustalong
liczba naturalna.

Wybierzmy liczbg x, moze to by¢ dowolnie duza liczba naturalna.

Wyznaczymy liczby naturalne y i z tak, by zachodzita réwnos¢ n - 3¥ 4+ y = 2%. Niech liczba k = n - 3*.
Niech liczba 27 begdzie najmniejsza potega liczby 2 wigksza od k. Kladziemy y = 2% — k. O

Przyklad 2. Tréjka (1,7,6) reprezentuje liczbe 19 poniewaz 19 - 3 + 7 = 26,
Liczba 19 jest takze reprezentowana przez inne tréjki

(1,7,6) 19-31 4+ 7=26
(2,85,8) 1932 + 85 =28
(3,511,10)  19-3% + 511 = 210
(4,509,11)  19-3* + 509 = 211
(5,3575,13) 1935 4+ 3575 = 213
(6,2533,14) 19-35 4 2533 = 214
(7,23983,16) 19-37 + 23983 = 216

Natomiast, nie kazda trojka liczb naturalnych reprezentuje jaka$ liczbe naturalna, np. tréjki (2,4, 11),
(2,4044,11) ...

Definicja 3. Dwie trdjki (x,y, z) i (u,v,t) sq rownowazne gdy reprezentujq te samq liczbe naturalng

a2 —y 27 —y 2t —w
<I‘,y,Z> = <u,v,t> = 3z € N A 3z = 3u

"Przypomnijmy, prawo Archimedesa jest wlasnoscia algorytmiczna, prawo to nie jest wyrazalne formuta pierwszego rzedu.
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W zbiorze tréjek mozemy zdefiniowaé porzadek leksykograficzny <.

Definicja 4.

<x,y,z><(u,v,t)gz<t1ubz:tiy<vlubz:tiy:vizv<u

Z faktu [T wynika, ze dla kazdej liczby naturalnej n mozna wskaza¢ kodujaca ja tréjke, ktéra ma liczbe
y wigksza od dowolnie wybranej liczby naturalnej k. Z uwagi tej skorzystamy w dalszym ciagu naszego
dowodu.

Definicja 5. Nieparzystosé tréjek wyznaczona jest przez nieparzystos¢ liczby y
odd({x,y, z)) & y jest nieparzyste
Kolejne spostrzezenie
Fakt 6. Liczba n jest nieparzysta witw gdy reprezentujqca jq trojka (x,y, z) jest nieparzysta.

Definicja 7. Jedynka
equall({x,y,z)) & (2° —y=13")

Jedynka jest reprezentowana przez wiele tréjek, np. (0,0,0), (0,1,1),(1,1,2),(1,5,3), ...
Na tréjkach mozemy okresli¢ dwie operacje

Definicja 8. Operacja div2 przeprowadza tréjke (z,y, z) w tréjke (x,y + 2,2 — 1)

<LU,y,Z> M <$7y+272_1>

Operacja mult3 przeprowadza tréjke (x, y, z) w tréjke (x — 1,y — 371, 2)

{mult3}
_—

<IL‘,y,Z> <1"_17y_3x_1az>

Zauwaz

Fakt 9. Trojka (x,y, z) reprezentuje liczbe n witw gdy tréjka (x,y + 2, z — 1) reprezentuje liczbe n + 2.
Ponadto (x,y + 2,z — 1) < (x,y, 2).

Trojka (x,y, z) reprezentuje liczbe n witw gdy tréjka (x — 1,y — 31, 2) reprezentuje liczbe 3n + 1.
Ponadto (x — 1,y — 371 z) < (x,y, 2).

Zauwazmy z kolei
Lemat 10. Jesli jedna iteracja algorytmu Collatza, polegajqca na wykonaniu instrukcji {if odd then mult3 else div2 fi}
przeprowadza trdjke (x,y, z) w tréjke (u,v,t), to wynikowa tréjka (u,v,t) jest mniejsza < od trdjki
(x,y, 2).

{if odd then mult3 else div2 fi} <U, v, t> implikuje <U, v, t> =< <l’, v, Z>

(2, y,2)
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Dowdéd:

Jesli liczba y jest parzysta to od z odejmujemy jedynke i dzielimy y przez 2. W przeciwnym przypadku
zmniejszana jest liczba x i od y odejmowana jest liczba 3”.

W kazdym kroku obliczenia wyrazenie « 4+ z zmniejsza swa warto$¢ o 1, zmniejszana jest tez warto$¢
zmiennej y. O

Wynika stad, ze kazde obliczenie w strukturze ¥ jest skoficzone.
Obserwacje poczynione dotychczas pozwalaja stwierdzié, Ze nastgpujacy diagram jest przemienny.

Fakt 11. (Przemienno$¢ diagramu)
Dziatanie na tréjkach prowadzi od tréjki kodujqcej liczbe n do kolejnej tréjki, ktora reprezentuje wynik
m instrukcji warunkowej {if odd(n) then n:=3*n+1 else n:=n div 2 fi}.

{if odd(n) then m:=3n+1 else m:=n/2 fi}yn

n m
n-3”+y:2zl lm-3“+v:2t
{if odd(y) then u,v,t:=x—1,y—3%"1 2 else u,v,t:=x,y/2,2—1 fi}
<m,y,z> <u71}7t>

Przemienno$¢ tego diagramu umozliwia nam dostrzezenie, ze kazdemu obliczeniu algorytmu Collatza w
strukturze T tréjek, odpowiada obliczenie tego samego algorytmu w strukturze 91 liczb naturalnych.

Przyjmijmy oznaczenie K dla programu {if odd then mult3 else div2 fi}. Napis Ky oznacza funkcje
realizujaca program K w strukturze 1. Odpowiednio, napis K¢ oznacza funkcje realizujaca program K
w strukturze ¥.

Lemat 12. Niech n bedzie dowolnq liczbq naturalng.

Rozpatrzmy dwa obliczenia algorytmu Collatza realizowane w strukturze T tréjek rozpoczynajqce sig,
odpowiednio, od trdjek q i r. Oba obliczenia sq skoriczone. Litery q,q1,qo,...qy oznaczajq kolejne
trojki pierwszego obliczenia. Ciqg r,71,72,...74 to drugie obliczenie. Pionowe znaki réwnosci przy-
pominajq, Ze trdjka q; koduje liczbe n;.

Kz Kz Kz Kz

q - q1 - q2 - q3 - qf
K K K K K K

n Bl n1 bl 79 Bl ns3... _m> ng... bl Ng—1 Bl Ng
K K K K K K

r = 71 = 79 = r3... —T> Tf... = Tg—1 = Tg
- - - - - -

Oba obliczenia na ich czesci wspolnej realizujq te samq czeS¢ obliczenia algorytmu realizowanego w
strukturze liczb naturalnych. Co wigcej, gdy f < g to pomiedzy poczatkowymi trojkami tych obliczer
zachodzi relacja q < r .
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A wigc mozna realizowaé obliczenia algorytmu Collatza "na tréjkach". Obliczenie w strukturze T
jest zawsze skoriczone. Wynika to z nastgpujacego twierdzenia algorytmicznej teorii liczb naturalnych

ATN.
ATN FVz{whilez # 0do z := z — 1 od}(z = 0)

Co prawda, moze si¢ zdarzy¢, ze obliczenie takie zakonczy si¢ btedem, patrz Tabela 2. Ale wystarczy
wybra¢ odpowiednio duzego reprezentanta x, ¥, z liczby n i rozpocza¢ obliczenie od tej tréjki by btedu
uniknaé. Zauwazmy, ze zawsze mozna wybrac taka tréjke reprezentujaca liczbg n, ze wszystkie liczby
x,y, 2z beda tak duze jak zechcemy. W ten sposéb gwarantujemy sobie, ze obliczenie w strukturze ¥
bedzie skoniczone i wolne od btedu (tj. udane). A stad wynika, ze skoniczone jest obliczenie dla liczby n
w strukturze 1.

W celu udowodnienia, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje taka reprezentujaca ja tréjka (x, y, z),
ze obliczenie rozpoczynajace si¢ od tej tréjki jest skoniczone i udane rozpatrzmy nastgpujacy algorytm
CC.

( (* do liczby n dobierz liczby z,y, z tak by n - 3% + y = 2% %)
z = [logn]; 28 = z;
x := najwigksza liczba taka, ze 2% > n x 3%;
y =2 —nx 3%
nieznaleziono := true; Err := false;
while nieznaleziono do
(* wykonaj algorytm IC dla tréjki <x,y.z> )
[ while 3% +y # 2% do

if x = 0 and y nieparzyste then Err := true; exit fi;

1C: if y parzyste then z := z — 1; y := y div 2;
cc: elsex:=z—1;,y:=y—3"1
| od; ]
if Err

then (x dobierz nowa tréjke *)
z:=28+4+1; 258 :=z;
Z : [x:=najwigksza liczba taka, ze 2* > n % 3%; S = x5 + 1]
y:=2% —nx*x3% Err:= false
else
nieznaleziono := false
fi
od

\ 7

Jest oczywiste, ze

Fakt 13. Jesli obliczenie algorytmu C'C w strukturze trojek ‘X jest skoriczone i wolne od bledu, to algo-
rytm C wykonywany w standardowym modelu liczb naturalnych N zatrzymuje sig po skoriczonej liczbie
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krokow.

Mozna udowodnié parg faktéw o algorytmie CC.

Fakt 14. Kazde obliczenie wychodzi z wewnetrznej petli IC i albo jest sukces i osiqgnigto jedynke albo
Jjest btqd i obliczenia nie mozna kontynuowac.

NEVR(n-3"+y=2°) = {IC}((3" +y =2°)V (z = 0 Ay parzyste))

Lemat 15. Rozwazimy dwa kolejne obliczenia w wewnetrznej petli IC. Zatozimy, ze poczatkowq trojkq
pierwszego obliczenia jest (x,y, z), a drugie obliczenie zaczyna sig od tréjki (x+1,y', z+1). Przyjmijmy,
Ze oba obliczenia sq nieudane, w pierwszym obliczeniu wykonano f krokow, a w drugim obliczeniu
wykonano g krokéw. Pierwsze obliczenie koriczy sig trojka (0, 2k + 1, z5), a drugie obliczenie koriczy sie
trdjka (0,2m + 1, zg).

Jesli spetnione sq te zatoZenia, to drugie obliczenie jest dtuisze o co najmniej dwa kroki i koricowa tréjka
drugiego obliczenia jest mniejsza od kovicowej trojki pierwszego obliczenia

f+2<g oraz (0,2m+1,24) <(0,2k +1,2¢).

Dowéd:
Zacznijmy od dwu fatwych obserwacji:

* Z tego, ze tréjka (x,y, z) reprezentuje liczbg naturalna, wynika, ze y < 2°.

e Z tego, ze obie tr6jki (x,y, z) oraz (x + 1,4y, 2 + 1) reprezentujg t¢ samg liczbe n wynika, ze
/ z
y =3y — 2°.

A wigc 3y — 27 < 2y.
Poréwnajmy dwa obliczenia

Ip. Lewe Prawe

1 (x,y,2) (x+1,3y —2%,24 1)
f 0,2k +1,z5) (1,2p+1,27+1)
f+1 (0,2p, z¢ + 1)

f+2 (0,p,zy)

Prawe obliczenie moze by¢ diuzsze jesli p jest liczba parzysta, ale nie musi tak by¢. Stad, f +2 < ¢

Przypomnijmy, ze 3y — 2° < 2y. Wobec tego p < k, bowiem w kazdym kroku prawego obliczenia
‘nasladujemy’ decyzje podejmowane w tym samym kroku obliczenia lewego, dzielac przez 2 lub odej-
mujac 3*. Przez indukcje ze wzgledu na dtugosc lewego obliczenia otrzymujemy 2p+1 < 2(2k+1). Po
kolejnych dwu krokach obliczenia mamy trojke (0, p, z¢). Jesli jest to ostatnia tréjka prawego obliczenia,
tzn. gdy p = 2m+ 1A g = f + 2, to zachodzi (0,2m + 1, z4) < (0,2k + 1, z). Jesli prawe obliczenie
jest jeszcze dtuzsze, g > f + 2, to tym bardziej koricowa tréjka prawego obliczenia jest mniejsza od
koricowe;j tréjki lewego obliczenia, por. lemat [I0] O
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Lemat 16. Rozwazimy teraz dwa kolejne obliczenia w wewnetrznej petli 1C. Zatdimy, Ze poczatkowaq
tréjka pierwszego obliczenia jest (., y, z), a drugie obliczenie zaczyna sig od trdjki (x,y', z+1). Przyjmi-
jmy, Ze oba obliczenia sq nieudane, w pierwszym obliczeniu wykonano f krokéw, a w drugim obliczeniu
wykonano g krokow. Pierwsze obliczenie koriczy sig trojka (0,2k + 1, zf), a drugie obliczenie koriczy sie
tréjkq (0,2m + 1, z,). Jesli spetnione sq te zatoZenia, to oba obliczenia sq tej samej diugosci f = g.

Dowdéd:

Oba obliczenia przebiegaja podobnie. Oba zaczynaja si¢ od tréjek reprezentujacych t¢ sama liczbe n
i w kazdym kroku ta wtasno$¢ zostaje zachowana. Gdy pierwsze obliczenie zakoriczy si¢ na trdjce
(0,2k 4 1, z¢), to po tej samej liczbie krokéw drugie obliczenie dochodzi do tréjki (0,2m + 1,z 4 1),
poniewaz oba obliczenia zaczynaja z ta sama wartoscia « i w kazdym kroku, parzystoSci kolejnych tréjek
w tych dwu obliczeniach sa takie same. Mozna tego dowies¢ przez indukcje ze wzgledu na dtugosé
pierwszego obliczenia. Zobacz tez diagram w lemacie[12] O

ChcielibySmy, by wtasno$¢ zmniejszajacych si¢ tréjek korniczacych nieudane obliczenia instrukcji /C
byta niezmiennikiem programu C'C, ale tak nie jest na co wskazuje poprzedzajacy to zdanie lemat |16}
Nie przeszkodzi to nam w udowodnieniu nastgpujacego lematu.

Lemat 17. Dla kaZdej liczby naturalnej n > 0 obliczenie algorytmu CC jest skoriczone.

Dowod:

Nalezy wykazaé, ze istnieje taka tréjka (x,y, z), ze obliczenie wewnetrznej petli IC bedzie udane tzn.
po skoriczonej liczbie krokéw otrzymamy trdjke spetniajaca warunek n - 3% 4+ y = 2°. Zauwazmy, ze w
obliczeniu algorytmu CC mozemy pomina¢ te fragmenty o jakich méwi lemat[I6] Co prawda obliczenia
algorytmu wewngtrznego IC koncza si¢ trojka wigksza od poprzedniej, ale stanowia wierng imitacje
poprzedniego obliczenia algorytmu IC.

Czytelnik zechce samodzielnie dokona¢ odpowiednich zmian w algorytmie CC.

Jesli rozpatrzymy dowolne obliczenie tak zmodyfkowanego algorytmu, to mamy do czynienia z sek-
wencja obliczen algorytmu IC. Kazde takie obliczenie jest coraz dluzsze i konczy si¢ coraz mniejsza
tréjka. Wynika stad, ze pewien podciag (tj. obliczenie algorytmu IC) koficzy sig tr6jka reprezentujaca
liczbe 1. O

2.1. Twierdzenie Collatza

Powyzsze uwagi pozwalaja nam sformutowac nastgpujace

Twierdzenie 18. (Collatza)
Dla dowolnej liczby naturalnej n > 0 obliczenie algorytmu Collatza jest skoriczone.

Dowéd:
Dowdéd wynika z faktu, ze kazda kolejna tréjka jest mniejsza < od poprzedzajacej ja tréjki.
W celu uniknigcia btgdu przerwania obliczen "na trojkach" ...
wystarczy obliczenie rozpoczaé od tréjki z odpowiednio duzymi liczbami x, y, z, reprezentujacej te
sama liczbe n. O
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Whioski

* Nietrudno zauwazy¢, ze realizacja obliczen w niestandardowym modelu arytmetyki dodawania
moze mie¢ obliczenie nieskoriczone.
Jako wniosek z twierdzenia Collatza uzyskujemy nastepujacy

Fakt 19. Jedli realizujemy algorytm Collatza w pewnym modelu teorii (Peano) pierwszego rzedu
i jesli w tej strukturze dla pewnego n jest obliczenie nieskoriczone, to struktura ta jest modelem
niestandardowym.

Algorytm Collatza wyznacza pewna permutacje zbioru N liczb naturalnych.

* Mozna opisaé inny algorytm (odwrotny) szukajacy zadanej liczby n po kolei w warstwach, poczy-
najac od warstwy S.
Fakt 20. Algorytm odwrotny zawsze znajdzie liczbe n.

Algorytm ten przyporzadkowuje liczbie n numer ¢ warstwy oraz potozenie j liczby n w warstwie.
W ten sposéb mamy nowa funkcje pary. Numerem pary liczb (i, j) jest j-ta liczba w warstwie S;.

Nowe pytania

. Jak okresli¢ funkcje kosztu?

2. Czy algorytm Collatza wyznacza najmniejsza tréjke z, y, 2 taka, Ze obliczenie zaczynajace si¢ od

niej, bedzie wolne od biedu?

. Rozumowanie przytoczone powyzej wykazuje prawdziwos¢ twierdzenia Collatza. Twierdzenie to
nie jest zawarte w zbiorze twierdzen arytmetyki Peano. (...)
Jak przeprowadzi¢ dowdd tego twierdzenia w algorytmicznej teorii liczb naturalnych?
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Tablica 1. Tabela obliczeri algorytmu Collatza dla n=1079

n X y z
1079 15 1697398531 34
3238 14 1692615562 34
1619 14 846307781 33
4858 13 844713458 33
2429 13 422356729 32
7288 12 421825288 32
3644 12 210912644 31
1822 12 105456322 30
911 12 52728161 29
2734 11 52551014 29
1367 11 26275507 28
4102 10 26216458 28
2051 10 13108229 27
6154 9 13088546 27
3077 9 6544273 26
9232 8 6537712 26
4616 8 3268856 25
2308 8 1634428 24
1154 8 817214 23
577 8 408607 22
1732 7 406420 22
866 7 203210 21
433 7 101605 20
1300 6 100876 20
650 6 50438 19
325 6 25219 18
976 5 24976 18
488 5 12488 17
244 5 6244 16
122 5 3122 15
61 5 1561 14
184 4 1480 14
92 4 740 13
46 4 370 12
23 4 185 11
70 3 158 11
35 3 79 10
106 2 70 10
53 2 35 9
160 1 32 9
80 1 16 8
40 1 8 7
20 1 4 6
10 1 2 5

5 1 1 4

16 0 0 4

8 0 0 3

4 0 0 2

2 0 0 1

1 0 0 0




Tablica 2. Cztery obliczenia dla n=19

3 511 10 19 4 509 11 19 5 3575 13 19 6 2533 14 19
2 502 10 58 3 482 11 58 4 3494 13 58 5 2290 14 58
2 251 9 29 3 241 10 29 4 1747 12 29 5 1145 13 29
1 248 9 88 2 232 10 88 3 1720 12 88 4 1064 13 88
1 124 8 44 2 116 9 44 3 860 11 44 4 532 12 44
1 62 7 22 2 58 8 22 3 430 10 22 4 266 11 22
1 31 6 11 2 29 7 11 3 215 9 11 4 133 10 11
0 30 6 34 1 26 7 34 2 206 9 34 3 106 10 34
0 15 5 17 1 13 6 17 2 103 8 17 3 53 9 17
-1 Err 0 12 6 52 1 100 8 52 2 44 9 52
0 6 5 26 1 50 7 26 2 22 8 26

0 3 4 13 1 25 6 13 2 11 7 13

-1 Err 0 24 6 40 1 8 7 40

0 12 5 20 1 4 6 20

0 6 4 10 1 2 5 10

0 3 3 5 1 1 4 5

-1 Err 0 0 4 16

0 0 3 8

0 0 2 4

0 0 1 2

0 0 0 1

Rozpoczgcie obliczen od zbyt “matej” poczatkowej tréjki reprezentujacej liczbe n moze zakonczy¢ sig¢ btedem.

Zauwaz, dla wigkszych tréjek poczatkowych obliczenia sa dtuzsze, a koficowe tréjki tworza ciag malejacy.

(0,15,5) = (0,3,4) = (0,3,3) = (0,0,0)

0l
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Tablica 3.

Dalsze obliczenia dla n=19

Wszystkie, odpowiednio “duze” tréjki zapewniajg obliczenie skoficzone i bez btgdu. Koricowe tréjki reprezentuja liczbe 1.

6 2533 14 19 7 23983 16 19 9 150311 19 19 14 43341317 27 19
5 2290 14 58 6 23254 16 58 8 143750 19 58 13 41746994 27 58
5 1145 13 29 6 11627 15 29 8 71875 18 29 13 20873497 26 29
4 1064 13 88 5 11384 15 88 7 69688 18 88 12 20342056 26 88
4 532 12 44 5 5692 14 44 7 34844 17 44 12 10171028 25 44
4 266 11 22 5 2846 13 22 7 17422 16 22 12 5085514 24 22
4 133 10 11 5 1423 12 11 7 8711 15 11 12 2542757 23 11
3 106 10 34 4 1342 12 34 6 7982 15 34 11 2365610 23 34
3 53 9 17 4 671 11 17 6 3991 14 17 11 1182805 22 17
2 44 9 52 3 644 11 52 5 3748 14 52 10 1123756 22 52
2 22 8 26 3 322 10 26 5 1874 13 26 10 561878 21 26
2 11 7 13 3 161 9 13 5 937 12 13 10 280939 20 13
1 8 7 40 2 152 9 40 4 856 12 40 9 261256 20 40
1 4 6 20 2 76 8 20 4 428 11 20 9 130628 19 20
1 2 5 10 2 38 7 10 4 214 10 10 9 65314 18 10
1 1 4 5 2 19 6 5 4 107 9 5 9 32657 17 5
0 0 4 16 1 16 6 16 3 80 9 16 8 26096 17 16
0 0 3 8 1 8 5 8 3 40 8 8 8 13048 16 8
0 0 2 4 1 4 4 4 3 20 7 4 8 6524 15 4
0 0 1 2 1 2 3 2 3 10 6 2 8 3262 14 2
0 0 0 1 1 1 2 1 3 5 5 1 8 1631 13 1
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