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Przedmowa

Przedstawiamy czytelnikowi ksiazke o logice w programowanin* Logika
jest dzi$ narzedziem uzywanym w wielu dziedzinach informatyki: w inzynierii
oprogramowania, bazach damych, systemach doradczych (ang. expert sys-
tems), robotyoe, teorii systeméw wspétbiezaych i in. Czy istnieje jedna logika
umozliwiajagca formutowanie i rozwigzywanie kwestii z tak réznorodnych
dziedzin? Oczywiscie nie. Stosuje si¢ m.in. logike klasyczna, intuicjonistyczna,
logiki modalne, logiki oparte na metodach rezolugji, logike temporalna,
rozne logiki programdw (m.in. logike algorytmiczng, dynamiczng, Floyda-
Hoaite'a), logiki wielowartesciowe, infinitystyczne, wyzszych rz¢ddw. A nale-
27y przewidywaé powstamie i rozw6) nowych rachunkéw logicznych. Do opisu
zjawisk zachodzacych w ukiadach scalonych, np. VLSI, jest potrzebny
zupetnie nowy formalizm logiczny, dwuwymiarowy, w odedzmieniu od
obecnych, liniowych. Klasyczna logika predykatéw z metoda rezolucji
znajduja sie u podstaw jezyka programowania Prolog i tzw. programowania
w logice. Rozne logiki niestandardome, np. logika przekonan i domniemat,
maja w przysztoéel znalezé zastosowamie w tzw. sztucznej inteligencji.
Rozmaite warianty logiki temporalnej s, wedtug rozpowszechnionej opinii,
odpowiednim narz¢dziem do analizowania programow wspotbiezaych. Licz-
ba prac poSwieconych logikom w informatyce jest tak duza, ze sa
orfganizowane oddzielne miedzynarodowe konferencje posSwiecone tylko
temu tematowi. Dziedzina ta jest tak obszerna, ze musielismy dokonaé
wyboru sposrod wielu tematow.

W naszym przekonamiu wytwarzamie oprogramowamia wymaga sto-
sowania aparatury logicznej wlasciwej procesom specyfikacji, analizy i im-
plementagji systeméw programistyczmych. Okazuje sig, ze klasyczna logika
nie wystarcza do opisu zjawisk, z jakimi mamy do czynienia w progra-
mowaniu. Jest ona w swej istocie statyczna i nie oddaje dynamiki proce-
sow algorytmicznych. ZdecydowaliSmy sie wiec na przedstawienie rachun-
ku logicznego, jaki, naszym 2zdaniem, moze przydaé si¢ programistom

* Ksigzka ta byla wspierana przez program badawczy RP.1.09 Ministerstwa Edukacji Naro-
dowej.



PRZEDMOWA

w ich pracy. Prezentujemy logike algorytmiiczng najprostszych programoéow
i jej zastosowania w specyfilkowaniu struktur i algorytméw, w analizie
semmantycznych wiasno$ci programéw i w definiowaniu semantyki ;jezyka
programowania.

Nie oczekuje si¢ od czytelnika zadnej specjalnej wiedzy o tematyce
poruszanej w tej ksigzce. Zaktadamy, Ze sa mu znane podstawowe prawa
logiki w zakresie odpowiadajacym programowi szkoly Sredniej. Jest pozada-
na minimalna cho¢by znajomos¢ algorytméw i programowamia. Wierzymy,
Ze ksigzka, ktorg oddajemy, moze wprowadzi€ czytelnika w problemy
programowania, ale zdobycie osobistego doswiadczenia w uktadamniu i uru-
chamianiu programéw jest niezbedne.

Nie rozwijamy z osobna klasycznej logiki zdan ani klasycznego rachun-
ku predykatow. Oba te systemy sa czeScia prezentowanej logiki. Ponadto,
lieratura na ten temat jest obszerna i w kazdej bibliotece mozna znalez¢é
wiele cennych pozycji. Zaliczamy do nich zwiezta monografie Lyndona [33],
ksiazki Grzegotczyka [21] i Rasiowej [44] (polecamy je szczeg6lnie tym,
ktorzy do informatyki przyszli bez matemaitycznego przygotowania).

Nasza ksigzke adresujemy do sluchaczy studiéow infermatycznych
na uniwersytetach i politechnikach, do programistow majacych ambicje
ulepszenia swego warsztatu pracy, do projektantéw duzych systemow in-
fonmatycznych i tworcow nowych jezykéw programowamia. Nie obiecu-
jemy, ze po przeczytamiu tej ksigzki czytelnik zacznie pisa¢ lepsze pro-
gramy (bardziej efektywne, bardziej pomystowe itp.). Z pewnoscia jednak
bedzie lepiej sobie zdawat sprawe z tego, jak przebiega jego praca i jakie
narzedzia moga by¢ w razie potrzeby uzyte. Mamy nadzieje, ze znajomos$é
probleméw poruszanych w tej ksigzce pozwoli czytelnikowi lepiej zrozu-
mie¢ role specyfikacji i weryfikacji w dokumentowaniu prac programis-
tycznych.

Oprocz logiki algorytmicznej prezentujemy pewna logike modalng
i jej semantyke opracowang na wzor Kripkego. Logika modalna znalazia
wiele roznych zastosowan. W tej ksigzce prezentujemy jedno z nich: za-
stosowanie do budowy matematycznego modelu obliczen wspotbieznych.
Sama logika algorytmiczna moze by¢ zreszta uwazana za wariant logiki
wicllomodalnej.

Ksiazka ta moze byé przydatna podczas wielu réznych zaje¢ na
kierunku informatycznym. Moze by¢ uzupetnieniem wykladow: wstepu do
infionmatyki, logiki z elementami teorii mnoguoéci, metod programowania,
algorytmow i struktur danych, semantyki jezykow programowamiia. Ksiazka
byla przez nas uzywana jako podrgcznik do zajeé z teorii programow.
Podczas jednosemestralnego wyktadu mozna przedstawi¢ niemal caly ma-
terial tu zawarty. Sugerowaliby$Smy przerobienie wigkszej liczby dowodow
podczas ¢wiczen. ZauwazyliSmy, Zze studenci znajduja sporo satysfakcji
i udanych prob aksjomatyzacji struktur danych. Tym, ktérych zainteresuja
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I'RZEDMOWA

poruszone tutaj zagadmienia, zalecalibySmy siggniecie po pelniejsze mono-
grafic dotyczace logiki i logik programéw [3, 21, 23, 25, 29, 33, 40, 45],
JesteSmy bardzo wdzieczni Recenzentom za krytyczne uwagi, ktore
pomogly nam ulepszy¢ pierwotny maszynopis ksigzki. Wiele cennych uwag
przekazali nam takze studemci. Pragniemy podzigkowa¢ Wydawmictwu za
cierpliwos¢ i wyrozumiafio$¢, z jaka przyjmowalo nasze opOznienia. Jest
oczywiste jednak, ze wszystkie usterki ksigzki nalezy przypisa¢ jej autorom.
Beilziemy bardzo zobowigzani za przestanie nam wszelkich uwag.

G. MIRKOWSKA
A. SALWICKI

Warszawa, w sierpniu 1992






Wstep

Dlaczego logika?

Projetomenite i analliza sysibenéow prograrmstyoarsichch muszy opierat’ sie na
obiekisywysch metaibebh wninsidomenida niezabitygch od doSmiadizesita eraz
De0hytwozecej adigoytm. Nfetody tée poovinmy wynidzzamodny spuosily umapbbH-
wi' wypromatiieeitie pramditinygich wlasmaitii algonpmbew z pramdiiiygich mrze-
slanek.

Na pewno wielu programistow czuje potrzebe oparcia swej pracy na
solidnych teoretycznych podstawach. Zanim przejdziemy do proby uzasad-
nienia naszego przekonamia, ze metody logiczne sa niezbedne dla wigkszosci
tworcow oprogramowania, chcemy jednak zauwazyé, ze sami znamy kilku
mrdzo dobrych, wrecz wybitnych programistow i wiemy, ze nie postuguja sie
oni zadnymi metodamii formalnymi. Sprzeczno$é, powiecie Pafistwo — jesli
(uk, to autorzy zachecaja nas do czytania rzeczy zbednej i niepotrzebnej. Nie
JerdLttojiatinelk ttekk porostis, ok by sigzdiewalo. Cii diobrzy ffatiomoy wdkeedme
programowania intuicyjnie stosuja formalne prawa rzadzace zachowaniem
we programdw, ich obliczeniami. Mozna w tym momeincie dokonaé porow-
minia z matematyka. Wielu wybitnych matematykéw prowadzi badania
1 uzyskuje fascymujace wyniki, chociaz nie studiowali logiki matematyczne;j
I nie znaja subtelnych wynikéw rozwazah metamaiteneycznych. A jednak
kii/dy dobry matematyk postuguje sie logicznymi metodami wnioskowania,
W one nieodiacznym atrybutem pracy matematyka. ZwrdCmy uwage ha fakt,
#0 matematyka rozwija sie od tysiacleci, i na to takze, ze badamnia matematy-
6zne przyczynity sie w znacznym stopniu do rozwoju nauki o wnioskowaniu,
ktdig jest logika. Informatyce ten czas nie byt damy. Powstata okoto
czterdziesei lat temu 1 rozwija sie gwattowmiie, a co wazmiejsze, jeszeze szybeie)
rozwijaja sl¢ jej zastosowanmia. Jezyk informatyki jest odmienny od jezyvka
mutematyki. Ta sytuacja stwarza zupelnie inne potizeby. Wielu badaezy
0 powaznym dorobku w dziedzinie oprogramowamnia (by wymienié¢ tu tylko
thvenei ii Dijkstng) dostirzegio komisczmodt stimanzemia Thgjozmyadn naazgdizi
winfciwych informatyce.



WSTEP

Zauwaizmy, ze ilo$¢ i znaczemie oprogramowamia stale rosnie. Na
$wiatowym rynku informatycznym obroty oprogramowaniem sg znacznie
wigksze niz obroty sprzetem. Mozna wiele zyska¢ szybko produkujac
programy dobrej jakedci. Z drugiej strony cena oprogrameowamia jest
wysoka. Jest to spowodowame rozlicznymi czynnikami. Najkrocej mowiac,
oprogramowamia (ang. software) — w odrézmienin od sprzetu (ang. hard-
ware) — nie wytwarza si¢ w fabrykach.

Wiele osob sadzi, ze w przysziosci oprogrannmwmnm bedzie si¢ pro-
dukowaé metodami przemystowymi. Uwaza sie, ze podstmm takich metod
bedzie odpowiednia teoria. U podstaw techniki znajduja si¢ rézne teorie
fizyczne i matemattyczme. Dla rozwinigcia przemystowej techn@ll@g;‘ii pro-
dukeji oprogramowamia jest mezbedny rozwéj teorii prograummm Cena,
jaka placimy za stosowamie program@\w z biedamu, jest nie mniejsza niz
np. koszt budowy mostu, ktéry sie zawalli, pomiewaz zostal zbudowany
niezgodnie z prawami mechamiki. Na zwigkszenie tej ceny w przypadku
oprogramowamnia wplywaja réznorodno$é i masowosé zastosowan techniki
obliczeniowej w dzisiejszym $wiecie, a takze pospiech, z jakim wprowadza-
my nowinki techniczne do produwkgji. Pragmienie oparcia produkgji pro-
graméw na sformalizowanym rachunku matematyczmym, w celu wyelimino-
wania groznych i kosztownych bteddw, jest celem minimum. Wiele sie pi-
sze i mowi 0 komiecznodei przyspieszenia produlkeji oprogramewamia, O jej
zautomaltyzowamin. Nie przesadzajac w tym miejscu, czy jest mozliwa
fechanizaeja pracy programistow, zwrocmy uwage na fakt, ze niewiele ma-
My naezedzi usprawniajaeych prace ludzi twokzacyeh oprogramowanie,
Jest swego rodzaju paradoiksenh, ze pewstato duzo programdw utatwiaja-
eyeh prace projektantow rmaszyh i ukladéw elekironiczayeh oraz archi-
tektow, lekarzy, kompozytoiddy | tworedw niemal wszystkieh profesji,
@ praea twéredw opregramewania fie doezekata sie adpovwiednich dla te-
g6 zawedu pemery programistyezayeh.

Szybkie ukladamie i uruchamiamie efektywnych algorytméw nie wyczer-
puje catosci probleméw jakie napotykamy. Nie w samodzielnej pracy
najlepszego nawet fachowca zasadza si¢ problem tworzenia oprogramowa-
nia. Praca nad oprogramowamienn jest procesem spotecznym. Oprédez autora
programu (a czesto program jest tworzony przez spory zespot ludzki)
i oczywiscie komputera, w procesie tym biora udziakt: uzytkownik programu,
pracownik plelegnujacy program i in. Proces ten wymaga swoistego jezyka
do komumilkarji pormiedzy jego uczestnikami. Jezyk taki nie jest ani jezykiem
programowaiia, ani jezykiem ethieznym jakiejs grupy ludzkiej. Tworzenie
algerytméwy prowadzi do pewstawania pewnyeh tekstow. Maja one spet-
fiiaé pewhe semantyezne wymagamia. Mamhy wiee Zadamie, W ktorym wy-
stgpuja €6 najmniej tezy elementy (rys. 1.1).

Argumenty
Algonytm _— \ymagani a

Rvs. L1
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NACZ1AO LOGIKA?

Argumenty stanowig o tym, czy programista przekona uwiytkownika-
Hoceniodawee, ze jego algorytm spelnia postawiome wymagamia. Jezyk,
w jakim odbywa si¢ proces wytwarzamia oprogramowaniia, musi stwarzac¢
mozno$¢ formulowania wymagan stawianych programwaii, zapisania pro-
gramu i sformutowania argumentéow — wynikow analizy.

W zwigzku z tymi rozwazaniami pozostaja nasze nastepujace poglady:

Przekazamie algorytmu badz systemu programistyczmego do eksploata-
c)i (lub sprzedazy) bez upewnienia si¢ o jakedci produktu jest wielce
ryzykowne, grozi bowiem co najmniej stratami finansowymi, a moze nawet
wpowodowaé zagrozemie zycia ludzkiego.

Jakie jest wyjscie? Przekonaé nabywee, ze nasz produkt wykonano
tgodmie ze stanem nauki i z zasadami sztuki. (Inzynier nie moze ponies$¢
odpowiedzialnofii za zawalenie si¢ mostu, jezeli zaprojektowat go zgodnie
i aktualnym stanem wiedzy; lekarz nie odpowiada za nieudana operacje, jesli
dokonano jej zgodmie ze stanem wiedzy medycznej itp). Jest to oczywiscie
program minimum — wlasciwie to, co chcemy tu zaproponowas, stwarza
mozliwos¢ glebszej analizy oprogramowamia (por. p. 5.1-5.8).

(1) Algorytm jest tylko i wytacznie napisem, o jego znaczeniu decyduje
Interpretacja znakéw w nim wystepujacych (por. przykfad 3.5).

(2) Interpretacje¢ t¢ mozna dokladmie scharakteryzowa€ przyjmujac
pewne zalozenia (aksjomaty, por. rozdz. 4).

(3) Analize programu mozna przeprowadzi¢ na grumcie formalnym,
dowodzgc, ze wlasnosci semantyczne programu wynikaja z aksjomatow, no
i oczywiscie z tekstu programu (por. rozdz. 4).

Jakiego rodzaju pytamia pojawiaja si¢ w trakcie prac nad oprogra-
mowaniem? Sadzimy, ze napotykame problemy mozna zaliczyé do jednej
i Irzech grup pytan:

(1) Czy zadamie jwﬂpmmi'wywalne za pomocy jakiegokallwiek pro-
gutime?

(2) Czy program, ktory skonstruonaismy (badZ otrzymalismy od kogo$
Innego), jest poprawnym rozwigzaniem postawionego zadania?

() Czy damy program jest najlepszym rozwigzaniem zadania?

Wielokrotmnie wskazywano na to, ze odpowiedZ na pytamnia (2) i (3) moze
hyi' uzyskana jedynie w drodze dowodu. Dowodu réwniez wymaga negatyw-
na odpowiedz na pytamie (1). W przypadku pytamia (1) odpowiednia
konMtrukcja — odpowiedni eksperyment — ma bardzo wielkie znaczenie.
teoretyczne spekulacje rowniez w przypadku amalizy pytafh z grup (2) i (3).
Ani teoretyczne rozwazamia, ani eksperyment nie moga sobie rosci¢ praw do
hyola jedyna metoda pracy nad oprogramomaniem. Znaczenie eksperymentu
wynika choc¢by stad, ze opracowame przez nas programy maja dziatad,
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znalez¢ zastosowanie w czyjej$ pracy. Znaczenie teorii wynika z masowosci
zastosowaf opracowanego przez nas oprogramowania, z tego, ze Zadnym
eksperymentem nie jesteSmy w stanie stwierdzic: ,,ten oto program jest wolny
od btedow i bedzie dziala¢ w sposéb pewny i niezawodny we wszelkich
sytuacjach, w jakich moze si¢ znalez¢ w przyszlych jego zastosowaniach”.
Eksperyment moze poméc w wykryciu btedu, ale nigdy nie mozemy uzy¢ go
do argumentowania, ze program jest wolny od btedu. Wracajac do przykladu
z budowg mostéw uwazamy, ze w analogiczny sposob trzeba postgpowaé
z programanmi, tzn. w trakcie ich projektowania i budowy nalezy, postugujac
sic dostepng wiedza teoretyczng, dowodziC, ze majg okresSlone wlasnoscei,
a potem nalezy dokonywaé z nimi eksperymentdw. Idzie tu nie o to, by
konstruktor mostu stat pod nim podczas przejazdu pierwszych pojazdow, ale
o to, by uzyska¢ wiedze o parametrach produktu programistyczmego. Na
przykiad powinnisémy doktadmie oceni¢ koszt dziatania programu jako
funkcje rozmiaru danych, powinniSmy pozna¢ stopien wielomianu i jego
wspotezynniki (przyjmiujac, ze funkcja kosztu okazata sie wiclomianerm).

Jaka logika?

Wyratanity, ktore wystequifn podezass analizy programiiw, nie moga sie agrani-
czaé tyl do ffonrmu! logiki pierwszgp rzedu. Musszg zawival' progvamy, bo
o wiasnostianth programiiw majg mowié. Z drugiej stromy wyrazeniin nicedbgonyt-
miczme, nie zawikraifpee programidw, okazuify sie niewystarczajhgee do zdiefinio-
wania wiasmostii proggramow.

Istridgiy systemyy dedulkayjjre odpowiidiiée do przepgrawentdanida w nich rnozumo-
wai o semantpeopgich wiasmostiaoth progvamiiw. Sg to logiki progvamdiiw. Tu
bedzimmy lansowat’ logike algorgttmiizaag, stworzomeg i rozwijas w Polsce od
roku 1968. N dlategm, Ze jest starszu niz inne, lecz dlategm, Ze jest lepiej
pozmanvea i ma wiecej udokumernomeaygich zoagtwmowan.

Apanatt pojeciomyy i dedukayyjwy logiki algoryttmiiznegj nadaje sig do speegyfifkowa-
nia strulktwr damyath i odpowicnibipagyebh im modudw programiiw. To zzasivsowa-
nie logiki wydaife sie nam waZniidizee nawet niz dowodmmée mpomEmmosCc
algorytrmidw. Lagilea algovyttmicoag, ji@j aksjomatyy i reguly wmiiodkowania
pozmalhify zdefiniiomatc semantsike jEzvw ppogaramDwEnia.

Stwierdzamy, ze do pracy z programami nie wystarczaja narzedzia
oferowane przez logike matematyczng pierwszego rzedu. Nie jest ona
w stanie wyrazi¢ wlasnosci programdw. Okazuje sie, ze pewne wilasnosci
algorytméw sa rownowazne wlasnosciom matematycznym, o ktérych od
dawna wiemy, ze nie mozna znalez¢ dla nich takich formul z jezyka
pierwszego rzedu, ktore by wyrazaly te wlasnodci. Ich lista jest dluga
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IAKA LOGIKA?

I znajduje si¢ na niej wiele poje¢ podstawowych dla matematyki, np.
»hy¢ liczba naturalng™, ,,by¢ pierscieniem archimedesowskim™. W dalszym
biijgu przedstawiamy te wiasnosci i pokazujemy, ze sg to wiasnosci algoryt-
miczne.

W trakcie rozwoju logiki matemaitycznej powstaly rézne jej warianty,
m.in. logika formut z nieskoficzonymi alternatywami i koniunkcjami, logiki
wyzszych rzedow umozliwiajace wyrazenie tych wiasnosci, ktore nie dajg sie
tdefiniowa¢ w jezyku logiki pierwszego rzgdu. Wiekszo$¢ znamych nam
wilatmosci programéw daje si¢ wyrazi¢ w jezykach tych logik. Na przykiad
wilasnosc¢ ,,program while y do K od nie ma obliczen nieskoficzonych” daje si¢
wyrazi¢ jako nieskoriczona alternatywa formut (coraz dtuzszych) méwiacych,
ze obliczenie programu nie bedzie miato zadnego powtbrzenia instrukcji
K lub bedzie mialo jedno powtdizemie, lub dwa, lub ... Podobnie, mozna
wyrazi¢ te wlasno$¢ programu operujac kwantyfikatorami dotyczgcymi
skonczonych zbioréw (tzw. slaba logika drugiego rzedu). Wydaje sie nam
jlatimak, ze stosowamie takich technik nie jest specjalnie atrakcyjne dla
programistow. Nalezatoby przeciez problemy dotyczace konktetmych pro-
giamow i warunkdw, jakie majg one spetniaé, przettumaczyé na np. jezyk
logiki drugiego rzedu, zanalizowa¢ problem w logice drugiego rzedu i potem
przettumaczyé wynik tej analizy na jezyk oryginalnego programu, od kidrego
0 Wdxgysko sie zaczeto. Nawet jesliby udato sie nam zawtomatyzowaé
widyhlikic kroki tej proceduty, to bylaby ona dla programisty czyms
nienaturalnym, sztucznym. Dlatego tez proponujemy logike algorytmiczna.

l.ogika algorytmiczna jest dla informatyki tym, czym logika matematy-
i#im jest dla matematyki. Wyrazenia tej logiki s3 budowane z programéw
| formut logicznych. Nie ma potrzeby stosowania nieskoficzonych alternatyw
tiul kwantyfikatoréw drugiego rzedu. Formuty logiki algorytemicznej maja
moc wyrazania wszystkich semantycznych wiasnodci programow, ktdre sa
wazne w praktyce programiistiiycznej. Logika algorytmiczna dostatcza narze-
dzi do rozumowafi dedukcyjnych. W ten sposéb umozliwiono badania
programu a prioti, przed wykonaniem eksperymentu obliczeniowego.

Autorom tego opracowania wydaje si¢, Ze znaczenie zaproponowanych
pifez nich narzedzi logicznych lezy nie tyle w sferze dowodzenia wiasnosci
programdw, ile w obszarze dokumentowania (specyfikacji) duzych systeméw
pi ogramistycznych. W rozdziale 5 dajemy rozbudowany przykiad takiego
ynamoenowenia logiki algorytmicznej. Wykazujemy, ze w fazie projektowania
syiVieniu mozna wyodrebni¢ moduty, ze zadania tych modutdéw moga byé
opliane aksjomatycznie i Ze analiza takich aksjomatycznych teorii ma, dla
wielu konkretnych typéw danych, pozytywne znaczenie dla procesu pro-
piimiislycznego. Wskazujemy tez na zwigzek pojecia interpretacji jednej
leoill algorytmicznej w innej, z pojeciem implementacji struktue danych.

Przedstawiona w tej ksigzce logika algorytmiczna zawiera w sobie
klasyczng logike pierwszego rzedu i klasyczny rachumek zdan. Jezeli ograni-
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czy¢ sie do wyrazen nie zawierajacych programw, to reguly wnioskowania
R2-R5 wymienione w rozdz. 4 staja sie zbedme. Mozna w tej sytuacji
ogramiczyC si¢ jedynmie do klasycznych regut wnioskowamia: modus ponens
(m.p.) i praw wprowadzamia klasycznych kwantyfikatoréw w poprzedniku
i nastepniku implikacji.

Spotykamy sie z zarzutamii, Zze logika algorytmiczna nie jest dla ludzi,
bo zawiera reguly wnioskowamnia o nieskonczonej liczbie przestanek. C6z od-
powiedziet? Po pierwsze, zapytajmy czy mozna skonstruowa¢ jakikolwiek
system dedukcyjny opisujacy zachowamie si¢ obliczen programéw w spo-
sob pelny i tak, by system ten nie zawieral infinitarnych regut wnioskowa-
nia. OdpowiedZ brzmi: nie. Po drugie, zauwaznuy, ze proponowane finitar-
ne systemy wnioskowamnia po blizszym przyjrzeniu okazuja sie systemami
wlasnie infinitarnymi (por. p. 8.3). Po trzecie, niektorzy badacze powiadajg:
unikniemy regut o nieskoficzonej liczbie przestanek przyjmujac jako aks-
jomaty formuly pierwszego rz¢du prawdziwe w badanej struktuize danych
(fub w klasie struktur damycih). Nio c6z, formalnie wszystko jest w porzadku.
Z definicjami mozna igra¢ do woli i bez widoczaych ogramiczen. Ciekawe
jednak czy zdajemy sobie sprawe co na co zamieniamy? Pizeciez, na ogot nie
ma zadnej metody rozpoznawamia czy formuta pierwszego rzedu jest praw-
dziwa czy nie w ustalonej klasie struktut danyech. Zbior formut arytmetyki
plerwszego rzedu prawdiziwych w standardowyrfh modelu arytmeltyki jest
zbiorem hiperarytmeltyezaym [31]. Naszym zdaniem mamy tu do eézynienla
Z wykretem. ldzie o to, by znaleié argumenty dowodzace prawdziwesel
formut, a nie o to, by przyjmowacé te formuly za aksjomaty. Warto zZreszta
Zauwazy¢, ze zbior prawdziwyeh formut algerytmicznych stwierdzajaeyeh
poprawnos¢ programu wzgledem formut welnyeh od kwantyfikateréw jest
znaeznie nize] w hierarehii Kleene-Mestowskiegod niz zbior wszystkieh
formut pierwszego rzedu prawdiziwyeh w standardowyin modelu arytmetyki.

Sprobujmy jeszcze inaczej wyrazi¢ naszg watpliwos$¢. Sg rozwijane tzw.
abstrakcyjne typy danych, tzn. algebraiczne (najczesciej rownesciome) teorie
struktur danych. Przyjmuje sie pewne réwnosci lub (rzadziej) formuly
pierwszego rzedu jako aksjomaty tych struktur. Wtedy okazuje sie, ze
aksjomatéw tych jest za mato, by okresli¢ doktadmie te klase, o ktbrg nam
chodzito. Tak jest dla prawie wszystkich struktur damych interesujacych
informatykéw. (Fakt ten jest znany z badafh nad klasycznym rachunkiem
predykatds). Zaden skonczony zbi6r formut pierwszego rzedu nie stanowi
dostateczmiie precyzyjnej aksjomatyzacji struktury liczb natutallinych. Podob-
nie jest dla innych struktur znaczacych dla informatyki. W tej wlasnie
sytuacji powinniSmy poszukiwaé takich narzgdzi, by osiagna¢ oba cele:
mozliwo$¢ opisu (aksjomaltyzawje) struktury danych i mozliwos¢ analizowa-
nia obliczen programéw w tej struktuwize. Propozycja logiki algorytmicznej
harmomijnie kojarzy prace w obu tych kierunkach.

Niektorzy czytelnicy oczekiwalli by¢ moze ksigzki o logice matematycz-
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iie) w jej klasycznym juz dzi$ ksztallcie. Zawiedziomych odsylamy do obszernej
Itleratury |21, 33, 41, 44], Pragmiemy jednak podkmiiic, ze

i) dowody w logice klasycznej sa dowodami w logice algorytmicznej,
poniewaz logika algorytmiczna jest rozszerzeniem logiki klasycznej;

(2) do pracy z programamii, z ich semantycznymi wiasnosciami jezyk
logiki pierwszego rzedu ma zbyt mala moc wyrazamia, np. wiasnosei ,.stopu”
ule da sie wyrazi¢ w jezyku pierwszego rzedu.

Potiadto nalezy wspommie¢ o tym, ze nie da si¢ zastosowaé glebszych
wynikow logiki matematyczmej w teoril badz praktyce programowania,
poniewaz

(3) Metateoria logiki algorytmicznej rézmi si¢ w istotny sposéb od
iiiplateorii logiki klasycznej. Zdamie to jest prawdziwe zar6wno w odniesieniu
tlo teorii modeli (logikom programéw nie przystuguja wlasnosci tak popular-
ne |ak ,gorne”, twierdzenie Skolema-Loevenheima, twierdzenie Losia o ul-
(niprodwkgie i in., por. [44]), jak i teorii dowodu (logiki programéw nie maja
wla&mosci interpolacji Craiga, nie zachodzi w nich twierdzenie o eliimmimowa-
niu definicji uwiktanych Betha ani twierdzenie Robinsoma, por. [33, 21]).

(‘'hoemy zwrécié uwage na podobienstwa taczace rozne logiki pro-
giaméw. To co taczy wszystkie logiki programdw to mmiej lub bardziej
uniwersalna zdolno$¢ wyrazania semantycznych wtasnogci programéw for-
mutamii odpowiiedmiego jezyka i narzedzia dedukcyjne pozwalajace zamienié¢
proces semantycznej weryfikacji wlasnoesci programu procesemm dowodzenia
lornmdy wyrazajacej te wlasnos¢.

W przedstawianym czytelnikowi tomie zajmujemy sie paroma z wielu
pigedistawionych wyzej probleméw i nasuwajacych sie pytaf. Zaczniemy od
omoéwienia struktury pewnego prostego jezyka programowamia, a dokiadniej
pewnej klasy jezykow. Kazdy jezyk bedziemy traktowaé jako pare zlozona
7 alfabetu jezyka i zbioru wyrazen poprawnie zbudowamych. Alfabet zawiera:
zmienne, funktory, predykaty, znaki operacji logicznych, znaki operacji
programotwénczych, kwantyfikatory i znaki pomearicze. W zbiorze wyrazen
poprawnie zbudowamych mozna wyrdzni¢ trzy podzbiory: terméw, formut
I programéw. Analizujac przyktady dostrzezemy, iz program jest wyraze-
niem, ktérego znaczenie nie jest zdeterminowame przez sam tylko tekst
programu. Jeden i ten sam program moze mie¢ wiele znaczen w zaleznosci od
interpretacji, jaka nadajemy znakom wystepujacym w programie. Przy
UNtdtanej interpretacji znakéw moéwimy o strukturze danych, w jakiej
dokonuje sie obliczen programu. Obserwacja, ze program moze by¢ wykony-
wany w réznych strukturach danych, jest wazna nie tylko do zrozumienia jak
program dziata, ale i dlatego, ze ma praktyczne znaczenie. Umavliwia ona
mianowiicie wielokrotne wykorzystamie jednego algorytmu w réznych kon-
tekstach dla osiggniecia calkowicie réznych celéw. Ten sposdéb myslenia
porwala nawigza¢ do zaawansowamej metodologii programowamia, do
abstrakeyjnych typow damych itp.

/|
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W jaki sposob opisa¢ znaczenie programu? Jestesmy przekonami, Ze
wigkszosC€ z nas opiera swoje intuicje zwigzane z programowamienn na pojeciu
procesu obliczeniowego. Postaramy sig, tytutem przykiadu, poda¢ definicje
obliczenia wyznaczonego przez program, strukture danych (tzn. odpowiedni
system algebraiczmy) i warto$ciowanie poczatkowe zmiennych. Warto$cio-
wanie zmiennych jest formalnym odpowiedmikiem pojecia stanu pamieci.
Struktura daaych jest formalnym odpowiednikiem jednostki arytmetyczno-
-logicznej komputera, w ktorym wykonujemy obliczenia. Pojecie stiruktury
jest bardziej uniwersalne i dzieki temu mozna analizowaé zachowanie
programu réwmniez w tzw. abstrakcyjnych strukturach danych. Obliczenie
programu moze byé skoriczone lub nie, udane lub nieudame; wyniki ob-
liczenia moga byé poprawne albo niepoprawmne. Krétko moéwiac, obliczenia
majg wiasnos$ci semantyczne i te wiasnosci sa najbardziej interesujgce dla
uzytkownika programu.

Wspomniwli$my wyzej, ze opieranie analizy programéw tylko na wy-
nikach eksperymentéw jest nieuzasadnione z metodologicznego punktu
widzenia. Eksperymenty, zwane czesto uruchamiamiem, moga pomdc w wy-
kryciu faktow takich, jak nieograniczona diugo$¢ obliczen programu
dla pewnych danych, niepoprawmos¢ wynikéw itp. Na drodze ekspery-
mentalnej nie mozemy wyprowadizi¢ wniosku, ze obliczenia badanego
programu beda miaty postulowane wiasnosci dla wszelkich damych, ktére
moga by¢ rozwazame. Jakie wigc nalezy przyjaé rozwigzamie? Proponu-
jemy, by wiasnodci semantyczne programdw, a doktadmiej — obliczen
programdw, byly wyrazane przez pewne formuty i by badaé te formuty na
drodze analitycznej, tzn. dowodzi¢ ich prawdziwesci. Bedziemy moéwic, ze
wilasno$¢ semantyczna WS jest wyrazalha pewna formula a, jezeli fof-
muta a jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy* zachodzi whasnosé
semantyczna WIS,

W dalszym ciagu skonstruujemy taki jezyk, ktéry zawiera programy
i formuly logiczne wyrazajace semantyczne wiasnosci programéw. Kolejnym
wigc i naturalnym zadaniem stanie si¢ opracowamie systemu dedukcyjnego
umozliwiajgcego dowodzenie prawdziwoéci formul, nazywamy je formutami
algorytmiczmysni. Rachunek logiczny, ktéry skonstruujemy bedzie oparty na
dwu zbiorach: aksjomatéw logicznych i regul wnioskowanmia. Zbiory te
muszg by¢ tak dobrame, by postugiwanie sie nimi bylo bezpieczne, by nie
pozwalaly na wyprowadzenie zdan falszywych. Ponadito, nalezy tak dobraé
aksjomaty i reguly wnioskowamia, by kazda formula prawdziwa miata
dowod wynikajacy z przyjetych aksjomatdw. W ten sposob zadanie analizy
wlasnoéci semantyczaych programéw zostaje zastgpione zadaniem badania
prawdiziwotci odpowiednich formut, a to zadanie z kolei jest zastapione
zadaniem dowodzenia tych formut.

* Oprocz sformulowan ,,wtedy i tylko wtedy, gdy™ bedziemy uzywac réowniez skrotu wiw.
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Niomstruowany rachumek logiczny znajduje réznorodme zastosowania:
w nnnhiZlo wlasnosci programéw, w specyfikacji zadan programistycznych,
W edukacji programistow. Okazato sie, ze formuly algorytmiczne dobrze
tijtieuij warunki wstepne i koncowe programdw, moga wiec by¢ uzyte do
#oi ilihiowenia zadania przez zlecajacego wykonanie pewnego programu,
funmiully algorytmiczne moga by¢ takze uzyte do specyfikacji systemu
jthigiamistycznego. Mozna skonstruowac teorie algorytmiczne wielu po-

linie uzywanych struktur damych. Mozna takze tworzy¢ systemy
MjimgiMinowania razem z ich specyfikacja. Przyjmie ona wtedy postaé
|k ludow aksjomatéw pozalogicznych (specyficznych) opisujacych moduty
ijiojeklowancgo systemu. Zadanie konstrukeji systemu moze byé rozumiane
ldwir /mianie znalezienia modelu dla teorii. Z drugiej stromy, aksjomaty takie
MMl by¢ uzyte jako kryterium poprawmesci implementacji systemu pro-
linnil hiyeznego.

Kxlijzka, ktora przedktadamy, nie porusza wielu tematow. Nasz wybor
{nsl mmhlcktywny. StaraliSmy si¢ wybra¢ to co, naszym zdaniem, ma znaczenie
W pivktyco programistyczmej. Ksigzke t¢ mozna umownie podzieli¢ na dwie

i W pierwszej znajduja sie informacje wstepne (w rozdz. 2) przypo-
filigiji'®@ podstawowe pojecia algebry uniwersalnej i logiki pierwszego rzedu,
ivibliawja logiki algorytmicznej (rozdz. 3 i 4), zastosowamia tej logiki
Migd#. ¥ i 5). Takze rozdz. 8 nalezaloby zaliczy¢ do tej czesci.

{ imowna czes$¢ druga stanowi swego rodzaju zaproszenie do wspdlnego
thtilumin probleméw, na ktdre nie znamy dzi$§ odpowiiedzi. I tak, nie znamy
piwtt wielu zastosowan aksjomatow procedur w dowodach wilasnosci pro-
@litiudw, Wiemy, ze system jest pelny. Wiemy, ze moze by¢ uzyty jako
AjtyifHlivii poprawmasci implementacji jezyka programowania. Nie sa mam
IwiMilie, niestety, ciekawsze dowody korzystajace z aksjomatu procedury Jub
iféljuly pozwalajacej wprowadzi¢ instrukcje procedury w poprzedniku im-
giwtun. W rozdziale 8 przedstawiamy oryginalne matemattyczne modele
pkli: /i wspotbieznych. Tu sytuacja jest bardziej surowa, nie znamy jeszcze
Whego zestawu aksjomatéw charakteryzujacych te semantyki.

'oza materiatem tej ksigzki pozostaje niezmiernie ciekawe zadanie
meijimatycznego opisu nowoczesnych konstrukcji programistycznych ta-
Kbli. jak np. klasy, wspotprogramy, sktadamie klas (tzw. prefiksowanie),
fiooipiy, obstuga wyjatkow. Do zadam, ktore powinmy by¢ rozwiazane
W hledalekiej przysztosci, nalezy sprawdzemie czy uda si¢ stworzy¢ systemy
Wwiapomnagajgce proces wytwarzania oprogramowania, wykorzystujace oferte

|l @ligorytmiczne;.



Struktury danych

Wprowadizemniie

Znaczenie programu, jego obliczenia zaleza od struktury damych, w ktorej
jest on wykonywamy. To wiasnoéci dziatan i relacji w strukturze danych
okreslaja wiasnosci programéw. Ten sam program realizowamy w dwu
réznych strukturach danych moze si¢ zachowywaé w odmienny sposéb (np.
gdy realizujemy go w 16- i 32-bitowej arytmeiyya®). Z drugiej stromy, dwa
rézne programy moga zachowywac sie identyczmie dzicki wlasno$ciom
struktury, w ktérej sa realizowame obliczenia (np. pewne dzialamie jest
przemienne, a programy réznig si¢ kolejnodcia argumentdw tego dzialania).

W tej ksiazce przyjmujemy poglad, Ze struktury danych nalezy rozumieé¢
jako systemy relacyjne, ktadac w ten sposob nacisk na algebraiczne wlasnosci
struktur damych. Dla informatykéw termin struktura danych wigze sie
najczesciej nie tyle z abstrakcyjnymi operacjami w struktunze, ile z praktycz-
nym sposobem reprezentacji danych w pamiigci komputiera. W dalszym ciggu

O systemach relacyjnych

Niech XXX, X», X, beda niepustymi zbiorami i niech Xix%.X,.. xXX,
oznacza m-argumentowy iloczyn kartezjanski

K1 0K 2 % o K0 = {00 e X dla 1 <i<n}

BeriNIgIA 3.1

Kazdy podzbior iloczynu kartezjanskiego Xix%X, x .. x X,, nazywamy

relacja nrcdtnowa.

Jezeli /f jest podzbiorem XXX, x ... xX¥Yx Y, gdzie Y jest pewnym nie-

pustym zbiorem oraz dla dowolnych x.eX; i<n, yy€€Y, z tego, ze
(X, -r X0 ¥) sa elementami /' wynika y = y', to // nazywamy
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n-argumenitweg fnkcidg czeSciomay. Jezeli [ jest funkcja czeSciowa oraz
(xiy-- % %y)ef) € f, to piszemy y =/(Xx,.,..xx)). Zbior

Dom () = {(cy-IeRe X, X . XK, istnieje ye Y, 76 (x,, (x, WEF)
nazywamy dziedzieg flandciji if. Zbior

Rg(f)) = {yeX: istnieje xeXX; X&, X ... XXX, ze &) = y}
nazywamy zbiorerm wartestii funkiii §f. Jezeli Dom((Q<AA i Rg((f¥8.B, to

powiemy, ze / jest funkcjg czeSciowa (lub odwzorowamiem) ze zbioru
A w zbior B, w skracie /f: A -» B. Jezeli Dom(f)) = XX, x ... XXX, to
powiemy, ze ) jest funkcjg calkowita lub po prostu funkcja. Funkcje
catkowite i funkcje czesciowe bedziemy nazywaé operacjami.

Oczywiscie kazda funkcja m-argumentowa jest relacja n+ l-eztborowas.

Odwrotmie, kazda relacja n-cZlonowa r wyznacza jednozmaczmie pewna

funkcje catkowity f, zwang funkcja charakiterystyczmg tej relacji, okreslona
nastepujaco:

gdy  (Oxgp..-». X)) Er
gdy  (Op 0 )REF

Jezeli zbiory X; XX ,X,, X, sa identyczne i rowne X oraz /f ciX %< ... XX,
(tzm.f ¢ X™), to powiemy, ze /f jest n-argumentowa relacja w X. Jezeli /f jest
funkcja czeciowa oraz ff= X", tw poviemy, Ze /f jgEt n-argumentowa
funkcja czesciowa w X.

DEFINICIA 2.2

Systameem relacyjimym nazywamy dowolny uklad postaci
A= (/Aﬁl""fklﬁc; rlw"n Kz()

taki, ze

(1) A jest niepustym zbiorem,

(2) dla dowolnego 1 < i €k, ff; jest nj-argumentows operacja w A,

(3) dla dowolnego 1 <j < 1, ry-jest m-amgumentows relacja w A.
Zbiér A bedziemy nazywaé uniwersum systemu relacyjnego A. Uklad liczb
naturalnych <xj,...,m;; m,...m;) bedziemy nazywac sygmatineg systemu: A,
Jezeli w systemie relacyjnym nie wystepuje zadna relacja, to taki system
bedziemy nazywacé algebrz. [ ]

PrzYgReAD 2.1

Najprostszym przyklademn systemu relacyjnego jest graf. Jest to system
zlozony ze zbioru i jednej relacji dwuczlonowej, np. €<W.E). Zbiér

V mazywamy zibiorem wierzchotkow grafiu, a relacje E zbiorem jego Krawedzi.

System taki czesto przedstawia sie w postaci graficznej, elementy zbioru ¥ sg
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Rys. 2.1

punktami na plaszczyznie, a pary (a,b) nalezace do relacji E wektorami
o poczatku w punkcie a i korficu w punkcie b. Na rys. 2.1 przedstawiono graf,
ktérego zbiorem wierzchotkéw jest zbior {1,2,3,4,5,&}, a zbiorem krawedzi

zbior {(1,2), (1,3), (1,4), (1,1), (4,5), (4,6)}. O

PRZYKEAD 2.2

Dwuelementowa algebra Boole’a By jest to system relacyjny postaci
éBér w, m,, —’,]1”®>

o sygmaturze €2, 2, 1, 0, 0> taki, ze B, = {1,0} a operacje w, m, — sa
okreslone dla dowolnych a, beBB, nastepujaco:

aubb—11 wiw =1 luth =1
amb=1 wtw a=1 i b=1
—a=1 ww a=0

Elementy zbioru By interpretujemy jako symbole prawdy (1) i fatszu (0).
Operacje W) m, — nazywamy odpowiednio alternatywa, koniunkcja i ne-
gacja. =

PrzykzAD 2.3

Niech s oznacza operacje nastepnika w zbiorze liczb naturalaych N, 0, statg
(tzn. zeroargumentoma operacjg) w N, a = relacje rownosci w zbiorze N.
Uklad N = <N¢ss(@;=> jest systemem relacyjnym o sygnaturze <£1,0;2),
Bedziemy go nazywaé arytmetyka liczb natutallmych. O
DeriNiCcIA 2.3

Powiemy, ze dwa systemy relacyjne
A = &AL, fotf my.., 1) i

sa podobme wtedy i tylko wtedy, gdy
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(1) k=s,I=t oraz

(2) #1; jest mj-argumentows operacja w B esff, jest xrampumentowa
operacja w A, dla i < k,

(3) rjjjest m-azlomowg relacja w B<=>rj jest m/-czlionowa relacja w A,
dlaj<l

Jezeli systemy A i B, okreslone jak w definicji 2.3, sa podobme, to
powiemy, zeff; iffi;, dla i < k sa odpowiadajacymi sobie operacjami, a r- i r),
dla j < | sa odpowiadajacymi sobie relacjami w A i w B. |

PrRzykLAD 2.4

Niech X = {¥* ¢; < ) bedzie systemem relacyjnym takim, ze
X* jest zbiorem stow nad alfabetem X wiaczajac stowo puste @ (tzn.

¥* = XM

+ jest dwuargumentows operacja konkatemacji (tzn. jezeli wy, wye X*,
to slowo WyjWj, powstajace przez dopisamie slowa w, do slowa wy, jest
wynikiem zastosowania operacji  na stowach Wj i w,);

< jest relacja dwuczlonows taka, ze w. < w; wiw w, = Wjwy dia
pewnego wy e X*.

System X = £€X* o; <) jest podobmy do systemu &R, +; <>, gdzie R
oznacza zbior liczb rzeczywistych, + operacj¢ dodawamia w R, a < relacje
liniowego porzadku w R. System X = £X* e; <> nie jest podobmy do
systemu <R, +,% < ani do systemu (R, =!; =)), gdzie ¥ oznacza operacje
mnozenia w R, a =! jednoargumenitoma operacje odwracanmia liczb rzeczy-
wistych. K

Niech h bedzie odwzorowamiem zbioru A w zbiér Bhh :/4>B B. Jezeli dla
dowolnych réznych elementéw zbioru A wartosci funkcji h sa rézne (tzn.
jezeli a % b pociaga za soba h (a) # h(b)), to h nazywamy ffinkkizig réGimowar-

tofciomay. Jezeli kazdy element zbioru B jest wartescia funkcji h, to méwimy,
e h jest odwzorowaniem na zbior B. K|
DerFiNICIA 2.4

Niech A i B bedg podobmnymi systemami relacyjnymi

A = @dglfllik;'af;t; rlrh*)-ﬁ.yx

B = (#0419 Gics Stor0
Homomanfizmem systemu relacyjnego A w system relacyjny B nazywamy
funkcje h:A>BB taka, ze

(1) dla dowolnej n;-argumentowej operacji ff;, w A i dowolnych argu-
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mentow a?,...agg/E 4, jezeli (ag, ..., ai3E Pom((f}), to (h(a(h(as.(ah()BdBom(g,)

oraz
h(fiay,..., ) = gith (@j),-, h (dg);
(2) dla dowolnej m-amgmmentowej relacji r; w A i dowolnych argumen-

tow al,,..,,aﬂﬁfe A, jeieli (a<1/,\ ...,aa,j-ﬁﬁrr’}, to (ﬁ(al),..,.,ljl(%;))E%. |
UnwaGAa

Wiasnos¢ (1) w definicji (2.4) bedziemy nazywaé wlasnoscia zachowywania
operacji. |
PrZYKEAD 2.5

Rozwazmy system <X*,e; <) (por. przyktad 2.4) i system liczb naturalnych
(W, +; <) ze zwykla interpretacja operacji + i relacji <. Funkcja
h2X* = N taka, ze

h(@) = 0, gdzie @ oznacza slowo puste,

h(x) =1 dla xe X

h(mre x) = h(w) + h() dla dowolnych wexX* i x&X

jest homomanfizmem odwzorujacym X w N.

Warunek (1) definicji homomonifizmu (definicja 2.4) jest spelniony
w sposOb oczywisty. Dla dowodu warunku (2) wezmy w;, weXX*, mamy
wtedy

Wy € W, = (@ wa)w, =y =@y = )iy =
=>hliwy) < g(wfb

DPermviciA 2.5

Jezeli h jest homomanfiizmem odwzorowujacym A na B oraz h jest funkcja
roznowantwiiona taka, ze

(1) dla dowolnych elementéw a,,...,a, struktury A i dla dowolnej
funkcji f;, »rengumentowej w A

(@y-rr B) & DOm () Wiw  (h(a)).h@Ds,) € Do)

(2) dla dowolnych elementéw a; ,..3,4,,; struktury A i dowolnej relacji
m ~ATgIWETONE] W A

@y.-3agher; wew  (h(apka), b @za)ies;

to h nazywamy izomoufizmem. Jezeli istnieje izomorfizm struktury A na
strukture B, to mowimy, ze struktury A i B sa izomorficzne i piszemy A = B.
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PRZYKEAD 2.6

Niech +; bedzie dodawamiem modulo m w zbiorze liczb calkowitych

§0. L, ..., m—1}} RRoaweazmyy adpgbiree resez t noatil bo rm
zm = é{@ vllyv-"ynm—ll}}n +liw>

oraz algebre ciagow zerojedynkowych dlugosci (n+1)) z dziataniem dwuar-
gumentowym plus

é{@” 1}:1--#—1 , lnjuE}

gdzie operacja plus jest zdefimiowana nastepujaco: dla danych ciagow
0 = {ay,..ad)} oraz b = {by,..bl,} wynikiem operacji plus dla argumen-
tow a i b jest ciag {co,...c,} taki, ze dla j=0,..,n zachodzi
Gj—{dp-bpi-pp;-1)man2, gddicienekito resst ppjfsszddifiiimanyynastippigeoo

pi=0idlaj>0
_ f1 gdy (aj+bj+mily>2
|0 w przeciwnym razie

Niech h bedzie funkcja odwzorowujaca zbior {0,1}"*" w zbiér Z,,, gdzie
m = 2" taka, ze h(fH)= DX 2% ({pdddafe{0,1}"*™.

Oczywiscie dla dowolnego /f&={{0,1}"*" mamy

X %) <2
osisn

tzn. li(f) € Z,,, a wiec h jest odwzorowaniem wzbior Z,,. Co wigcej, dla kazdej
liczby kezZ,, istnieje i jest zdefiniowany jednoznacznie cicggyfe {0,1}"*! taki,
ze h((f))= k. Rzeczywiscie, wystarczy przyjat

¥ (@) = (k div 2*) muel,
gdzie div oznacza dzielenie catkowite.
Funkcja h jest roznowartoéciowa, bo dla roznych ciagow /, g, jezeli i

jest najwieksza liczba naturalna, taka ze §({j) # g(i).to dla f{{)) = 1i g@ = O,
mamy

h(iH-hldy) = 2'+ X 20H— B 20§)>0
J il 1<l

Ponadto, jezdlifplus g = (cg,--» C,). 1O
h(ippig)p = g%ci =) 2"a.+b.+p._.)mod2 =
i 18R

XA ey T3 b P2 =

= ot 20 X3y = 2GR )il
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Zauwazmy, ze dla dowolnego 0 < i < n,
pi—{a}+b;+p._J)div2 =0

oraz
fL gdy (X 2f,+ }2'b)=m
(Byet Bt Py = & i€
(0 w przeciwnym razie

Ostatesznie

hitgimay 9) = b (Dy+@)=22"(d(a, oo+, )div2 =H{ (¥4 (6)o)
Zatem funkeja h jest izomerfizmem odwzorowujacym system

013" Lonles) na Z,. O

DErNICIA 2.6

Kongremcja w systemie relacyjnym A = €A, fq, .., i [e--}) nazgywaanyy
dowolna relacje dwuczionows = w A taka, Ze

(1) = jest relacja roéwnowarmedii, tzn. relacja zwrotna, symetryczna
i przechodnia;

(2) dla dowolnej ni-argumentowej operacji fj w A i dowolnych elemen-
tOW ay,,-- 3@, 8y,-3'ak € A, jezeli aj = &) dla j £ n, to

(@3, 34)0DGY (f) wiw  (@),-.3@gRdrom ()
oraz dla (ay,...,a;;)eDom(/f) mamy
[(@ai-- Bad ~/iffiismer A

(3) dla dowolnej relacji ry, m-argumenitonmej i dowolnych elementéw
Byy B j> AN Ginj €M, JeZeli a; = &, dla i = L,...,md}, to

@y, 3TET; Wiw (@l SAPRER Y m

PrzykzAD 2.7

Rozwazmy system relacyjny <N, +, ¥> oraz dla pewnego ustalonego k relacje
&y, W N taka, ze

mxnn wtw (mamodk) = (nmaakk) dla dowolnych n, meN
Relacja 4, jest relacja rownowazmesci w N. Proste sprawdzenie tego faktu
pozostawiamy czytelnikowi. Co wiecej, relacja ta jest kongruencja w systemie
&N, +,%,@. Rzeczywiscie, niech my, ~pn, i my ~pn,, wtedy istnieja takie
liczby naturalne iy, 5ijia j,, i 23 22

my = ilﬂ(kﬁ'rn my = l'a’ikk"‘"'z

hi1 =jjf‘1k*k+r1 Ny =Jf£k"k+r2
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Zatem
my+my = (ﬁ;j‘}"'iﬂ)f\—kKHT1 +Hry,
ny +ny =((f5HFR)*k + 7 rHmy

Reszta z dzielenia m;, +m, przez k jest rOwna reszcie z dzielenia ry +r;, przez
k, a wigc jest rowna reszcie z dzielenia anj +m;, przez k. Wynika stad, ze

(m, +my) moid k = (n, + ny) mod k

Podobmie dla mnozenia
mysm, = (i #il) ki %, Hrp¥i)The k 47, mF,
B1*53 = (Gi *72) * K %y #t2 47> *Ji) $k 4 T rve,

Reszta z dzielenia nij # m, przez k jest rowna reszcie z dzielenia r, #r, przez k,
a wiec jest rowna reszcie z dzielenia n’ # n, przez k. Stad

m,xm,)modk = (n, *n,)mod k
%mf*mz)%%odk = %nf*ng)%%odk D-

PrzYKLAD 2.8
PRZYKLAD 2.8

Rozwazmy system <XF, o <) | hemomerfizm h: X — N zdefiniowane jak
W Breykladzie 3.8 Nisch = bsdzie relacja rownowaznesd ekreslona na-
stepujacs: dla dowolnyeh #, weeX

URW WtW A@ = h(w)
Zauwazmy, 26 jez6li u % o' oraz w R w', to
hasany) = h@) + h@w) = h(u) + h@w) = h(u' o w)

czyli u»w = u'=w'. Jednak#e, relacja = nie jest kongruencja, jesli zbior

X zawiera wiecej niz jeden element. Rzeczywitcie, jezeli x, y sa roznymi
elementami X, to chociaz x & x, xx & yy i X < xx, to rOwnoczesSnie nie jest

prawda, Zze x < yy. K|
DeFINICIA 2.7

Niech A bedzie systemem relacyjnym postaci

o sygnaturze &myq...,m\ my,,...owy, > i niech ss bedzie kongruemcja w A. System
A/ =R, [ B ST B

nazywamy systemeem ilorazomyym, jezeli
(1) A/Kz jest zbiorem klas abstrakeji relacji ~. tzn.
Al ss = {[a]:ac A}, gdzie [a] = {beA:a = b}
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(2) J"* jest njargumentows operacjya w A/ ss taka, ze dla dowolnych
au,.,a,,me\eA

(vl Efli96:1) € Dom (£) wiw  (af, ..., a,j) € Dom (/f)
oraz dla dowolnych ([@{], .-, [a]) € Dom ((/*)

(3) ™ jest m-anpumemtona relacja w A/~ taka, ze dla dowolnych

[ai) faf¥sdicr; ww (@y,...am)er; .

Uwaca

Definicja funkcji f** nie zalezy od wyboru reprezentantdw klas [aj]l,..., [a;],
gdyz na mocy definicji 2.6 dla dowolnych elementéow x,effall, i = 1J,..,n
@525 8) % L& oo, %), @ Zaltem

[/ (2 agj,]] = [fickxn-> %))

Podobmie, definicja relacji r* nie zalezy od wyboru reprezentantdow klas
[aj]....[at], gdyz dla dowolmych x;,,..x,,; takich, ze x;e[a;]

Shi) < .

PrzwkiAD 2.9

Rozwazmy kongruemcje =, z przykladu 2.7 oraz system &N, +)). System
ilorazowy <N/~ , ®) jest izomonficzny z systemem Z, zdefimiowanym
w przykladzie 2.6. Jedyna operacja systemu, &, jest okreslona nastepujaco:
dla dowolnych a,&lkeN

RMd® ] = [6-+b7t]
Po przyporzadkowaniu kazdej klasie [a] liczby naturalnej bedacej reszta
z dzielenia a przez m, otrzymujemy wzajemnie jednoznacznz funkcje h
z N /=y, na Zy

H([a]) = aamutim
ktora jest izomorfizmem rozwazanych systemow. K|

W dalszym ciagu, jezeli nazwy relacji i funkcji w systemie relacyjnym nie
beda mialy istotnego znaczenia, bedziemy stosowali notacje A =
= (MQRH29 ), gdzie QF oznacza zbidr fumkcji, a Qy zbidr relacji systemu A.

W wigkszosci zastosowan, systemy relacyjne, z ktorymi bedziemy mieli
do czynienia, beda tzw. systamamii wielosortywyii. ROzne argumenty funkcji
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i relacji w takim systemie moga naleze¢ do réznych (roztacznych) zbiorow.
Przyktadem moze by¢ przestrzefi wektorowa, w ktorej wystepuja dwa typy
zbiorow: wektory i skalary oraz operacja mnozenia wektora przez skalar
okreslona w iloczynie Wektomy x Shkalary.

BeFINICIA 2.8

System relacyjny A = (Mi22;i2Q,> bedziemy nazywa¢ wielosortowym, do-
kiadniej t-sortowym, jezeli

(1) istnieja zbiory A,,..Ad,, zwane sortami, takie, ze
A=HM,w..whH, orazA4;mH, =0 dlai%j, 1<ij<t

(2) dla dowolnej operacji fOR, n-argumentowej jest okreSlony typ
operacji (iy X ... X ip —Seidquy)) thlddi, 22¢

Dom(fY) < My X .. X Ay, oraz Ry(Y) & Arr)

(3) dla dowolne;j relacji r € Qp m-argumentowe;j jest okreslony typ relacji
G X - Xha) eeks, 2280 O 64y XuomxXiihgm)- |

Przyklady system6w wielosortowych podamy w nastepnym punkcie.
Teraz zauwazmy tylko, ze kazdy system wielosortowy jest systemem relacyj-
nym w sensie podanym na poczatku tego punktu. Jezeli / jest operacja typu

(1, X ... Xiz~Mp,4y) W peAmyM Systemie wielosotmwym, t© pzyjmujac dia
dowolnych x Xi..., X,

?(‘xl,...,»c")a%(xlu*/- ) dla (x sdolwf)

ieakreélons W przeeiwnym razie
definiujemy odpowiadajaca jej n-argumentowa funkcje czesciows.

Niech A = (MiZ2,00:> i B = (B, &;Ty bagiy dinorma sygseemanii
wielosortowymi odpowiednio o sortach A;.,.AA, i B,By.,B.

PEFINICIA 2.9

Powiemy, Ze systemy wielosortowe A, B sa podobne, jezeli
(1) A, B sa podobmymi systemami relacyjnymi w sensie definicji 2.3;
(2) t =1t" oraz
(3) odpowiadajace sobie operacje i relacje maja takie same typy. W
Pojecia homomanfiizmu i izomorfizmu systeméw wielosortowych sa
prawie identyczne z odpowiedmimi pojeciami dla systeméw relacyjnych.
Drobne zmiany wynikaja z podzialu uniwersum systemu na podzbiory
réznych typow.

22/3 |
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DermnicIA 2.10

Powiemy, ze h jest homomefizmem (izomorfizmem) odwzorowujacym
system i-sortowy A w (na) system podobmy B, jezeli h jest homomoufizmem
(izomorfizmem) systemu relacyjnego A w system relacyjny B (por. definicja
2.4) i ponadto dla dowolnego i & t, h(M)) cz B (h(A)) = By. [ |

LeEMAT 2.1

Dla dowolnych systeméw wielosortowych podobmych A, B, C, jezeli h, jest
homomanfizmem odwzorowujacym system A w system B oraz h, homomor-
fizmem odwzorowujacym system B w system C, to funkcja h taka, ze
h(@) = hy(h(t))) dla dowolnego a« A, bedaca zlozeniem funkcji h. i hy, jest
homomanfizmem odwzorowujacym system A w system C. |

Bardzo istotne dla naszych dalszych rozwazan bedzie pojecie kon-
gruencji. W systemach wielosortowych definicja kongruemncji jest nieco inna
niz w systemach relacyjnych. Musimy zadba¢ o to, by podzial implikowany
przez relacj¢ kongruemcji nie taczyt w jednej klasie abstrakcji elementow
réoznych typow.

DPerNicIA 2.11

Kongruencja w systemie wielosortowym A bedziemy nazywac relacje réwno-
waznosci w A spelniajaca warunki definicji 2.6 oraz taka, ze dla dowolnego
aedd, jezeli aehd;, to klasa abstrakcji wyznaczona przez element a jest
zawarta w A, [a] < A,. ]

Niech A bedzie systemem wielosortowym o sortach 4,,...,d, i niech
= bedzie kongruemcja w A. Oznaczmy przez . zbiér AJKx. Na mocy
definicji kongruemcji BjB;B; =0 dla dowolnych i%yj. Niech ) bedzie
dowolna r-argumentowa operacja W A typu (i X ... X iy > i;.1)). Zdefiniuje-
my, odpowiadajaca /f, operacje/* w B = B, w.... w B, nastepujaco:

Domit")*) = {(&], ., [a]): @y, ...a,) € Dom ({)}
oraz dla ([a ]),....[[8]) €iDom (/*)
£ s ) = [ (@4,

Poniewaz dla dowolnego i £ ti dla dowolnego a€ A,, [a] < A,, wigc [a] € B,
Wynika stad, zef* ¢ B, x ... x B, X B, i w konsekwencji typ funkcjjif * jest
taki sam jak fomka)j ifl

Podofbmiie, dla dowolnej relacji r typu (j,; X ... xji) w A zdefiniujemy rela-
cje r* nastgpujaco: dla dowolnych (& ).-.,a,) ¢ Ay x ... X A,

(i, - keghe™®  WtW (2 a 9)&F
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Z przyjetej definicji wynika, ze r* ¢ By, x ... x By,, a wigc r* ma taki sam
typ jak r.

Oznaczmy przez Q* zbior wszystkich funkcji /* odpowiadajacych
funkcjom fe@; i przez s:z zbior wszystkich relacji r* odpowiadajacych
relacjom me Q.

PErFINICIA 2.12

System A/Kkx = (B , g d zgdzsie B = p. w.. U, nazywamy wielosor-
towym systemem ilorazowymmn. |

Oczywiscie, na mocy przyjetych definicji, system A/Kx jest podobmy do
systemu A. Ponadto zachodzi nastepujaca, wielokrotmie wykorzystywana
wilasnos¢.

LEMAT 2.2

Niech A bedzie systemem wielosortowym, a A/Kx system ilorazowym
zdefimiowanym jak wyzej. Funkcja h: A —»A /= taka, 2e h(a) = [a] dla ae A,
jest homomonfizmem odwzorowujacym A na A/fKx. |

Powo6bD

Odwzorowamiie h jest niewatpliwie funkcja catkowita odwzorowujaca A na
A/K~ (zauwazmy, Ze nie jest to jednak funkcja roznowantwitiowa, gdyz dla
wszystkich be [a] mamy h() = [a]).

Rozwazmy dowolng operacje / systemu A. Niech (i X ... X iy = ijgq)
bedzie typem /f oraz niech (@, ., @)¢den()) Witdyynaamoeyyppzyiietyih
definicji mamy ([a;],....[a,])e Dom (/%) oraz

h(ifhasad)a,) = FHkeDy), - i) =/fEall..... [a]) = [f(@),. a)]

Rozwazmy dowolna relacje r typu @iy x ... xi;) w A. Przypu$émy, ze
(@, ..., a))err. Whesdly (81, ... % ]) eer™ mea mmey didfinogj isyysseamu 1 ibo azooveggn
(definicja 2.12), a wiec (kj(ay),.-.si(a,))er*. Z powyiszych rozwazah wynika,
2e h jest homomenfiizonern. Homomenfiizm ten bedziemy nazywa¢ homomor-
fizmem naturalmymm. K|

Uwaca

System wielosortowy A = (M(Z2;£22),> o sortach A,,.AA4, moze byC trak-
towany jako system relacyjny jednosortomy A’

A' = €ALR; 5 w {typ;il € 1}
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w ktOorym sygnature rozszerzono o t relacji jednoargumentomych ttyp;
okreslonych nastepujaco:

typi(a)= a aeA,

Relacje tvp. dla i <t definiuja wystgpujace w strukturze A typy. Zalozenie
roztacznosci typéw mozna zdefiniowaé nastgpujaca implikacja

typléy) —nawotypbija)

dla dowolnych aerd, i%j i i,j <t Jezeli /f jest funkcja typu Ax x ..
. X Ay, 3 Migy34,, to warunkiem komiecznym nalezenia ciagu (a,..a,) do
dziedziny funkcji f jest wowczas koniunkcja

PN O 1 LYRYERA)
Podobny warunek mozna sformulowa¢é dla relacji.

Zauwazmy ponadto, Ze jezeli = jest kongruemcja w systemie A’, to
= jest rOwniez kongruencjag w A. ]

Systemy relacyjne do reprezentacji zbioroéw
i ciggoéw dkonczonych

Punkt ten zawiera kilka wybranych przykladéw struktur danych po-
zwalajacych operowaé na zbiorach i ciagach skoniczonych.

PeriNnicIA 2.13

Standandbovey strulkitingg sfownik@w nazywamy system relacyjny dwusortowy
D = (Euw, insert, delete; member, esrppy)

fuki, z2 EmD =0 i D= Fin(@@), tzn. D jest zbiorem wszystkich skon-
czonych podzbioréow E,

insert oraz delete sg funkcjami typu (ExOD -»» D),
member jest relacja dwuczionowa typu (E x D),
empty jest relacja jednoczionomg typu (D),

Do (delete) = ExXD — {@}), Dom (insert) = Exx D

(tewz. dlu dowolnych eeEE i ddeD

imsarie@, d) = d w {e},

delete (e,d) = d—{e}, jezeli d £ 0

ileempty witw d=40

(v,d)ec member wtw  eeld. |

2/34
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Struktura stownikow jest wazna i czesto uzywama w informatyce
struktura damych. Stosujemy ja, gdy mamy do czynienia ze skonczonymi
zbiorami, a akcje, ktére zamierzamy wykonywaé, polegaja na zwigkszaniu
zbioru o nowy element lub usuwaniu elementu ze zbioru.

bPeriNICIA 2.14

Stanobaddowgq struittmgg stosdw nazywamy system relacyjny dwusortowy
S = €E v §, pusih, pop, top; empity, =)

taki, ze E jest dowolnym niepustym zbiorem, S jest zbiorem wszystkich
skonczonych ciaggoéw o elementach ze zbioru E oraz

pusth jest operacja typu (Ex3-> §),

pop jest operacja typu (S -» §),

iop jest operacja jednoargumeniong typu (S = E),

empiyy jest jednoczionowa relacja typu (S),

= jest dwuczionowg relacja typu (E x E)

oraz dla dowolnych eeEE i seSS, jezeli s = (ey,...e.¢,) to

pusth (e, s) = (e,@5.-» &),
top(6)) = e

Jezeli s jest ciagiem pustym, to wartoéci pop (s) i top (s) nie sa okreSlone.
= = {({B)ed}
seempyy wtw s jest pustym ciggiem.

Elementy zbioru S bedziemy nazywac¢ stosami. n

Stosy odgrywaja podstawowa role w konstrukeji kompilatorow jezykow
programowamia. Struktura ta jest rOwnie wazna podczas analizy symtaktycz-
uej tekstu programu zrodtowego jak i podczas wykonywania obliczen. Stos,
ktorego elementami sa tzw. rekordy aktywacji, jest podstawowym narze-
dziem realizacji procedur.

Inna czesto stosowama strukturg, ktora rOwniez dotyczy ciagéow skon-
czonych, jest struktura kolejek.

PErFINICIA 2.15

Standiatidosra struittmag kolgik nazywamy system dwusortowy

€E v Q, put, out, first; em, =, =)

gdzie E jest zbiorem njepustym elementow, Q jest zbiorem ciggow skon-
gdzie E jest zbiorem nicpustym clementow, Q jest zbiorem ciagow skon-
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czonych o elementach ze zbioru E, wlaczajac zbior pusty 0, a operacje
i relacje systemu sg okreslone jak nastepuje:

put jest dwuargumentomsn operacja typu (QxEE > @)

out jest jednoargumentomz operacja typu (@ - Q)

fiisstt jest jednoargumentonsg operacja typu (Q ->-)

em jest relacja typu (Q)

= jest relacja identycznosci typu (E x E)
jest relacja identycznosei typu (Q x Q)

oraz dla dowolnych g = (e,,..699@& Q oraz eeEE mamy

put(ysy) = (ey,-Sef)e) Domipn}) = OQXE
om(@) = (ealr--velen)! Dom«m‘)) = @_ﬂ
fintt (q) = e, Dom (first) = @90
q'eem wtedy i tylko wtedy, gdy g’ jest ciagiem pustym 0. |

Kolejka jest strukturg uzywams czesto w programach symulacyjnych.
W systemach operacyjnych tworzy sie kolejki proceséw oczekujacych na
dostep, np. do drukarki.

W bardzo wielu zastosowaniach uzywa si¢ struktur zwanych drzewami.
Ponizej przedstawimy dwa typy struktur dzialajacych na drzewach.

PEANICIA 2.16

Niech At bedzie zbiorem niepustym, ktérego elementy bedziemy nazywaé
atomami. Niech Tree bedzie najmniejszym zbiorem wyrazefn zawierajacym
dla kazdego aeAHt wyrazenie postaci (a) oraz element specjalny none i takim,
ze dla dowolnych dwu elementbw ty £, € Tree, t,, t, # none wyrazenie (t) « #;)
jest elementem zbioru Tree. Elementy zbioru Tiee bedziemy nazywac drze-
wami binamymmii. |

PeriNICIA 2.17

Stanihrcdneg strolttweg drzew binarmgath nazywamy system dwusortowy

{(pdt w Tree, cons, left, right; atom, estppy)
taki, ze

cons jest operacja typu (Tree x Tree -5 Tree)

left  jest operacja typu (Tree — Tree)

right jest operacja typu (Tree — Tree)

empty i atom sa relacjami jednoargumenttmamwymii typu (Tree), tzn. pew-
nymi podzbioramii zbioru Tree

oraz dla dowolnych teTBee i t,j# € Tree—{mone3d} speinione sa nastepujace
warunlkii:
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cons(ti o)) = (i), Dom(eansy) = (Tree —{fmone}) x (([Tiree— { frons})

left(@pr))) = tg, Dom{téfy) = Tree —{jnone}

right (] « £)) = t,, Dorn (right) = Tree —{mone}

right (i) = left (i) = none, gdy te atiom

teatom wtw t = (a) dla pewnego aaeAt

teempty Wtw i = none. H

Dalej omowimy nieco inny typ drzew binarnych, ktére znajduja duze
zastosowanie w zadaniach zwigzanych z porzadkowaniem zbiorow.

Niech Et bedzie zbiorem liniowo uporzadkowanym przez pewna rela-
cje <. Elementy zbioru Et bedziemy nazywa¢ etykietami. Niech Tr bedzie
najmniejszym zbiorem zawierajgcym wyrazenie ( ) i takim, ze jezeli eecEt
i tyieleTr, to (1. etz)e Tr. Elementy zbioru Tr bgdziemy nazywali etykie-
towanymi drzewami binaemymi. Jezeli drzewo t ma postaé (i, ets)), to f,
nazywamy jego lewym poddizewer, a i, prawym poddizewerm. Element
e nazywamy etykieta drzewa £.

Drzewo teIfr nazywamy drzememm binarmyath poszadiivedri, jezeli jest
postaci () lub gdy jest postaci (t, e t,) i sa spelnione nastepujace warunki:

(1) dla dowolnej etykiety e’ wystepujacej w t,, &' < e,

(2) dla dowolnej etykiety e’ wystepujacej W t,, e < €,

(3) t, i t, sa drzewami binarnych poszukiwan.

Niech BST bedzie zbiorem drzew binarnych poszukiwaif. Kazdy ele-
ment t tego zbioru jest wigc drzewem binarnym skonczonym. Wierzchotki
takiego drzewa sa etykietowane elementami zbioru Et. Dla kazdego pod-
drzewa t' drzewa t etykieta przypisana korzeniowi tego poddizewa jest
wigksza od etykiety przyporzadkowanej kazdemu wierzchotkowi lewego
poddrzewa drzewa t'. Podobmie etykieta przyporzadkowana dowolnemu
wierzchotkowi z prawego poddizewa drzewa t' jest wigksza od etykiety
przyporzadkowanej kotzeniowi drzewa £

PRZYKEAD 2.10

Rysunek 2.2 przedstawia drzewo binarnych poszukiwan etykietowane licz-
bami naturalmymi. Drzewo binarne przedstawione na rys. 2.3 nie jest
drzewem binarnych poszukiwan. K|

none mone

o 14
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DeErNicIA 2.18

Standbactboveg stradittweg drzesw binarmyeth poszuldiivedr nazywamy system dwu-
sortowy

(H#t w BST, val, left, right, new, upl, upr; isnone, ~, = )
gdzie

val jest jednoargumentoms operacja typu (BST>» Et)

left, right sa operacjami typu (BST-5 BXT)

new jest jednoargumemnitomg operacja typu (Et — B3SIN)

upl i upr sa dwuargumentowymi operacjami typu (BSTKx BSTF*> B3ST)
oraz dla dowolnego eetEt i dowolnych drzew ¢, ty &dBST

val (t, e tz) = e, Dom (val) = BSTF— {0}

left(tr e t) = ty

right (ty e ty) = t,, Dom((&df}) = Dom(@iighy) = BSESTH0};
new(@) = (()¢())) dla dowolnego ee=E

Hol(h 1 8, ) = )\eta) WO wery) gest elementem BST
"7 [nieokreslomy w pozostalych przypadkach

— ey wiw . ) gest glemeniam BST
boff. . Stt” - {nieokmélony w ;?)zostalych przypadkach

isnone jest relacja jednoczionows w zbiorze BST, spelniong tylko dla
elementu (),

& jest relacja liniowego porzadku w zbiorze Et, a = jest identycznoscig
w Et. ‘ |

O jezyku formalnym

Badanie wlasnosci konkretmych systeméw relacyjnych wymaga jezyka od-
powiedniego do wyrazania wlasno$ci operacji i relacji systemu. Jezykiem,
ktorego zwykle uzywamy w matematyce i ktory bedzie stanowit bazg naszych
dalszych rozwazah, jest jezyk sformalizowany pierwszego rzedu, por. [33,
AN 451 Formalna definicja tego jezyka jest trescig tego punktu.
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PeFINICIA 2.19

Alfizbetem jezyka pierwszego rzedu nazywamy zbior A bedacy suma roztgcz-
nych zbioréw

¥V — zmiennych iindiywiitwowych,

Wy — zmiennych zitemiowych,

P — symboli relacyjnych (predykatidwm), P = (¢Q)e;

&P—syyrbbiil fufnkéginyete ftiutaodn) BS=(§(Rie

{a, v, =1,=>} — symboli logicznych, nazywanych odpowiednio alter-
natywa, koniunkcja, negacja, implikacja,

{v.3} — symboli dla kwantyfikatorébw nazywamych odpowiednio
kwantyfikatorem ogélnym i szczegilowym,

0. (} — symboli pomeocmiczych. [ |

W dalszym ciagu bedziemy zaktadac, ze zbidr zmiennych indywiduowych jest
WNumg niepustych, roztacznych zbioréw W, 1< i<t dla pewnej liczby
naturalnej tt. Jezeli xe¥}, to powiemy, ze x jest zmienng typu i. Kazdy
predykat g el ma okreslony typ t(@) postaci (iy x ... x i; — 0), gdzie n jest
liczba argumentdw g , a ij,..., i, 53 typami jego argumentdw, 1 £ K ..., I, < ff.

Kazdy funktor @ e @Rmaokkegkianytypp thdposostadi, & x. x i 4 i, i)y )gdidzie

n jest liczba argumentéw funktora @, a iy,...ii, sa typami jego argumentow,
1K, 0., dgu, & tt. Zakladamy ponadto, Zze alfabet A jest zbiorem co
najwyzej przeliczalnym.

bPeminicIA 2.20
Uklad <t {tPheser (1O )esr” RABYWARY SYGRALUR jo7yks. N
Hwaga

Definicja sformalizowanego jezyka, podana dalej, r6zni si¢ nieco od zwykle
przyjmowanej dla jezyka pierwszego rzedu. Ze wzgledu na poOzniejsze
Zedtosowania, wiaczyliSmy do alfabetu zmienne rézaych typow i w szczegol-
nosci zbiér zmiennych zdaniowych. ]

Zbior wyrazen poprawmych jezyka pierwszego rzedu skilada sie ze zbioru
termow i zbioru formut. Termy umaoiliwig konstruowanie ztozonych wyrazen
funkcyjnych, a formuly beda stuzyly do wyrazania wilasnofci opisywanych
pojec.

PFINICIA 2.21

Zbiér termow T (inaczej: wyrazen algebraicznych) jest to najmmiejszy zbior
zawierajacy zbior zmiennych indywiduowych V i taki, ze jeSli g@p jgest
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funktorem typu (iy X .. Xi, > iz4)), @ fiy..,'t, S termami ze zbioru T
odpowiednio typow iy, ,i.i,, to &(ky,....lr,) jest termem typu iy.y. [ |

DErNICIA 2.22

Zbior formul F jest to najmmiejszy zbior zawierajacy zbior zmiennych
zdaniowych oraz zbior formut elementarnych postaci g (t, ,-.., k), gdzie g jest
predykatem typu (ij X ... Xiiy->00), a Xy,-%7,, sa dowolnymi termami od-
powiednio typow iy,...,ig, i taki, ze

(1) jezeli a, (i sa formutami, to (a A fi), (a v i), =& a(o(a==$)3 s ciomuataanyi,

(2) jezeli o jest flommuly, 2 x jest zmienng imdywiduowa, to (¥x) @, (@Bx)a
sa formulami.

Formufly, w ktorych nie wystgpuja symbole kwantyfikatoréw, nazywa-
my ftormuédanii otoatyymini. ]

PrzykiaD 2.11

Jezeli xyyze\e V oraz +, # sa dwuargumentowymi symbolami funkcyjnymi,
a > jest dwuczionowym symbolem relacyjnym, w jednosortowym jezyku L,
to wyrazenia

¥(+(x,y),2) +(¥(x,2),%y,2)

sg termammi, a wyrazenie

(YY) 3x) > (*(+(x 112), + (% 2 #(.2)))
jest formula rozwazanego jezyka.

Jesli zastosujemy zwykla notacje, w ktorej symbol operacji / relacji
dwucztonowej wystepuje nie przed a miedzy argumentamii, to powyzsze
wyrazenia przyjma postaé

(x+yysz  (x%2)+(y#2)
(Vy) @) ctHip)¥z > ((x # 2) + (y#2)

W dalszym ciggu we wszystkich przykladach, w ktérych beda wystgpowaly
symbole relacji lub operacji dwuczlonowych, bedziemy stosowac te ostatnia
konwencje. K|

Jezeli formula ma posta¢ (3x)a lub (Vx)pe, to a bedziemy nazywaé
odpowiednio zakresem kwantyfikatora szczegélowego lub ogdlnego. Jezeli
zmienna indywiduowa x pojawia si¢ w zakresie kwantyfikatora, to méwimy,
Ze x jest zmienng zwigzang lub dokladmiej zmienng zwiazana przez kwan-
tyfikator ogolny w przypadku formuly (Vx)a i zmiennga zwiazang przez
kwantyfikator szczegblowy w przypadku formuly (3x)a. O kwantyfikato-
rach mOwimy, ze wig2za wystgpienia zmiennej x w formule a.
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Jezeli zmienna indywiduowa x wystepuje w formule £ i nie jest zwiazana
przez zaden kwantyfikator, to powiemy, ze x jest zmienna wolna w [
i piszemy fi(x). Napis A(xy,-..,X;) 0znacza, ze Xi,...,%, $a zmiennymi wol-
nymi w formule B. Zbiér wszystkich zmiennych wolnych wystepujacych
w formule # bedziemy oznacza¢ przez FW(@). Zbior wszystkich zmiennych
wystepujacych w termie z lub w formule a bedziemy oznacza¢ odpowiednio
przez F(t) i F(a).

PrRzZYKEAD 2.12

Rozwazmy jezyk pierwszego rzedu jak w przykladzie 2.11 i formule a postaci
(7 v y), gdzie

B== (BNt W ¥z>> 1), w=(f>> e (foct+3))

W formule 5 wystepuje jedna zmienna wolna z i dwie zmienne zwigzane Xx, y.
Wszystkie zmienne wystepujace w formule y s3 zmiennymi wolnymi. W for-
mule a wystepuja trzy zmienne wolne x, y, z i dwie zmienne zwiazane x, y.
Zauwazmy, ze pewne wystapienia, np. zmiennej x, sa w formule a zwigzane,
a inne wolne:

(Vx) @y) (x+y) ¥z > y) v (x> y*(x+ )

zwigzane wystapienia x  wolne wystapienia x |
Formalne przedstawienie jezyka pierwszego rzedu zakoiiczymy na-
stepujaca definicja.
DEeFINICIA 223

Jezykiem pierwszego rzedu bedziemy nazywac uktad L =<A,T, F), w kto-
rym A jest alfabetem, T jest zbiorem terméw, a F jest zbiorem formut
zbudowanych nad alfabetem A. |

UwaGA

Zmieniajac alfabet otrzymujemy inny zbior terméw i inny zbior formut,
a wiec inny jezyk pierwszego rzedu. Powyzsza definicja jest w istocie opisem
klasy jezykow pierwszego rzedu. Dwa jezyki tej klasy moga mieé istotnie
rozne alfabety. W dalszym ciggu bedziemy stosowac nastepujace skroty: true
dla formuly (pv =+p) i false dla formuly (p A ~ip), gdzie p jest zmienna
zdaniowa w rozwazanym jezyku. Jezeli wsrod predykatow jezyka L wy-
stepuje dwuargumentomy predykat =, to fakt ten bedziemy podkreslaé
piszac L-. [ |

Zaroéwno termy, jak i formuly sa jedynie wyrazeniami formalnymi,
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ktéorym nadamy sens, jezeli ustalimy interpretacje dla wszystkich symboli
w nich wystepujacych. Interpretacje wyrazen poprawmych rozwazanego
jezyka bedziemy nazywaC semamttykg. Semantyka jezyka — to sposéb
rozumienia jego wyrazen.

Niech L bedzie jezykiem pierwszego rzedu o sygnaturze <ti, {i €.,
{l@Wend), a2 A niepustym zbiorem bedacym sumg roziacznych zbioréw A,
dla 1&i&tt. Dla dowolnego funktora gp jezyka L typu t@p) = (ij x ...
.. X1y » ig.4) niech gp, oznacza n-argumentowa funkcje czeSciowa w A,

@Radidn< b XAJ iy,

i dla dowolnego predykatu g typu £(ff) = (1. X .... Xij,—>0) mith @, crzreawze
m-czZlonowa relacje w A,

8a < Anil X o X ‘Ajm
Otrzymany W ten speseb system relacyjny

A = <A, (0 ocor (@ieep)

ma sygnature zgodng z sygnaturg jezyka L. Funkcje ¢, i relacje g, bedziemy
nazywaé interpretacjami symbolu funkcyjnego @ i symbolu relacyjnego g
w systemie A. O takim systemie relacyjnym wielosortowym A bedziemy
mowili krotko, Ze jest struktweg danyath dla jezyka L.

Jezeli L. jest jezykiem, w ktorym wystepuje =, to w strukturze danych
dla L. predykat = bedzie zwykle interpretowamy jako identycznos¢.

PrzwkEAD 2.13

Niech (n, §j/ beda dwuargumentowymi funktorami jezyka L, a x, y, z zmien-
nymi indywiduowymi. Niech A bedzie systemem relacyjnym, ktérego uniwer-
sum stanowi zbi6r liczb rzeczywistych, a operacjami systemu sa operacja
dodawania + i operacja mnozenia #*. Ustalmy, ze interptetacja symbolu sp
jest +, a interpretacja symbolu ¥ jest #. Przy powyzszych zatozeniach term
Filf(£x3))z)) nnocima roomumiedt wv AA jakloo flnkicpge ttogaeggumeanbmvas
U (ma(xW)2x) okereslong w zbiorze liczb rzeczywistych, ktdra trdjce liczb
ay, 83, a3 przyporzadkowuje liczbg rzeczywista bgdaca wartodcia wyrazenia
arytmetycznego (@ + a»)' as. K|

Uogodlniajac te obserwacje mozna powiedzieC, ze kazdy term jest
wzorcem pewnej funkcji cze$ciowej zdeterminowamej przez znaczenie funk-
torow w nim wystepujacych. Warttedci tej funkcji zaleza od przyjetych
wartodci zmiennych, od tzw. warto§ciowania zmiennych. Dalej przedstawimy
doktadng definicje tego pojecia.
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DuerNciA 2.24

WartoSciowamiem w strukturze danych A dla jezyka L nazywamy dowolna
funkeje

v WMu-> A U By

lukg, ze v(Rpaid; dla xec V, 1 € i & tt oraz v(@eBB, dla qe F,, tzn. wartos-
ciowanie przypisuje zmiennej indywiduowej element odpowiedmiego typu
# uniwersum systemu A, a zmiennej zdaniowej element dwuelementowej
algebry Boole'a By,. Zbior wszystkich warto$ciowafi w strukturze A oznaczy-
my przez W (A). |

DMFINICIA 2.25

1Hu dowolnego temmu « jezyka L i dila dowolnej straktury danych A znacze-
nlem (semantyka) termu 7w A jest funkcja cze$ciowa x,, taka, Ze

¥, VW(A) -A
oraz dla dowolnego wartosciowamia v w A
x) =v(x) dla xeFuwk

@plTidEh > Taa(V), jeieli &ia((g),...,g,g;’(g(vpramz’
A AR -~ TAR) 82 ekreslone
nieokreslone w przeciwnym razie

gdzie xy,.,%,7, sa dowolnymi termami, a @ r-argumentowym funktorem. M

Powttaireny y jieszozee raz

(1) Dowolny term x wyznacza w strukturze danych A funkcje cze$ciowa
"» ktora dowolnemu wartosciowaniu v z dziedziny funkcji z,, przyporzad-
kowuje element x,(7) nalezacy do uniwersum struktury A;

(2) Wartosvia termu postaci x jest, przy wartosciowamiu v w strukturze
A, wartos¢ funkcji v dla x;

(3) Wartogria termu x postaci €(Xz,.x,)7,) jest wynik operacji ¢y, dla
ingumentow a,..34, , jezeli wartodci funkcji xu,.,.Xsf, 4 53 Okreslone dla v
I rowne odpowiednio a,...a4, oraz (a,, ..., ) nalezy do dziedziny funkcji ¢ps,

(4) Warto$¢ termu nie zalezy od wartosci zmiennych, ktére w nim
nie wystepuja, mozemy zatem kazdy term traktowac jako funkcje czescio-
wg o skonczonej liczbie argumentédw. Term, w ktéorym wystepuja zmienne
X, ..., X,, Wyznacza w strukturze damych n-argumentows funkcje cze$ciowa
zalezna od zmiennych x,,...,%,.

W podobmy, rekurencyjny sposéb przypisujemy znaczenie formulom.
Dydidiading dieflimicjie poprzedzimy prostym preaikidatiom.
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PrzwkiAD 2.14

Niech L bedzie jezykiem, a A strukturg danych, opisanymmi jak w przykladzie
2.13. Zatézmy dodatkowo, ze w jezyku L istnieje predykat g dwuczlonowy
i ze odpowiada mu w systemie A relacja <. Rozwazmy formule

(g @ (. x), BxyyIDF=e CCY))

Jezeli zinterpretujemy ja w systemie A, to otrzymamy wyrazenie (x ¥ x <
<y*y=x<y) kiére moze by¢ rozumiane jako relkcin dwueAtmmeows
zachodzgca miedzy liczbami rzeczywistymi a, b, wtedy i tylko wtedy, gdy
a <b lub ja)\ 2 |b4, lub jako funkcja dwu zmiennych x, y, ktéra przyjmuje
warto$¢ prawda, gdy x <y lub |x| > |jj. K]

Uogodlniajac obserwacje zawarta w tym przykladzie przyjmujemy na-
stepujacy definicje:

DErNicia 2.26

Znaczeniem (semantyka) dowolnej formuty a w strukturze danych A bedzie-
my nazywa¢ funkcje¢ catkowitz a,

a, W(A) - By

ktora dowolnemu warto$ciowaniu v przyporzadkowuje element dwuelemen-
towej algebry Boole’a By. Wartod¢ funkcji a, dla ustalonego argumentu
v nazywamy wartoécia formuly a przy warto$ciowaniu v w strukturze
A i definiujemy rekurencyjnie w nastepujgcy sposob:

edv) = v(@ dla q6¥h,

N LY B )0aTia®) s To0), 8y Tidw)-tTgby) sa okreslone
(0 w przeciwnym razie

@ABRI» = czvink,®)

(avPiiy) = a, @) v Bv)

(@=>B)iYaldy=—unn{Wpo L))

(Fia)d) = —a,(v)

(VX)a)fv) =1 wtw dla kazdego a& A, ooy 1
(@®x)a),@) =1 wtw istnieje ac A takie, ze avf) = 1,

gdzie vi@)=v(@ dla z2x 1 vy(¥)=a
przy czym t,,.%z, sa dowolnymi termarmi, g jest n-argumentowyrm predy-
katem, a a i § s§ dowolnymi formutami. |
7 iéeaitinty

(1) Warto$¢ formuly jest okreslona przy dowolnym warto$ciowaniu
w kazdej strukturze danych.
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(2) Wantwériig formuly elementarmej, w ktorej wystepuje term o wartosci
nieokre$lonej dla danego wartosciowamia, jest 0 (falsz).

(3) Kwantyfikator ogélny jest interpretowany jake kres delny
(V) 9).) = infriali) paeA}

o kwantyfikator szezegblowy jake kres gorny w algebrze Boole'a
(@%) @) = sup {oz00"): a ged}

(4) Wartos¢ formuly przy wartoSciowamin v w strukturze A zalezy
jedynie od wartosci zmiennych wolnych wystepujacych w tej formule.

UwaGa

Jezeli rozwazany jezyk zawiera predykat = oraz T jiesit tenmmem tegmw jziia,
to dla dowolnej struktury danych A i dla dowolnego wartosciowania v

A, vN T =T wtedy i tylko wtedy, gdy ve Dom (T)

Inaczej méwiac formuta x = T przyjmuje wartos¢ 1 tylko dla tych wartos-
ciowan, dla ktérych wartogci termu x w strukturze A sa okreslome. ]

PerFiNiCIA 2.27

Powiemy, ze formula a jest spelniona przez wartoSciowanie v w strukturze
A wtedy i tylko wtedy, gdy ay(v) = 1, krotko A,vi= a. Jezeli formula u jest
spelniona przez kazde wartoSciowamie w strukturze danych A, to powiemy,
ze a jest prawdziwa w A i piszemy A &= a. Jezeli formuta a jest prawdziwa
w kazdej struktunze, to powiemy, ze jest tautologia, symbolicznie Na.. B

PrRZYKEAD 2.15

(1) Formuta (Vy)x £ y jest spetniona w strukturze liczb naturalmych ze
zwykla interpretacja predykatu & przez wartociowanmie v, w ktorym
i1(®) = O, ii mie jest prawdziwa w tej stinikturze.

(2) Formuta \x < y vy < x) pewnego jezyka L jest prawdziwa w kazdej
strukturze danych dla tego jezyka, w ktorej symbol & jest imterpretowany
jako relacja liniowego porzadku.

(3) Formufa postaci ((x:z) L y v =i(fx:2)< y)) jest ttatiologiig, trn. jpstt
prawdziwa niezaleznie od wartosciowania i interpretacji symbolu relacyjnego
& i funkcyjnego :. Gdy warto$¢ termu (x:z) nie jest okreslona, formula
elementarna (x: z) < y ma wartos¢ okreslong —jiest falszywa. W konsekwen-
cji formuta ((x:z) & yv —(x:z) < y) jest prawdziwa przy kazdym wartos-
ciowaniu w dowolnej strukturze damych. K|
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LeEmMAT 2.3

Nastepujace formuly w jezyku pierwszego rzedu L sa prawdziwe w kazdej
strukturze damych dla L. Nazywamy je prawami logiki klasycznej.

1) (av =ia) prawo wylaczonego srodka

) (si(-ha) = a) prawo podwdjnego przeczenia

@) (@=p)=(=if=>=i)) pmEw treampozydji

4) (Vx) == ={Bx)a) prawo de Morgana [ ]
DEFINICIA 2.28

Niech Z bedzie dowolnym zbiorem formut w jezyku L. Mowimy, ze struktura
danych A jest modelem zbioru formut Z, w skricie A i= Z, jezeli dla kazdej
formuty a ze zbioru Z, Al= a. [ |

PRZYKEAD 2.16

Rozwazmy jezyk pierwszego rzedu L, w ktdrym wystgpuja zmienne in-
dywiduowe dwoch typoéw E i S, symbole funkcyjne top, pop i pusth typow
'S > E), (S 8), (ExSS — S) oraz symbole relzcyjne empty, = cdipowiksdimio
typow (S) i (S x S).

Struktura stoséw zdefiniowana w p. 2.3 jest modelem nastepujacego
ibioru formut:

(Ve) (Vs)  =iemppiy( ok (des)

(V@) (Vs) e = top (pusth (e, s))

(Ve) (V) s = pop (push (e, s))

(Ve) (Vs) (=i empiy (s)=>s5= push (¢op (&) mop(§))- [y

PRZYKEAD 2.17

Niiech a(x) oznacza formule w jezyku L. z jeding zmiemrs wolng x i niech
() bedzie fiommuly otrzymang z /Aprreezzasstgniesmieewszypskiioth wygsagieer
e peeez 11 Fralkaizeanny,, 7ee Keazatta sstokit tirea dbanyath dliajpeadan 1L jpsst moattdéem
dhiloru formut postaci

(Vx) o) = (r = t =>ca(efn)))

idzie t jest dowolnym termem tego samego typu co zmienna x. Rozwazmy
iowolng strukture danych A dla L. Niech v bedzie dowolnie ustalonym
varto§ciowaniern w A, a £ dowolnie ustalonym termem zgodnego z x typu.
Przypusémy, ze

A vk (Vx)a(x) oraz AvEtrt=1
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Z drugiego warunku wynika, ze warto$¢ termu t jest okreSlona w A przy
wartosciowaniu v. Niech a = x,(¢). Na mocy definicji semantyki oraz
pierwszego warunku A, v* =), czyli

A,v 1= a(x/T). O

Problemy wyrazalnoSci w jezyku pierwszego
rzedu

bEFINICIA 2.29

Powiemy, ze wlasnos¢ w jest wyrazalna w jezyku L wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje formuta a w jezyku L taka, ze dla dowolnej struktury da-
nych A

A ma wlasnoS¢ w wtw Ak a ]

PRZYKEAD 2.18

Wiasnosc ,,by¢ grupa abelowa” jest wyrazalna w jezyku L., w ktorym ¢ jest
fumktorem dwuargumentomym, a zero jest stalg. Niech & oznacza koniunkcje
nastepujacych formuk:

(Vx) Gyex® ») =0

(Vx, y) ey =0 (8(xX)

(Vx, y) @)z ) =p<p(O0y Y 8)7)
(Vx) (ka)0) = x

A jest grupa abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy A = a. K|

PrzZYKEAD  2.19

Niech L bedzie dowolnym jezykiem pierwszego rzedu, w ktérym P jest
zbiorem predykatédw, a & zbiorem funktoréw. Niech egePP. Rozwazmy
nastepujacy zbior formut Axeey w jezyku L:

(Vx) e@(xx)
(Vorey W (6 pherbyeq (1, X))
(Vx,y,2) ((eq (x, y) A eq (y, 2)) = eqi(x, 2))
(V% y) g GO0 )pd ) ) e é)) o)) \ecm(B,, A ... A SgempxyY)H=>
=eqd g0 (1))
(Vx.y) ((ea(xy, y)A ... Aep(x,.¥,)) =a(®)= a(®))
dla dowolnego r-argumentowego funktora gpe<P i dowolnego r-argumen-

towego predykatu §=P. Przez x oznaczyliSmy wektor (x;,..,x,), a przez y
wektor (¥, -, 5)-
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W dowolnej strukturze danych A dla jezyka L zachodzi nastepujaca
wiasnosé:

A= Axery wiw  eq, jest kongruemcja w A
Pierwsze trzy warunki gwarantujg, ze eq, jest relacja rownowazmosci w A,
a pozostate wyrazaja wlasnos$¢ ekstensjonalnosci relacji ezgy.

W dalszym ciagu zbior formul Axery bedziemy nazywaé aksjomatami
rownosci. K|

PrzwkEAD 2.20
(1) Oznaczmy przez o formule postaci
3xy)-- (A ) (VX)X =Xy V ... vX = X,)

Formufa a ma nastepujgca wlasno$é: dla dowolnej struktury danych A dla
jezyka L., Al= a wtedy i tylko wtedy, gdy uniwersum systemu relacyjnego
A zawiera co najwyzej n elementow. RzeczywisScie, rozwazmy system A,
ktorego uniwersum A ma moc wigksza niz n. Niech v bedzie dowolnym
warto$ciowamierm w A i niech a bedzie takim elementem zbioru A, Ze
v(x;) % adla 1 <i¥n Wtedy

AVEEE(X £ XA . AXE X)

i w konsekwencji
non A, vE=s (Vx)(X =%, V ... VX =X,)

Pomiewaz v bylo dowolnym warto$ciowaniem, to
now = (3x,)... (D) (Vo)fx = x, v ... vix = x,)

czyli non Al= a.

Odwraotmie, jezeli non A = a, to (poniewaz a jest formulg zamkmnieta) dla
dowolnego wartoSciowania v, non A, v = 4.
Stad

non Aw B (Vx)(x = XjV ... vx = x,) dla dowolnego v.

Zgodmie z przyjetym znaczeniem kwantyfikatoréw, dla kazdego v istnieje taki
element a, ze non A, UjE=(x = x. v ... vx = x,). Ostatteczmie, dla dowolnych
wartodci v(x)),..v(x{x,) istnieje taki element a, ze a # §((x), dla i £ n, tzn.
card@®) > n.

(2) Rozwazmy formule [i jezyka L postaci

(Bxy) . B N0y F Xp AKXy F Xg A oo AKX FH R, NXY 7 X3 /MKy 275 X
A Ay T X A o AKXy FX,)

Formu#ta f# jest prawdziwa tylko w tych strukturach dla jezyka L, ktorych

/48



PROBLEMY WYRAZALNOSCI W JEZYKU PIERWSZIIGO RZEDU

uniwersum ma co najmniej n elementow. Formufa fi wyraza wigc wikasnoéé
Luniwersum systemu ma co najmniej n elementow”. Dowdd tego faktu
pozostawiamy czytelnikowi.

Podsumowujac oba wymienione przyklady zauwazmy, ze formuia
(@ AP) wyraza wisenosE . lhye Zniorem m dbnertowym™, glyz jest pnaw~
dziwa tylko w tych strukturach, ktore jednocze$nie maja wilasnos¢ a i whas-
nos¢ p. K|

TwERDZENE 2.1

Niech A i B beda strukturami damych dla jezyka L. Jezeli hi:A\—>B jest
izomorfizmem odwzorowujacym strukture A na strukturg B, to dla dowol-
nego termu x i dla dowolnego wartosciowania v w A, x, jest okreslone przy
wartosciowaniu v wtedy i tylko wtedy, gdy 7, jest okreSlone przy wartos-
ciowaniu h®w oraz dla okreslonych 7,(v), Tykt4w).

h(ra)) = zath o) 2.1
Co wigcej, dla dowolnej formuly a i dowolnego wartogciowamia v

Ayt a = Bfiovif= a 22
Powdp

Dowéd twierdzenia przebiega przez indukcje ze wzgledu na stopien kom-
plikacji termu i formuly. Jezeli x jest zmienna indywiduowa x, to

h(xa(®) = hfw (x)) = (h2) (x) = xgflh on) = vg(h 1)

Jezeli 7 jest postaci (p(xy,-.1%)) oraz wiasnos¢ (2.1) jest speilniona dla ter-
mow t,..t,7,, to z definicji izomorfizmu struktur i na mocy zalozenia in-
dukcyjnego

(Pt 1300AD) = M(RELIR). %o CANV)) =
= Gul(Fuk @) NF D) = dTonlB2),..ox 36t B v) =

Zatem wlasno$é (2.1) zostala udowodmiona dla wszystkich termow jezyka L.
Rozwazmy formuly. Niech & bedzie formula postaci o (7y,...,Ty).
A, vi=a WtW A, Y= g6@1.-%nJm) WIW %, Okreslone dla i < m oraz
(F1.4@ 5> TmdPH)EEN

Stad i z definicji izomorfizmu

Avii=a wiw  (h(5a0). hohtmieDke og  Wtw
(Gl i eQle0n Wiw B ficul= o (T48¢t.7%)
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Zalézmy, ze wlasnosc¢ (2.2) jest prawdziwa dla formut fi, .fi,f, i rozwazmy
formule postaci (B A 7). Mamy witsdly

Ay (B AB) wiw Ajpkaf, i Averf, Wtw
Bho)®if] i B,ANeN/B2 wtw BAow N (8] AfY

Niech a bedzie formuta postaci (3x) B (x). Jezeli @ jest zmienng typu zZyudinego
z x, to b —h(a) tez ma typ zgodny z x, a ponadto

AoNEBX)B(X) wtw

dla pewnego a, A, v,,HN 8K) wimw

dla pewnego ac A, B, how, ANS() witw

dla pewnego aeA, B, (biév)fe N/B(X) wtw

dla pewnego beB, B, (hsv)i = fi(x) wtw

B, hisyN (@x)A(x)

Dowod wiasnosci (2.2) w przypadku innych postaci formut przebiega
analogicznie. K|

Na mocy twierdzenia 2.1, jezeli A(= a oraz B jest strukturg izomouficz-
na z A, to BN a. Inaczej méwiac, jezeli struktura A jest modelem pewnego
zbioru formul Z, to kazda struktura izomorficzna z A tez jest modelem
zbioru Z. Zatem, nie jest mozliwa jednozmaczna charakteryzacja jakiej-
kolwiek struktury za pomocg formuly. Co najwyzej mozemy poszukiwaé

charakteryzacji klas struktur izomotficznych. Niestety i to zdanie nie zawsze
moze byé uwieficzone sukcesem.

PrzwkzaAD 221

Rozwazmy strukture liczb naturalnych
N = <WVss=>

Wtasnos$¢ ,,by¢ liczba naturalng” czy tez ,,by¢ strukturg liczb maturalnych™
nie jest wyrazalna w jezyku pierwszego rzedu z réwnefcia. Oczywiscie
mozemy scharakteryzowal stala 0 i funkcje nastepnika s za pomeca na-
stepujacej formuly oc

(Vx) (s (x) = s(x) A =() = @) A W EB)=s(P)===)Y)

Jednakie z tego, ze N N A miie wyymikan, Ze winimensum stiulidury N siitbatia siee
z liczb naturalmych lub ze N jest izomorficzne ze struktura liczb naturalnych.
Wiasnoéci, ktore gwarantuje nam prawdziwos$¢ formuly a w strukturze N sa
nastepujace:

(1) interpretacja funktora sjgst funkcja catkowita;

(2) funkcja ta nie przyjmuje wartosci 0;

(3) interpretacja funktora s jest funkcja rézmowartosciowa.
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Okazuje sig, ze dodamie do formuly ot tzw. schematu indukcji

(v (/0 A (V0 (7 (9) =5 7 (/s ) = (V) 9 8)

nadal nie prowadzi do charakttenyzacjji zbioru liczb naturalmych. Aksjomaty
podane poprzedmio, aksjomaty Peano, nie pozwalaja odrzuci¢ modeli, ktore
oprocz liczb naturalmych zawieraja tzw. elementy niestandardoame. Okazuje
sig, Ze zbior przedstawiomych wyzej aksjomatéw ma modele nieprzeliczalne,
s to tzw. niestandardowe modele arytmetyki [21], K

Niestety, wiekszo$¢ interesujgcych nas wlasnosci nie daje sie wyrazi€ za
pomocg formul pierwszego rzedu. Do takich wlasnosci naleza m.in.:

(1) by¢ zbiorem skoniczonym;

(2) by¢ relacja dobrego porzadku;

(3) by¢ liczba naturalng;

(4) by¢ stosem;

(5) by¢ kolejka;

(6) by¢ drzewem binarnym, skoriczonym.

Aby zakoiiczy€ ten rozdzial pozytywnym akcentem, rozwazmy sprawe
czesciowosci funkcji bedacych interpretacjami funktoréw jezyka. Zgodnie
} przyjeta semantyka, niektore termy moga mie¢ nieokre$lone wartosci
w pewnych strukturach danych i przy pewnych wartodciowamniach. W kon-
sekwencji formuly elementarme, w ktoérych wystapit taki term majg, zgodnie
F, przyjeta semantyka, warto$¢ falsz. Dla dalszych rozwazafi istotne bedzie
wykrywanie i definiowanie tych ,nienormalaych™ sytuacji w obliczaniu
wartodci termu czy formuly otwarte) (tzn. formuly nie zawierajgcej kwan-
tyfilkatordw). Przedstawimy rekurencyjna definicje wlasnodci, ktora wyraza
okres§lonos$¢ terméw i formut otwartych pierwszego rzedu.

DEFINICIA 2.30

Dla dowolnych terméw T, 7J.,.., 7, i dowolnych formut otwartych a, £ jezyka
pierwszego rzedu L. niech

ok(t) =(t =1

ol (@ (i -1 15) = (@G DA ... ADHTEH)

ok (& AR) D k() = ad(e: = B) = (i eyvokK)Y))
ok (-1 o) = ok (ot)

LEMAT 2.4

Dla dowolnego termu lub formuly otwartej w, dla dowolnej struktury da-
nych A i dowolnego wartodciowamia v.

25/51



STRUKTURY  NYC

A, vokflvjw) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego termu postaci
&y, ---,Tt,) WYstepujacego w wyrazeniu w, funkcje czeSciowe zy,,.,2,%,, Maja
okres$lone wartoéci przy wartoSciowaniw v oraz (z,y,...,Z;4) €Dom(p) .

Oczywisty dowod lematu pomijamy. |

Unwaca:

W pewnych przypadkach (np. p.3.3) termin ok (w) bedzie uzyty jako skrét
zastepujacy zdamie: ,,warto$¢ wyrazenia w jest okreslona”. K|
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Determimistyczne programy iteracyjne

Wrowadzemnie

W tym rozdziale oméwimy najprostsza klase programéw n, zwana klasa
programéw iteracyjnych lub klasa deterministycznych wiilksprogramow.
Klasa ta jest dostatecznie bogata, by mozna byto z jej pomoca zdefiniowaé
kazda funkcje obliczalng [21]. Na przykladzie klasy n pokazemy, jak pewne
metody logiki moga by¢ uzyte do analizy programéw i badamia struktur
danych.

Podstawa naszych rozwazan bedzie jezyk rachunku kwantyfikatorow
z rownoscia, tzn. jezyk pierwszego rzedu (por. p. 2.3). Jednak jezyk taki jest
zbyt ubogi, by mowi¢ o bardziej skomplikowamych wlasnosciach pro-
graméw, np.: wlasno$¢ stopu nie jest w nim wyrazalna. W konsekwencji
rozszerzymy jezyk pierwszego rzedu dopuszczajac wyrazenia, w ktorych
oprécz zwyklych formut klasycznego rachunku logicznego beda wystepowac
formuty algorytmiczne. Formufty algorytmiczne pozwoly wyrazi¢ wlasno$¢
stopu i wiele innych wiasnoéci programdw i struktut danych niewyrazalnych
w jezyku pierwszego rzedu.

Jezyk programoéw

Rozwojowi maszyn cyfrowych towamzyszyl od poczatku szybki rozwdj
jezykéw programowania. Jedne jezyki maja charakter uniwersalmy, inne
stuza wyspecjalizowanym zadaniom. Czesto réznia si¢ znacznie nie tylko pod
wzgledem formalnym, ale takze zestawem oferowanych instrukgji. Co wiece;j,
ten proces trwa nadal. Pojawiaja si¢. nowe jezyki wyposazone w nowe
konstrukeje majace utatwié¢ proces programowania, np. procesy rownolegle,
klasy czy wspéiprogramy. W tej mnogosci jezykéw mozna wyodrebnicé
pewne wspolne cechy. T tak, w wickszoéci jezykéw programowamia program
jest rozumiany jako skotficzony cigg instrukeji. £aczac instrukeje za pomocy
pewnych dopuszczalych koastrukeji buduje si¢ instrukcje bardziej skom-
plikowane.



DETERMINISTYCZN PROGRAMY ITERACYIJNE

W tym rozdziale przedstawiamy klase deterministycznych programow
iteracyjnych, jednak definicja ta bedzie abstrahowa¢ od pewnych szczegétow,
takich jak np. deklaracje zmiennych, ktore nie odgrywaja istotnej roli
w analizie programéw z tej klasy.

Niech L bedzie ustalonym jezykiem pierwszego rzedu. Termy (por.
definicje 2.21) i formuty (por. definicje 2.22) tego jezyka beda stuzy¢ jako
wyrazenia arytmetyczne i wyrazenia booleowskie w programach zdefiniowa-
nych w tym rozdziale.

DerNiciA 3.1
Instrukcja przypisania bedziemy nazywa¢ dowolny napis postaci
x:=1 lub g=y

gdzie x jest zmienng indywiduowa, T jest termem tego samego typu co
zmienna x, g jest zmienng zdaniowa, a y jest formula otwarta- |

PrzykEAD 3.1

Jezeli w jezyku L jednosortowym wystepuja zmienne x, y, symbole operacji
dwuargumemntomych +, — oraz symbole relacji dwuargumentowych
£ to

z=(X+y)—z oraz g:=(x<y=>x2 (y—=z)))

sg instrukcjami przypisania. K|

Instrukcje przypisania bedziemy nazywaé programmmii atomomyymi tab
elementarrymii.

PerNicIA 3.2

Zbior u programdw determimistycznych iteracyjnych w jezyku L jest to
najmniejszy zbidr wyrazen speiniajacych nastepujace warunki:

(1) kazda instrukcja przypisania w jezyku L jest programem klasy n;

(2) jezeli y jest formuta otwarta oraz K i M sa programami nalezacymi
do n, to wyrazenie if y then K else M fi jest programem klasy m;

(3) jezeli y jest formuta otwarta oraz M jest programem klasy n, to
wyrazenie while y do M od jest programem klasy m;

(4) jezeli K, M s3 programami klasy n, to wyrazenie begin K; M end jest
programem klasy m. [ ]

Przyjeto ilustrowa¢ programy w postaci tzw. graféw przeplywu, dia-
gramow. Kazdy diagram jest grafem z jednym wejsciem i jednym wyjSciem,
wierzchotkamii grafu sa testy (formuly otwarte) lub instrukcje przypisania,
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Diagram przedstawiajacy najprostszy program atomowy ma postac jak na
rys. 3.1.

Jezeli dane sa diagramy odpowiadajgce programom K i M (rys. 3.2), to
identyfikujac krawedz wyjSciowa pierwszego programu z krawedzia wejs-
ciowa drugiego otrzymamy diagram programu zlozonego begin K; M end
(rys. 3.3).

[« ]

|
| | l

h. Rys. 3.1 l Rys. 3.2 ‘ RYS. 3.3  begin K; M endl.

Analogicznie, jezeli diagramy programdw K i M sg takie, jak przed-
stawiono na rys. 3.2, to grafy z rys. 3.4 i 3.5 sa odpowiednio diagramami
programéw

if y then K else M fii i while y do K od

Zauwazmy, ze zbior programéw n tworzy algebre z dwoma dwuar-

gumentowymi operacjami skladania o i rozgal¢zienia ¥, oraz jEtiroargumen-
towa operacja iteracji #, dla y e Fy,, okneSlomymii nasttwmmm

KoM = begin K; M end
Kv,M =iifyy then K else M fi
+M ¥ while y do M od

| |

them/s “edise

I )

if n than K else Wi fi Rys. 34 whitey do Kedi Rys. 3.5

\od
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Zbiorem generatordw tej algebry jest zbior wszystkich instrukcji przypisania,
tzn. kazdy program mozna otrzymac z instrukcji przypisania stosujac (byé
moze wielokrotmiie) operacje sktadania, rozgaleziania i iteracji.

Algebraiczny charakter zbioru n podkre$la modularma strukture roz-
wazanej klasy programéw. Operacje skladamia, rozgaleziania i iteracji sa
przyktadami operacji programotworczych.

W dalszym ciagu bedziemy stosowaé nastepujace wproszczenia:

(1) zamiast i-Kaotnego ziozenia programéw

begin K; begin K;... K end end

\L

-}

-~
i razy
bedziemy pisa¢ krotko K,
(2) dla dowolnej zmiennej x, zamiast instrukcji

if y then K else x = x fi
bedziemy pisa¢ krotko if y then K fi.

Semantyka 33

Zadamie okresSlenia semantyki jezyka programowamia sprowadza si¢ do
podania interpretacji wszystkich symboli wystepujacych w rozwazanym
jezyku. Po pierwsze, musimy wybra¢ zbidr, ktorego elementy beda reprezen-
towaly warto$ci zmiennych, a po drugie, musimy przypisa¢ symbolom
funkcyjnym i relacyjnym odpowiednie operacje i relacje w wybranym
zbiorze. Oznacza to, ze musimy najpierw ustali¢ system relacyjny. od-
powiadajacy jezykowi pierwszego rzedu lub inaczej, struktute danych dla
jezyka, nad ktérym zbudowano jezyk programowamia. Wszystkie termy
i formuty pojawiajace si¢ w programach beda mialy przypisane znaczenie
zgodnie z definicjami przyjetymi w p. 2.3. Pozostala jeszcze zasadnicza
sprawa przypisania znaczenia konstrukcjom programotwdezymm. Korzys-
tajac z modularnej struktury programdw podarmy interpretacje programow
atomowych i okreslimy sposob tworzenia interpretacji konstiukeji bardziej
#lozonych z interpretacji programéw prostszych.

Chociaz nie ma jednoznaczmej opinii, jak rozumie¢ poszczeg6lne kon-
strukcje programattwénoze, to jest powszechmie przyjete, by wiazaé z pro-
gramem pewna relacje binarna okreslajacg zwiazek miedzy danymi (tzn.
stanem pamiigci przed wykonamiem programu) a wynikami (tzn. stanem
pamigci po wykonaniu programul). Relacje taka nazywa sig relacja wejscia-
-wyjécia. PonlewaZz stan pamigci bedzie dla nas wartosciowaniem (fpor.
z definicja 2.24), zatem relacja przypisana programowi bedzie relacja bimarng
w zbiorze wszystkich wartosciowafl. Bedziemy uzywali terminu waitos-
ciowamiie poczatéonwe do okreslenia stanu pamigei przed wykonamiem pro-
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gramu i wartostimvamée kovicone do okreslenia stanu pamiigci po wykonaniu
programu.
Przedstawiony dalej sposOb wyznaczania relac)i wejScia-wyjscia dla
danego programu klasyfikuje si¢ jako przyklad semantyki operacyjnej.
Niech M bedzie programem, a A strukturga damych jezyka L. Jezeli
warto$ciowania v, v' naleza do relacji wejscia-wyjScia wyznaczonej przez
program M w strukturze A, to fakt ten zapiszemy w postaci

ewentualnie pomijajac indeks A, jesli struktura danych jest ustalona.
Relacje wejscia-wyjscia definiujemy rekurencyjnie nastepujaco:

V—v- v, Wiw warto$¢ an®) jest aaresioma, ¥Y(30)= enlp))
i W) =v@ dla z#x

gL it @ S 4 Y

ify then K else M fi. ILfi. Witw A;UE@A Mﬁ il " K.
lub A, vie(=igAckdy) i v

gD i A, oy i ty=ry

lub A, cl= (YAok(y) i @u)v—v' i v winleydoniad a

dla dowolnych v, v, w strukturze danych A.

Glebszy wglad w metode wyznaczania znaczenia programu w strukturze
danych pozwala na zrozumiemie procesu, w ktdrym stan poczatkowy
pamigci, jest przeksztalcamy w wynik. Proces ten bedziemy nazywaé ob-
liczeniem programu. Pomizej przedstawimy formalne pojecie obliczenia oraz
dwa pojecia pomosricze: konfiguracji i relacji bezposredmiego nastgpstwa.

DerniciA 3.3

Konmfiguracjg (lub stanem obliczenia) w ustalonej strukturze danych A be-
dziemy nazywaé uporzadkowans pare (uKK.;K;K,> gdzie v jest wartos-
ciowaniem w A, a Kj’..,K, jest skoficzomg lista programdw, ktore beda
kolejno wykonywame. (Dla uproszczenia nazwa struktury nie wystepuje
w zapisie konfiguracji). ]

W zbiorze wszystkich konfiguracji w ustalonej strukturze A okreslimy
relacje bezposredmiego nastepstwa. Za jej pomoca zdefiniujemy pojecie
obliczenia.
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JEFINICJA 34

Yeffinicja bezpoSredmiego nastgpstwa nazywamy relacj¢ binarng 4»{(amak
bedziemy pomijac, jezeli nie bedzie prowadzito to do nieporozumien)
kreslong w zbiorze wszystkich konfiguracji w strukturze A w sposéb
astepujacy:

Zauwazmy, ze dla danej komfiguracji istnieje co najwyzej jedna kon-
iguracja bedaca jej bezposrednim nastepmikiem. Co wiecej, pewne konfigura-
e nie sa w relacji bezposredniego nastepstwa z zadng inng komfiguracja.
Naleza do nich na przyktad konfiguracje postaci <&;> oraz {u, x == y; M), gdy
>nidenadédxy ddo Den(1y).

DEFINICJA 3.5

Dbliczeniem programu M w strukturze danych A przy wartosciowaniu
poczgtkowym v bedziemy nazywac ciag komfiguracji 8 taki, ze

(1) pierwszym elementem ciagu jest konfiguracja 8, = (w, M)

(2) jezeli jest okreslony i-ty element ciagu () oraz

(@) istnieje konfiguracja Kaenff taka, ze 6; > Kanff, to jest okreslomy i+ 1
slement ciagu 8 oraz 6., = Konf,

(b) w przeciwnym razie element ;. nie jest okreslomy i 8, jest ostatnim
slementem ciagu. [ ]

PRZYKEAD 3.2

Rozwazmy program K postaci
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oraz M =begin v:=v+1: x:= 1+(1/(1+x) ad w jezyku L. Niesdn
€R,0,1, +,/) bedzie strukturg danych dla jednosortowego jezyka L taka, ze
R jest zbiorem liczb rzeczywistych, a 0, 1, +, / sa naturalmymi operacjami
w tym zbiorze.

(1) Dla danych poczatkowych v takich, ze u(x), v(ZeiIN program K ma
obliczenia skonczome. Jezeli v(®) = 1, v(z) = 2, to obliczenie programu
K wyglada nastepujaco (warto$¢ zmiennej y w wartosciowaniu ¥ pomijamy,
gdyz jest nieistotna w przedstawionym obliczeniu):

(2) Rozwazmy wartoSciowamie poczatkowe v takie, ze v (x) eNVy v (2) < O,

np. v(x) = 0, »(z) = —2. Frogyeam K mra weeelly odillezeamiee nigeklonitenare:.

Bedzie tak, poniewaz w kazdym kroku obliczenia warto$¢ zmiennej y ro$nie,
a warto$¢ zmiennej z nie ulega zmianie. Zatem nigdy nie zajdzie warunek
y = z. Ozmcza to, Zze petia while bedzie wykonywana nieskofczenie wiele
razy. Inaczej moéwigc, obliczenie programu jest nieskoriczone.
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(3) Niech v bedzie wartosciowamniem takim, zevXx) = —11 w(z) =22 Pergy
takim warto$ciowaniu poczatkowym program K ma obliczenie skoriczone
nieudamne.

-—11-—-22,1(

xly;;,y::fo;while siy=zdo M od

Xyz oo

_102,w1hlle =y=zdo M od

xXyz . .

. l =

__ﬂd)zz,M,vwhle=h,,v zdo M od

Xyz o
02 Y y+1; x:=1 +(1/(1 +x)); while =iy = z do M od
xyz —_
T Tl L (LA x)); whtilke =iy = 2z dio M1 el

Obliczenie urywa si¢ nie dajac wyniku, pomiewaz aktualna instrukcja
wymaga dzielenia przez zero. K|

Jezeli program M ma obliczenie @ skonczone w strukturze A przy
warto$ciowaniu v i konfiguracja koficowa ma postac &¥,05, tzn. lista pro-
gramow do wykonanmia jest pusta, to wartoSciowamie ¥' nazywamy wynikiem
programu M dla danych v.

Jezeli obliczenie @ jest ciagiem nieskonczonym rozpoczynajacym sig
od pary (u, M>, to powiemy, ze § jest nieskonczonym obliczeniem pro-
gramu M dla danych v.

Jezeli obliczenie 9 jest ciagiem skonczonym, ale lista instrukcji do wy-
konania w ostatniej konfiguracji nie jest pusta, to 9 jest obliczenitem nie-
udanym. Mamy wigc do czynienia z obliczeniem nieudanym wtedy i tylko
wtedy, gdy w trakcie obliczenia pojawi sie (w termie lub w formule) funk-
cja czeSciowa, ktorej wartodC, dla aktualnego stanu zmiennych, nie jest
okreslona.

Niech M, oznacza relacj¢ w zbiorze wartoSciowan taka, ze (v, v')e M,
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skoniczone obliczenie 8 programu M w stru-
kturze A przy wartodciowaniu poczatkowym v, ktorego wynikiem jest v
Ponizej przedstawirny wiasnosci tej relacji.

UwaGA

Dla dowolnej struktury A, dla dowolnego wartosciowania v i dla dowolnego
programu M
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o v)eM, wtw v—V

Oczywisty dowdéd pomijamy.

LeEmMAT 3.1

Dla dowolnego programu M, dowolnej struktury A, M, jest funkcja
czgéciowa oraz
(1) jezeli M jest postaci x:= cg, to Dom(M)) = {v:Myt== ok (en)} i dla
ve Dom (M,) mamy
M,(p) = v, gdzie t/(x) = (0,(v), v'(z) = v(z) dla z # x;
(2) jezeli M jest postaci begin K,; K, end, to
Dom((M),) = {v: Dbl 4) i Kinf@)e D@oitk,,)}
oraz
M v) = Kep((K414)) dla  veBom(M,)
(3) jezeli M jest postaci if ythen K j else K, fii, to
Dom (M,) = {viece Dom (K;,) i A,vi=(ek@G)apfuw
{v:veDbokK),,) i A, v=(ok () A1}
idla veBDon((M,)

(4) jezeli M jest postaci while y do K od, to

M, (%) = Kix(v),
gdzie i jest najmmiejsza liczba natumllm taka, ze dla j < i, ve/EDon(KY)
i A, K&l (v) == (ok (y) A y) oraz A, K«(?) = (0k (y) A =17). Jezeli takie i nie istnieje,
to v\<BDon(¥,)

Dowéd lematu pozostawiamy czytelnikowi.

DErmvIcIA 3.6

Niech L bedzie ustalonym jezykiem pierwszego rzedu, n klasg programoéow
iteracyjnych nad tym jezykiem, A za$ struktura danych dla L. Powiemy, ze
funkcja czg¢Sciowa n-zmiemmyath ({6, , ...xx,) jest programowalna w strukturze
A w klasie n wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje programm Mem zalezny (co
najmniej) od zmiennych xy,..,%,, Xp.+y i taki, ze dla dowolnych ajeA
i dowolnego wartosciowania v takiego, ze ¥(x) = aj dlaj < m,

(1) (ay.-ad8) € Dom(f)y) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skoriczone,
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udane obliczenie programu M przy wartoSciowamiu poczatkowym v w A
oraz

(2) jezeli (ay,...,a,)eDom(f)i v = M,(v), to V'(x,,{) =f(as...a,)

(2) jezeli (ajs...,ap)ei)om(/) i v = Ma(t>), to V'(Xq+1) f(ay,...,a,,)

Uwaga

K‘Q’ﬁfaAfunkcja czesciowo rekurencyjna [21] jest programowalna w struk-
aazd didib kedbueahsichvN rekuneryyj na M 34 kiesiepde gearmanseyoan yets tpul-
reandiedberadiayolich N = <iv,0,s; =) w klasie deterministycznych prig
gramoéw iteracyjnych. .

PrzykeAD 3.3

Rozwazamy jezyk pierwszego rzedu o sygnaturze €0,1;2,2) oraz funkcje
dw (x,y) okreslona w zbiorze liczb naturalmych, ktorej wynikiem jest czesé
catkowita ilorazu xjjy. Fumkcja div jest programowalna w strukturze
éN,0,s; <, =) przez program M nastgpujacej postaci:
Begin
Fi= X Wyhilk i= 0
while y < F
de
u:=y;jj=0;
while =im=uw
do
u= s (W) jj== &)
od;
r:= j; wynik := s(ppik)
od
end

Rzeczywiscie, dla dowolnego wartoSciowania v, jezeli v(x) < v(y), to wartos-
ciag zmiennej wynik po wykonamiu programu jest O, a w przeciwnym razie,
wartofcia zmiennej wynik jest najwigksza liczba naturalna n taka, ze

n# () < (). Cr

DrrNicIa 3.7

Niech L bedzie ustalonym jezykiem pierwszego rzedu, n klasa programow
iteracyjnych nad tym jezykiem, A za$ strukturg damych dla L. Powiemy, Ze
relacja r(.-XnX,) typu (ipe.xinki,) jest programowalnza w strukturze
A w klasie n, jezeli istnieje program MM zalezny od (co najmmiej) zmiennych
Xig- XX, | Zmiennej zdaniowej g taki, ze dla dowolmych a/sAd i dowolnego
wartosciowania v takiego, ze v(x)) = aj dlaj < m, (ay ..., a)per wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje skoficzone, udane obliczenie programu M przy wartos-
ciowaniu poczatkowym v oraz dla v' = M((), v'(g) = 1. ]
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Uwaca

Kazda relacja czesciowo rekurencyjna [21] jest programowalna w strukturze
liczb naturalmych N = ¢N,0,s; = ) w klasie determimistyczmych programéw
iteracyjnych. [ ]

PrzyxEAD 3.4

Niech L bedzie ustalonym jezykiem pierwszego rzedu o sygnaturze £0,1;2>,
a 7i klasa programéw iteracyjnych nad L. Rozwazmy relacje < w zbiorze
liczb naturallmych. Relacja ta jest programowalna w struktutze liczb natural-
nych N = (W, 0,s; =) przez program M nastepujgcej postaci:

begin
U= Xx;
w=y,
g = true;
while (gA-itu = yw—igf A ~ix = w)
do
g= -g;
if g then u:= s(u) else w:= s(w) fi
od
end

Zauwazmy, ze program M zatrzymuje si¢ przy dowolnych damych poczagt-
kowych w strukturze N. K|

Na zakofficzenie przypommijmy jeszcze raz, ze program jest tworem formal-
nym. Sposob, w jaki bedzie wykonywamy, funkcja, jaka przedstawia, zaleza
od struktury danych, sa zdeterminowamne przez strukture danych i ustalony
wczesniej sposob rozumienia operacji programotwoérczych.

PRZYKEAD 3.5

Rozwazmy program M postaci

begin
z = X;
u=y;
while -iz =0a ~\W=20
do
if z > u then z:= z —wedtee wr==ur—=fli
od

if z=0 then z:= u fi
end



DETERMINISTYCZN PROGRAMY ITERACYINE

Wszystkie zmienne wystgpujace w programie s3 tego samego typu, > jest
dwuczionowym predykatem, — dwuargumentowym funktorem, a 0 stala.
(1) Niech

Ay = &GOO=>,=>

bedzie struktura liczb catkowitych ze stala 0, jedna funkcja dwuargumentowa
— (odejmowamie) i dwoma relacjami > (relacja wigkszosci) i = (relacja
rownasci). W strukturze A, jezeli dane speiniaja warumek v(x) # 0iw(y) # 0,
to wartoécig zmiennej z po wykonamiu programu M jest najwiekszy wspolny
dzielnik liczb v{x) i v(y).

(2) Niech A, bedzie struktun danych

Ay, = KAk, 65 =>

gdzie WHIx] jest pierscieniem wielomianéw nad cialem liczb wymiernych,
0 jest zerem tego pierScienia, — jest operacja dwuargumentowa taka, ze
Wi, ~ 112, jjest reszts z dzielenia w, przez w,, > jest relacja porzadkwjaca zbior
wielomianéw (w; > w; wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian w, ma wyzszy
stopiefi niz w, lub gdy wspotczynnik przy najwyzszej potedze roznigcej te
wielomiany jest wigckszy w wielomianie wj). Po wykonaniu programu
M w strukturze A, wartoécig zmiennej z jest najwiekszy wspolny dzielnik
wielomianéw bedacych wartosciami zmiennych x i y.
(3) Niech

Ay = RO~ >,=>

bedzie struktwra danych o uniwersum bgdacym zbiorem wszystkich odcin-
kow O na plaszczyznie rzeczywistej i taka, ze O jest odcinkiem pustym, — jjesit
rézmica odcinkow, a > relacja porownywamia dilugosci odcinkéw. Po
wykonaniu programu M w struktunrze A, wartefcig zmiennej z jest najdtuz-
szy odcinek, ktory miesci si¢ calkowity ilos¢ razy w odcinkach bedacych
warto$ciami zmiennych x i y. Zauwaimy, ze w tej strukturze program M nie
zawsze ma obliczenie skohczomne. K

DermvicIA 3.8
Niech Z bedzie dowolnym zbiorem zmiennych. Powiemy, ze dwa wartos-
ciowania v, v' pokrywaja sie z dokladnoidia do zbioru Z, symbolicznie
v = v'ffiZ
jezeli v(x) = v'(x) dla wszystkich tych zmiennych x, ktore nie naleza do Z.
|

Chociaz dane programu sg opisane w naszej formalizacji za pomoca
warto$ciowania poczgtkowego, ktore jest w gruncie rzeczy mieskoficzonym
~imilpnmich t wvriNé Prooramu nie w jednakowyrm stopniu
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zalezy od wszystkich jego elementéw. Od czego wigc zalezy wynik programu
K? Oczywiscie nie zalezy od zmiennych, ktore w nim nie wystepuja. Zatem
wynik programu K przy warto$ciowamiu poczatkowym v w strukturze A,
jezeli istnieje, spelnia wlasno$¢

W= K {0).0f MUKX)

Oznaczmy przez V,(K) zbiér zmiennych wystepujacych w programie K po
lewej stromie instrukcji przypisamia. Jezeli program K ma okreslomy wynik
w strukturze A przy wartoSciowamiu poczatkowym v, to na mocy definicji
obliczenia, wartoSciowamie poczatkowe i wartosciowamie wynikowe r6znic
sie moga co najwyzej warto§ciami zmiennych nalezacych do zbioru ¥/,(K),
tzn.

K, ) = v offi,(K)

Latwo zauwazy€, ze wynik programu nie zalezy od warto$ci poczatkowej
tych zmiennych, ktore wystepuja jedymie po lewej stromie instrukeji przypisa-
nia. Petnig one rol¢ zmiennych pomeoxniczych programu. Przez analogie do
pojecia zmiennej zwiazanej w formule, mozemy je nazywa€ zmiennymi
ZWigGgaty i pRORgTEmy.

Niech P,,(K) oznacza te zmienne programu K, ktore wystepuja w testach
lub po prawej stromie instrukcji przypisamia. Od wartefci zmienmych ze
zbioru ¥,(K) moze zaleze¢ wynik programm, co wigcej

v = vaff\{(Mn(K)XK)) implikuje K ,fv) = K,(t)

Zmienne ze zbioru V)(K) maja charakter zmikmmypbh wolmeth ppoggremu.
Oczywiscie zbiory #,(K) i V,{(K) nie muszg by¢ zbiorami rozlacznymi.

Semantyczne wlasnosci programow

Problkrm stiopu

Jednym z podstawomych pytam, na ktore musi odpowmiedzieé¢ programista,
jest nastepujace: czy napisamy przez niego program M ma skonczone
obliczenie dla wszystkich danych poczatkowych i czy wynik programu jest
zawsze okreslomy? Inaczej moéwiac, czy program M ma obliczenia udane dla
dowolnych damych. Sytuacja, w ktérej program ,zapetla sie” (tzn. ma
obliczenia nieskoficzome) lub w ktorej wynik programw nie jest okreslony,
jest (najczesciej) niedopuszczalna z punktu widzenia uzytkownika oczekuja-
cego na wynik. Problem, o ktérym tu méwimy nosi nazwe problemu stopu.
Mozna go rozwazy¢ w trzech wariantach.

3.4
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DeriNiciA 3.9

STOP(Mf) = program M ma obliczenia skoriczone i udane dla wszystkich
danych we wszystkich strukturach damych dla jezyka L.

STOP (M, A) = program M ma obliczenia skoficzone i udane dla wszystkich
danych poczgtkowych w struktuize A dla jezyka L.

STOP(M, A,v) = wynik programu M jest okresSlomy dla damych poczat-
kowych v w strukturze A. B3

PrzwKeAD 3.6
Niech Mj, M,, M3 beda programami w jezyku L takimi, ze

M, while g do g:= =igeat
M,: while ~ix = 0dl® x:=x —Ildl
Mj: while = =y do x:= x+ 1 od

Program M, zatrzymuje si¢ i ma okreSlony wynik w kazdej strukturze dla
dowolnych danych poczatkowych.

Program M, zatrzymuje si¢ i ma okreSlomy wynik dla dowolnych danych
poczatkowych w struktutze liczb naturalmych z zerem i poprzednikiem.
Program Mj zatrzymuje si¢ i ma okreSlony wynik w strukturze liczb
naturalnych z nastepmikiem, tylko dla takich danych poczatkowych v. dla
ktorych v(x) £ v(y). =

e

Pogremmesés¢ ppoggamu

Wyjasnienia, czym jest poprawne$¢ programu, rozpoczniemy od przykladu.

PRZYKEAD 3.7

Niech zadanie polega na znalezieniu programu M. ktory oblicza pierwiastek
kwadratowy z danej liczby dodatmiej x z zadana dokladmuiciz e w strukturze
liczb rzeczywistych R. Warto$¢ pierwiastka niech bedzie zapami¢tana na
zmiennej y.

Powiemy, ze program M jest poprawnym rozwigzaniem naszego zada-
nia, jezeli dla wszystkich danmych poczatkowych v w strukturze R takich, ze
warto$¢ zmiennej x jest dodatmia, v(x) > 0, wynik y programu M spelnia
warumnek (. /x —e)< y<< ((%M#s&).mmwa%z'mw preageam N posstadi

begin
z:=0;
ifx < L then y:= 1 else y:= x fi;
while =ifz—ylyk<dS
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doz:=y;
yi= (z + xdiz)/2
od
end

gdzie d = /2 x max (l,x).

Program M jest poprawmym rozwiazaniem postawiomego zadania.
Rzeczywiscie, kolejne kroki obliczenia programu M konstruwja ciag y; taki,

ze

Yo = maRER1

Yir = it ORNR3
Zauwazmy, ze dla kazdego i, jezeli v(d) < 1, to v(y) L y; & 1, jezeli v(y) > 1,
to L&yy/<(y). Ponadto (Vi)y;., <y, a zatem ciag ten jest zbiezny.
Gramica ciagu (y,) jest ;(ﬂ/v(x). Zatem program M nie zapgtla sie¢ — ma
obliczenie skonczome, jesli v(y)@ 0. Co wigcej, warumek wyjscia z petli
w programie M gwarantuje, Ze rdzZnica migdzy dwoma kelejnymi wyrazami
ciagu jest dostateczmie mata |y;,—y,| < & a w komsekwendji |y—\7<fx‘1 <g.

PEFINICIA 3.10

Program jest poprawmy ze wzgledu na warumek poczatkowy a i warunek
konicowy f w strukturze danych A wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
wartosciowania v w A spelnienie warunku a przez v, implikuje istnienie
wyniku programu spetniajagcego warumek f3. |

Zwroémy uwage, ze jezeli program M jest poprawmy ze wzgledu na
warunek poczatkowy a i warumek kofcowy fl, to spelnienie warunku
poczatkowego gwarantuje istnienie skonczomego, udanego obliczenia pro-
gramu M. Znalezienie takiego warunku poczatkowego jest czesto trudne.
Zadowalamy sic wowczas nieco stabszg forma poprawmaii, tzw. czesSciowa
poprawmeitia programu.

PeEFINICIA 3.11

Program M jest czesciowo poprawmy ze wzgledu na warumek poczatkowy
a i1 warunek koncowy [ w strukturze A wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnych damych, dla ktorych jest okreslony wynik programu M, spelnienie
warunku a przez te dame implikuje spelnienie warunku {§ przez wynik
progranmu. |

PRZYKLAD 3.8

Niech M bedzie nastgpujgcym programem
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begin
z:=1;
U= Xx, w=y;
while y > 0
do
if even (w)
then
U= U ¥ we=wi2
else
z=z¥uw w—w—q'l
fii
od
end

Rozwazmy naturalln interpretacje wystepujacych w programie funktoréw
i predykatéw w strukturze liczb rzeczywistych. Program M jest czgsciowo
poprawny ze wzgledu na warunek poczatkowy true i warunek koncowy
(z = x%) oraz jest poprawny ze wzgledu na warunek poczatkowy ,y jest liczba
naturalng” i warunek kohcowy (z = x’). K

Najjmoouiejeiyzy noastegpnik

Niech A bedzie ustalong strukturg danych, a M programem. Jakie wkasnosci
beda mialy wyniki programu, jezeli wiadomo, ze dane poczatkowe spehniajg
warunek a, a program M ma dla tych danych obliczenie skonczone, udane?
Pytamy wiec o wlasno$ci przeciwdziedziny funkcji czeSciowej M, (rys. 3.6).

__:l__

Mgjmeocrdgiszy eettopiik RR¥S3%6

DerNvIcIA 3.12

Najjimocmiejszym nastepnikiem formuly a ze wzgledu na program M w struk-
turze A bedziemy nazywaé taka formule [3, ktéra speilnia nastepujace
warumki:

(1) dla wszystkich danych poczatkowych, jezeli obliczenie programu
M ma okreSlony wynik i warunek a jest spelniony, to wynik programu
M spetnia warunek B(kkodkiay, A Jepshastsippikilcienfofonmiyty: acevaggthdmaa
program M),

(2) dla dowolnego warunku ¢,)gzzlli 6 jest nastepmikiemn a ze wzgledu na
program M, to w strukturze A, fliimpbllkugedd. ]



KI‘MANTYCZNIE WLASNOSCI PROGRAMOW

PryzYKEAD 39

Rozwazmy program M postaci

begin
z:=Xx y= 1
while z—y 2 @
doz:=z—y
y=yy+2

R T T . EREET B dadh
m . Ca oL : N S A NS S XS AR V1S
3 seEt : R P LR PR 2 H'i ||,,

W gwkfw& R liezb recaywistyeh 78 awykla in SFEM&'& symbol £» =» G,

> - 23U0aZY’; %6 SMIEARE ¥ BFEVIMUIE jaKS Swoje Warose kelrifSeus v
htéby msaarmf@ tesuliasie: P WYKBRaRiy 1t&j iteracii SMICARE 7). » a!
Br£YiMUIA, odpowisdnio waress o e ]

Xy 1t=3=5= .. =(2=1)) agerr (Bikl)
Poniswaz 2, (F=lly=i1? Witsc Weatessir ZPmisamedj 2z Do itehj itesnsdii

jost v{xz—u Insimukaip Whille jestt woghomywana telk diha@@ ay TeEmiRg
I(x) —it*—2[24)1pedrici ermivjspsz an it zzeasyp tzian aammgj | atkl;agctgiﬁ)g
haturalag n, 76 GiptWOK!

mEDE2 o) oz s )

Wartoscia zmiennej z jest wtedy v(®) —ﬂﬁ/@@tﬂz, @ wartoscia y st
2 [/ 00 1 LMbwidack kédep jdpérliddageppesaetisowes \ssprtiipjawaaiHekRK
X (1), tto prisgreain N i udtane sBilliczatie sHaezone, 0 watloseig zzaieei)
£ jest, po wykonaniu programu M, odlegtosé v (x) od najwigkszego kwadratu
liczby naturalnej, mniejszego niz y{x). L
Formula

p=(z= x—[agéxzjm(y =2fAMEDANEO

jest najmocniejszym nastgpnikiem formuly a = x > 0, ze:wzgledu na pmr
gram M w rozwazanej strukturze danych. : AOTIE RTINS T FE u

NI
]

Rzeczywiscie, jezeli R, vi= x )0, to po wykonaniu programu M war-**
toSciowanie Mg(w) spelnia formule fi zgodmie z przeprowadzoms wyzej
analiza. Warunek (1) definicji 3.12 najmocmiejszego nastepnika jest wigc
spelniony.

Niech 6 bedzie formulg taka, ze dla dowolnego wartosSciowania v,
R, WN a i ve Dom(Wk)) implikuje R, Mg(d)i= 6. Rozwazmy dowolne wartos-
ciowanie tf i niech R, v' = f2.



DETERMINISTYCZN PROGRAMY ITERACYJINE

t(y) = 2[V09] + 1
v'(z) = -
t(x) > 0

Zatem R, t/ & a, a co za tym idzie program M ma, przy warto$ciowaniu
poczatkowym v, obliczenie skoniczone, czyli v' e Dom (Mg). Na mocy zaloze-
nia mamy wigc R, Mg(t/) N (& A §)). Poniewaz zacihowanie programu M zzliezy
wylacznie od zmiennej x, ktora zreszta nie ulega w czasie obliczenia Zadnym
zmianom, to warto$ciowanie wynikowe Mg(V) moze si¢ r6zni¢ od wartos-
ciowania poczgatkowego jedynie wartodciafmi zmiennych y, z. Zgodnie z prze-
prowadzoma wczesniej analiza wartod$ci zmiennych z,y, po wykonaniu
programu M, spetniaja warunkii zawarte w 7. W konsekwencji Mg(t/) = v
i R, tJ't= 4. Ostatecznie R, v = (f=4) dla dowolnego wartosciowania ¥/,
tzi. R = (F = 5). O

Naijpsébbzzy waranekk wsstgpmy
Niech M bedzie programem a § pewnym ustalonym warunkiem. Jakie
warunki musza spetnia¢ dane poczatkowe programu M w strukturze A, by

wyniki programu spetnialy warunek £ (rys. 3.7)?
Inaczej mowiac, jak scharakteryzowa€ dziedzine funkcji M,?

[

Majtissgyaarasicwstgbrmny RRYS3.3.7

Dmrmnicia 3.13

Najstabszym warunkiem wstepnym formuly fi wzgledem programu M
w strukturze A nazywamy formule a spelniajaca nastepujace warunki:

(1) dla dowolnych danych poczatkowych w A, ktére speiniaja warunek
a, wyniki programu M istnieja i speiniaja warumek 5. tzn. a jest warunkiem
wstepnym formuly B wzgledem programu M;

(2) dla dowolnej formuly 6, jezeli 8 jest warunkiem wstgpnym fiommuty [P
wzgledem programu M, to w strukturze A, &imnplikygeca. .

PrzwkeAD 3.10

Rozwazmy program M postaci
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w strukturze kolejek @ (por. definicje 2.15). Zaktadamny, ze x jest zmienng
typu kolejkay, a y zmienmg typu elementt Kalizjiki.

Najstabszym warunkiem wstepnym formuly =-¢en((x) wzgledem pro-
gramu M jest formuta —em (put (x,y)). Zauwazmy jeszcze, ze W rozwazanej

strukturze danych Q, =ieem(fput(fxw))idt feormulty pnasdizing pozy kiaazym

wartosciowamiu.
Sytuacja nie zawsze jest tak prosta jak w przedstawionym przyktadzie.
Niech K bedzie programem postaci:

while =iffinst(@))= )y A=-drerin(x)
do
x:= oout(x)
od

Najslabszym warumnkiem wstepnym formuly a postaci

(=leem( ) Timst(XK)=yY)

wzgledem programu K w strukturze kolejek Q jest warumek, ktory moéwi, ze
y jest elementem kolejki x. Warumek ten mozna zapisa¢ w postaci nieskon-
czonej alternatywy (nie jest to formuta pierwszego rzedu)

(—iicam( ) Afirst (&)= W)w
(=\em(oat(y)) A first (@ut () = )V ... w
(< em (out” ~ "t @) #YTitst{(out™ ~(x) = W)w ....

Jezeli warto$ciowamie poczatkowe programu jest takie, ze wv(x) jest
n-clementowa kolejka oraz u(y)ew((x), to po usunieciu co najwyzej (r—l)
pierwszych elementéw otrzymamy kolejke, ktorej pierwszym elementem
jest v(y). K

Nigzmiéenildiki

W bardzo wielu zadaniach interesujemy sie nie tym co bedzie po zakonczeniu
obliczenia programu, lecz tym co dzieje si¢ w trakcie obliczenia. Nie tym, jak
zZmienig si¢ warunki zadane na poczatku, lecz raczej jakie wlasno$ci nie
Zmienia sie podczas obliczei. Do takiej grupy nalezg np.: programy symula-
cyjne i systemy operacyjne.

PRzYKEAD 3.11

Rozwazmy program, ktorego zadamiem jest prowadzenie kontrolli rezerwacji
miejsc w samolotach. Wlasnoscia, ktora musi by¢ stale spelniona, jest. np.:

liczba pasadandiw & liczba miejsc &l
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DeErNicIA 3.14

Niezmiennikiem programu M w strukturze danych A nazywamy formufle
a taka, ze dla dowolnego obliczenia programu M w strukturze A, jezeli
warto$ciowanie poczatkowe spetnia a, to dowolne warto$ciowamie uzyskane
w czasie obliczenia tez spetnia warunek a. |

R wiokds¢ pp -

Niech K i M beda dwoma programami otrzymamymi jako rozwigzanie tego
samego problemu. Czy realizuja one rzeczywiscie to samo zamierzenie?
Kiedy mozna nazwac te programy réwnowaznymi?

Jedno z mozliwych kryteriow rownowazmeivi programéw moze byc
nastepujace: dla dowolnego xe¥}, warto§¢ zmiennej x po wykonaniu pro-
gramu K jest taka sama jak warto$¢ zmiennej x po wykonamiu programu
M dla tych samych danych poczatkowych.

PrzykiAD 3.12

Rozwazmy dwa programy K, M w struktutze liczb rzeczywistych R ze
zwykla interpretacja wystepujacych w programach symboli.

K: begin
z:=0,
while siz=y
do
z:=zH;
x=x+1
od
end
M: begin
=y,
while =iz =0
do
z:=z—1,;
x=x+1
od
end

W sensie kryterium sformulowanego powyzej, programy te nie sa
rownowazne, chociaz nie jest to zgodne z naszg intuicjg. Oba programy licza
sume wartosci zmiennych x i y, jezeli wartoftia zmiennej y jest Jiczba
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a=1; b= x;
while =(h—a)ay<é 1!
do
(a+bW2;

if (a® —x)(fy" —x)<00
then b=y else a=y fi
od
end

;M begin
z=0;, y=x
| while  =jz—ylyk@
do '.'é VEREAV] |-Uf assng
j yi= (24 %/2)/2
od
ﬁn“i IBTATIRIN Al
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Program K oblicza pierwiastek kwadratowy metoda Newtona, zwang tez
metodg bisekcji. Program M natomiast, oblicza pierwiastek kwadratowy
z x inng metodg iteracji. W sensie ostatnio rozwazanego kryterium, pro-
gramy K i M nie sa rownowazne ze wzgledu na zmiennz y, uzyskane
przyblizone wartoéci pierwiastka kwadratowego z x moga sie rézni¢ doktad-
noscig. Mimo to programy te mozna uznac za réwnowazne, gdyz wyliczaja
te samg funkcje. K|

Powyiszy przykitad prowadzi do innej definicji rownowaznosci.

DErNICIA 3.17

Programy K i M sg roOwnowazne w struktunrze A ze wzgledu na zbidr
wlasnosci Z wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ae Z i dla dowolnych
danych poczatkowych wyniki jednego programu spetniaja warumek a wtedy
i tylko wtedy, gdy wyniki drugiego speliajg warunek a. ||

Rozwazane tutaj kryteria rownowazmosci sa jedynie przyktadami moz-
liwych definicji.

W punkcie tym chodzito nam jedynie o przedstawienie pewnych
interesujacych semantyczaych wlasno$ci programdw. W dalszym ciagu
bedziemy si¢ starali nie tylko wyraza¢ takie wlasnodci formutami w sfor-
malizowanym jezyku, ale takze dowodzi€, ze wiasnodci opisywane przez te
formuty przystuguja lub nie przystuguja konkretaym programom.

Jezyk algorytmiczny

ZauwazyliSmy wczesniej, ze jezyk pierwszego rzedu nie wystarcza na to, by
moc wyrazi¢ wlasnosci pewnych systemow relacyjnych. Co wiecej, wielu
podstawowych wlasnosci programdw nie mozna wyrazic¢ za pomoca formut
pierwszego rzedu.

PrzwkiAD 3.14

Wiasnose stopY Ris j&st Wyrazaing W szyky Bisrvszego Fasdy:
Rower

Przypusémy przeciwnie. Zatlozmy, ze dla dowolnego programu M istnieje
formula ay taka, ze

B=ay = program M zatrzymuje si¢ dla dowolnych danych
w kazdej strukturze danych (3.1)
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iHwwazmy program K postaci
licgin x := 0; while =iy = x do x := succ (x) od end

uhl# klase struktur Natt podobmych do N = &V, 0; S; = >, ktore s3 modelami
Ipui. definicje 2.28) nastepujacych formul pierwszego rzedu

(Vx) —isucc(x)= O
(V x) (V) (succ (x) = succ (y) =>x = y)
(V x) ok (suce (x))

W kazdym modelu Z klasy Natr interpretacja funktora succ musi by¢ funk-
ifif catkowita i roznowantesciowas (por. przyklad 2.20), ktéra nie przyjmuje
wiu idosa i calgmowaaki e jssed e 00.
Zanim przystapimy do wlasciwego dowodw, zauwazmy nastepujacy
jimnocniczy fakt:
Jezeli AeN¥ut oraz program K zatrzymuje sie dla dowolnych danych
poczatkowych w strukturze A, to A jest strukturs izomonrficzna z N (por.
twierdzenie 4.9).
Poniewaz program K zatrzymuje si¢ dla wszystkich danych poczatkowych
W Niukturze N, zatem w dowolnej strukturze izomorficznej z N, K ma
Wuixly,ystie obliczenia skonczone (por. twierdzenia 2.1 oraz 4.8). Stad i z wlas-
nosci (3.1) mamy

A= gy Wilw

Stop(H<, A)  wtw

K zatrzymuje si¢ dla dowolnych danych w strukturze A wtw

A jest izomorficzne ze strukturg standardowych liczb naturalmych N.

Poniewaz ta ostatmia wiasnos¢ nie jest wyrazalna w jezyku pierwszego rzedu,
|21 |, wigc nie moze istnie¢ formula ax wyrazajaca wlasnosé stopu w klasie
itrtiktur danych Natt. 4

Przyklad ten dowodzi, ze aby moéwi¢ o wlasnosciach programéw czy
o whasnosciach struktur danych, musimy rozszerzy¢ jezyk zdefimiowany
w poprzednim rozdziale [40],

Niech n oznacza klase programéw iteracyjnych nad jezykiem pierw-
imtggo rzedu L = €A, T, E).

PranIcIA 3.18

Zbiorem formut algorytmicznych nad n’ bedziemy nazywac zbior E{R), ktory
jest najmniejszym zbiorem speiniajacym nastepujace warunki:
(1) FcHm);

(2) jezeli a, FeF(}), to wyrazenia <ig, (@wP), (@ A fB), (a=>/f), Bx)a,
(¥x)a sa elementami F({t);
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(3) jezeli acF () a Kgn, to wyrazenia (Kag), (JKa, Q)Ka nalezg do
zbioru F(m).
Formuity, w ktorych wystepuja programy, np. formuly postaci (Ka), nazywa-
my algorytmiczmymii. Symbole f) i {J nazywamy kwantyfikatorami iteracji
w odrézmieniu od kwantyfikatoréow klasycznych 3i V. |

Dermnicia 3.19

Jezykiem algorytmicznym nad klasa programéw n bedziemy nazywac system
L) = €A@t), T, F((m), ) taki, ze A (m) jest rozszerzeniem alfabetu jezyka L
o symbole konstrukeji programetwinczych begin, end, if, then, else, fi, while,
do, od, T jest zbiorem terméw (por. p. 2.3), F (rc) jest zbiorem formut, a n jest
zbiorem programmw. u

Znaczenie terméw i formul klasycznych jezyka L(fz) w strukturze
danych A jest okreslone tak jak dla jezyka pierwszego rzedu (por. p. 2.3). Dla
pelnego okreslenia semantyki jezyka L(ft) wystarczy zdefiniowaé znaczenie
formut algorytmicznych.

Dermvicia 3.20

Niech M bedzie dowolnym programem, M &m, & diowolng foommutts, o)),
a v dowolnym warto$ciowaniem w strukturze danych A.

A, v &= (Ma) wtedy i tylko wtedy, gdy obliczenie programu M dla danych
poczatkowych v jest skonczome i udame, a wynik tego obliczenia spelnia
formute a.

Znaczenis kwantyfikatoraw iterasi okrestaja nastepyjace TewReWAZRosSH:
AveldMe why @) A VENY

A vN P)Ma witw (Vi) A, v (M%) . |

Na mocy definicji 3.20, znaczenie formuly algorytmicznej (Ma) otrzymujemy
przez zlozenie znaczenia programu M ze znaczeniem formuty a (rys. 3.8).

Podofbmie jak w rozdz. 2 (por. definicje 2.27), przyjmujemy nastepujace
definicje:

W(A) ———————=8,

A o Rvs. 3.8
e 1 A fig ATl o teincde oo Ry joriin
Formuta a jest spelniona w strukturze A przez wartoSciowamie v wtedy
i tylko wtedy, gdy A, vi= a (lub inaczej a,(v) —1). Formuta a jest prawdziwa
w strukturze A , gdy jest spetniona przez dowolne warto$ciowamie:w A, tzn.
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At=a (lub. diimaczej A jest modelem formuly a);.jezeli-w kazdej. strukturze
A =0, to oa mezgweamy teantolkogiis.

PrzykEAD 3.15

Postugujac sie¢ definicjg semantyki formut algorytmiczaych zbadajmy war-
to$¢ nastepujacej formuly:

(@:= y)a = (if y do g:= true else q:= false fi)a

Zauwazmy, ze programy wystepujace w tej rOwnowazmpikii, maja jednoczes-
nie okreslone lub jedmosze$mie nieokresione wyniki w dowolnej strukturze
i przy dowolnym wartosciowaniu. Mamy

AYyN(@=y)a wiw

Avesok(y) i A @@=y Ea wtw

A, vi= ok (y) i istnieje v' takiie, ze A, U= @ oraz v/(g) = y,(v) i /(@) = (@)
dla z # § wtw

Istnieje u' takie, ze

Atvesovw=1LvE=v@Edaz#qgiA vel@Ek@ynu)lun

A, v 1= g gy =00 g =0\ gk dtRaz A9 d iIAAD Lol ly) A19)y) Wikkw

Istnieje v' takiie, ze A, v' F=a, v' — (g :== tum)\((#) oraz A, v k= (@k ()Y hibo

AViEAY = (g:=fab)y@) oraz A, vi=(@k(@)A-)) wiw

A, vi= ok (y) i istnieje v' takie, ze

A, V' k=a oraz v' = (if y do g:= true else g = false fi),(v) wtw

A, vi=(if y do g== true else g:= false fi)a

Rozumowamie to dowodlzi, ze formula
(g:= y)a = (if y do g:— true else g = false fi)a

jest spelniona przez dowolne wartosciowamie w dowolnej struktunrze danych,
tzn. wartodcig tej formuly jest 1 (prawda). K

UwaGA

Zauwazmy, na mangimesie podamej definicji znaczenia formul algorytmicz-
nych, ze jezeli obliczenie programu M jest nieskonczome albo nieudane
w pewnej strukturze A, to niezaleznie od & warto$cia fimmuly kyomytimicznejj
(Ma) jest 0 (falsz). |

LEMAT 3.2
Formufa

if y then K else M fi &= (ok(y) A((y AK@)V (<iy AMia))) @®2)

W77
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jest prawdziwa w dowolnej strukturze danych dla jezyka algorytmicznego
L(@t), w ktorym at, y sa formutami, a K, M programami.

Dowdn
Niech A bedzie dowolnie ustalona strukturg danych dla L(rt), a v dowolnym

warto$ciowamiem w A takim, ze

A, v if y then K else M fi a

Na mocy definicji znaczenia formul, istnieje obliczenie skonczome, wdane
programu if y then K else M fi, ktorego wynik v' spetnia a. Z lematu 3.1 mamy

v'eif y then K else M flig(ty) wtw
AN (ok(y)Ay) i o'=Kyp) adbo
A vkl Ay i V=M@

Laczac te fakty otrzymamy
A, ul (o) Aty AKa) v (= ANFD))

Pomiewaz wszystkie kroki w przeprowadzonym rozumowamiu prowadzs do

zdan réwnowazmych, zatem
A, v if y then K else M fi a = (ok(y) A((fy» K (7" Md3)))

W ten sposéb pokazalismy, ze formuta (3.2) jest spelniona przez dowolne

warto$ciowamie w strukturze A, a wigc jest prawdziwa w A. K|
LEMAT 3.3
Formuta

while y do M od a = (Jif y then M fi (=iy Aak(y) #~cd) (833)

jest prawdziwa w dowolnej strukturze damych dla jezyka algorytmicznego
Litm), w ktorym a i y sa formutami, a M programem.

PowoD

Niech A bedzie dowolnie ustalong strukturg damych dla L (rc), a v dowolnym
warto$ciowamiemm w A takim, ze

A, viN while ydo M od a

Istnieje wigc skonczome, udane obliczenie programu while y do M od, kto6-
rego wynik spetnia a. Niech v' = (while y do M od),((»). Na mocy lematu 3.1
istnieje takie ieNN, ze A= MY(oko(y)ay) dla j<k i oraz v — M, ()
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i A, vi= M'(=iy Aak(()). W konsekwencji obliczenie programu (§if y then M fi)
jest skoniczone i udane oraz istnieje v' takie, ze

v' = (if y then M fij)f)), A, v'i=(=y Aok () A=)
Z definicji znaczenia kwantyfikatora iteracji (por. definicje 3.20) mamy wigc

A vie (J if y then M fii (=i y Aok () Aod) (338)

Odwrotmie, niech warumek (3.4) bedzie spelniony dla pewnego wartos-
ciowania v w A. Istnieje wtedy takie i, Ze

A, vi=(if y then M fijj{( ~iy A ok () A)

Niech n bedzie najmmiejsza liczba naturallng i spelniajaca powyzsza wlasnos¢.
Skoro obliczenie (if y then M fii)" jest skoficzone i udame, zatem byly udane
obliczenia programdw (if y then M fiy dla wszystkich jj < n. Co wigcej, jezeli
dla jakiegos$ j, wynik programu (if y then M fiy’ spetnia (~iy A ak(y)), to wymilk
programu (if y then M fiN/*" tez spetnia te formute (wyniki tych programdw sa
identyczne). Zatem n jest najramiejsza liczba naturalliey taka, ze

A, vié=(if y then M )" (<hy A ok () Ac),

A, vie (if ythen M fiy dla j<n oraz

(if y then M fijjftr) = Mi(») dla j&n
Stad, n jest najmmiejsza liczba naturalnz taka, ze A, v MYy A ek () dla
j<an oraz dla v' —MX(u), A, V' E (<iy Aakc(y)Pod). Nba moagy ldenaatu 3311

program while y do M od ma obliczenie skoriczone, a jego wynik spelia
formute a, czyli

A, vi= while ydo M od a

WykazaliSmy zatem, ze przy dowolnym wartosciowamiu w strukturze A wias-
nos¢ (3.3) jest spetniona, tzn. jest prawdziwa w strukturze damych A. K|

LemaT 34

Nastepujaca formuta jest prawdziwa w dowolnej struktunze damych dla
dowolnej formuly a i dowolnego programu K

AL BEz Bz Ke

DowoD
DOWOD

Zalézmy, ze dla pewnego wartosSciowania w strukturze danych
A v a A P)K(@=> Ka)
Na mocy definicji kwantyfikatora iteracji (). mamy A, vN a oraz dla
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kazdego i, A, vi= K'(a = Ka). Zatem dla kazdego ie N, jesli A, vg=K'a, to
A, »t= K. W muy zasadly imdlikajji mettenedyyensj dia kevbgm i > 0,
A vE=K', czyli A vis Q Ka. Pomniewaz zaréwno struktura, jak i wartos-
ciowanie byly dowolnie ustalone, wigc formuta ((a A ) K (& => Ka)) = Q Ka)
jest tautologia. Formulle, ktore) prawdziwo$é wiasnie udowodniliSmy, moze-
my traktowac jako algovyimiienag postary zasadly indukejji. K|

PrzykeAD 3.16

Niech S bedzie strukturg stoséw (por. def. 2.14),
Rozwazmy formute postaci

M (et (x) Aeenppty ((9)¥bbad))

gdzie bool jest zmienng zdaniowa, a M jest nastepujacym programem:

begin
bool := true;
while (= empty ((x) A empty () AHaeall)
do
bool == bool A tiop (x) = top(y);
x = pop (x);
y:= pp(y)
od
end.

(1) Dla dowolnego warto§ciowania v w strukturze S mamy

S, vi= M (emypty (6x) Aeenyrtty () bbaod))

wtedy i tylko wtedy, gdy stos x ma taka sama zawarto$C jak stos y.

(2) Niech K oznacza program zawarty miedzy do i od w podanym
przykladizie, a y = (=i empty () A~ empty (y) A bool), widwczas

S (Jif y then K fi =iy
dla kazdego wartosciowamia cw S.
Rzeczywiscie, jezeli v jest dowolnym warto§ciowamiem, a i rowne jest
minimum z diugosci stoséw v (x) i ¥(y), to po i-kretnym usuwaniu dkmentow,
co najmniej jeden ze stoséw bedzie pusty, a wiec

S,uN (if y then K fi) =iy

(3) Jezeli v(x) jest stosem o n elementach, to

S,vi f} if y then K fi true = (if y then K fi)" ~iyy |

Formuky algorytmiczne postaci Ma sa wygodnym i pozytecznym narze-
dziem umozliwiajacym formutowamie wlasnosci algorytméw. W pewnych
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zastosowaniach (por. rozdz. 5) jest wygodne stosowamie takiej odmiany
jezyka algorytmicznego, ktéra dopuszcza oprocz formut rownmiez termy
algorytmiczne.

BerINICIA 321

Zbior termoéw algorytmiicznych jest to najmmiejszy zbior zawierajgcy zmienne
indywiduowe i taki, ze

(1) jezeli 7y,...,E, sa termami algorytmiczanymi typu ti,..1f, i @ jest
n-argumentowym funktorem typu t; x ... xt,,—t, to wyrazenie postaci
Wx(f[.-t,) jest termem algorytmicznym typu ¢,

(2) jezeli t jest termem algorytmiczanym typu t oraz M jest dowolnym
programem, to wyrazenie postaci Mt jest termem algorytmicznym typu f.

|

Uwaca

W mysl definicji 3.21 zbiér termoéw klasycznych jest wiasciwym podzbiorem
zbioru terméw algorytmiiczaych. ]

Semantyka wyrazen postaci Mt jest oparta na tej samej idei co
semantyka formul Mz i jest przedstawiona na rys. 3.9.

Q)

W(A) Rys. 39

Dla dowolnie ustalonej struktury A i wartoSciowania v, wynik (Mt),(@) jest
okreslony wtedy i tylko wtedy, gdy program M ma udamne, skoriczone obli-
czenie przy wartoSciowaniu v i dla wyniku v' tego obliczenia warto$¢ z Jjy')
jest okres$lona. Ponadto, jezeli wartosci (ME),(@) oraz T,(V) sa okreslone

i v = M), to

(MY = T (3)

PrzYKeAD 3.17
PRZYKLAD 3.17

Niech M bedzie programem postaci
while x 2 y do x :==x—yy aabl

Wowczas term algorytmiiczny (Mx) definiuje w strukturze liczb naturalnych
funkcje dwu zmiennych x, y, ktorej wartescia jest reszta z dzielenia x przez y.

2s/81

E] (RN
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Latwo zauwazy¢ nastepujaca wlasno$¢ przyjetej semantykii termow
algorytmiicznych: w dowolnej strukturze damych i dla dowolnego wartos-
ciowania v, jezeli warto$ci wszystkich terméw wystepujacych w nastepuja-
cych wyrazeniach sg okreslone przy warto$ciowanmiu v oraz programm M ma
wyniki okre$lone dla danych v, to

A, dE=Mulry,.. t,) = @My, ... (W,))
A= M'(Mt) = (begin M"; M end))r

Uwaga ta pozwala udowodmnii¢ nastepujacy lemat:

LEMAT 3.5

Dla dowolnego termu algorytmicznego z istnieja: program M i zmienna
x takie, ze dla dowolnej struktury A dowolnego wartoSciowamiiz, program
M ma okre$lony wynik dla warto$ciowamia poczatkowego v wtedy i tylko
wtedy, gdy warto$¢ termu z jest okreSlona dla v oraz gdy obie wartosci
(MX),(v), t{@) sa okreslone to

(M3 )(v) = 7,(W) |

Wynika stad, ze termy algorytmiczne mozna wyeliminowac z jezyka.
Wprowadlzemie termow algorytmicznych nie rozszerza istotmie mozliwosci
definiowania w jezyku aligorytmicznym.

Wyrazalnos¢ w jezyku algorytmicznym

W tym rozdziale pokazemy, ze wszystkie wymienione do tej pory pod-
stawowe wilasnoSci programéw i struktur danych sg wyrazalme w jezyku
algorytmicznym L({t).

We wszystkich przytoczomych dalej faktach A jest dowolms struktura
danych, M, K s3 dowolnymii programami a a fi dowolnymi formutami

w jezyku L (7d).

LEMAT 3.6

A= Mtrwe wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie obliczenia programu M
w strukturze A sg skoficzone i udane.

DPowo6D

Jezeli obliczenie programu M przy pewnych danych poczatkowych jest
skonczome, a wynik programu jest okreslomy, to spelnia on formufe true.
Odwrotnie, jezeli przy pewnym wartosciowamiu v, A, v = Mtrme, to zgodnie
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¥ przyjetym znaczeniem formut algorytmicznych, istnieje udane, skoriczone
obliczenie programu M. K|

Oznaczrmy przez loop{M) formule zdefiniowana rekurencyjnie w na-
Nigpifiey $peseb:
loop(x= w) = false
leopiilnegin My; M, end) = lagp(y)v (M [dogniM,))
loop (if y ven M, else M, fi)
= ok () (/N dogr A DU (3 iyy~AokoppNIvi)))

loop (while y do M od) = ) M (ok (y) Ay) w

{J if y then M fi (y A@fd(y) Aldoprif¥)

LLNVAT 7

Din dowolnego wartosciowania v w sttrukturze A\, A\ wi=lloop (M) witdy
i tylko wtedy, gdy program M ma dla danych v obliczenie mieskoriczone.

Dowop

Dowéd przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na stopien komplikacji
programu M. Jezeli programm M jest instrukcja przypisania, to M nie ma
obliczenia nieskofczonego bez wzgledu na strukturg danych i wartos-
ciowanie. Zalozmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla programu K oraz ze
M jest postaci while y do K od. Jezeli A, vt=llmep{iMl), to na mocy definicji

A, vi=(J if y then K fi (ok (y) Ay ~Ndogr(K))
lub

Asl= AR beb(y) Ay)

Rozwazmy pierwszy przypadek. Zatem istnieje liczba naturalna n (rozwaz-
my najmniejsza taka liczbe n) taka, ze

A, vN if y then K i (ok (y) AyAldbegp(KY))

Po i-krotnej iteracji programu K, i < n, otrzymane wartoSciowamie pozwala
poprawmie obliczy¢ warto$¢ formuly y i co wiecej speknia ja. Istnieja wiec
warto$ciowania vy = V,\0,,..%V,.¥-V, takie, ze v; = K4@;") dla i <n oraz
A, u, = (ok () Ay »A dopr KK).) Nieebh0p beddidcobibiézzaindem ppogyaamu KK ppzyy
warto$ciowaniu poczatkowym v;, i £ n. Na mocy zatozenia indukcyjnego 0,
jest obliczeniem nieskonczonym. Wowczas cigg 6, 0;... 0, jest obliczeniem
nieskonczonym programu while y do K od.

W drugim przypadku, jezeli A, vi= Q K (ok(y)Ay), to kazda ittacia
programu K ma obliczenie skonczome, a jej wynik speilnia y i obliczenie



DETERMINISTYCZN PROGRAMY ITERACYINE

wartoéei formuly jest poprawme. Oznacza to, ze petla while y do K od bedzie
wykonywana nieskoficzenie wiele razy. A > e

Dla dowodu implikacji odwrotnej zauwazmny, ze warunkiem koniecz-
nym na to, by program M miat obliczenie nieskoficzone przy warto§ciowaniu
poczatkowym v jest A, v (ok (¥) Apy). Co wigeedj, méskloniwanne obtilizeeriee
programu M moZze by¢ spowodowane albo tym, ze program K ma stale
obliczenie skonczone udame, a otrzymamy wynik kolejnych iteracji spetnia
formute (ok(y) AyY, adbeo pro praveres jskicotiozares jilbdtdiiiee ead ], proggeam KK nma
obliczenie nieskoficzome. Te dwa przypadki odpowiadaja spetnieniu formuty
) K (ok (7) A7) luib ((J if 7 then K fii (cok §7) A7 dopr(KK))-
W rezultacie mamy A, v &=/togp ().

Dowdd lematu w przypadku innych postaci programu M przebiega
analogiczmie. K|

Na zakofczenie analizy réznych rodzajow obliczed rozwazmy ob-
liczenia skonczone nieudame. Z obliczeniem nieudanym mamy do czynienia,
gdy w trakcie obliczen napotkamy operacje o nieokreslomej, przy aktualnym
wartoSciowamiw, wartofci. Podofbmie jak w przypadku zapetlania si¢ pro-
gramu, wlasnoS¢ te zdefiniujemy rekurencyjnie.

faill (z:= w) = —10k(w)
fil(iif 7 then Mj else M, fi) =
£ roek @) v (7 A fail @)Y (17 A fieih(Ma)))
fqi{thegin My M, end) = sailMaty M, faiifiy)
Jgiicwhile 7 do M ed) =
= =1ok @) v (J if 7 then M fi (~=Lak({)w ({7 4fail (¥91)))

Uwazny czytelnik dostrzeze, ze wszystkie wystepienia formuly ok (w),
gdzie w jest termem lub formulg, mozna zastapi¢ w tej definicji przez
(z:=w)ttne. Pozwala to zdefiniowaé¢ wlasno$¢ il takze w jezyku, w ktorym
nie wystepuje predykat =.

LeMAT 3.8

Dla dowolnego warto$ciowania v w A, A, v k= faill (M) wtedy i tylko wiedy,
gdy programm M ma przy warto$ciowaniu poczagtkowym v obliczenie skon-
czone nieudame. |

Dowéd: przebiega przez indukcje ze wzgledu na stopiefi komplikacji
programu i jest analogiczny do dowodu przeprowadzomego w przypadku
formuly loeop.

Badanie wlasnosci ffill jest niestusznie lekcewazone przez wielu pro-
gramistow. Tymczasem, jesli konstruowamy program ma by¢ odpormy na
bledy uzytkownika, musimy sobie zdawa€ sprawe z istnienia lub nie sytuacji
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Wyilikcowmych w naszym programiie. Tworca programu powinien uwzglednic,
tt w trakcie obliczenia moze pojawié sie stan, w ktorym argumenty pewnej
operacji nie naleza do jej dziedziny i odpowiednio na to zareagowac. Dzieki
Wmowadzeniu odpowiednich testéw lub innych mechanizméw (por. mecha-
nizm exception handling w jezykach programowamia np. Ada, Loglan [9]),
luk zmodyfikowa¢ program, by reagowal on poprawmie na wszystkie
potknigcia uzytkownika.

LiMAT B9

Ath-((a=>M ) witkadly i tylko wittsdly, gidly program M jestt poprawny wi A\ z
Wigledu na warunek wstepny a i warunek kofcowy fi.

Powop

Niech dla pewnego wartoSciowamia A, vi=(a=>M§fi). Jezeli A, vi=a, tzn.
warunek wstepny jest speiniony, to na mocy zatozenia A, vk=Mfi. Zgod-
nie z przyjeta semantyka, istnieje skonczone i udame obliczenie progra-
mu M przy wartoSciowamiu poczatkowym v oraz jest okreslomy wynik
(7 = M.{t) tego obliczenia taki, Ze A, v’ i= fi. A zatem jest spelniony warunek
koricowy fi.

Odwrotmiie, spelnienie warunku poczatkowego a gwarantuje istnienie
shoficzonego udamego obliczenia (por. definicje 3.10) i wyniku spelniajace-
go /. Na mocy definicji spetniania formut, jesli Ayi#+= a, dla pewnego v,
to réwniez A, vk=Mfi. Zatem A, v i= (a2 = Mfi). K|

Czesciowa poprawmosé programu M ze wzgledu na warumek wstepny
« i warunek koncowy fi wyraza formuta

((a AMitrue) =M fi)

Prawdziwos$¢ tej formuty w strukturze danych A oznacza, ze jezeli tylko dane
poczagtkowe spetniaja formule a oraz program M ma udane obliczenie, to
wyniki programu M spetniaja formule fi. Jezeli a i [ sa identycznymi
formutami, to méwimy, Ze a jest niezmiennikiem programum M. Metoda
badania czesciowej poprawmodci i wiasnosci niezmienniczych programu jest
jedna z najczesciej stosowanych metod analizy zachowania si¢ programow
(por. p. 8.1, 8.2).

LIMAT 3.10

Formufa (Ma) jest najstabszym warunkiem wstepnym formuly a wzgledem
programu M.
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Daowein

Niech dla pewnego warto$ciowania v w A, A, v k= (Ma). Zgodmie z przyjeta
semantyks formut algorytmiczaych wynik v' programu M jest okre§lony,
V' = M) oraz A, ifé=a. Zatern Ma jest warunkiem wstepnym formuly a
wzgledem programu M.

Rozwazmy dowolng formule & taka, ze A, v & implikuje istnienie
warto$ciowania v' spetniajgcego warunki v' = M,(@) i A, vV = a. Stad A, vi= &
pocigga ze soba A, vié=(Ma), a wiec dla dowolnego wartodciowania v,
A, v N (6 =(Ma)). Dowodzi to, ze (Ma) jest najstabszym warumkiiem wstep-
nym formuly a ze wzgledu na program M. K

W dalszym ciagu bedziemy postugiwac sie nastepujacymi oznaczeniami
i definicjami. Powiemy, ze dwa wektory x, u zmiennych sa odpowiadajacymi
sobie wektorami, jezeli sa tej samej dlugodci i ponadto, jezeli x = x;.... X,
1y=y..y), to x; ma ten sam typ co y, dla i = L,...,«. Element wektora x
bedziemy oznaczaé przez x. Jezeli x, y sa odpowiadajacymi sobie wekto-
rami a xe&x, to odpowiadajacy mu element wektora y bedziemy oznaczaé
(dla prostoty) przez y. Niech x bedzie ciggiem wszystkich zmiennych wyste-
pujacych w formule Ma i niech y bedzie ciggiem rézaych zmiennaych, od-
powiadajacym ciggowi x takim, ze x my = 0. Niech a(x/y) oznacza formute
a K (x/y) program otrzymane z formuly a i programu K przez réwnoczesne
zastgpienie wszystkich wystapiefi zmiennych ze zbioru x przez odpowiadajg-
ce im zmienne ze zbioru y. Przez (3y) bedziemy oznacza¢ cigg kwan-
tyfikatorow (3yy)-... 3¥,).

Lemat 3.11

Formuta = (3y)(a(x/y) AM (x/y)(x = y)) jest nmajmocniejszym mastigpmi-
kiem formuly a ze wzgledu na program M.

Dowon
Rozwazmy wartoSciowamie v w A takie, ze

A, vE= (a A Mtrue) (615
Istnieje wtedy wartoSciowamie v', wynik programu M, v' = M,(w).

Oznaczmy przez v" warto$ciowamie powstajace z warto§ciowamia v' przez
zmiane warto$ci zmiennych y

v'y) =v(x) dla yey
v'(x) =t/(x) dla xex

Z zalozenia mamy wiec
Av'Ma(xfy) oraz AMMXPNP'INXx =y
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Sliid A, v k=a(x/y) AM (&/y)(& = y). Zgodnie z diefliinicpp znaczemia Kowem-
tyfikeatora egzystencjalnego

A, ¥ b= 089 YNV (R Y kx=Y))

Poniewaz v' = M), to korzystajac z zalozenia (3.6) otrzymujemy osta-
tecznie A, vé=(a AMtrue)=>M/3). Poniewaz przeprowadzone rzaumewiimie
mozna powtorzy¢ dla dowolnego warto$ciowania v, wiec tym samym wy-

kazaliSmy, Zze [ jest mestepnikiem fammudy o,
A = ((a A Mtrue) = M)

Zalézmy teraz, ze d jest innym niz fi nastepnikiem formuly a ze wzgledu na
program M, tzn.

A= ((a AMitrue) = M)

Pokazemy, ze musi wtedy by¢ Ah=(f=x%). Przypusémy przeciwnie, ze dla
pewnego warto$ciowania v

A vV=1fi oraz nonMAVt=S S 3.7

Formula fi gwarantuje nam istnienie danych spelniajacych warunek o przy
ktorych program M ma obliczenie skoficzone udane

AVNE wtw @)AvET i v=Myy)

Stad i z zalozenia (3.7) non A, v'k=MK5i rddwmazedsice Az ot 2 a, A= Mtkdirue.
Zatem non A, V' k= ((ot AMtrue) =M&)), ao przeczy zehozeniu, ze 55j¢estnass-
tepnikiem formuly & Tym samym wykazali$my, ze f§ jest najmochiejszym
nastepnikiem formuly &ze wzgledu na program M. O

Niezmiennikiem obliczen programu nazwaliSmy w poprzednim punkcie
(por. definicje 3.14) dowolng formufe, ktéra, jesli jest prawdziwa w warto$-
ciowaniu poczatkowym, jest rowniez prawdziwa w kazdym innym stanie
obliczenia. Obecnie podejmiemy probe charaktetyzacji wiasnosci ,,by¢ nie-
zmiennikiem obliczenn programu” za pomeca formut algerytmicznych.

Niech in#;,(M) bedzie formula zdefiniowana rekurencyjnie ze wzgledu
na strukture programwu M nastepujaco:
inv, (z = w) = ((ok (W) Ad=%Az=W3)A)
inv,(@ y then M, else M, fi)
= (@K ) A ) =(minal¥i) v —iymimi M)

mujthegin My M, end) = (@ = (inr,(Mp) A M, invo(¥ )
it while y doe M ed) =

H ((ok (y) Ace)=>(T) i e N1 fi (k) Py Y =iriny (NAA)))
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LeMAT 3.12

Dla dowolnej formuly a, A+ inyfW) wtedy i tylko wtedy, gdy a jest
niezmiennikiem obliczed programu M w struktunze A.

Powob

Niech A bedzie ustaloms struktura, a v dowolnym warto$ciowamierm w A.
Udowodmimy, przez indukeje ze wzgledu na stopien kompllikacji programu,
ze A, vK inv, (M) wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie stany obliczenia pro-
gramu M spelnigja ot

Jezeli M jest instrukecja przypisania postaci (z:= w), to twierdzemie jest
oczywiste, gdyz dowelne obliczenic M ma co najwyzej dwa stany.

Zalézmy (zalozenie indukoyjme), ze dla dowolnego warto$ciowania
v mamy A, vi= inv,() wtedy i tylko wtedy, gdy wszyskie stany obliczenia
programy K przy wartosciowaniu v, spelniaja formuleg ot

Rozwazmy program M postaci while y do K od i niech A, ul=(a Adk(fpy))
oraz A, vI= [ \if y then K fi ((y A ok @) =i 5 (K)).
Wowczas dla kazdego i

A, v =(iif y then K i)' (y Acdk((9))=>iriny(KK)) (3.8)

W dalszym ciagu bedziemy sie starali wykazac, ze wszystkie stany obliczenia
programu while y do K od przy wartosciowamim poczatkowym v spetniaja
formute at Przypu$Cmy, ze ciagg wszystkich warto$ciowam wystepujacych
w tym obliczeniu ma nastepujaca postaé:

8 = ¥, 90¥29:.0,, ..., U,V Ning1, - (3.9

gdzie v, = v i v, 6,, v;y , Oznacza cigg warto$ciowafh wystepujacych w ob-
liczeniu programu K, prowadzacym od v; do v;,, d i < m. Zatzmyy, Ze dia
pewnego n, A,w, 1= (y A ok (y)). Pomiewaz v,,9y;85, 0,, .... 3, 140, jest ciagiem
wszystkich warto$ciowafh wystepujacych w obliczeniu programu (if y then
K fijy™, to na mocy zatozenia (3.8) mamy

A, vit= innK)

Na mocy zalozenia indukcyjnego dla programu K, jezeli v, spetnia a, to
wszystkie stany obliczenia v,, 8;, v,,.., spetniaja formute oc Stad w szczegidlno-
ci A, VpyqlF a.

Jezeli A, v, k= (5iy v =iadqpy)),tto odillezzeriee proggreamu N jpstt skiosiozoaree
i albo nieudame, albo ty jest jego wynikiem. Standardowe rozumowanie
indukcyjne doprowadza do wniosku, ze wszystkie warto$ciowania wystepu-
jace w obliczeniu v; programu M spetniaja formute a.

Odwrotivie, zalozmy, ze jezeli wartoSciowamie poczatkowe:'v spehia
formufe at, to wszystkie stany obliczenia:programu while y do M od spetniaja

/88
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(¢ formufe. Niech ciag (3.9) bedzie tym obliczeniem. Jezeli jest ono wdane
i wynikiem jego jest v, .y, to dla wszystkicth i < m mussi by€ A, v, & (7 A ok (y))
oraz A, vy,\F= =Yy Wywiliaas sidd 7eezaebloakdd inass¢pmyjdgyywa anmedkdida ik nn

A, vi=(if y then K fi){((y Ak (@) =itk (K))
Poniewaz (if y then K fi)"(i;) = v,.,, dla wszystkich m > n+ 1, zatem
A, v (a Adk(@) AP)if  then K fii((y odi(()-=i1iny(Kd)).

Rozumowanie przebiega podobmie, gdy obliczenie programu M jest nieskon-
czone lub nieuwdane.

Przeprowadizemie analogicznych rozumowan w pozostatych przypad-
kach pozostawiamy czytelnikowi. K|

Przyjmijmy nastepujaca definicje:

Liz=w=(v@Ez=wa)

i y then My, else M, ) = (e v ak(y) mayndo(M 1) WHT: A ~(M)))
1. (rgin M,; M, end) £ 4 (MgDy MAGL(HL))

{ptwhiile y do M od) = (a v (k@) ALJ if y then M fi (y A 4((W))

LBMAT 3.13

Dla dowolnej formuly a i dowolnego programu M, A i L \M wtedy i tylko
wtedy, gdy w kazdym obliczeniu programu M istnieje stan spelniajacy
formute a.

Powép

Dla dowodu pokazemy, ze dla dowolnego wartoSciowania v w strukturze
danych A zachodzi wlasnos$¢:

A ui= & M (3.10)

wtedy i tylko wtedy, gdy w obliczeniu programu M przy wartosciowaniu
poczatkowym v, istnieje stan speliajacy formute a.

Zalézmy, ze w wartoSciowaniu poczatkowym formuta a nie jest spelmiona,
gdyz w przeciwnym razie twierdzenie jest oczywiste. Dowod przeprowadzimy
przez indukcje ze wzgledu na stopiefi komplikacji programu M.

Jezeli program M jest instrukcja przypisania (x := y), to warto$¢ wyrazenia
ya(v) jest okresloma i/uzyskame wartosciowanie spelnia formule a. wtedy
i tylko wtedy, gdy A,w#=(x = y) ec. WVttymppzy padikutwideddennd cjgss twiciec
prawdzivwe.

Zalozmy prawdziwo$¢ wiasnosci (3.10) dla programow prostszych niz
M. Jezeli M jest postaci if y then Mj else M, fillub begin M,; M, end, to
obliczenie programu M jest, w pierwszym przypadku, identyczne z oblicze-
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niem programu M, lub M, w zaleznosci od formuly y, lub jest nieudane.
Na mocy zalozenia indukcyjnego wiasno$c (3.10) jest wiec prawdziwa.
W drugim przypadku (tzn. w przypadku instrukcji zlozonej) obliczenie
programu M skilada si¢ z obliczenia programu M,, po ktérym nastepuje
obliczenie programu M,. WarttoSciowaniie, w ktérym jest spetniona formuta
a musi wigc wystapi¢ albo w obliczeniu My,((t), albo w obliczeniu M3, (i7),
gdy M,((#) jest okresSlone i v' = ML (). Kotzystajac z zatozenia indukcy)-
nego otrzymujemy wiasno$¢ (3.10).

Rozwazmy teraz przypadek, gdy M = while § do K od. Niezaleznie
od tego, czy obliczenie programu M jest skofczone czy nie, kolejne war-
tosciowania w obliczeniu programu M przy warto$ciowamiu poczatkowym v
sa otrzymywane jako elementy obliczenia programuw if y then K fi” dla
pewnego n. W szczegblnosci to warto$ciowamie, ktére spetnia formule a
w obliczeniu programw M jest elementem obliczenia programu if y then
K fi" dla pewnego n. Na mocy poptzedmich rozwazaf i zatozenia iimduk-
cyjnego mamy

w obliczeniu programu while y do K od przy warto$ciowaniu poczat-
kowym v w A istnieje stan spelniajacy formule a

wtw istnieje takie n 2> 1, ze w obliczeniu programw K przy warto$-
ciowaniu poczatkowym v' = if y then K fi"=!,() istnieje stan spelniajacy
formule a oraz A, v'é=y

wiw A, vt= if y then K fi* "ty A &) dla pewnego n 2 1

wiw A, D= [ if  thian K<L K) .

W ten sposéb udowodnmilismy wiasno$é (3.10), z ktorej natychmiast wiymnika
teza lematu. K]

Formutly algorytmiczne umozliwiaja takze wyrazenie wlasnosci obliczen
nieco innego typu. Przykifadem niech beda formuly

(if y then M fi)"-»» 1 (@f y then M fi)"y7

Prawdziwos$€ pierwszej z nich w strukturze A oznacza, ze dugosci wszystkich
obliczen programu while y do M od w A mozna oszacowaC z gbry przez
(if» const)). Prawdziwo$¢ drugiej forgruly w struktunze A oznacza, ze wszystkie
obliczenia programu while y do M od w A mozna oszacowa¢ z dolu przez
(n* const)), jezeli dlugo$¢ obliczenia programu M daje si¢ oszacowal przez
pewna stalg.

W poprzednim punkcie przedstawiliSmy propozycje pewnych definicji
rownowazmasgi programéw. W lematach 3.14 i 3.15 pokazemy, jak mozna
wyrazi¢ problem rownowazmesci za pomaoca formut algorytmiczmych. Proste
dowody tych lematéw pomijamy.

Niech x bedzie zbiorem wszystkich zmiennych wystepujacych w pro-
gramach K i M, a y odpowiadajacym mu ciagiem réznych zmiennych takim,
zexmy=4.
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Programy K i M s3a réownowazme ze wzgledu na zbidr zmiennyeh %
{ i V(K)w V(M) (por. definicje 3.16) w strukturze A wtw
AR (y=XKMEY) /N E=nA /\ Kg=Mg)NIKtme=MIEHR).

XezZBVi V; gezz GIVy, m

| HMAT 3.15

Programy K i M sa réwnowazne w strukturze A ze wzgledu na zbiéf fermu}
¥ (por. definicje 3.17) wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnej formuly @%Z
A e (Ma = Ka).

Formuly algorytmiczne pozwalaja rowniez wyrazié pewns WrRSAgSel
#ruktur damych, w ktorych sa wykonywame obliczenia. Dla pféxlkll%‘é}}
wymienimy tu dwie wiasnofci: by¢ liczba naturalma i byé stesem ¥keh:
czonym,

Eormufa (x:=0) (while —x =y do x:=x+1 od true) jest spemiRna
w strukturze liczb rzeczywistych przez wartosciowanie v wtedy i tylke Wigdy;
gdy v(y) jest liczba naturalng. Formuta

while =i emptsy (x) do x:= pop(x) od true

jest speiniona w strukturze stosow przez wartosciowamic v wtedy 1 tylks
wiedy, gdy v(x) jest stosem skoficzomym. O innych wlasnoéciach SHUKUF
danych bedzie mowa w rozdz. 5.



Logika algorytmiczna

Wprowadizemnie

Rozdzial ten jest poswiecomy przedstawieniu formalnego systemu dedukcyj-
nego zwanego logika algorytmiczng. Przedstawiona tu logika ma za zadanie
umozliwi¢ formalne dowodizenie semantycznych wiasnodci programdw i wia-
snodci struktur damych. W skrécie system ten oznaczaC bedziemy przez
AL({#), poniewaz bedzie odnosi¢ si¢ do klasy n determimistyczmych pro-
graméw iteracyjnych. W dalszych rozdziatach ksigzki bedziemy rozwazaé
systemy algorytmiczne dla innych klas programow.

Aksjomatyzacja

Zadamie aksjomatyzacji polega na podaniu takiego zbioru formul, zwanych
aksjomatami, i takiego zbioru regul wnioskowamia, ktére pozwoly wy-
prowadzi€ wszystkie formuly prawdziwe w przyjetej semantyoe. Z tego
wzgledu aksjomaty nie moga by¢ zupelnie dowolnymi formutami. Same
muszg by¢ formutami ogdlnie prawdziwymii.. Co wiecej, reguly wmioskowania
muszg zachowywa¢ prawdziwos$¢ formul, a wiec muszg prowadzi¢ od formut
prawdiziwych do formut prawdziwych. Proces wywodzenia formuty ze zbioru
aksjomatéw, za pomoca przyjetych regut dedukeji, nazywa sie dowodem
formalnym.

Badania prawdziwesci formuly metoda semantyczna, tzn. przez wyli-
czanie jej wartodci, jest niejednokrotmie skomplikowane i na ogdt zmudne.
Metoda aksjomatyczna, wyprowadzamia prawdziwesci formuly z przyjetych
zalozen (tzn. z aksjomatdw), pozwala czasami znakomicie uprofci¢ ten
proces.

brrmicia 4.1

Regula wnioskowamia nazywamy pare postaci (X, f?), gdzie X jest zbiorem
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lormut zwanych przestankami, a fi formula zwamg wnioskiem. Regute
wnioskowamia (X, /i) tradycyjnie zapisujemy w postaci

3 |

Jezeli udowodmimmy wszystkie przestanki pewnej reguty, to zastosowanie
reguly polega na uznaniu wniosku w tej regule za wdowodniony.

Reguly wnioskowania beda przedstawiane zwykle w postaci schematow.
Na przykiad nastepujacy schemat jest reguta wnioskowania dla dowolnych
formut o; y i dowolaych programéw K i M:

Kac, Mog, ak((y)
ifythenK élse M fia

Nieformalnie, sens tej reguly jest nastepujacy. Jezeli w pewnej struk-
turze formuta a jest zawsze spelniona zaréwno po wykonaniu programu K,
jak i po wykonaniu programu M, i jezeli obliczenie wartofci testu y jest
poprawne, to po wykonamiu programu if y then K else M fi jest spelniona
formula a.

Powiemy, ze zostal okre$lony formalny systerm dedutkayijwy, jezeli jest
zdefimiowany jezyk systemu, zbior aksjomatow i zbior regut wnioskowania.
Zbiory aksjomatéw i regul wnioskowania wyznaczaja pojecie dowodu for-
malnego w rozwazanyrn systemie dedukcyjnym.

DEFINICIA 4.2

Logika algorytmicznz deterministyczmych program&w iteracyjnych bedzie-
my nazywa¢ system AL () zdeterminowamy przez jezyk algorytmiczay L ()
(por. p. 3.2) oraz zbidr aksjomatébw Ax i regut wnioskowania Rw, ktérych
schematy przedstawiamy

AKSIOMATY

Axl  ((@=> p) =>((fi=c)y=tda==I))))
Ax2 (a=>(av )

A3 (B=(@v B)

Axd (@ = &= (@ = D)=Awip)3=)})))
AXS (A B)=>u)

Ax6 ((a A B)=>p)

AxT ({5 apr{td 4 BP3* (A )
Ax8  ((a=>(8=>§)) = (@ AP)=)))

Ax9 ((xa ma)=f)
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REGUEY WNIOSKOWANIA

R3

R4

RS

R6

R7 ——

W regutach R6 i R7, zwanych regulami wprowadzamia kwantyfikatora
szczegbltowego i ogo6inego, odpowiednio do poprzednika i do mastepnika
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implikacji, nalezy zatozy¢, ze x nie jest zmienmg wolng w fi. Reguly R4 i R5 sa
algorytmicznymii odpowiednikami regut R6 i R7; umozliwiaja wprowadzenie
kwantyfikatoréw iteracji do implikacji. Jednak charakter tych regut jest
catkowicie inny, pomiewaz zbiory ich przestanek sa nieskoficzome. Podobny
charakter ma reguta R3 wprowadzamia instrukeji while w poprzedniku
Implikacji. Reguly takie bedziemy nazywac (s-regutami. Regula R1 jest
zwana regula odrywania tub modus pomens (m.p.).

We wszystkich przedstawiomych schematach aksjomatéw i regul wnios-
kowania a, f5 6 sa doweolnymi formulami, y i y* sa dowolmymni formuiaml
otwartymi, x jest termem, a K 1 M sa dowelnymi programsaumii.

System dedukcyjny wyznaczomy przez

i1) jezyk L ograniczony do zmiennych zdaniowych i spojnikéw llegicz-
nych A, W, =d=5,

(2) aksjomaty Ax1-Axlll oraz regule R!
nazywamy klasyezoyym ractunkicem zdai [44, 33],

System dedukcyjny wyznaczomy przez

(1) jezyk pierwszego rzedu L oraz

(2) zbior aksjomatow AxI1-AxI3 1 reguly wnioskowamia Ri. R6, R7
(rozwazane tylko dla formut jezyka L)
nazywamy kiasyozogym rachumidiéem predyketddw lub logika klasyczng [33,
41, 44].

Logika algorytmiczna jest rozszerzeniem klasycznego rachunku predy-
katow o pewne aksjomaty i reguly charakteryzujace nowe typy operatorow.
Zauwazmy, ze reguly wnioskowamia RI, R6, R7, a wigc wszystkie reguly
logiki klasycznej, maja skonczoma liczbe przestanek. W logice algorytmicznej
wystepuja natomiast reguly o nieskoficzomej liczbie przestamek. Zwroé¢my
uwage na konsekwencje przyjecia co-regul w procesie dowodzenia.

bw1iNieIa 4.3

Dowodem formuly a ze zbioru formut Z bedziemy nazywac pare (D¢},
w ktorej D jest zbiorem skonczomych ciagow liczb natwralmyet, uporzad-
kowanym przez relacje ,,by¢ segmentem poczatkowym™, a d funkcja ze zbioru
) w zbior F (n) taka, ze

(1) kazdy liniowo uporzadkowany podzbior zbioru D jest skoriczony,

(2) jezeli ¢ = (iy.,-iEDe D, to d@pc AX w Z wtedy i tylko wtedy, gdy nie
istnieje takie jee N, ze (ijs ..., 4,1,)iseD,

@) jezeli  (isir..., ip80 D oraz  d((@y...iii)J) = & BSGINT N, to
¢ = (ig,in)elE D oraz d{c) jest wnioskiem w tej regule wnioskowanmiia, w ktérej
przestankamii sa formuly @i jjeJ,

(4) ciag pusty 0 nalezy do Did(0) = a. n

42/95
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Zauwazmy, ze zbior D w definicji 4.3 tworzy pewne drzewo. Wierzchot-
kami drzewa sg elementy zbioru D. Wszystkie wierzchotki w drzewie, ktore sg
ciaggami m-elementowymi, twotzg n-ty poziom drzewa. Wierzchotki ¢ i ¢’ sa
polaczone krawedzig wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest wierzcholkiem na
poziomie m-tym postaci (ig ...,i,,), a ¢ jest wierzchotkiem na poziomie
n+ 1-szym postaci (ijs...,i,.j) dla pewnych iy,..i,, AN, Wierzchotek ¢’
nazywamy nasiepmiliéemn lub synem wierzchotka e. Wierzcholki, kiére nle
maja nastepnikdw, nazywamy lisémi drzewa: D. Konzesicomn drzoma nazZywamy
wierzchotek drzewa D, ktbry nie jest synem zadnego innege wierzehotka z D.
Drzewo D etykietowane formutami zgodnie z definicjg 4.3 bedziemy nazywaé
drzewierm dowodu formuty,

PrzykEAD 4.1

Niech Z = {2, true}, gdzie a jest dowolnie ustalong formuta a M programem.
Rysunek 4.1 przedstawia drzewo dowodu formuly o ze zbioru Z. K|
(CA Atttiae)>>a)){phoss}

PRzZYKEAD 4.2

Niech at (3,yybgelds dbovadinymii féonmubaami. Nk rygsunkiu 4422 ppreddsiaioeno
formalny dowdd formuty

(@vy)=@wy)
przy zatozeniu, ze formula (a = (B)muaddbowdat]. O
Jezeli reguly, ktore stosujemy do dowodu konkretnej formuty, maja

skoriczona ilo$¢ przestanek, to drzewo dowodu jest skonczone — zawiera
tylko skofczomg ilos¢ wierzchotkdw. W logice klasycznej dowéd jest wiec
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ca v b i) RS, 4 92

pojeciem skonczonym. Jako natychmiastowy wniosek otrzymujemy wilas-
no$¢ fimitystycznosci procesu dedukcyjnego w logice klasycznej. Jezeli for-
mula @ ma dowdd ze zbioru zatozeh Z, to a ma tez dowdd z pewnego
skonficzonego podzbioru Z, zbioru Z. Mianowicie, Z, sktada si¢ z tych tylko
formut zbioru Z, ktére wystgpuja w dowodzie formalnym formuty a. Kazde
twierdzenie logiki klasycznej jest konsekwencja skoniczonego zbioru zalozen.
Niestety, w logice algorytmicznej sprawa jest o wiele bardziej skom-
plikowana. Dowdd formalny nie zawsze jest skonczony. Jezeli chociaz raz
uzyliSmy w dowodyzie reguly on, to szeroko$¢ drzewa dowodu jest nieskon-
czona. Co wigcej, chociaz wszystkie galezie (drogi) w drzewie dowodu sg
Mdoiezone, to moze si¢ zdarzy€, ze nie ma wspolnego ogramiczenia ich
diugosci. Oznacza to, ze pozioméw w drzewie dowodu formuty tez moze by¢
nieskonczenie wiele. Sytuacje te ilustruje nastepujacy przykiad.

PRZYKEAD 4.3
Niech Z bedzie nieskoniczonym zbiorem formut

Z = {0<0, 0 & succ(@®), 0 < succueat@®@)),..0 0 & saoc0),...}
i niech a bedzie formula postaci

=1 begin x = 0; while 0 < x do x = succ(x) od end true

Formalny dowo6d formuly a ze zbioru Z przedstawiono na rys. 4.3. Zauwaz-
my, ze wszystkie galezie drzewa dowodu sg skonczone, ale dla kazdej liczby
naturalnej na, istnieje w tym drzewie galaz o dlugosci n. K|

Sprawdzenie, czy dane skonczone drzewo etykietowane formutami jest
dowodem formalnym pewnej formuly, jest zadamiem do$¢ prostym. Zaréwno
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0 < SHEa) (e 1= 0)0 < sus6ECE)

0<a0 (¢ := 0)0 < suee(x) G 70X £5 = :uBdCEI0Y)Q suaneoCx)

GeE®hex (0K eapOR) 0 X : 0o = 9@ Hpx) 0 £ X

- Gx: =00} whileo B< = X€lor % == me ) o@d e ) Rys. 4.3

zbi6r aksjomatéw, jak i regut wnioskowamia zawieraja skonczoma liczbe
schematow. Postepujac zgodmie z definicja dowodu (por. definicje 4.3)
mozemy wykazac, ze dany zbior jest lub nie jest dowodem pewnej formuly.
Zupelnie innym jednak zagadmieniern jest zbudowamie dowodu pewnej
formuty, nawet przy zalozeniu, ze ten dowod istnieje. Z samej postaci formuty
trudno wywnioskowa¢ (lub jest to zupetnie niemoZliwe) jaka jest strukfura
drzewa dowodu, jakie aksjomaty sa w tym przypadku istotne, czy nawet, jaka
reguta postuzyta do wywnioskowania danej formuty. Ponadto, jedna formuta
moze mie¢ kilka catkowiicie roznych dowoddw. Proces tworzenia dowodu
jest procesem tworczym, wymagajacym od autora wiele pomystowosei,

System formalny, ktory przedstawiliSmy w tym punkcie tzw. system
Hilberta, nie nadaje si¢ do automaityzacji procesu dowodzemia. Istnieja
jednak inne systemy formalne logiki algorytmiczmej, ktore pozwalaja na
mechaniiczne, przynajmniej w pewnym stopniu, twotzenie dowodw. Takim
systemem jest aksjomatyzacja typu gentzenowskiego, ktota przedstawimy
w dalszej czeéei rozdziatu.

DeriNICIA 4.4

Jezeli formuta a ma dowod ze zbioru zatozen Z, to piszemy Z i~ a. Jezeli @ ma
dowod wykorzystujacy jedymie aksjomaty systemu, to piszemy k- i for-
mule & nazywamy twierdzeniem logiki algorytmicznej. Funkcje C:2F > 2F
taka, ze dla dowolnego zbioru formut Z, C(Z) jest najmmiejszym zbiorem
zawierajacym Ax w Z i zamkmigtym ze wzgledu na reguly wnioskowania ze
zbioru Rw, nazywamy opetacja syntaktycznej konsekwencji. Jezeli #&CY((2)),
to powiemy, ze & jest syntakiyczna konsekwencja zbioru Z. |

Z przyjetych definicji wynika wprost nastepujaca charakteryzacja ope-
racji syntaktycznej konsekwencji.
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LxMAT 4.1

Dla dowolnych zbioréw formut Z, Z,, Z, zachodza nastepujace wlasnosci:

(1) jezeli Zj < Z,, to C(Z) =C(Zy);

() 2 @),

(3) C(C@) = C(2);

(4) dla dowolnej formuly a, Z k- a wtw a e C(Z).

Inaczej méwiac, jezeli formuta a jest konsekwencja zbioru Z, to a jest
konsekwencja kazdego zbioru wigkszego niz Z (wlasno$¢ te nazywamy
monotomicznestiz operacji komsekwengjji)). Kazda formuta nalezaca do zbio-
ru Z nalezy réwniez do komsekwemncji tego zbioru. Ponadite, konsekwencje
zbioru konsekwencji C (Z) sa juz zawatte w zbiorze C (Z) (tzn. zbior C (Z) jest
domkniety ze wzgledu na swoje komsekwengjg). Ostatmia wiasno$é (4)
Nwiardza réwnowaznosé pojeé ,byé komsekwemeja zbioru Z"” i mie¢ do-
wod formalny oparty na Z”.

Waznym i wielokrotmie w dalszym ciggu uzywanym, bedzie nastepujacy,
natychmiastowy wniosek z lematu 4.1. ]

LIMAT 4.2

(1) Jezeli a jest twierdzeniem rachunku zdad, to jest twierdzeniem logiki
algorytmicznej.

(2) Jezeli a jest twierdzeniem logiki klasycznej, to jest twierdzeniem
logiki algorytmmiczmne;j. |
DEFINICIA 4.5

Jezeli dla dowolnego zbioru formut Z z tego, ze dla wszystkich idl, I e M,
a,e C(Z) wynika, ze f# e C(Z), to schemat

agjielll a N
B

bedziemy nazywaé wtoma regufa wnioskowamiia. |

Przykladem wtornej reguly wnioskowanmia jest wiec schemat

(a v =639 L
(por. przykiad 4.2). Dalej przedstawimmy inne przyklady regut wtdrnych.
Reguly te pozwola w duzym stopniu uproéci¢ formalne dowody twierdzef.
PRZYKEAD 4.4

Dla dowolnego ieNN oraz dowolnych: formuly otwartej y, formuly a i pro-
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gramu M, nastepujaca formula jest twierdzeniem logiki algorytmicznej
AL (7}

(if y then M fi)( =1y yWobiiy)A)ap-whikily daidibdd a (4@1)
Dowdd przebiega przez indukeje ze wzgledu na i. Dla i = 0 mamy

= (=1 ywelbkyly) A)ap-whileite doddINdod a

na mocy aksjomatow Ax21 i Ax3. Przyjmijmy f = (=L ysodk() rup) taktbaryy
(zalozenie indukcyjne), ze

(if y then M fif'fi = while y do M od a
Na mocy aksjomatu Ax20

- Gf y then M £5)** 18 = ok () A((fyAMififyythieen NAfiD' B i) v
(-0 y A @ y then M fi)h))

Stosujac do zalozenia indukcyjnego regule R2 oraz korzystajac z aks-
jomatow AxI-Ax4 (por. przyklad 4.14) otrzymamy

= (y Adk(@) AN ifyythean NI i) BP>£pApI(pkAYY I whilerhiktoy Mook o} 2))
Ponadto, na mocy Ax20

- (<iy Aok(y)AGf y then M fi) fi) =( (Ryyvoli(y o)
Zatem na mocy aksjomatow Axl, Ax5-Ax9 (por. przyklad 4.2)

+ Gf y then M fi)*“PB = (ok (@) Ay "M hiliteyyddoM/oddod)v = yA)3H)
Czyli ostateczmie na mocy aksjomatu Ax21
- (if y then M )" = whille y do M od &

Na mocy zasady indukcji matematycznej udowaodniliémy, ze formula postaci
(4.1) ma dowod dla dowolnej liczby naturalnej i. K|

PrzwkiaAD 4.5

Dla dowolnego zbioru formut Z, zbiér C(Z) jest zamkmiigty ze wzgledu na
nastepujaca regule wtorna zwana regufa niezmiennika:
(a =>Ma)
((@a Awiliille y do M od true)=wilile y do M od @)

gdzie ajest dowolng formuta, M dowolnym programem, a y dowolng formuta
otwarta.

Pokazemmy, ze jezeli przeslanka tej reguly jest dowodliwa w AL, to
whiosek tez ma dowdd. Regula ta jest wygodnym narzedziem do dowodzenia
wiasnoéci programéw iteracyjnych.
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Niech
24— (@ =>Ma) @2

Pokazemy przez indukcje ze wzgledu na i, ze formula

((= Ailf  then M fi‘( =Lyyroéi(()))=whiliteyyddoM/oddog) (443)

ma dowod formalny ze zbioru Z w logice algorytmicznej. Oznaczmy przez IE
program if y then M fi i przez WH program while y do M od. Na mocy
aksjomatow Ax2, Ax21 i reguly modus ponens

- (& A ok (v) A —up)=WHil))

Zatem dla i = 0 formuta (4.3) jest udowodniona.
Zalézmy (zalozenie indukeyjne), ze dla pewnego j
Z i (o TEY( —mryrolskey)) =ikt )

Na mocy aksjomatu Ax20

H TEFEh y Ackdy) = (ek(y) A= MARL Gy p /R v
v =HyAIEE C+h ypalog )

a na mocy Ax5 i zatozenia (4.2)
2+ (e AIFP* Y=y anok(y) =
={ OO (Mot 2 MNEEFE G 5Ly ok G G90M))

Stad i z aksjomatu AxI®, zalozenia indukcyjnego oraz udowodnionej
w poprzednim przykfadzie formuly (4.1) otrzymujemy

24— (e AL (= LyynobK(y)) =

= (AN Wby A 7))
N2 mecy aksjematy Ax31 mamy

A (@A TF Coysobiphhre W

a zatem formuta (4.3) zostala udowodniona dla dowolnej liczby naturalnej i.

Zastosowamiie aksjomatu Ax8 pozwoli nam przeksztaficic formule (4.3)
do postaci wymaganej w coaregule R3, po zastosowamiu ktorej otrzymujemy

Z k- (WH true = (a => WH @)
Stosujac jeszcze raz aksjomat Ax8 otrzymamy
Zh (@™ wwliike y do M od true) =>while y do M od a)

co nalezalo udowodmic. I
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PrzykEAD 4.6

Niech a, § beda formulami otwartymi, wtedy dla dowolnego programu
K nastgpujacy schemat jest wtorna reguta logiki algorytmicznej:

(9 =4B) (olokD)y=>k(ap))
while p do K od true = while adio i adithue

PDowop

Pokazemy, ze dla dowolnego zbioru formut Z i dowolnych a, fi, K, jezeli

Zi- (c=>p) araz Z H (@k(®)=vkokfix)otownivssde kreggytymemad alwdd dzeze
zbioru Z.

Z '+ ((ok (B) =>kko()) {Z@im?ﬁk}
Z - (= fp=>lo) {famthumedk zzten, z2dedreried)
Z H (1P A ak ((B))=>whitkéoadiokk oddtined) {21 iAXRA3}

Zalézmy (zatozenie indukoyjne), ze dla pewnego i
Z +— iff e B fif( =1 foro 6K AP )y=whibéle dods ddstieue
Niech IF = if § then K fi oraz WH = while a do K od wtedy
H if f then K * (=1 p Acik (B)) =>
=>{(Q(RPI At p BEYE= BP0k ORIR) KK (HF 6-A pIABR ) | A xpaK20}
K (-4 B AGKBINATR - B BIAIBIFY) ok () (PKATIR( ' A BABNIRY)) =>
2 (PAGKERH () v BAOKIEIAA K (IF(3 pASK(®)))  {AXS il Fegula widy=
na por. przykiad 4.2}

Z - (1B A okih) v B A ok(E) AK (IF'(-1P Adk(B)) =
= (-1 AdK(EW P AGKPINKK W)  {{zzaddozataainddikksyiegoo,
reguly R2 i reguly wtornej przedstawionej w p. 4.7 na rys. 4.5}

Ale

ke (=i ew s /AR WIHHEme) )= (o v = a8 ph K IAHr ey w a A R A
AK (WH true))

skad na mocy praw rachunku zdan mamy
Z 4 (ok (BY A (= PrAH(TFF( (0o B))) 1-=>
={ Q@M P At vl (W Eltrie)ie)))
Z H (ok (8) A (i@ v @ AKK(WHHttuE)) = WiHHtHee {pa2l}

Z przedstawionego ciagu twierdzen na mocy aksjomatu Axl i reguly modus
ponens otrzymujemy
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Z - if pthen K fi' "' (8 A ok (B)) = while 2 do K od true
Zasada indukcji pozwala wiec wywnioskowa€, ze dla dowolnego i
2\hipf B then K fi'( =1 A ok (B))=-whibéle dodk kdotirueue
Mlijd na mocy reguly R3 mamy ostatecznie
Z + while f do K od true = while a do K od true K

Twierdzenie o petnosci logiki algorytmicznej 4.3

W tym punkcie uzasadmimy wybor aksjomatow i regul wmioskowania.
Pokazemy, ze system formalny logiki algorytmicznej jest zgodny z przyjeta
wczesniej semantyka. Nie pozwala on udowodmi¢ formuly falszywej, czyli
wszystkie formuly, ktére maja dowod, sa prawdziwe. Co wiecej, wszystkie
formuly prawdziwe maja w tym systemie dowod formalny.

LiMAT 4.3

Wezystkie aksiomaty systemy AL () s RrIQIR ;.

Rowsp
(1) Rozwazmy aksjomat Ax18 w przypadku, gdy x jest termem, y jest fimmnmula
otwarta, a x jest zmienng imdywiduowa

(= 1)y = @xin) Ack(@)

Niech A bedzie ustalong strukturg damych, a v warto$ciowamiem. Przypo-
mnijmy najpierw, ze formula ok (%) jest spelmiona przez wartosciowanie, jezeli
tylko nalezy ono do dziedziny funkcji 7, (por. p. 2.4). Mamy zatem

Ave=(y(YT) Aok (@) wiw weDom(@) oraz A wi=y(X/7)

Poniewaz, vebDoWi(r) jest warunkiem komiecznym i dostatecznym na to by
istniato obliczenie skoficzome, udane programu (X:= 7), a ponadto, dla v’
takiego, ze v'(x) = ()

AviEy(m) witw A0 E=pYxXK)
wig¢c ostatecznie

Aves(x=1y() wiw A we=(ly(sm) k(@)
(2) Rozwazmy aksjomat Ax21 postaci

while vdo M od a = ok (v) A (=it w (6va8 (vhtileewdin N aah)))
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Pokazemy, Zze niezaleznie od formut y, a i programu M przedstawiona
formutla jest spelniona przez dowolne warto$ciowamie v w dowolnej struk-
turze danych A.

A,vi=whileydoModa wtw
istnieje udane, skonficzone obliczenie programu while ydoM od, ktérego
wynik spelnia @ wtw

(na mocy lematu 3.1) istnieje ie N takie, ze dla j < i ve Ddemi(MY%)
i A, viN My Adk((y) araz A\, wkE=M'(=lyrobi()Nak) wivew

Aok (1y Aokl) A@), albo istnieje i# 0 takie, ze dla j<ii—1
A,vi=M(M¥) oraz A= M(M'{hyAok(y) A4)), veDDom(M,) i
M,(v) e Dom (MY %)  wtw

A, Gi= (<iy Aakdp)Ac) altm weDomiiM,) ii isstitgie ii O tekie, 72 dia
j<i, My)ebom(M)) omz ANW)=MpAck(®y) dla j<i i
A, My(v)EE M{TyAok(y)Aa) wiw

AvN (yyAok@)Ac) lubb  AofyAok(y) amaz  welDom(N,)
i A, My(@) = whileydoModa wittw

A, v = (ok (v) A (=i Mwhild adAod))))
Dowdd lematu w pozostaftych przypadkach przebiega podofbmie. K|
Udowodmniomy lemat stwierdza, ze kazdy aksjomat systemu AL (n) jest
schematem formut prawdziwych w kazdej strukturze damych. Nastepnym

krokiem bedzie pokazamie, ze kazda regula systemu AL(m) prowadzi od
formut prawdziwych do formut prawdziwych.

LEMAT 4.4

Dla dowolnej reguly wnioskowamia systemu AI({f) postaci (Z,a) i dla
dowolnej struktury danych A, jezeli Al= Z, to A= a.

PowdD

Dowdd polega na sprawdzemiu, ze dla kazdej reguly prawdziwos¢ przeslanek
pociagga prawdziwo$¢ wniosku.
Rozwazmy regule R2

(Ma = Mff)

Niech (a = fl) bedzie formuta prawdziwa w A. Przypu$¢my, ze dla pewnego
warto$ciowamia v

/10
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A, v8= Ma
Wynika stad, ze ve Dom (M,) oraz A, M,(v) &= a. Na mocy zalozenia o praw-
dziwosci przestanki rozwazanej reguly, mamy A, M,(v) &= fi, a zatem

A,Dt= Mfi

Poniewaz v bylo dowolnym wartogciowamniem, wiec Al= (Ma=> M), co
nalezalo pokazac.
Rozwazmy regule R3

{K (if y then M f){(=iyrodl(ynap=$ fiden
(K (while y do M od @) = fi)

gdzie y jest formuta otwarta, a, fi sa dowolnymi formutami, K, M sa
dowolnymi programamii. Niech A bedzie struktura damych, a v wartos-
ciowaniem takim, zZe

AvE K (whileydoModa) i mon A vi=fi

Stijd na mocy lematu 3.3, istnieje takie ie N, ze
A, K@) i (if y then M fi){(=1y Acdk({))od)

i w konsekwencji
A, v &= K (if y then M fifif (1 y Ak ({y))»)

Poniewaz, na mocy zalozenia non A, v k= fi, wigc istnieje takie ie N, Ze
non A, v k= (iffytteanNUTY (- AklleXy) o & B fi)

Zatem i-ta przeslanka rozwazanej reguly nie jest prawdziwa. DowiedliSmy
w ten sposob, ze jezeli wszystkie przestanki reguly R3 sg formutami
prawdziwymi w struktutze A, to i wniosek jest formulg prawdziwg w A.
Rozwazmy regute R5

{((fe=M (K'9)} v
(A=>M(P)Ka))
Zatézmy, ze dla kazdege ie N,
Al= (=M (K')
i przypusémy, ze dla pewnego warto$ciowania v

Ave=fi i nonA,viE M(fiKa)

Stad albo warto$ciowanie M,((») jest nieokreslone albo jest okreslone i na
mocy definicji kwantyfikatora iteracji (por. p. 3.5) istnieje takie n 2 0, ze
non A, My(v) 8= (K"a). W obu przypadkach

non A, DEHfi=>NI(K<))
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co przeczy przyjetemu zalozeniu.
Rozwazmy regule R7

(B=>(Vx) a(x))
Niech A &= (f = a(®)) ii przypusémy, Ze din pewnego wertosctiowania
Aw+= P oraz nos A, vk (Vx) a(x)

Na mocy definicji kwantyfikatora V (por. p. 2.4) istnieje taka warto$¢
a zmiennej x w A, przy ktorej

A v, B= m1a(x)

PomiewaZ zmienna x nie wystepuje w spos6b wolny w formule fi, zatem
A, v; = B- Wynika stad, ze

non A, vi N (=4 %))

co przeczy zalozeniu, ze przestanka rozwazanej reguly jest prawdziwa przy
dowolnym wartosciowaniu.
Analogiczny dowod w pozostatych przypadkach pomijamy. K|

Podsumowaniem dotychczasowych rozwazan jest twierdzenie 4.1. Nosi
ono nazwe twierdzamin o sfusmaitii akkioraiyzaci.

TwiERDZENE 4.1

Dla dowolnej formuly a i dowolnego zbioru Z, jezeli a ma dowdd ze zbioru Z,
to a jest prawdziwa w kazdym modelu zbioru Z, krotko

7% imphktje Zm4
bowsg

Z zalozenia Z t a wynika, ze istnieje dowod formalny <D, d) formuly a ze
zbioru Z. Niech A bedzie dowolnie wybranym modelem zbioru Z. Zauwaz-
my, ze jezeli na poziomie n drzewa dowodu <), d) wystepuje formula, kidra
nie jest prawdiziwa w A, to na mocy lematu 4.4 w zbiorze formul-przestanek
reguly uzytej do jej wywnioskowanmia istnieje formula, ktéra rowmiez nie jest
prawdziwa w A. Zatem, jezeli na poziomie n drzewa dowodu istnieje formula
B, taka, ze non At= f7,, to na poziomie n+ 1-szym drzewa D istnieje formula
Bawiinomn AN 5. ... Ponadto wierzchotki, ktorym sa przypisane te formuly,
sa polaczone krawedzia. Stad, gdyby nonA N a, to w drzewie dowodu D
istnialaby galaz taka, ze wszystkie formuly przyporzadkowame jej wierz-
chotkom nie bylyby prawdziwe w A. W szczegdlnodei, formuta przypisana
liSciowi na tej galezi nie bytaby prawdziwa w A. Sprzecznoé¢, poniewaz
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fermuta przypisana liSciowi musi by¢ albo aksjomatem, albo musi naleze¢ do
zbioru Z, a wigc musi by¢ prawdziwa. Struktura A byla dowolnie wybranym
modelem zbioru Z, wiegc mamy Z i= a, co nalezato udowodmic. K}

Jedna z komsekwencji udowodmiomego twierdzenia jest wlasmost® nie-
sprzeczmitii systermu formalnego AL (u). Nie istnieje bowiem formuta algoryt-
miczna taka, ze zarOwno ona, jak i jej negacja maja dowéd formalny w tym
hystamie. Gdyby formuta taka istniala, i gdyby np. ecbytéattdics fdormulig ttonaa
mocy twierdzenia o stuszno$ci aksjomatyzacji byloby

AviEa oraz nonAvi=a

dla dowolnego wartosciowania v w dowolnej strukturze A. Czyli formula a
mialaby rownoczesnie wartos¢ 0 i 1 przy tym samym warto$ciowamii, co nie
jest mozliwe, bo kazda formuta (por. p. 2.4 i p. 3.3) wyznacza w zbiorze
wartosciowan pewna funkcje.

Twierdzenie o stusznosci aksjomatyzacji mozemy wypowiedziec w nastepu-
jiicej formie:
jezeli formuta & wynika syntaktyczmie ze zbioru Z, to wynika ze
zbioru Z semantycznie.

System AL(fz) umo#liwia wigc dowodzemie tylko formul prawdziwych.
Powstaje pytamie, czy wszystkie formuly prawdziwe maja dowoéd w tym
Nyttamie. Nastepujace twierdzenie, zwane twierdzamésm o pefnostii, daje
odpowiedZ na to pytanie.

TWIERDZENIE 4.2

Dla dowolnego zbioru formut Z i dla dowolnego formuly algorytmicznej o,
Z}= a wtedy i tylko wtedy, gdy Z i~ a. |

Ze wzgledu na objetosé tej ksiazki, jak i na jej przezmaczemie, trudny
i dtugi dowod tego twierdzenia pomijamy. Zainteresowamych odsytamy do
pracy [40]. Zwracamy uwage czytelnika na p. 4.7, w ktorym znajduje sie
dowdd twierdzenia o petlno$ci logiki algorytmicznej dla nieco innej aks-
jomatyzacji.

W nastepujacym przykladzie przedstawiamy zastosowamie twierdzenia
o pelnosci. Wykazemy, ze istnieje dowod formalny pewnej formuly pokazujac
jej prawdziwos¢ w dowolnej strukturze danych.

PrRzykeaAD 4.7

Niech K &nK (o) =0 (por. p. 3.3) dla pewnej formuly a i pewnego
programu K. Wowczas formuta

/107
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Kat = (ot AKtrue)

jest twierdzeniem logiki algorytmiczne;j.
Rzeczywiscie, dla dowolnej struktury A i dla dowolnego wartosciowania v

AveEKa witw Avi=Kitmume i A Ky )E=a

Pomiewaz na mocy zalozenia zmienne, ktére moga ulec zmianie w wyniku
obliczenia programu K, nie wystepuja w formule a, zatem a,(Kyy(@)) = @y(v).
W konsekwencji, dla dowolnej struktury A mamy

A = Kat = (@ AKtrue)
Stad na mocy twierdzenia o pelnosci otrzymujemy
Kot = (a AKtrue)
Wynik ten, przedstawiony w postaci reguly wmioskowania

Ktrue

ﬁ gdzie V. (Ko F@ =19 @4
daje wygodne narz¢dzie do dowodzenia wlasnosci programow., O
daje wygodne narzedzie do dowodzenia wiasnosci programéw. .

PrzZYKEAD 4.8
PRZYKLAD 4.8

Wykazemy, 76 dla dowelnych K, M takich, 26 F(M) @ E(K) = 9
- K (Ma) = M (Ka) K|

DPowoD

Niech x bedzie dowolns zmienna, v dowolnym wartoSciowamiem, a A struk-
tura danych. Jezeli xe F((K)), to x ¢ F(M), a zatem

KW )X = Kx(oHx) = M@ 40) ()
Jezeli xA\VK), to
KM gko)kz) = M(2) (x) = M (K40)) (%)

Stad, dla dowolnej zmiennej x, wartosciowamia K. (W) i M (K 0))
pokrywaja sie. W konsekwencji

A, u(E= K@) = A, dN M (Ka),
a wiec na mocy twierdzenia o petnosci + K (Ma) = M (Ka). K|

Podsumowujac rozwazamia tego punktu powtdrzmy jeszcze raz, ze
formuta jest twierdzeniem logiki algorytmicznej wtedy i tylko wtedy, gdy jest
tautologia i ponadto, wynikamie semantyczne pokrywa si¢ z wynikaniem
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Ayt it ey SSxsttam féarmred by ANL (7)) unmaidiiwies wilker ZzamiEnme s$0seowas-
nie metody semantycznej sprawdzamiia, czy formula jest twierdzeniem, z me-
lodii symtaktyczna.

Niestety, jak juz zauwazyliSmy, konstruowamie dowodu formalnego nie
jest czynnoécia mechamiczng i nie jest wcale czynnosicim tatwa. Tym bardziej
7e w zestawie regul wnioskowania istnieja oj-reguly. Postawmy wiec pytanie,
czy aj-regula jest rzeczywiscie potrzebma? Czy nie mozna osiagnaé tego
awemego celu, tzn. pelnej charaktenyzacji zbioru formul prawdziwych, za
pomoea systemu aksjomatycznege, w ktérym nie ma regul z nieskoriczona
iloscia przestanek?

Przypusémy, ze system taki istnieje i oznaczmy go przez X. Pamigtajmy,
ze zasadmicze zalozenia, jakie narzuciliSmy na ten system, sa nastepujace:

(Z1) wszystkie reguly systemu sa skoficzone;

(Z2) zachodzi twierdzenie o pelnosci (VZ) (Vo) Z rax = ZIN «.

Nieeh Z bedzie zBierem formut pestaei

{(x:=0)0 < x, ., (x = 0)((x := suce (x))'0 < x),...}
a a formula

=i (x = 0)(while 0 £ x do x == succ (x) od true)
Zauwazmy, ze Z = a. Zatem na mocy zalozenia (Z2) mamy Z |- a, tzn. a ma
dowod ze zbioru Z w systemie X. Zbior Z jest wprawdlzie nieskonczony,
jednak dowod formalny formuly a ze zbioru Z w systemie X jest skoriczony,
poniewaz wykorzystuje tylko reguly o skonczonej ilosci przestanek (Zl).
Zatem istnieje podzbior ZycZ zlozomy tylko z formul wystepujacych
w dowodzie formuly a taki, ze Zy, — a. Wykazemy teraz, ze jest to niemozliwe.

Rozwazmy dowolny skonezony podzbior zbiofu 2,

Zj = {((x:= 0)(x:= sucec (x))'0 < X}ies

dla pewnego skonczomego podzbioru I zbioru liczb naturalnych.

Niech A bedzie struktura danych taka, ze uniwersum systemu A jest zbior
liczb naturalmych N, interpretacja succ jest operacja nastgpnika w N,
interpretacja O jest stala zero, a interpretacja relacji jednoczionowej 0 < jest
relacja (0 <). okre$lona nastepujaco:

(0 £ )4(n) = true wtw nel
Dla dowolnego wartosciowania mamy

(= 0) (x = suce (x))' (0 < x)\®) = (0 nsuaei @) = (0 <)@
czyli

Avee(x=0(x=suc(®))0<x wtw lel

Tak wige struktura A jest modelem zbioru Z,. Pomiewaz I jest skoficzonym
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podzbiorem zbioru N, to istnieje liczba naturalna j taka, ze non jel. Dla
takiego j mamy

non A, v = (x := 0)(x := suec (X))’ 0 & x

Zatem program begin x := 0; while 0 < x do x = suec (x) od end ma skoriczone
obliczenie i co za tym idzie non Al= a.

WykazaliSmy, ze jesli wybierzemy jakikollwiek podzbior skoficzony Zg
zbioru Z, to znajdziemy model zbioru Z,, ktory nie bedzie modelem for-
muly o W konsekwencji mamy monZg k= oaxSppreeznusts kittiootzyymaiisnyy,
dowodyzi, ze nie jest mozliwe znalezienie systemu formalnego X tak, by
zalozenia (Z1) i (Z2) byly speinione réwnoczesnie.

Regula cp, chociaz niewygodna w uzyciu, pozwala udowodmi€ wiele
innych regut wnioskowamia, tzw. regut wtornych (por. definicje 4.5), ktore
umozliwiaja dowodzenie wlasno$ci programéw juz bez uzycia dpueguly.
Przedstawiamy tutaj przyklad takiej pozytecznej reguly wtornej.

PrzwkiAD 4.9
Nastepujacy schemat jest poprawmag regula wnioskowania w logice algoryt-
micznej:
K] true, K, true
while ydo M od @ = while ydwK . : M; K, @i

gdzie y jest dowolng formufa otwarta, a dowolng formuta, a K5 Kj,
M programarmi takimi, Ze

IEI){Tn EM{/vaO? g gras %ﬂ%Z)QE{My\\f%

i
o

Dowdép
DOWOD

Niech Z bedzie dowolnym zbiorem formul. Jezeli Z - K, ttune, to na mocy
reguly (4.4) mamy

Z (y = KyY)
Stosujac regute R2 do tego twierdzenia otrzymamy
Zi= (K (M) = K, (M (K2)))
Podotmiie, jezeli Zh— K, true, to na mocy reguly (4.4) mamy
2+ (My = Kj(Miy))
Laczac te dwa twierdzenia otrzymamy na mocy AxI
Z (My = beginK,; M; K, endy)
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Analogicznie otrzymujemy
Z - (M (71 y Adk (@) Aogti==begini Kig, MYKK ereb | ( A AkclyXy) #))o0)

Przyjmijmy jako f formule (=iy Aak(y) Aod). Wta mogy adlsjponatow AX k+-
AN 1 rrezamy waywanieskowaé, Ze

Z - (y Aahdy) ANIBY) W( (=iiy APoblEy N ) ==
= (y Aok (y) A K (MK, B)) v (-11y A ok (y) A B)

i nna nnoegy akisponad tu AX20
Z+ ifythenM fifi = ifythen K ; M; K, fi£

Mifioste rozumowamie indukcyjne pozwala udowodmi€, ze dla kazdej liczby
naturalnej i

Z p- (if y then M fi)’ = (§f  dinemn K ; ML K, fii))' b

(zauwazmy, ze wobec przyjetych zalozen P (K,)m F(M/P) =0 oraz

KalKahn F(MT7f) = 0). Sttad na mocy reguly R3 oraz whasnosci (@.3) atrzy-
mujemy

Z1— whileydo M od a = whileydoK.:M;K; oda

Wiele réznych przykladéw zastosowania udowodmionej reguly znajdzie
czytelnik w nastepnym rozdziale. K]

PrRzYKEAD 4.10

Niech Z bedzie dowolnym zbiorem formut i niech y, 5§ beda formutami
otwartymi takimni, Ze

2\Hy6>8)9)

Niech K, M;, M; beda dowolnyrmi programanmmi, a & dowolng formuta oraz
()N V{8) = 8. Wtedy nastepujaca formula jest konsekwencja zbioru
formut Z:

while y do M {jifc) then K fii; M; od 2 = wiiileey do M | ; K; Ml odi2

BowoOD
Na mocy wiasnosci udowodniomej w przyktadzie 4.7 mamy
Z- W, = (6 A M, true) Zp My 19 = (=19 A MLy, true)
a na mocy zalozenia
Zi- YASp=y Z k- (yA=ig) = frellee
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Oznaczmy przez M program begin M;; if 8 then K fi; M, end oraz przez M’
program begin M7; K; M, end.

Niech ponadto P oznacza dowolng formufe. Wtedy formuta
iffthen M fi g
jest rownowazma, kolejno, nastepujacym formutom:
ok (7) A (7 A M) v (-2y A B)
okif) A (7 A Mi(8 A K (M5 B) v =i AM; B) v (<17 A B)
ok(@) A (7 ABHM (KM Y G A8 M NMAVR) R)] 7 AR p))

ok (7) A ((F AMIB) v (=17 A B)
if 7 then M’ fi B

Przeprowadzajac oczywiste rozumowamie indukcyjne, otrzymamy dla kaz-
dego i,

24— (£ 7 then M i) (=7 Pob(Tvad)==(iffy thoarMAFIY (3 1vaolokyl7) A)a)
Na mocy wiasnosci (4.3) oraz reguly R3 otrzymujemy ostatecznie
Z i+ while ydo M od @ = while 7do M’ od @
Nastepujacy schemat jest zatem poprawms regufa wnioskowania
=>9)
while 7do M ;; if § then K fi; M; od a = while 7 din M/} K;; Nl @dba

rzy zalozeniu, ze V, (M) V (d) = 0.
grzg/, zatozeniu, ze F%Utt((Mlg rV(s) ) = 0.

.

Przykrap 4.11
PRZYKLAD 4.11

Nastspujsce schematy g preykladami prostych regul widrmyoh, kigryeh
dowed nis Wymaga zastosowaniz «-reguly:
(e=> (@k () ~17))
(2 A7 tivem M fii B)= (6a0D)
(a = (ok () A =17))
(a A wilhille;7dtoN asti/B)= (¢ 43p)

gdzie 7 jest formula otwarta, a, f sa dowolnymi formulami, a M jest
dowolnym programem.

DowoD
Jezeli formuta (a = (ok (¥) A =4J) ma dowod z pewnego zbioru formut Z, to
na mocy aksjomatéw Ax2 i Ax7 formuly

4112
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(2 A )= (=wy A ohdrlyd))
oraz,

(@Af) = (-tyAok(P)AaAp)
majg dowod. Wynika stad
Zi- (a A ok() A (7 AMEW =y AB)= (@AR)

gdzie 6 jest dowolna formula. Przyjmujac we wzorze jako 6 raz formufe fi,
u raz formute (while y do M od i) oraz korzystajac odpowiednio z aksjomatu
Ax20 lub Ax21 otrzymamy

2+ (a AiifMthiear M/ B y=(4O\E)?)
Z I (a AwlhilleydioM o §)) = (@ AB) fi) K]

Twierdzenie, ktére zamierzamy udowodmi¢ na zakoficzenie tego punktw, ma
duze znaczenie dla lepszego zrozumienia czym jest proces tworzenia dowodu.

FWIERDZENIE 4.3
Dla dowolnych formut a, fi i dla dowolnego zbioru formut Z
Zu {a}—pfi wtw  Zhk ((Vx) a(x)=>p)

gdzie x jest zbiorem wszystkich zmienaych wolnych wystepujacych w for-
mule a.

Powo6p

Udowodnimy jedynie implikacje ,,=>"

Dowdd implikacje odwrotmej, polegajacy na zastosowamiu reguly modus
ponens, pomijamy.

Niech A bedzie modelem zbioru Z i niech dla pewnego dowolnie ustalonego
wartosciowania v,

A, B= (Wx)a(x)

Poniewaz warto$¢ formuly (Vx) a(x) nie zalezy od wartoéci zmiennych x,
wiec dla dowolnego v mamy

A, v = (Vx)ee(x)

Wynika stad, ze A jest modelem zbioru Z w {a}. Jezeli zalozymy, ze
Z w {a} i fi, to z twierdzenia o pelnoéci (4.2) otrzymamy
AR

W szczeg6lnosci A, vgl= fi.
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W konsekwemcji, kazdy model zbioru Z jest tez modelem formuly
(Vx) a(x) = £, tzn. Zl= (Vx) a(§&)=>£13Na mocy twitndizemia o peinodci

D+ (Vx)a(x)=p Ct

Jako natychmiastowy wniosek otrzymujemy nastepujace twierdzemie zwane
twierdkeevdem o dietivkcii.

TwWERDZANE 4.4

Dla dowolnej formuly , dowolnego zbioru formut Z i dowolnej zamknietej
formuly a

Zufa}t-B wtw Zdz=}P) [ |

Teorie algorytmiczne

Jezeli formuta jest twierdzeniem logiki algorytmiczmejj, to jest prawdziwa
w kazdej strukturze damych. Prawdziwo$C takiej formuly wynika wiec z jej
budowy syntaktyczmej, nie zalezy natomiiast od przyjetych warto$ci zmien-
nych czy wyboru interpretacji symboli funkcyjnych i relacyjnych jezyka.
Twierdzenia logiki wyrazaja zatem wiasno$ci niezalezne od struktury da-
nych. Zdarzajq si¢ jednak sytuacje, w ktorych chcemy lub musimy ograniczy¢
nasze rozwazamia. Czesto interesuja nas nie zdania ogélnie prawdziwe, ale te
prawdziwe w wybranej przez nas klasie struktur lub wrecz w wybranej
strukturze danych.

Wyboru klasy struktur mozemy dokomaC przez przyjecie pewnych
dodatkowych zatozen, ktore beda te klase charakiemyzowally. Jezeli chcemy
pozna¢ wiasnosci struktur uporzadkowamych, wystarczy przyjacjako dodat-
kowe zalozenia nastepujacy zbiér Z zdan

(Vx)x & x
(VX YL y Ay <xx=2xc = y)
Vx,y,2)(x L yAy L z=x < 32)

Zgodmie z przyjeta wcze$niej umows i twierdzeniem o pelnodci logiki
algorytmicznej Z h-ax oznacza, ze a wyraza pewng wlasno$¢ przystugujaca
kazdej uporzgadkowanej strukturze danych.

DErNacIA 4.6

Niech Aks bedzie niepustym zbiorem formul jezyka algorytmicznego L (i)
i niech #- bedzie operacja syntaktycznej konsekwencji wyznaczonz przez
aksjomaty i reguly wnioskowamia systemu AL({it). System T = <L(T) #-, Aks)

4.4



| [ ALGORYTMICZNE 4‘4/1 15

bedziemy nazywac teoviiy algongmigzaag, zbior Aks zas$ zbiorem aksjomatow
wpecyficznych teorii T. [ ]

Przykrap 4.12

Niech Ar bedzie zbiorem zlozonym z nastepujacych formut:

Arl =iucc(®) =0

Ar2 ((succ (x) = succ(y)=>x =)

Ar3 begin x := 0; while i x = y do x == succ (x) do end true
pilzie x, y sq zmiennymi indywiduowymii, succ jest funktorem jedmoargumen-
fowym, O jest stalg, a = rownoscia.

System £L(m), &, Ar) jest przykladem teorii algorytmiiczmejj. Zbior Ar,
wrtiz ze zbiorem aksjomatow rowmedci, tworzy zbior jej aksjomatow specyfi-
cznych. Teorig t¢ bedziemy nazywac arytmetyka liczb naturalmych. K]

bwrINicIA 4.7

Powiemy, ze struktura danych A dla jezyka L (#) jest modelem teorii
iI' == €L(fx), -, Aks) wtedy i tylko wtedy, gdy A jest modelem zbioru Aks, tzn.
(Voce Aks) A = a. [ ]

PreameAaD 4.13

Modelem teorii €L({#), &, Ar) jest standardowa struktura liczb maturalnych
N = €N, s, 0; =>. Operacja nastepnika s jest interpretacja funktora succ,
zero O jest interpretacja stalej 0, a identyczno$C jest interpretacja predy-
katu = (por. przyktad 3.13 oraz 2.21).

Rzeczywiscie, niech v bedzie dowolnym warto$ciowamierm takim, ze

iy )==nn Méaanmy wiegdgy
N,veEsucd(@® =y i nonN,vM succl)) =y dla j#n
Zatem

N, v = (x := 0)(x := succ (x))"(x = y)
oraz
NveE(x=0)(x=succ(¥))(x =y) dla j#n

Stad i z definicji semantyki programéw mamy
N, v = (x := 0) (while x % 3 diox = succ (X)od true)

Poniewaz v jest dowolnym wartosciowamiem, wigc formuta Ar3 jest praw-
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dziwa w N. Oczywiscie Nl=Arll, bo nie istnieje liczba naturalma, ktorej
nastepnikiem bytoby 0. Ponadto N |= Ar2, bo nastepmik succ w zbiorze liczb
naturalnych jest funkcja réznowaneiviows. Ostatecznie N jest modelem
zbioru formut Ar. K|

Jezeli teoria T jest oparta na pewnym jezyku z roOwmneécia L, to bedziemy
zaklada€, ze zbior aksjomatow tej teorii zawiera nastgpujgce aksjomaty
rownoéci (por. przyklad 2.19):

(Vx)x = x

(Vx,y)(x = y2>y = x)

(Vx,y,2)(x = y Ay = z=>x=12)

(Vx,y) (x = y Aokd(e (&) ok e())2apdx) =qe(Y))) dida peedP
(Vx,y)(x = y=>e(®) = o) dla ogP

i pamietajac o tym nie bedziemy ich za kazdym razem wymieniac.

Zbior przedstawiomych tu aksjomatow moze mie¢ rézne modele. Jednym
z nich, ale nie jedynym, jest struktura, w ktorej predykat = jest inter-
pretowany jako identyczno$é. Modele teorii z rownoécia, w ktorych réwnosc
jest interpretowana jako identycznoét, nazywamy modelamii wlasciamynii dla
pojecia rddwmasci.

T ERDZANE 4.5

Niech teoria T zawiera wsrod aksjomatow zbior aksjomatow rowmoéei Axeq
(uzyjemy tu symbolu eq zamiast =), charakteryzujacy pewien predykat
dwuargumentomy eq (por. p. 2.4).

Jezeli teoria z rowneodcia ma model, to ma model wlasciwy dla pojecia
rOwnosci.

PowoD

Zgodnie z rozwazaniami przeprowadzomymii w rozdz. 2 predykat eq wy-
znacza w A relacje kongruemcji (por. definicje 2.11).

Mozemy zatem méwi¢ o strukturze ilorazowej. Niech [a] oznacza klase
abstrakcji relacji w wyznaczona przez element a.

Niech dla dowolnego wartosciowania v w strukturze A, [u] oznacza wartos-
ciowanie w strukturze A/z takie, ze

[v}(x) = [w(x)] dla dowolnej zmiennej indywiduowej x
Ml@ =%©  dla dowolnej zmienmej zdamiowej q

Latwo zauwaiyC, ze dla dowolnego termu z i dowolnej formuly otwartej
y zachodiza nastepujace rownofci:
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W) = TandRl

Przez indukcje ze wzgledu na stopiefi komplikacji programu M i formuly
a mozna pokaza¢ (dokladny dowodd pomijamy), ze My(l) jest okreslone
wtedy i tylko wtedy, gdy My ([t]) jest okreSlone oraz dla dowolnego
warto$ciowania v takiego, ze M,(i) jest okreslone

[M ()] = Myy= ([v)
AvNo wiw Afz, [u] =

Rozwazmy dowolne warto$ciowamie v* w strukturze damych Ak~ oraz
dowolng formule [B3bedaca aksjomatem specyficznym teorii T. Wtedy, na
mocy powyzszej réwnowazmeizi, dla wartoSciowania v takiego, ze
t/(x)eu(x) dla dowolnej zmiennej indywiduowej x oraz v'(g) = v*(g) dla
dowolnej zmiennej zdaniowej g mamy

AyX+p - wiw
Poniewaz A jest modelem formuly {3, zstiam dite dowolnego warttekdoveania

v, Ay = [3WYyikikataidsze A Advdestmoddidemtdenii TTPPedsl kb bggesst

w tym modelu interpretowany jako identyczno$C, poniewaz zachodza na-
stepujace rownowaznosci:

(b M) wiw equad) Wiw ax b wiw [a] = [

WykazaliSmy wiec, ze struktura A/z jest modelem teorii T wlasciwym dla
pojecia roéwnasci. K

DErINICIA 4.8

Niech T = <L), &, Aks) bedzie teorig algorytmiczng. Kazda formute af,
ktéra ma dowéd ze zbioru Aks aksjomatdw specyficznych, symbolicznie
Aks - of, nazywarmy twierdzeniem teorii T. ]

Twierdzenie o pelnosci (por. twierdzenie 4.2) mozemy teraz wypowie-
dzie¢ nieco inaczej, stosujac przyjete definicje.

TwERDZENIE 4.6

Nastepujace warunki sg réwnowazne:
(1) formuila ofjest twierdzeniemn teorii T;
(2) formula a jest prawdziwa we wszystkich modelach teorii T. [ ]

Kazda teoria charakteryzuje klase struktur wyznaczomsz przez aksjo-
maty specyficzne, mianowiicie klase wszystkich modeli zbioru aksjomatéw

Witk
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specyficznych. Jest jednak jeden przypadek, gdy teoria nie wyznacza zadnej
specjalnej klasy obiektow. Teori¢ taka nazywamy Sprzeczng.

PeEriNIcIA 4.9

Powiemy, Ze teoria T jest niesprzeczna wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje
formuta a w jezyku tej teorii taka, ze roOwnoczeSmie a i =dasggj¢g)twwikies-
dzeniami. W przeciwnym razie teori¢ nazywamy Sprzeczng. |

Teoria, w ktérej mozna udowodmic jednocze$nie formule i jej negacje nie
jest interesujacym przedmiotem badam, gdyz mozna w niej udowodnié
wszystko (rys. 4.4).

(oRYsi60=> 3{Ax10} C(@ A —I0R) =>/8) =>OF =>(=1 or=>3))) {fads)

Rvs. 44

Z przyjetej definicji wynika, ze jezeli teoria jest niesprzeczna, to istnieje
formuta, ktora nie jest jej twierdzeniem. Odwrotimie, jezeli chociaz jedna
formuta w jezyku teorii nie jest twierdzeniem teorii, to teoria ta jest
niesprzeczna. Podsumowujgc te rozwazania dochodzimy do prostego spo-
strzezenia: teoria jest niesprzeczna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuta,
ktora nie jest jej twierdzeniem.

Woprost z definicji 4.9 wynika rowmiez, Ze jezeli teoria jest sprzeczna, to
nie ma modelu. Czy jest tez odwrotnie?

Jezeli teoria T ze zbiorem aksjomatow specyficznych Aks nie ma
modelu, to dla dowolnej formuly a, Aks N a. Zatem na mocy twierdzenia
o pelnosci Aks h-a dla dowolnej formuly a, czyli teoria T jest sprzeczna.
W ten sposdb otrzymalismy bardzo wazng charakteryzacje teorii niesprzecz-
nych — zwang twierdzmiéem o istwieniiu- modelu.

TavERDZINIE 4.7

Teoria algorytmiczna jest niesprzeczna wtedy i tylko wtedy, gdy ma model.
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i wwegin

I wiindtizzmie o itmieniu modelu uzyskaliSmy w sposdlh dbomantzmy z twir—
dzenia o pelnosci, nie mowiac w istocie jak taki model dla niesprzecznej teorii
/budowac. Najczesciej jednak sytuacja wyglada inaczej. Najpierw dowodzi
sy twierdzenia o istnieniu modelu, wskazujac jak mozna otrzymac model
{czesto dowod nie jest konstrukttyammy)), a potem za jego pomocgy dowodzi sie
twierdzenia o pelnosci dla niesprzecznej teorii. Glebsze rozwazania na ten
femat przekraczaja ramy tej ksigzki. Zainteresowamych czytelnikow od-

mylumy do pracy [45]. =

FWIERDZENIE 4.8

Dlii dowolnych struktur danych A, B i dla dowolnego zbioru formut Z, jezeli
A jest izomorficzne z B, to Al= Z wtedy i tylko wtedy, gdy B = Z.

Dowob

Niech h bedzie izomotfizmem odwzorowujacym strukture A na B. Dowod
twierdzenia przebiega w dwoch etapach, w ktérych dowiedziemy przez
Imdukcje, ze dla dowolnego programu M, dowolnej formuty & i dowolnego
waartoSciowania v w A, veDDowNIN] ,) wtw (h 8 v) e Do ((Mg) crtez

h(MAf)) = Mg(fisp) dla veDBmg (M,) 4.5)
Aulka wiw B hSuth & (#®)

Niech v bedzie ustalonym warto$ciowaniem w strukturze A. Rozwazmy
program postaci (x:= ). Na mocy twierdzenia 2.1

veDom(T,) wtw h¥eecDom(Ty) oraz h(T(M))=1kH D))

Zatem dla veDo(T,) 1 vy = (X=1),(®), v = (x:=71)g(h%>v) mamy
hew, = v,, co dowodzi wiasnosci (4.5) w przypadku instrukcji przypisania.
Niech M bedzie instrukcja warunkows postaci

if y then Mj else M, fi

i zalozmy, ze wlasnos$¢ (4.5) jest udowodniona dla programéw M. i M;.
Na mocy twierdzenia 2.1

A vk (yaok() wiw B howia (ysak(y)
A N3 meey zatezenia indukeyjnege dla j= 1, 2

bePom(Mia) Wiw  (ho05< Pom (Mig) i

h(W,Q()) = Mgtovy) dla  ve Dom(M )

as/119
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specyficznych. Jest jednak jeden przypadek, gdy teoria nie wyznacza zadnej
specjalnej klasy obiektow. Teorie taka nazywamy sprzeczng.

DrranicIA 4.9

Powiemy, Ze teoria T jest niesprzeczna wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje
formuta &« w jezyku tej teorii taka, ze roOwnoczesnie a i i@ s3 jej twimr
dzeniamii. W przeciwnym razie teori¢ nazywamy Sprzeczna. |

Teoria, w ktérej mozna udowodmi¢ jednoczesnie formule 1 jej negacje mie
jest interesujacym przedmiotem badan, gdyz mozna w niej wdowodnié
wszystko (rys. 4.4).

(eA=ia)=3{Ax10} (Cod—ia) => gl (e =>(-i@=>B)) {M8}

Rys. 44

Z przyjetej definicji wynika, ze jezeli teoria jest niesprzeczna, to istnieje
formuta, ktora nie jest jej twierdzeniem. Odwrotmie, jezeli chociaz jedna
formuta w jezyku teorii nie jest twierdzeniem teorii, to teoria ta jest
niesprzeczna. Podsumowujac te rozwazania dochodzimy do prostego spo-
strzezenia: teoria jest niesprzeczna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formutla,
ktora nie jest jej twierdzeniem.

Woprost z definicji 4.9 wynika rowniez, ze jezeli teoria jest sprzeczna, to
nie ma modelu. Czy jest tez odwrotnie?

Jezeli teoria T ze zbiorem aksjomatéw specyficznych Aks nie ma
modelu, to dla dowolnej formuly a, Aks I= ac Zatem na mocy twierdzenia
o petnosci Aks k- a dla dowolnej formuly e czyli teoria T jest sprzeczna.
W ten spos6b otrzymali$my bardzo wazna charakteryzacje teorii miesprzecz-
nych — zwana twierdzaméem o istmiemiy- rmodelu.

TwERDZENE 4.7

Teoria algorytmiczna jest niesprzeczna wtedy i tylko wtedy, gdy ma model.
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Uhwanea

IMwiierdzenie o istnieniu modelu uzyskaliSmy w sposob elementarmy z twier-
dzenia o petnogci, nie mowiac w istocie jak taki model dla niesprzecznej teorii
+Hhudowa€. Naijczesciej jednak sytuacja wyglada inaczej. Najpierw dowodzi
Wi twierdzenia o istnieniu modelu, wskazujac jak mozna otrzymaé¢ model
(czesto dowad nie jest konstrulkiyyamy)), a potem za jego pomecy dowodzi sie
twierdzenia o pelnodci dla niesprzecznej teorii. Glebsze rozwazania na ten
lemat przekraczaja ramy tej ksigzki. Zainteresowamych czytelnikéw od-
sylamy do pracy [45]. [ |

TWERDZENE 4.8

Djla dowolnych sttnulktur dznych A, B i diia dowolnego zbioru fianmud Z, jezeli
N jest izomotficzne z B, to A = Z wtedy i tylko wtedy, gdy Bi= Z.

Powon

Niech h bedzie izomorfizmem odwzorowujacym strukture A na B. Dowdéd
twierdzenia przebiega w dwoch etapach, w ktérych dowiedziemy przez
indukcje, ze dla dowolnego programu M, dowolnej formuty a i dowolnego
wartoSciowania u w A, veDDowNIN ) wiw (h S Beeom(M}p) oveaz

h(M(v) = Myftitvy) dla v eboniivly) (4.5)
A vik=ox witw BB /hvo wt=a (4.6)

Niech v bedzie ustalonym warto$ciowamienm w strukturze A. Rozwazmy
program postaci (x = z). Na mocy twierdzenia 2.1

veDom(T,) wtw hueeDom(Ty) oraz h(Tg(L))=1gtrry)

Zatem dla velBmg(T,) i v, = (X:=o)@), Vv = (X:=T)(hS) nmamy
hvp, = v,, co dowodlzi wiasnosci (4.5) w przypadku instrukeji przypisania.
Niech M bedzie instrukcja warunkowa postaci

if y then Mj else M, fi

i zalozmy, ze wlasno$¢ (4.5) jest udowodniona dla programéw M, i M;.
Na mocy twierdzenia 2.1

A= (yaok(y) wtw B, h3wi=(y A ok()

a na mocy zalozenia indukcyjnego dla i = 1, 2

veldoiNM;,) wiw (hovp®bom (Mig) i
h(Miy(@)) = Mig(h ©)) dida vesDoan(¥E4,))
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Laczac przedstawione fakty otrzymamy wiasnos¢ (4.5) dla programu if y then
M, else M, fi.

Analogicznie przebiega dowo6d dla programu zloZonego postaci begin
M,y; M, end. Rozwazmy program iteracyjny postaci

while y do K od

i zal6zmy, ze wlasnos¢ (4.5) jest prawdziwa dla programu K. Stad i z poprzed-
nich rozwazafi, wlasnos¢ (4.5) zachodzi dla wszystkich programéw postaci
K", gdzie ie M.

Jezeli ve Dom(while y do K od,), to istnieje takie j, ze while y do
K ody(y) = v' =KJ(t) oraz A,v' & ( yy Aok (y)), a na mocy zatozenia imduk-
cyjnego (haRBdoid{E L) i h(KXW)) = Ki(h2). Z twierdzenia 2.1 B, h QUN
=(=i yAak(y)). W konsekwencji

héve Dom (while y do K ody)
oraz
h(while y do K od,(u)) = while y do K odg(hsw)

Z tych rozwazan wynika, ze wlasno$¢ (4.5) jest prawdziwa dla dowolnych
programdmw.

Rozwazmy teraz formuly. Wlasno$¢ (4.6) udowodniliSmy wczesniej dla
formut klasycznych (por. twierdzenie 2.1). Rozwazmy formute postaci Ma,
gdzie M jest programem, a a dowolna formutla, dla ktorej zachodzi wlasnosé
(4.6). Na mocy definicji semantyki i zalozenia indukcyjnego mamy

AvEMa wiw A Myr)l=a wiw B,Myir)e=a wtw B,h8yvi=Ma,
Aci=|Ma witw @EIAVNMY wtw @) A M) E=a
wtw (3i)B,Mil@)i=a wtw B, hdw+= (IjMa

We wszystkich pozostatych przypadkach dowéd wlasnosci (4.6) przebiega
analogiczmie.

Niech A bedzie modelem zbioru formut Z. Zatem kazda formuta a jest
prawdziwa w A. WeZzmy dowolne warto$ciowamie v w B. Pomiewaz h jest
odwzorowamiem na zbidr B, zatem istnieje takie warto$ciowanie ¥’ w A, ze
hut' = v. Z zalozenia A,v'}= a, wiec na mocy wlasnos$ci (4.6) B,hdv' k=a
i w konsekwencji B, vi= a. Stad B jest modelem formuty a. K]

Z twierdzenia 4.8 wynika, Ze jezeli teoria ma chociaz jeden model, to ma
ich nieskoficzenie wiele, bo kazda struktura izomotficzna z modelem jest tez
modelem tej teorii. Jezeli teoria nie ma zadnych innych modkelii, to powiemy,
ze charakteryzuje pewna strukture z doktadmafitia do izomorfizmu.

DrrmnNacia 4.10

Teo wam g, jezeli jest niesprzeczna i jej dowolne dwa
gf zomo czE nlglw ) ) P Jej
mo 1zomorficzne. I
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LwiekpzZENIE 4.9

Aligarytmiczna arytmetyka liczb naturalmych (por. przyktad 4.12) jest teoria
lsllegroryczna,.

1) RAKDI)

Pokazemy, ze kazdy model teorii T = £L(m), &, Ar) jest izomorficzny
7 modelem standardowym N = &N, s, 0; =).

Niech A = (M, /f, cons, =) bedzie modelem zbioru aksjomatéw Ar,
gdiacefjrst interpretacja funktora s, a cons jest stala odpowiadajaca zeru.
Zauwazmy, ze wobec prawdziwo$ci aksjomatu Ar2 w strukturze A, J jest
funkcja calkowita. Niech h bedzie funkcja taka, ze

MDY zomons
h(s(@)=40(th (m))

Funkcja h jest wiec okresSlona na zbiorze liczb naturallmych, a jej warto$ciami
nj elementy z A.

(1) Czy /i jest funkcja ré6znowartosciowa?

Niech n bedzie dowolna liczba naturalna rézng od zera i niech m = 0,
wledy n = s(n—1)araz In) =/ ((h(—1 N)) hitrehy=ceoss Ndamooyyakisjomaiu
Arfl cons nie jest warto$cia fumkajiifl Zatem liin(n —1I)) # «ons ii Hi(m) # HiQ).

Niech n, m beda ustalonymi liczbami naturalmymii takimi, ze n % m.
Zatozmy, ze dla dowolnych i, j takich, ze i <n i j <m, jezeli i #J, to
h(i) # h(j)) (zalozenie indukcyjne).

Rozwazmy pare (n,m). Mamy n = s(m— 1) i m = s(m —11). Oczywikie
(n—1))# (m—1). Z zzdbeveaniim i ircblukeeyyjjresgm, A —1 LA hiin— YLpoaazz 2defkiiH-
¢ji funkcji h, h(m) =fh(hnem—1)) i h(m) =fh(h=—1)). Na mocy zalozenia
A Ar2, wibecf jest fiunkejp rézmowartosciowa. W konsekwencji Mn(n) # Higr).
Na mocy zasady indukcji matemattyczme) dla dowolnych n # m mamy
h(n) # lo(m).

(2) Czy h jest odwzorowamiem na zbior A?

Rozwazmy dowolny element aed\A. Jezeli a = cons, to na mocy definicji,
u jest wartodcia funkcji h. Jezeli a % cons, to na mocy aksjomatu Ar3 dla
warto$ciowania v takiego, ze v(y) = a, program

begin x := 0; while x # y do x := succ(x) od end

nie zapetla sie przy warto§ciowaniu v w A. Wynika stad, Ze istnieje liczba
naturalna i > 0 taka, ze a = v(y) ={{(€oogk). Z definicji funkcji h

ffdans)s) = h(s'(0)) = h(i)
a wiec ajest wartodcia funkcji h dla argumentu i.

14/121
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Zatem h jest funkcjg réznowantescioms odwzorowujaca N na A i taka,
ze h(sm)) =ff (h(m)) dla dowolnego neNN, a wiec h ustala izomorfizm
struktury A i standardowego modelu teorii T.

=]

Przyktad dowodu 4.5

W tym punkcie przedstawimy przyklad dowodu poprawmoici pewnego
programu w arytmetyce liczb rzeczywistych R. W dowodzie tym wyelksponu-
jemy fragmenty rozumowamiia, w ktorych stosuje sie prawa logiki algoryt-
micznej. Pokazemy mianowicie, ze program BP (ang. binary power) [7], jest
poprawnym rozwigzaniem zadania ,,podmies¢ liczbe x do potegi naturalnej n”
w strukturze liczb rzeczywistych.

BP: {obliczy¢ x"}

begin
Z =X
y.=1
m=n; {"*y= X"}
while m # 0
do {Z"*y= X}
if odd (m) {tzn. gdy m nieparzyste}
then
y=y*z
fi;
m:= mdiv2;
Z =2%z " ¥ y= X}
od
end {"*y=x"Am=0}

Dowod skiada sie z trzech czesci:
(1) najpierw udowodmnimy, ze instrukcja itierowana
M = begin
if odd (m) then y:= y #zfi;
m = mdiv2; z:= z ¥z
end

jest czesciowo poprawna, niezmiennicza wzgledem warunku

B tey « y = x7)

(2) nastepmie wykazemy, ze program BP zatrzymuje sie, jesli u jest liczba
naturalng;

(3) a na komiec postuzymy si¢ regula
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(8 = Moy

o A while « do M od true)): while « do M od (—a A 9)
6 A while a do M od true) =>while @do M od (~ia@ A%)

o pravklad 40 4By Wyelghat ostateczny whiossk: %

RE BRE = 3
Ad (1)

faszniemy od udewedmisnia przestanki pewyzszej reguly. Mamy uwdowednié
wnlepujasa implikaeje

@ %y = ¥) S5 =)
Vil fkommula jest, na mocy aksjomatu Ax19, rownowazna fiommule
(z"%y = x"y=>ifwiti{(m) then y:= y¥zfi(m:= mdiv2) ('— 25)(Z"* y = x")))

Dwukrotmnie stosujac aksjomat AxI8 otrzymujemy roéwnowazme formuly,
najpierw

(@ ¥ y = x") =ifibddd s Hhoany y==yw  Aiff(m==nmi 2 Pi(Ea 5% Yy==xX)))
(i potem
@™y

) =il ol )t == < 20 (A 3y = )

7 kolei, po zastosowaniu aksjomatu Ax20 widzimy, ze ostatnia formula jest
rownowazna formule

@™y = x) =>{(GaitAxr=y3) 2) (3 2™ * Jy==x V" 0dddrnA
A(@# "2 #y = x"))
(Pomijamy wyrazenie ok (odd (m)) pomiewaz jest ono réwnowaime true).

Jeszcze raz stosujemy aksjomat AxI8 i przeksztalcamy te formule do row-
nowaznej postaci

(@™ ¥y = x") = (odd () A(Z2™2 2y z= X)W — Qi) A
A(z# 2" 5y = x").
Teraz odwolujemy sie do znanych nam wlasnosci dziatad mnozemia, potego-

wania, dzielenia catkowitoliczbowego div oraz do znaczenia predykatu odd
(jest on spetniony przez te i tylko te liczby catkowite, ktére sa nieparzyste)

(ododd @my)=3 2 diicy 2 m)m)
(odd (m) =2 # mdie2 + L = m)

Z faktéw tych, znanych nam z algebry szkolnej wynika, ze oba czlony
alternatywy w nastepniku implikacji sa rOwnowazne jej poprzednikowi.
Otrzymalismy wigc zdamiie, ktore jest prawem rachunku zdan

(@ *y = X")=>(E"#y=2x%))
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Udowodhilli$my tym samym prawdziwos¢ formuty (&=>N).

Ad (2)
Przez indukcje ze wzgledu na ieNV pokazemy, ze dla m naturalnych

if mdiv2 % 0 then m = mdiv2 fi’' mdiv2 = 0 =

= if m # 0 then m:= mdit2 i m = 0 @
B S 2= ifenn # @ ther wi= mdive i m=0 (#8)
Peniewaz nastgpujase zdania
mdivz # 9= 0
tig2 = 8= 1 = B (i # B A= Mo B = B)
M= 3 =pdi2 £ 3

sg prawdziwe w strukturze liczb rzeczywistych, zatem na mocy praw
rachunku zdan i aksjomatu Ax20 mamy dla i = 0

O<m<d k>iffm>® then m=mdiv2 fim =0
oraz

mdin2 = 0 =>if m # 0 then m:= mdivR fi m= 0

Oznacza to, ze obie wlasnoéci (4.7) i (4.8) sa w tym przypadku prawdziwe.

Zalozmy prawdziwo$¢ wiasnosei (4.7), (4.8) dla i = k.
Wykazemy ich stuszno$¢ dla i = k+11. Na mocy aksjomatu Ax20

if mdie2 % 0 then m:= mdiv2 fi*** mdi?2 = 0=
—{ (k2 AT iRt 2440 S = maahii A yhebiiin2z=0p)
v (mdiv2 = 0 A mdiv2 # 0 then m:= mdiv2 fiXmiliz2 = 0))

Stad na mocy zaloZenia indukcyjnego, wiasnofci operacji div i reguly
odrywania

(if mdiv2 7 O tveam m:z=mdin2 fi)f* 'miin? = ®=>

=t (n % B o = mdie2 " = Q) wm = O KM= @)

gdzie K oznacza program if m # 0 then m:= mdiv 2 fi
Stosujac jeszcze raz aksjomat Ax20 otrzymujemy

if mdiv2 # 0 then m:= mdiv2 i mdhie2 = 0 = (K**2m = 0)

W ten sposob zakoiiczyliSmy dowod indukcyjny wlasnosci (4.7). Dla dowodu
wilasnosci (4.8) zauwazmy, Ze

0 & m < 2! =0 < mdivk < 2*
Na mocy zatozenia indukcyjnego

mdiv2 < 2% = if mdivD £ O then m:= mdiv2 fi* ' mdiv2 = 0
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f whasnosci (4.7) oraz praw rachunku zdan mamy
0 € m < 2¥%! =>if m #£0 then m:= mdiv2 fit*%m = 0

Wynika stad, na mocy zasady indukcji matematiyczmej, ze wiasnosé (4.8)
finhodzi dla dowolnej liczby naturalmej i.

Wobec aksjomatu Ax21 (por. wzdr (4.3)) oraz faktu, ze w zbiorze liczb
fiMTmigych (Vm) (3i)m < 2\ otrzymujemy ostatecznie prawdziwosé fior-
tudy

while m # 0 do m = mdiv2 od true

Poniewaz zaréwno program if odd (m) then y:— y # z fi jak i instrukcja przy-
piMiiiu z:= z%z nie zmieniaja wartoéci zmiennej w, zatem stosujac regule
pomocnicza (4.4) (por. przykiad 4.10) wykaZemy rowmiez prawdziwos¢
pitmuly

while m % 0 do M od true

Al (3)
? reguly niezmiennika (por. przyklad 4.5; dlaa=m#
leguly niezmiennika (por. przyktad 4.5) dla a = m

A while « do M od true) = while « do M od (—
A while a do M od true) =>while a. do M o

wlom dla K = begin z:= x; y:= 1; m:= n end
ulem dla K = begin z:= x; y:= 1, m:= nend

K (ézm*y = x") A while « do M od true) :>Bp|gy — x")
K" *y = x") Awhile A do M od trie) =>BP (y = Xx")

{osujiyc aksjomat Ax18 otrzymamy w poprzedniku implikacji
|o»n1ac aksjomat AxI8 otrzymamy w poprzedniku implikacji
x" = x") AK (while Adio M odl tire)

jmowaniu reguly odrywania R1 udowodmimy ostateczmie prawdziwosé
Hhiuly

DP(y = x7)
slinikd tunzee Hozto rezeczywiityain. e

Aksjomatyczna definicja semantyki 4.6

w |ednym z poprzedmich punktéw pokazaliSmy jak Scisty jest zwigzek
#Nplkay przyjeta semantyka a formalnym systemem logiki algorytmicznej.
JMeenie zbadamy ten zwiazek nieco glebiej.

Jesli przyjrzymy sie¢ doktadmiej aksjomatom logiki algorytmiczmej, to
jiliiwiazymy, ze zasady semantyczne obliczania wartosci formuly, czy zasady
wykomywamia obliczen programwu, maja swoje odpowiedmniki w scihematach
mhjomatow. Pytamie, jakie sobie postawimy w tym punkcie, jest nastepujace:
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W jakim stopniu aksjomatyzacja wyznacza sposdb rozumienia programow,
sposob ich wykonywania? Czy system formalny logiki algorytmicznej moze
by¢ traktowamy jako Scista definicja semantyki determimistyczmych while-
programdm?

Na semantyke jezyka algorytmicznego skiadaja sie trzy podstawowe
elementy: interpretacja symboli funkcyjnych i relacyjnych, wystepujacych
w wyrazeniach poprawmych jezyka, interpretacja operatoréw programo-
tworczych i interpretacja operatordw logicznych. W zwiazku z tym przyjmij-
my nastepujaca definicje.

DErmnicIa 4.11

Struktura semantyczng dla jezyka algorytmicznego L bedziemy nazywaé
trojke €A, Li=), gdzie A jest strukturg damych, | — funkcja, ktora kazdemu
programowi przyporzadkowuje dwucztonowa relacje w zbiorze wszystkich
warto$ciowar w A, a ¥ jest relacja spelniania. [ |

W dalszym ciagu ogramiczymy nasze rozwazania do klasy stmuktur
semantycznych €A, I, N> dla jezyka L. z rOwneodcig spelniajacych na-
stepujgce warunki (zalozenia):

(1) struktura danych jest ekspresywna, tzn. dla kazdego elementu
a struktury istnieje term x, w jezyku L, ktérego wartoscia jest a, niezaleznie
od przyjetego wartosciowania;

(2) interpretacja terméw i formut klasycznych jest klasyczna, tzn.
zgodna z definicja podama w p. 2.4;

(3) relacja speiniana ma dodatkowo nastgpujaca wiasnosé: dla dowol-
nego wartosciowamia v

A, f=Ma wtw @)@, v)ell(M) oz A L¥2a

Zauwazmy, ze W poroOwnamiu z semantyka opisana w rozdz. 3, nie zakladamy
zadnego konkretnego sposobu wykonywamia obliczed programw, zadnej
ustalonej interpretacji dla wystepujacych w jezyku komstrulksji programo-
tworczych. Przyjmujemy jedynie, ze kazdy program bedzie wyznaczaf relacje
binarng w zbiorze stanéw pamigci, tzn. w zbiorze wartoSciowan.

Niech €A, 1, &=) bedzie strukturg semantyczng speiniajaca warunki (1),
(2), (3) (w dalszej czesci tego punktu bedziemy je zawsze milczaco przyj-
mowad). Wowczas jest spetniona nastepujaca wlasnos¢ separowalnaosci (od-
rozmialimasii).

LEMAT 4.5

Dla dowolnych warto$ciowai v, v' w strukturze A,
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iAo'V wiww  istetidpg fdomotda adklka zaeAN) yNd. A A ¥ 1eia

DiWOD

Niech v, ¥ beda dwoma réznymi wartoéciowaniami w strukturze A i v % o',
|4inieje zatem zmienna z taka, ze v (z) # v'(z). Jezeli z jest zmienna zdaniowa g,
to przyjmujipe @ = g, gdy w(q) —1 lub a = =4y, gdy v(g) = 0 otrzymamy
Aith a i A,u't= ~ia. Jezeli z jest zmienna indywiduowa x oraz vix) = a,
(i juko a przyjmijmy formule (r, = x). Wtedy

A UK (T, =x)inonA,u' k= (ty = X).

Odwrotmiie, jezeli v = I, tzn. dla dowolnej zmiennej z, W(£)= (%)) Witeebly
Wuywiscie dla dowolnej formuly a

AT W AYRG H
HRICIA 443

Mlinkiveg semantyezng <A, 1, k) nazm@my standardows wiedy i tylke
wiedy, ey sp@tm@n@ 88 nastepujace TOWROSEI:

L= wi) = {,0)0'(x) = o) Q) =w(@) dita zz# x}]
1 ({szgjim K; M and) = 1(#)<TI(W))
1({if y tivem K elise M fi) = 1) odg () w I padghc+y)
| (fwhille y dio K ad]) = ([ j 1§ y then K ﬁ)‘o°i'rﬂA(1'1)3))
tllu owoln chK Me1_|r_cyeF er d Zy) vV A VE ?\Y@%SY))(L))} [ |

owolnych K {5 V)’Av H

Limar 4.6
ITMAI 4.6
Ml ALy jest standardowa strukivra semantyczng, to dia kazdege
RigeEHY M i dowelryeh wartesciowan v, v w A
WP)el() wiw  ((o1i)eM,

Miwéd wynika z przyjetej definicji oraz z rozwazah przeprowadzonych
* isitiz. 3 (por. p. 3.2). B

Pl iA 4.13

Hlilkiira semantyczna €A, I, N ) jest modelem systemu Al¢(e) wtedy i tylko
widyy, gdy dla dowolnego aksjomatu &, AN a oraz dla dowolnej reguly
dyalcniii AL(r), z prawdzimwodci przestanek w strukturze danych A, wynika
iwet/iwos¢ wniosku. [ |

Juko wniosek z lematu 4.6 1 twierdzenia 4.1 o stusznodci aksjomatyzacji
pNmuijemy nastepujacy fakt.
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TawERDZENE 4.10

Kazda standardowa struktura semantyczna jest modelem dla AL (7). ]

W dalszym ciagu zajmiemy si¢ badamiem jakie wlasnosci interpretacji
I wymuszaja poszczegélne aksjomaty logiki algorytmicznej.

LemAT 4.7

Jezeli struktura semantyczna €A, I, k=) jest modelem aksjomatu Ax16:
M(@@A ) = (Ma A M),

to dla dowolnego programu M, I(M) jest funkcja czgsciows.

PowoéD

Przypus¢my, ze dla pewnych wartosciowan v, v, v’ mamy v" # v,
(»,v")el(M) i (v,v')e1(M). Na mocy lematu 4.5 istnieje formula a taka, ze
Av'NaiAVvE -1a. Zatem A,vN Ma oraz A, vE M -ia. Na mocy aks-
jomatu Ax16 musi byé¢ A, di= M(ah =1aj), co jest niemoZiwe. PokazaliSmy
wiec, ze dla kazdego v istnieje co najwyzej jedno v takie, ze (v, »")e I(M), tzn.
ze 1(M) jest funkcjg cze$ciowa dla kazdego M. 3

LEmMAT 4.8

Jezeli struktura semantyczna €A, I, 4> jest modelem dla aksjomatu Ax16
i aksjomatu Ax19:

begin K; M end a = K(Ma),
to dla dowelnych programéw K i M

I (begin K; M end) = 1(K)oI(M).

DowoD
Niech (v, 7)e ] (vegin K; M end) i miech A\, o/'H=c. Zatiem
A,v' N begin K; M end a

Na mocy aksjomatu Ax19 mamy A,u g=K(WMB3). Z definicji struktury se-
mantycznej wynika istnienie wartoSciowafn vy, v, takich, ze (v,w)pe1(K),
(v3,vy) e I (M) oraz A, v, k= a. Zgodnie z lematem 4.7 warto§ciowania v, i v, sa
wyznaczone jednoznaczmie i niezaleznie od formuly a. Stad rozumowamie to
mozna powtdrzy¢ dla dowolnej formuly a, dowodzac tym samym, ze A, v' E=a
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Implikuje A,»;t=«. Zatem z lematu 4.5 mamy v, =V i tym samym

(e, )el(K), (vy,9')el(M). W konsekwencji (», v) € [ (K)o I (M).

Inkluzji przeciwnej dowodzi si¢ analogicznie. O
Inkluzji przeciwnej dowodzi sie analogicznie. .
LaMAT 4.9
Lkmat 4.9
m Akl e A T2 fest mostem dia akgjamatdw AxS;
omatu

if y then else M fi a = (ok (y) A (=ly AKE)w(fy»~ Nitg))),
lo dla dowolnych programédw K, M i dowolnej formuly otwartej y
1(if y then K else M fi) = I(K)2idy(y) w I (M)? idd((-iy)

Dowdd pomijamy, poniewaz jest analogiczny do przedstawionych w psm-
przednich pezypadkacth.

LamAT 4.10

Jezeli struktura semantyczna €A, L1=) jest modelem dla aksjomatow Ax16,
Ax 1B, Ax20 i aksjomatu Ax21:

while y do K od a = (ok (y) A (FiyAs)w(fy 3K wiildey y\ddoRK odc)))))
lo dla dowolnej formuly y i dowolnego programu M

(JIGf y then M fiy sidy(=iy) < 1(while y do M od)

Bowoo

Przypusémy, ze (v,v')e (JIGF y then M fi)Sid(=hy). Zatem istnieje liczba
imiluralna m taka, ze

AV E(yAdk() oz (o)l thean N )"

Fuliozmy teraz, ze dla pewnej formuly a, A,v' E a. Mamy wtedy

A iy ythleen NI £7) (danArjynPod( ) N mowgy akdsfipomad tu AX221
A,ve=while ydo M od a

W konsekwencji istnieje warto$ciowamie v, wyznaczone (na mocy lematu
#7))¢ddioonzaeanes, takies, zze

wv)el(wlile ydo Mod) i A,v"i=0a
Poniewaz rozumowamie to mozemy powtbizy¢ dla dowolnej formuly a (przy

tym samym v"“), to na mocy lematu 4.5 v' = v”. Stad ostateczmie mamy
16, e 1i(pvitilke y do M aat)), cwo mlkezetio prokeaziaé. )
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LemMaT 4.11

Jezeli struktura semantyczna €A, 1, K ) jest modelem dla aksjomatow AxI6,
Ax19, Ax20, Ax21 i regula R3 jest poprawna w A, to

I (while y do K od) = | )1(if y then K fiy o id,(—7y)
I(while ydo K od) = (JI(if ythen K fi)"ida(-iy)

Dowo6p
DOWOD

Nigeh & ¥)sTwhile v dg M 88) 1 piseh A SR 8 2240850y 281> Xapxso X,

sB wszystkimi Zmisnnymi ind wm HOW: 11’ o zww iHH ﬁ%ﬂﬂ%ﬂ
mmewmf wmggmaem  Brogramie IH ds Ifg
€0 Wiste] iemy; % 8K 3 4; dia j’<<k h‘f&g Bgﬂﬁs FrRuia
gpisujaca Warfgésfamms g dla %ﬁﬂ

B=1x=Fa) A2 = X)) A = A (¥ =m)A\qﬁA\ o A

gdzie gj oznacza qj, gdy v(gy)=11 creez cmaveezzan 1, gy w(@))=0. Baat
A,v= fi. Pomiewaz A,ut= while ydo M od a zatem

non A = (while ydo M od a = =iffy)

Na mocy reguly R3 istnieje taka liczba naturalna m, ze
non A i= (if y then M fi)P@nA —ny A ok (y)) = =18
Istnieje zatem wartoSciowamie v" takie, ze
A, v = iy thoen M S)Tean =iy Aok AP HNAD
a wi¢c na mocy definicji formuly
A== (if y then M fi)"(a A =1y Aak(())
Zatézmy, ze m jest najmniejsza liczba naturalng o tej wlasnosci. Istnieje wigc
wartosciowanie v takie, Ze
(vt ed (ififyythiomNIAfIXN)™ i1 AQpU" EN(danA-Lyyvokky))

Rozwazmy teraz dowolna formulg a', dla ktorej A,v' N a'. Pokazemy, Ze
A, p"" M (a'A =iy Aak (). Nasladujac prezemtowane poprzednio [pasttgpowa-
nie otrzymamy

A, v i (if y then M fiy (2’ A =1y Adk(fy))

dla pewnej liczby naturalnej j. Na mocy zatozenia o mi aksjomatu Ax20 musi
by¢ m"RW. W konsekwencji A, v (if y then M fi)"(a’ A =1y A @k (())). Na mocy

Akl

lematu 4.7 i definicji wartosciowania »™ mamy

v (a'A —lyyvolil(y))
...... i A i Wl Hlavsiliwil\ie
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B" tnkie, ze (v, v"") € I (if y then M fi)” i dla dowolnej formuly @', jesli A, v i=a’,
fii A, ©" k= (6d' /A=y odi( ) Ndamooyy deratad & 9V ==z e reggmattyhmissis t
wynika

n,v')eI(if y then M fi)"oid

((’|> v>) e I((|f7 then M 2) : &(_Ll)y) O .

lemaT 4.12
| HMAT 4.12

Iedsli struktura <A, L k=) jest modelem dla aksjomaty Ax|8:
@:= w) (@) = ((V(&zhw) m (W),

jo dla dowolnej zmiennej z i dowolnego wyrazenia w (termu lub formuly
(Wwuartej w zaleznosci od typu zmiennej z)

(= w) = {y,00)):wy () jirestt zettef i domearee ez W(Q) = wyd ), W (0)) = (@)
dla u % z}

i))i D
wazmy przypadek, gdy z jest zmienng indywiduowa. x, a w jest termem t.
iNlech (v, )ell((x:= )i miech v/(x)= @ oraz wiy)= b dia pewne; zmlmmmjj
timbywidthadimej y #=xx. Noa momgyy zaddaeeiaa ({)) idtnégda teemmy Ty, ii Ty, boez
willennych wolnych takie, ze
A v = (= 1,) a (fy=14)
futem
A i (5= T)((x = YA (Y = 15))
omzystajac z aksjomatu Ax18 otrzymujemy

A v (T = 7,) A(y = 7,) A 0k ()

g0 tui mocy ustalen o strukturze semantycznej oznacza, ze x,(v) jest okreslone
iAW) = xa(0) = @ = v(x) oraz v(y) = HulE) = b= 1i(). Powtanzagpae too ha-
lumowanie dla dowolnej zmiennej z = x udowodmimy inkluzje <.
I . Dla dowodu inkluzji przeciwnej niech z,(¢) bedzie okreslone oraz
) ==aa==TIA{)1 i’ () =\ {)==bb N moaxyy zadbereeri cosstmkit tuzee sepmaant ez -
istnieja termy x; i x, definiujace w jezyku L state a i b. Zatem

AN (= Ta) A (Y = ) A 0k (&)

Przyjmijmy jako y w aksjomacie AxI8 formule (x = THA(y = x,). Wtedy
itwiiny A, v\= (X:= T)((X = T) A(fr=17)). Statl naa ey dediimegii spetinaaiaa
Wistito it tureee seemaart yyooamed jistnéger’ t akldes, z2e

(o, t)el(x:=1t) oraz A,v"H ((x »=x )W ¥y=17)
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vV@=1z, i vV'(@y)=r1,

Zgodmie z przyjetymi oznaczeniami mamy wiec v"(x) — v'(x) i i"(y) = i/(y).
Powtarzajac rozumowanie dla dowolnej zmiennej z # x otrzymamy v = v/,
a zatem (v,v')el((x:= ). Analogiczny dowdd dla imstrukcji pprzypisamia
postaci (g = y) pomijamy. K|

UwaGA

Zauwazmy, ze tylko lematy 4.11, 4.12 wykorzystywalty w dowodzie zalozenie
(1) o ekspresywnofci struktury semantyczmej. Lematy 4.7-4.10 mozna
udowodnié bez tego zalozenia. |

Jako wniosek z udowodniomych faktow otrzymujemy zasadmicze twier-
dzenie tego punktu.

TwHERDZENE 4.11

Kazda struktura semantyczna bgdaca modelem logiki algorytmicznej jest
strukturg standardowa. |

WykazaliSmy w ten sposob, ze aksjomaty logiki AL((t) wymuszajg
standardowg interpretacje konstrukcji programotwdczych. Wobec lematu
4.6, udowodmniliSmy rownowazno$¢ pojecia modelu systemu AL((t) (w kla-
sic modeli speliajacych zatozenie (1)) i struktury standardomej. Tym sa-
mym pokazalimy (por. lemat 4.5), ze aksjomaty logiki algorytmicznej AL((t)
jednoznaczmie wyznaczajg semantyke programdw nalezacych do klasy #tde-
terministyczaych programéw iteracyjnych. Co wiecej, jest to doktadnie ta
sama semantyka, ktéra opisano wczesniej w rozdz. 3.

Czy mozna zautomatyzowaC dowodzenie
twierdzef?

To pytanie od lat nurtuje logikéw i matematykédw. Odpowiedz zalezy
oczywiscie od tego, z jakim systemem formalnym mamy do czynienia
i jakiego typu wlasnosci chcemy dowodzi€. W przypadku klasycznego
rachunku zdan odpowiedz jest twierdzaca. Rachunek zdan jest rozstrzygalny.
Istnieje algorytm, ktory o kazdej formule zbudowanej jedynie ze zmiennych
zdaniowych i sp6jnikow logicznych, stwierdza po skonczonej liczbie krokow,
czy formuta jest, czy nie jest, twierdzeniem rachunku zdan.

Najbardziej znang metodg rozstrzygania dla rachunku zdan jest metoda
zerojedynkowa polegajaca na sprawdzeniu wszystkich mozliwych danych.
Nawet tak prosta metoda jest kosztowna. Co wigcej, okazuje sie, ze koszt
dowolnej metody rosnie wykladniczo wraz z dlugoscia formuty [1].



W przypadku logiki klasycznej pierwszego rzedu odpowiedz na nasze
fiylinie jest jeszcze bardziej zlozona. Logika pierwszego rzedu nie jest
Nifiimzygelina. Nie istmieje jednolita metoda rozpoznawania czy dowoline
(nimula pierwszego rzedu jest, czy nie jest, twierdzeniem. Wiprawdizie dowod
[t w logice klasycznej skoficzonym ciagiem znakdw i w procesie wypisywa-
iy wszystkich dowodéw na pewno trafimy na dowdd rozwazanej formuty,
jMNiddi jest ona rzeczywiscie twierdzeniem. Jednak, gdy rozwazana formuta nie
(anl Iwitariizamiem, taki proces jest mieskonczony. Po Zadnej skoficzonej livzhie
Wiydemych dowodéw nie mozna by¢ pewnym, ze formula nie ma w ogéle
(twwodu formalnego. Ponadito, wypisywanie lub przeglgdamie wszystkich
dowodow twierdzen, nawet catkowicie automaityezne, jest w praktyce niewy-
kitilliilne ze wzgledu na czas potrzebny do realizacji takiego przedsiewziecia.

l.ogika algorytmiczna AL (i) jest rowmiez systemem nierozstrzygalnym
(M ], Co wigcej, dowod formuty nie musi by¢ skohczomy; drzewo dowodu
Iuiise mie¢ wierzchotki rzedu nieskonczonego (por. p. 4.2).

Zdajac sobie sprawe z tych obiektywnych trudmefii, czy nalezy zrezyg-
nowa¢ z prac zmierzajacych do konstrukaji systeméw automatycznego
((ewuodizenia twierdzen? Oczywiscie nie. Badania w tej dziedzinie moga
pifynies¢ ciekawe wyniki teoretyczme, prace eksperymentalne za$ moga
Bfryckyni¢ sie do powstamia programéw typu kalkulator dla obliczen
lymbolicznych i wnioskowan logicznych. Istnieje wiele interesujacych sys-
Iemow, ktére wspomagaja dowodizemiie. Stworzono programy komputerowe,
yparte w przewazajgcej wiekszosci na metodzie rezolucji [11] lub metodzie
Blentzena [20,33], ktore znalazly zastosowamie w dydakityee. Eksperymenty
y lymi programami rokuja nadzieje na wiaczenie ich do systeméw wspoma-
iMilicych prace programisty, obok edytordw tekstu, kompilatordw i pro-
ilimnow monitorujacych obliczenie (ang. debagger) [20, 11].

W tym punkcie przedstawimy system formalny GAL oparty na idei
Dhwmtzena. Proces dowodu w systemie GAL polega na rozkladizie danej
formuly na podformuty zgodnie z pewnymi prawami rozktadu. Wybor reguty
fu/ktadu jest jednozmeczmie wyznaczony przez posta¢ rozkiadamej formuty.
W fen sposob kazda formuta wyznacza jednoznaczmie i algorytmicznie pewne
illbewo etykietowane formutami. Gdy wszystkie drogi w tym drzewie sa
ukoficzone, daje ono albo formalny dowdd formuly, albo kontrprzyktad.
Mamy wigc do czynienia z uniwersalnym (stosowalnym do kazdej formuty)
ligarytmem budowy dowodu formuty. Algorytm ten jednak nie zawsze
koficzy swoje obliczenia.

Niech L(m) bedzie jezykiem algorytmicznym programdw iteracyjnych
(por. p. 3.5) z tym, ze dla uproszczenia rozwazan pomimiemy kwantyfikatory
(/aréwno iteracji, jak i kwantyfikatory klasyczme). Co wiecej, bedziemy
lozwaza¢ jedynie klase struktur damych, w ktorej wszystkie funktory sa
Imtenpretowane jako funkcje catkowite.

W calym podromiiziale bedziemy stosowac¢ konsekwentmie nastepujace

41]71]333
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oznaczenia: F, £2 beda oznacza¢ skonczone ciagi formut jezyka L (i), zwykle
=ay,..,a, 2 =§§..,,.., da pewnych n, meNN. Wyrazenie postaci I' -> §2
bedziemy nazywaé sekmentoems. Napis (/NI = \£) bedzie skrotem dla for-
muly

Aleag A.... Aog)..)) = FSM(fgo ... .. B p)).).)
jezeli oba ciagi I' i £2 s niepuste. Jezeli T jest ciagiem pustym, to /\F ozna-
cza stala true, a jezeli £ jest ciagiem pustym, to B2 oznacza stala false.
O formule (/\T s\/@) bedziemy moéwili, ze odpowianbs sekowenttawi I' — S2.
Dericia 4.14

Selmam: T — {2 nazywamy nierozdtbaddiyym wtedy i tylko wtedy, gdy kazda
formuta wystepujaca w zbiorze T w &2 jest albo zmienng zdamiowa, albo
formuty elementarna. Takie formuly nazywamy nierozkladalnymi.

Sekwent I' -3 2 nazwiemy aksjomattem systamu GAL wtedy i tylko
wtedy, gdy zbiory T i £2 nie s3 rozlaczne, u

System GAL jest wyznaczony przez zbior aksjomatow i zbidr regut
rozktadu RP. Ogolna postac regut rozkladu jest nastepujaca:

(4.9)

Sekwent T > & nazywamy wnioskiem lub konkluzja, a sekwenty F; — §2j
przestankami reguly rozkiadu.

Regutly roziédbudly RR dla systermu GAL

GruPA POPRZEDNIKA

rrl

rr2

rr3i

rr4

rr6




My wszystkich przedstawiomych schematach T, L2’ oznaczajg ciagi formut
Mimovzktadalnych, T, 12 — ciagi dowolnych formut, s dowolny ciag instrukcji

Ewypisania, s — dowolmny instrukcje przypisania, a, § dowolne formuly,
dowolng formute otwarta, a M, M’ dowolne programy klasy n.

tMAT 4.13

lln/wazmy dowolna regule systemu GAL postaci (4.9). Dla dowolnej
ilrtiktury danych A jezyka L({f) i dla dowolnego warto$ciowania v w A za-
¢hntlzi nastepujaca réwnowaznosc:

A ANz V) wiw  (Wie ) An=CAdH) = /) "

w135
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Dowdd lematu wynika z twierdzenia o stuszno$ci aksjomaittyzacji (por. p. 4.2).
Pamigtajmy jednak o ogramiczeniach tego paragrafu: jezyk nie zawiera
kwantyfikatoréw, a w strukturze danych wszystkie operacje sa calkowite.
Wynika stad w szczeg6lnosci, ze we wszystkich rozwazanych tu strukturach
A i dla dowolnego termu T mamy Ans ok (7).

Deamuicia 4.15

Diagramem formuly a nazywarmy pate uporzadkowang (D, d’), gdzie D jest
drzewem, a d jest odwzorowamiem, ktére kazdemu wierzchotkowi drzewa
D przyporzadkowuje etykiete bedaca niepustyrn sekwentem. Dizewo D i od-
wzorowamie d sg zdefiniowane przez indukcje ze wzgledu na poziom | drzewa
D nastepujaco:

(1) Jedynym wierzchotkiem poziomu /=0 jest @ (korzeh drzewa D)
ad@ = »>a.

(2) Zatézmy, ze drzewo D i odwzorowamie d zdefiniowano az do
poziomu ! < n. Niech w bedzie wierzchotkiem na poziomie n. Jezeli d (w) jest
sekwentem - nierozkladalnym lub aksjomatem wtedy wierzchotek w jest
lisciem drzewa D. W przeciwnym razie zaldzmy, 2ze W = (i}, ip)
i dw)=F->Q i rozwazmy dwa przypadki w zalezno$ci od tego czy
rozwazany poziom n jest liczbg parzysta, czy nieparzystay. Zatdzmny, ze

5= I' gdy n jest liczbg parzysta
" @ gdy n jest liczba nieparzysta

Jezeli o zawiera jedynie formuly nierozkladalme, to jedynym synem (nast¢p-
nikiem) wierzchotka w jest wierzcholek
wo = (i}}..., 2, 0)

a etykietg tego wierzchotka jest d(w@) = di(w).

Jezeli w zawiera chociaz jedng formule rozkiadalng, to d(w) jest wnios-
kiem w pewnej regule rozkladu nalezacej do zbioru RR. Niech to bedzie
regula postaci (4.9). Wtedy dla kazdego jJ

Wy = (llxlivsum])
jest wierzchotkiem w drzewie D, dokladmiiej, jest synem wierzchotka w oraz
d (wj) jest rowne j-tjj przestance rozwazanej reguly, tzn. d(wj) = « - -> Q). I

UwaAGa

Diagram formuly budujemy rozktadajac na przemian albo formule z po-
przednika sekwentu, jesli jest on etykietg wierzchotka na poziormie nieparzys-
tym, albo formule z nastepnika sekwentu, jesli jest on etykiety wierzcholka na
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po‘iomie parzystym. Takie postepowanie zapewnia pewnego rodzaju spra-
wiedliwosc¢ rozkladu. Ponadto, poniewaz kazda reguta wskazuje jednoznacz-
nie dyuacje, w ktorej moze by¢ zastosowana, mozemy stwierdzi€, ze diagram
formuly jest przez nig jednoznaczmie wyznaczony. Zatozenie to jest przydat-
ne, jesli chcemy tworzy¢ diagram automeissezmii, natomiast nie jest koniecz-
ne i czasami nawet niewygodne, gdy sami budujemy dowdd formalny.

Rys. 4.5

I'"w7ykLAD 4.14

Rysunek 4.5 przedstawia diagram formuty

(o= B)=>((fyr p="(fyw )

ptiie a, £, y sa dowolnymi formutami.
Mysunek 4.6 przedstawia diagram formuty

=1y =>(fa= whilteyyddoNYiodbg)
Dlu uproszczenia przyjeliSmy nastepujgce oznaczenia:

WH = whileydo M od
IF = ifythen M fi
A

Dingram ten ma nieskoficzoma, liczbe drog, z ktdrych kazda jest skefiezena.
(ietinak nie istnieje wsp6lne ogramiczenie ich dtugoeii. O

Dingram formuly moze byé dezewem skoficzonym Iub dizewer nieskof-
ironym. Podolbmie, jak w przypadku dowodu w systefiie Hilbefta (por. p.
4.2), diagram moze by¢ nieskoriczoeny z dwu przyezyn: albe isthieje fez-
jiigeisetiie nitslofezone, Ao iitinigie dioge miskonigmma.
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Rys. 4.6
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Rys. 4.6

LiMAT 4.14

Jezeli diagram formuly a jest drzewem, ktérego wszystkie drogi sa sikoiiczone,
w wszystkie etykiety lisci sa aksjomatamii, to formula a jest tautologia.

$zKic DOWODU

Zauwazmy, ze jezeli I’ —» {2 jest aksjomatem systemu GAL, to formuta od-
powiadajgca temu sekwentowi jest prawdziwa w kazdej strukturze danych.
Co wiecej, jezeli wszystkie formuly odpowiadajace przeslankom pewnej
reguly sa tautollogiami, to na mocy lematu 4.13 formuta odpowiadajaca
wnioskowi tej reguty tez jest tautologia. Pomiewaz (na mocy zalozenia)
wszystkie drogi w rozwazanym diagramie sa skofhczome, wigc za pomocs
indukeji wykazemy, ze wszystkie formuly odpowiadajace etykietom dia-
gramu s3 tautologiami. W szezegolnosci formuta (true => a), odpowiadajaca
kerzeniowi jest tautologia, a €o za tym idzie, & jest tautologia. O
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LEMAT 4.15

Jezeli ot jest tautologia i wszystikie dirogi wv dirzewiie digyamu fionmoully ootssy
skonczone, to formuly odpowiadajace lisciom tego drzewa sa aksjomatami
systemu GAL.

DoweiD

Niech & bagitziie ttantiollogiig, 8 (D, d1) ditggyramem foormully ootkkddeggowssgytide
drogi sa skonczome. Przypu$cmy, Ze dla pewnego wierzchotka koncowego w,
sekwent d(w) = I - L2 nie jest aksjomatem. Zatem T i {2 s rozlaczne oraz
wszystkie formuly wystepujace w tym sekwencie sg nierozkladalme. Na
podstawie formul sekwentu F -3 2 zbudujemy pewna strukture danych
i wskazemy w niej wartosciowamiie, ktore nie spelnia formuly o

Niech

A = T, {RreRipeid>

gdzie T jest zbiorem terméw jezyka L(t) oraz dla dowolnych terméw
Tpo%Je T przyjmujemy

Ol T3 5T) = (T g0mes T)
gati>-T =1 WiW @(Ty.:. ) 5dr

Niech v bedzie warto$ciowamierm w A takim, ze
v(x)=x, vi@@=1 wtw gqell

dla dowolnej zmiennej indywiduowej x oraz dla dowolnej zmiennej zdanio-
wej q. (Powyzsze definicje struktury danych i wartoSciowania sa poprawne
dzieki zatozeniu, Ze zbiory I i {2 sg rozlaczne.)

Niech o bedzie formuta odpowiadajaca sekwentowi I' » K2 Z przyje-
tych definicji wynika natychmiiast, ze formula & nie jest spelniona przez
warto$ciowanie v (wszystkie formuly wystepujace w poprzedniku sekwentu
I' > {2 sg prawdziwe, a wszystkie formuly wystgpujace w nastepniku tego
sekwentu sg falszywe przy warto$ciowaniu v),

A, UN qbqo

Niech wy,...,w, bedzie droga w diagramie od wybranego wierzchotka
koncowego w do korzenia drzewa (tzn. w = wy, w, = @ oraz w; jest synem
wierzchotka wjy.y). Niech &g,a,,..,&, beda formulami odpowiadajacymi
etykietom wierzchotkéw rozwazanej drogi, w szczegolnosci &, = (true = @).
Jezeli dla pewnego i < n, A, v k= @, to ma mocy ety 4138 A, v 2AFo)aiz.
Zasada indukcji matemattycznej pozwala nam wiec wywnioskowaé, ze
wszystkie formuly &g, ay,..(lg, sa falszywe przy wartoSciowanim v. Zatem
A, v N =i accooprizesy zadéaeeniy , zeefdormuddacdjges t aatoddgiia. O-
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1 ENMATE41 66

livilli w diagramie formuly a istnieje droga nieskonczoma, to formula a nie
jim tiautologia.

Hznic 1DEWODU

Niech &£, d) bedzie diagramem formuly a. Przypusémy, Ze w (B, d> istnieje
ilitiga nieskonczona. Niech @N i @P oznaczaja, odpowiedmio, zbiér wszyst-
kith formul wystepujacych w nastepnikach i zbiér wszystkich formul
w poprzednikach sekwentéw na tej drodize. Zdefiniujemy strukture

ytlele T jest zbiorem termdéw jezyka L(K) oraz dla dowolmych termoéw
11L.nrTedT

BB 15w T9)
AT, T) =1 wWiw  g((Ty, ...,T,))eOP

Niech v bedzie wartosciowamiem w A takim, Ze v(x) = x dla dowolnej
pmiennej indywiduowej x oraz v(g) = 1 wiw gedfP dla dowolnej zmienne;j
hiwmiowej g. Oczywiscie zbiory 6P i @N sa rozlaczne, bo w przeciwnym razie
W rozwazanej drodze nieskonczonej istnialby sekwent bedacy aksjomatem
lilroga bylaby skoriczona.

Przez indukcje ze wzgledu na stopiei komplikacji formuly, mozna
pokazac, ze dla dowolnej formuly fi zachodizg nastepujace whasnosci:

dla fledy, A,ete B dla feOP

Poniewaz aedNN zatem

A vETia
u wiec formuta a nie jest tautologia. K

Jako natychmiastowy wniosek z przedstawiomych twierdzeh otrzymu-
oy

| WIRRZENIE 44172

Formula a jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie drogi w dia-
gramie formuly a sa skonczome i wszystkie sekwenty koiicowe sa aks-
Jomatami GAL. [ ]
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Od specyfikacji do implementacji

Potrzeba narzedzi, ktére umozliwityby szybkie wytwarzanie dobrego jako$-
ciowo oprogramowaniia, jest niewatpliwa. Wiele osdb uwaza, ze w przysztosci
bedziemy postugiwac si¢ przemystowymi metodami produkcji oprogramo-
wania. My podzielamy ten poglad.

Zacznijmy od przykladu ilustrujacego rozwijanie oprogramowania
w sposOb, ktory umozliwia wymiane i wielokrotne uzycie moduftiéw. Nasze
uwagi ilustruja zasadk faMtooysacjcji sformulowanga po raz pierwszy przez
Hoate’a [28], Zauwazyt on, 2e — w wigkszosci przypadkédw — tworzgc nowy
system programstyczny mamy za zadanie utozy¢ algorytm(y) wykonujacy(e)
operagcje, jakich nie dostarcza komputer ani jego (zastane) oprogramowanie.
Innyrmi stowy, nasz przyszly program ma by¢ wykonywamy w strukturze
danych innej niz dostarczona nam przez sprzet i systemowe oprogramowa-
nie, w struktutze danych wiasciwej dla rozwigzywanego zadania. W 1972 r.
Hoate zauwazyt, ze w takim przypadku powinniSmy podzieli¢ nasze zadanie
na dwa podzadania:

(1) Zdefiniowanie i zrealizowanie odpowiedniej struktury danych;

(2) zaprojektowamiie, analiza i uruchomienie programu abstrakcyjnego.
Zgodmiie z tg rada powinmiSmy stworzy¢ dwa moduty

Program Modut
abstrakeyjny 4imgikementujacy

Program abstrakcyjny charakteryzuje si¢ tym, ze moze by¢ laczony
z r6znymi implementacjami poje¢ w nim wystepujacych. Co wiecej do jego
wykonania jest niezbedne wspotdziatanie z modufem implementujacym,
ktory zawiera definicje uzytych w programie abstrakcyjnych operacji. Pro-
gram taki nie bierze tez pod uwage zadnych specyficznych whasnosci
komputtera, na ktorym ma by¢é wykonywamy. Ogniwem, ktore ma wigzac
program abstrakcyjny i modut implementujacy, jest modut
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WpfeyFikacja
M Ektryy
dlanyeh

Zespol tworzacy program korzysta z informacji o zadaniu i o wlasnos-
tlach struktury danych wymienionych w specyfikacji. Zespol tworzacy
modul implementujacy stosuje specyfikacje jako kryterium poprawnosci
Implementacji. Czym wigc jest specyfikacja? Jest to zbidr aksjomatow
upscyficzmych (pozalogicznych) charakteryzujacych strukture danych,

Zalety zasady faktoryzacji sa wielostronme. Umaezliwia ona wykonywa-
nie programu abstrakcyjnego w towarzystwie roznych modutéw implemen-
tujacych. Zmiana modwtu implementujacego nie powoduje zadnych zmian
w programie. Mozemy zyska¢ (badZz straci€) na efektywnosci obliczen
programu w zaleznoSci od wybranego modulu implementujacego. Inna
zaleta tej zasady jest mozliwos¢ wielokrotnego wykorzystamia modutu
implementujacego dla potrzeb réznych programoéw.

Praca nad rozwiazaniem problemu programistyczmegoe powinna wiec
mieé trzy etapy:

(1) sformutowanie specyfikacji (aksjomatyzacji) struktury danych;

(2) zaprojektowamie programu abstrakcyjnego i jego analiza (W tym
etapie wykorzystuje si¢ tylko specyfikacjg);

(3) implementacja struktury danych i weryfikacja jej poprammaici (pole-
ga ona na sprawdzeniu czy sg speinione aksjomaty wymienione w specyfika-
cji):

Rozwazmy bardziej szczegélowo nastepujacy przyklad. W nowym
osiedlu ma powsta¢ oddzial banku. Przypu$cmy, ze dyrektor banku zleca
firmie produkujacej oprogramomanii, wykonamie symulacji pracy oddziatu.
Chodzi o to, by w drodze eksperymentu symulacyjnego ustali¢ liczbe okienek
i personelu tak, by nie tworzyly si¢ kolejki klientdw i by, z drugiej strony, nie
zatrudni¢ zbyt wielkiej liczby personelu.

W tym przypadku calkiem naturalny jest pomyst utworzenia dwoéch
modutéw

BANK SYMULACJA BANKU
definiuje uzywa
pojecia i aperacje pojecs i aperacjyi
typ KlientBanku var F,G: Okienko,
Urzedalk A,B: KlientBanku
Okienke C,D,E: Urzednik
pree Przyehodzi
wptaca cali Przychodzi
call Wptaca

Dalsza analiza prowadzi do wniosku, z¢ BANK jest szczegélnym
przypadkiem ogolniejszej struktury BIURQ. W strukturze BIURO wyste-
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puja pojecia klient i obsluga, pojecia klient bankm, urzedmik, okienko
stanowiig rozwinigcia poje¢ bardziej ogdlmych. Podobmie ma si¢ rzecz
z operacjami: operacje klient przychodzi, czeka, wychodzi, sa wspolne dla
wielu réznych biur. Dla kierownika firmy produkujacej oprogramomamiie jest
wiec catkiem natwralme, by wyodrebmic€ i osobno zaimplementowaé modut
BIURO

BIURO
deFimiujie
pojecia i aperacje
typ Klient
Obstuga
proc MWchodzi

Wychedzi

Moze on by¢ stosowamy do innych prac, np. do symulacji pracy fiirmy
ubezpieczeniowej. Rozumowamie to mozna powtdrzy¢ Kilkakrotmie i wy-
odrebni¢ po kolei nastepujace modufly: SYMULACIA, KOILEJKA PRIO-
RYTETOWA, KOLEJKA. W strukturze SYMULACJA mamy do czynienia
z pojeciami: proces symulowamy, zdarzenie (na zdarzenie skladaja si¢: nazwa
procesu i chwila zdarzemi), 0§ czasu, na ktdrej sa umieszczone zdarzenia
zaplanowane do symulacji w przysziogci. Operacje struktury SYMULACJA
to: zaplanuj, wykonaj, wznow, skasuj, biezaca chwila, biezacy proces itp.

SYMULACJA

deFfimicjfe pmjecia

typ Proces Sywwlowany
0OsCzasu
Zdarzenie

1 opeEnweje

proee Zaplanuj
Wstrzymaj
Usun
Biezacy_Proces
Biezgcy_Czas

Zdarzenia sa elementami osi czasu, ktbra mozemy pojmowaé jako
kolejke priorytetowg (znaczenie tego terminu wyjasnimy pomizej, por. p. 5.4,
zob. tez [1])). Procesy z kolei moga by¢ elementamii kolejek (zwyczajnych, por.
p. 5.3).

KOLEJKA_PRIORYTETOMA

deFfimtiujfe mpmjecia KOLEJKA

typ Zbiér defiriujr> pojecia
Element typ Kolejka

i ogpenacje Element_Kolejki

proc Wstaw ((Imsere) i agperacje
Usun (Delete) proe Wstaw
Nalezy? ((Menber) Pierwszy
Jakis_Element(amb) Usun
Min(imalny) Pusta_Kolejka?
1 (@arzatek) réwnosé
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l'ak wigc doszliSmy do wniosku, ze dla rozwigzania postawionego
wiflimia symulacji oddziatu banku, nalezy najpierw podaé specyfikacje,
i nislepnie implementacje dla pieciu struktur danyeh (rys. 5.1). Praca
witn/ona w te specyfikacje oraz implementacje moze znalezé wielskrotne
(plnsowamia. Struktury kolejek, kolejek priorytetowyeh i symulaeji wy-
Mimijij w niezliczenej llosel w najrozniiejszych systemaeh programistyeziyeh.

1

Rys. 5.1

W dalszym ciagu rozdzialu przedstawimy, na konkretmych przykladach
amterpnigtych z oméwiomego zadania symulacji
(1) prace nad aksjomatiyyczna specyfikacja struktur danych,

(2) nad implementowamiienn struktur rozumianym jako interpretacja
porlii jednej struktury w teorii innej struktury i

(3) zilustrujemy droge od takich interpretacji do konstrukeji modutdow
programistycznych.

Metoda ta gwarantuje poprawno$¢ otrzymanego modutu wzgledem
dljjomatycznej specyfikacji.
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Specyfikacja struktur. Typy pierwotne

Punkt ten rozpoczniemy od uwag og6lnych dotyczacych pojecia specyfikacji
struktur danych. Pézniej przejdziemy do ilustracji metod specyfilkowania
pierwotaych typéw damych wyst¢pujacych w ustalonym jezyku programo-
wania. Dalsze punkty tego rozdziatu przyniosa inne przyklady speeyfikaeji
pewnych powszechnie stosowanych i niebanalmych struktur danych.

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

K — klasa podobmych struktur danych;

(Z) — klasa wszystkich modeli zbioru formut Z;
Ax(K) —pgewien zbior formut w jezyku legiki algerytimicziri, 6 te]
samej sygnatutrze co struktury klasy K.

Drrmicia 5.1

Powiemy, ze zbiér formut Ax(K) jest specyfikacja klasy K wtedy i tylko
wtedy, gdy M (Ax(K)) = K. Niech A bedzie ustalonz struktuty danych,
Zbior Ax(A) bedziemy nazywac specyfikacja struktury A, jezeli At= Ax(A)
oraz kazdy model zbioru Ax(A) jest izomotficzny z A. |

Przwvkasap 5.1

(1) Aksjomaty algorytmiczne arytmetyki Ar (por. p. 4.4) specyfikuja
klase struktur danych izomotficznych ze standardowym modelem aryt-
metyki liczb naturalmych. Wynika to z twierdzenia o kategorycznos$ci
algorytmicznej arytmetyki liczb naturallmych (por. twierdzenie 4.9).

(2) Aksjomaty kolejek (por. p. 5.3) stanowig specyfikacje¢ klasy standar-
dowych kolejek, tzn. ciggéw skonczonych z odpowiednimi operacjami.
Wynika to z twierdzenia o reprezentacji (twierdzenie 5.4). K|

LeMmaT 5.1

Niech Z bedzie zbiorem formut, a K klasa struktut podolbmych. Jezeli istnieje
wlasno$¢ a taka, ze nie mozna udowodnmié jej ze zbioru formut Z, a kazda
struktura klasy K jest modelem zbiofu Z W {8}, to Z nie jrsit ssregyfikagja
klasy K.

Dowén

Rzeczywiscie, niech AN a oraz Al= Z dla dowolnej struktury AEK. Jezeli
non Z i~ a, to na mocy twierdzenia o petnosci logiki algorytrmicznej (por. p. 4.4)
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leémieje struktura danych B taka, ze Bl= Z oraz non Bt=a. Wynika stad,
te BE1(Z) i B4K, zatem IR(Z) %« K.

Zatem jezeli zbior formut Ax (K) jest specyfikacja klasy struktur K, to
dlii dowolnej formuly a jest spelniona réwnowaznos¢:

VASK) AEFSAXRLS H

PrzZYKLAD 5.2
PRZYKLAD 5.2

Aksipmaty kelejek (por. p: 8:3) bez aksjomaty algorytmicznege Q6 nie
Nithewia speeyhikasjl klasy zwyezajnie rezumianych kolejek, be istnigje
Wwhisnesé prawdziwa w klasie kolejek skoRezonyeh, kiérej nie meozna wdewe-
dnié na pedstawie tyeh aksjomatow. Rozpatizmy Wlasnesé zatrzymywania
e programu

while —em (g) do g==0(qg) od

Nie jest ona prawdziwa w Kklasie wszystkich kolejek rozumianych jako
dowolne ciagi (skonczone lub nie). Wobec tego nie ma ona dowodu

+ aksjomatéow QI1-@B i Q7. K

W kazdym jezyku programowamnia wystepuje co najmniej jeden pierwo-
tny typ danych, tzn. typ wprowadzony wraz z jezykiem. Na ogoét jezyki
programowaniia przewiduja tez mozliwo$¢ wprowadzania nowych, zdefinio-
wych przez programiste typéw danych, 0 czym pbzniej. Jezeli pierwotay typ
danych jest skoficzony, to jego opis nie nastrgcza specjalnych trudmesci. Dla
przykladu, rozwazmy typ boolowskii, ktéry jest dwuelementowym zbiorem
z odpowiednimi dzialaniami (por. p. 2.2). Wykazemy, ze jest on w pehi
opisany nastgpujacymi formutami AxBool w jezyku pierwszego rzedu z row-
noscia:

BoollD (V) (Vx) ((y = (x m —s)wyy=(fxu —xRNA+{(Hmn—x) 4 =

= (xu —x))))

Booll (Vx,y,z)((x m(zmy)) = ((x m2) my) AKU (yw 2)) =

=(xvRw2)

Bool2 (Vx,y)(xmy =y Nx) AUy = 3w xj))

Bool3 (Vx,y)(x m(xw¥) =(x w(xmy)) = x)

Bool4 (Vx,y, z)((x m (z w 3) = ((x nz) w(x m ¥) Axw @n p)=

=((xvz)m(xwy)

Bool5 (Vx, ¥) (x N (U — W)= N-39)y3) ).X).

Latwo zauwazyC, ze dwuelementowa algebra Boole’a zdefiniowana w przy-
kladzie 2.2

Bg = é{{‘uo};ymn LU,,—>
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jest modelem zbioru formut AxBool. Co wiecej, oka:mmyy ze wszystkie

medele e 8%9 EH f@fﬁi ii &éﬂ%&%'ﬁ E\ !‘3( ORCK lfg in£8fﬁ %e gmfgrf]i_
Y&rkqa%ﬂ amo 10ru A% &t 1zomorficzny 7 dwuclemen-

towa algebrq Boole’a.

TWIEBRDZENIE 5.1

W Kklasie systemow relacyjnych, ktore speniaja aksjomaty AxBool wszystkie
modele sg izomorficzne.

Powon
Rozwazmy dowolny model A zbioru AxBool

A = (Adr; mﬂn wAla ?é

Na mocy aksjomatu BoollD uniwersum modelu A ma dokfadmie dwa
elementy. Niech A = {prawdky, ffitis}} i przyjmijmy

faltsz = — prawdm m, pramdu oraz pramd = — fhitez w, faisz

Na mocy aksjomatu Bootl oba dzialania my, wy sa laczne, a na mocy Bool2
oba dziatania sa przemienme. Ponadto aksjomat Bool4 zapewnia rozdziel-
no$¢ jednego dziatania wzgledem drugiego. Zgodmie z przyjeta interpretacja
predykatu = i na mocy aksjomatéw Bool3, Bool5 operacje ny,, up, — sa
wszedzie okreslone.

Zavwazmy proste wlasnosci modelu A prawdziwe dla dowolnych

a, b= A. Na mocy aksjomatu Bool5 i przyjetych zalozen o elementach
zbioru A

itz = — prawda m, prawdu = — prawdi My, (—fallz v, falte) =
= — pranda

pmm=—%%ﬁ*ﬁz=—ﬁiﬁz%(~ﬁpmmm prawal) =

na mocy aksjomatu Bool3

amya=amffauy(amy b)) =a
awy a = awy(amy@u, b)) =a

Poniewaz na mocy aksjomatu Bool5, fathez uxga = a oraz prawd wya =
prawdu zatem

auwy b=z wtw a=fhikzib= falsz

Analogicznie, na mocy aksjomatu Bool5, fatszz mga =fifsz oraz
prawda m,a = a zatem
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amub=prawda wtw a = prawds i b = prawda

Niech h bedzie odwzorowamiem struktury A w dwuelementows algebre
ltoole'a B, takim, ze

h(faksz) = 0 i h(prawda) = 1

N# mocy tych rownosci oraz definicji dzialan w dwuelementowsj algebrze
Boole'a mamy

h@m ()= 1= hi@) = Li hlh) = 1= @a= prawda i b = prawda =
= amp b = prawda = h(a nypp) = pramda

h@uh@®) =0=h@ =0ih®) =0=a=fHibzib=>fibz =ayp =
= faibz = h(a wy b) = fiaksz

Nud

h(a mpp) = h@) m Ki(b)
h(au:by b) = h(a) w k()
h(:)a) = —n(a)

Wykazalismy w ten sposob, ze dowolny model zbioru AxBool jest izomor-
ficzny z dwuelementowym modelem B, a tym samym pokazaliismy, ze zbiér
aksjomatow AxBool ma, z dokladmwiiz do izomorfizmu, jeden model. [

LiwaGA

Teoria T, = €L, #~, AxBool> jest wigc kategoryczna (por. p. 4.4). Model B,
jest jej modelem standardowym. Twierdzemie 5.1 mozna sformulowaé zatem
W réwnowaznej postaci jako: kazdy model teorii T, jest izomorficzny
t modelem standardowym. u

Rozwazania te pozwalaja uzna€, ze formuly AxBool stanowia specyfika-
cie (formalng definicje) typu Boolean. Podobmie mozna okresli¢ systemy
urzadzen zewnetrznych, jakimi dysponuje komputter: ekram, klawiature czy
tez drukarke.

Zupelnie inaczej ma si¢ rzecz z typem integer. Postawmny sobie zadanie
opisania klasy skonczomych zbioréw liczbowych wraz z operacjami od-
powiadajacymi dodawamim, odejmowaniu i innym dzialaniom arytmetycz-
nym. Pomiewaz rozne komputery dopuszczaja rozne podzbiory zbioru
Z liczb catkowitych, a pomimo to kazdy taki zbioér chcemy traktowaé jako
dopuszczalng interpretacje typu integer, trzeba uzna¢, iz naszym celem jest
wilasnie opisanie takiej nieskonczonej klasy struktur damych, z ktorych kazda
ma skoficzong ilo$¢ elementow. Zauwazmmy, ze zadamie takie nie jest roz-
wigzywalne, jezeli do opisu chcemy uzy¢ wytacznie formul pierwszego rzedu.
Okazalo sie bowiem (por. p. 2.5), ze wlasnoéci ,,by¢ zbiorem skonczonym”,
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