ALGORYTMICZNE TEORIE STRUKTUR DANYCH

»Dy€ liczba naturalng” i in. nie sg wyrazalne przy pomecy formut jezyka
pierwszego rzedu.

Rozwazmy jezyk arytmetyki, ktory zawiera state 0 i Maxx, jednoar-
gumentowy funktor s oraz znak réwnesci =. Wykazemy, e nastepujgey
zbior formut AxA, w odpowiednim jezyku algorytmicznym, sianowi specyfi-
kacje klasy arytmetyk integer:

Al (Vx) (x = Max = s(x) = 0)

A2 Max #0

A3 (Vx,y)(s(x) =s(y) = x =)

Ad  (Vx)(y:= O, whille =ix = y dio y = s(y) odi) true

TWIERDZBNIE 5.2

Kazdy model przedstawionego ukiadu aksjomatéw AxA jest izomokficzny
z pewng strukturg N, (por. rys. 5.2) taka, ze

Na = ¢{Q.... 300 m, +4,=>

gdzie {0, ..., m} jest m + 1-elamentowym podzbiorem zbioru liczb naturalnych,
0 i m sg wyréznionymi statymi, a +, jednoargurmentowa funkcja okreslong
nastepujaco:

+#) =i+1 dlai<m
+igt) = 0

N RYs. 5.2

Dowop

Na poczatek zauwazmy, ze dla dowolnej liczby naturalnej m > 0, struktura
N;, jest modelem zbioru aksjomatow AxA. Rzeczywiscie, aksjomat Al jest
prawdziwy w N, poniewaz funkcja +, daje w wyniku 0 tylko dla argu-
mentu m. Z przyjetej definicji +, jest funkcja catkowita i réznowartosciowa
co implikuje prawdziwo$¢ aksjomatéw A2 i A3 w strukturze N,,. Na koniec
aksjomat A4 jest prawdziwy w N, pomiewaz uniwersum struktury jest
skonczone i kazdy element mozna otrzymaé z dowelnego innego elementy
PrZezZ zastosowanie, skonezone) liezby razy, eperas)i +. (poF. Fys: 5.2)
Rozwazmy dowolny model A zbioru AxA

A - Ma@l dylmﬁms%’_-% )

gdzie aq, 8,4 sa odpowiednio interpretacjami stalych 0 i Max z rozwazanego
jezyka. Niech m bedzie najmmiejsza liczba naturalng taka, ze



D

Svito) =

Tukie m istnieje, gdyz dla wartoSciowania v takiego, ze v(y) = @y, V(X)) = By
miimy, na mocy aksjomatu A4,

A, vi=while =i x = y do y = s(y) odl true

Niech h bedzie odwzorowamiem struktury N, w A okreslonym nastepujaco:
h@=a;, h@=s)(@) da i< m

€2y feesodevzorewaitennma O rdA?

Wezmy dowolny element aeA. Na mocy aksjomatu A4 istnieje naj-
mniejsze i takie, ze s{(ay)) =%. Gy i > m, to

a = sk-EAEEsR0)) = sk Ea™6d@na))

Slijld na mocy aksjomatu Al mielibysSmy a = $AZ™{{a)}, czyli i nie jest
najmniejsza liczba naturalma taka, ze si@p)) = a. Otrzymana w ten sposéb

i wprzeczno$é dowodzi, ze i & m. WykazaliSmy tym samym, Ze istnieje takie i,

dla ktorego h(i) = a i w konsekwencji udowodiniliSmmy, ze h jest odwzorowa-
piem na zbior A.

Czy h jest flankojiy rdonoovwet ioiowa!
Niech i <j & m oraz i #j. Gdyby h (i) = h(j) wowczas sk@) = shi@y)-
Stad na mocy aksjomatu A3 byloby a, = s’y'{tg)), a na mocy aksjomatu Al,

¥ =) =‘mpx. Alle jj—i-i—1 <mm. Qitzpymedlimy sprzecmest z pueai
wezesniej definicja liczby m. Wynika stad, ze dla i # j musi by¢ h@) # h(),
tzn. h jest funkcjg réznowartosciowsq.

Czy h jestt izomonfizmem?
Wesmy dowelna liczbs natiratng 8 = § < m. WoOWEzas mamy:

B0 = BT = @il = ko) = sshid)

oraz

M+Np) = h®) = o = 8a(Bme)) = 84tHEGmD)

WykazaliSmy w ten sposob, ze wszystkie modele zbioru AxA ustalonej mocy
i izomorficzne. K|

W podobny spos6b mozna zaksjomatyzowaé (wyspecyfikowac) inne
typy pierwotne dowolnego jezyka programowamia, nawet tak skomplikowa-
ne, jak struktura liczb zmiemmoprzecinkowych.

UwaAGA

Mwikerdzenia postaci 5.1, 52 (i podobme) beda nazywane :wikndizeniami
0 reppezzAtRGH.

say/L51
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Kolejki

W tym punkcie oméwimy strukture kolejek (por. p. 2.3). Czym jest kolejka
wie kazdy. Zastandwry si¢ jednak, w jaki sposob opisac pojecie kolejki tak,
by opis ten byt wystarczajaco precyzyjny.

Przez kolejk¢ chcemy rozummie¢ obiekt, ktéry powstaje w wyniku
operacji typowych dla kolejek i ktdry sam jest argumentem dla innych
operacji na kolejkach. Chcemy wigc opisaé strukture, w ktorej obiektami sa
kolejki i ich elementy, a na tych obiektach sa dokonywane operacje: wstaw
element do kolejki (wynik tej operacji jest nowa kolejka), usuh z kolejki jej
pierwszy element (wynik i argument sg kolejkarmi), podaj pierwszy element
z kolejki (argument jest kolejka, a wynik jest elementem) oraz relacje:
sprawdzZ czy kolejka jest pusta, poréwnaj dwa elementy.

Czy taki opis jest wystarczajacy? Nie. Nie kazdg bowiem strukture
danych, w ktorej wystepujg: jedna operacja dwuargumentowa, dwie operacje
jednoargumentowe oraz jedna relacja jednoargurmentowa, cheemy uwazaé za
strukture kolejek. Nalezy wigc wyspecyfikowaé jakie wiasnoéci maja mieé
operacje, o ktérych byla mowa.

Niech L bedzie jezykiem pierwszego rzedu dwusortowymm, w ktérym
wystepuja zmienne indywiduowe typu E i typu Q oraz nastepujace funktory
i predykaty:

o0 typu Q3Q

p typu E £X0-—+Q

i typn Q - E

em typu Q 3 By

= typu Qx@--» By
Oznaczmy przez AxQ nastgpujgcy zbiér formut w jezyku algorytmicznym
L)

Q1 (em(a)=>eedso GiLe(eP)))))

Q2 (-memiq)) =eqq(fitée ot (o (p(ep)Ni)i)

QB (emfe=>E =/ (iic9))

Q4 (—em(ghen((AM@NRFa))

Q5 =1 errifis.q))

Q6 while =hem (g) do g-— o (g) od true

Q7  eq(@l, g2) = begin

bool = true;

while =tem{gll) A —em (gB) A bool
do

then
bool := false



€ v

fi;
ql= a(ql);
q2:= o(q2)
od (bool A em(@l)) A am(g2)
Q8 nem(q) == ok (0(@))
Q9  “eady) = olokff(q))
Q10 ok (p (e, 4)))

Teori¢ algorytmiczng w jezyku L(x), ktorej zbiorem aksjomatow specyficz-
nych jest zbior AxQ, bedziemy nazywac algorytmiczng teorig kolejek ATQ.

FwigpzeNE 5.3

/bior formul AxQ jest niesprzeezny.

Pywép
Twierdzimy, Zze dla dowolnego zbioru E, standardowa struktura kolejek

(E m Seq(@)uit, out,fiisst; empty, =, =
jest modelem zbioru AxQ (por. definicje 2.13). Zaktadammy, ze interpretacjami
fumktoréow p, o i f sa odpowiednio put, out i first. = jest interpretacja
predykatu eq, a empty jest interpretacja predykatu em. PrzeSledzmy sens
poszczegllnych aksjomatow.
AksioMAT Q1
Usuniecie pierwszego elementu z kolejki powstajacej przez wstawienie
elementu do kolejki pustej daje w wyniku kolejke pusta.
AksioMAT Q2
Operacje dodawania elementu i usuwania elementu, wykonywane na niepus-
tej kolejce, sa przemienne.
AxsjoMAT Q3
Jezeli do pustej kolejki wstawimy jeden element, to jest on elementem
pierwszym.
AKSIOMAT Q4

Jezeli kolejka nie jest pusta, to operacja wstawiania do kolejki nowego
elementu nie zmienia elementu pierwszego.

5:41153
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AKSIOMAT Q5
Rolgka: 4o kisrg) wetavitismy jakikoivisk element jest nicpusta

AKSJOMAT 6
AKSIJIOMAT

Kazda kolejka ma tylko skonczona liczb¢ elementow.

Kazda kolejka ma tylko skonczong liczbe elementow.
AxsioMAT Q7

DWwidka1EjkPsa rowne tylko wtedy, gdy sa tej samej dtugosci i na tych samych
Devieciasihjiasyiesaiae tey bameted gmypmi g Ak somg Gu@ic Qha QLD eprispin
deigdsjinh oporagiijsOperacie WhimeinpiaAjksjorsaryzekedor@l 0pprage
usiveaimiyp iopskail wanr qukr wezegoislimgnty savalkveesdansslytiao Tpkalsje
keglvariepustysituzywania pierwszego elementu sg okre$lone tylko na kolej-
kachJedepstysliste, ze wszystkie te zdania sa prawdziwe, gdy przez kolejke
rozudeinog Jovish yskusysiiie dia g dwnika ose rar apeizivia, vasta wizaia ksokige
fozd oyésai d ovek k@ elemye ikt ak iy Tia@Rs ra e penstiavinnie apddega
p@lﬁm@mllpmakgz@g@gmeﬁiemntu na koncu ciggu, a operacja usuwania @
pominieciu pierwszego elementu.

Zwrocmy uwage, ze rownosé kolejek nie jest przyjmowana jako pojecie
pierwotme. Zdefiniowano ja algorytmiczmie. Dalej wykazemy, Ze program
wystepujacy w aksjomacie Q7 nie zapetla sie¢ w zadnym modelu zbioru
formul QI-1M. Uwaga ta ma wigkszy sens niz to si¢ moze zdawaé na
pierwszy rzut oka. Znane sg systemy, w ktérych operacje sa efektywne,
a pomimo to porOwnywanie elementOw nie jest operacja efkdktywna.

LEMAT 5.2

Formuta Ktrue jest twierdzeniem teorii ATQ, gdzie K oznacza nastepujacy
program
begin
bool == true;
while et (gl) A “eenfd@?) A bool
do
if-~(<z)= (2)
then
bool = false
fi;
ql= algl);
gl= @(q2)
od
end



KOLIUKI 5.3/1 55

1 }owoD
Oznaczamy przez Kj i K; nastepujace programy:
K,: if =mm(gl) A =wm(q2) K,: if =iem(g2)

then then
i) = D) 42 = a(g2)
then fi
bool = false
fi
fi

Nu meey aksjematy AxQ6

ATQ kr while —em (gh) de ¢l ‘= o(g) od true
Poniewaz

ATQ = K. trug,  ATQ b Katrue

iHzmmi¢emaa gd Iniéewyy steoy¢eam iwvppogyeamiee KK,  aan i wvKK; ,zattemnaammooyy
reguly pomocmniczej udowodnionej w przykladzie 4.9 oraz reguly modus
ponens R1 mamy

ATQ k- while =i em(@)) do K,; g1 = o(q1); K,w®d true
Jednakze formuta
((em(qL) A —em(gR) A bool) =>—ekeryt)))

Jest tautologia na mocy aksjomatu Ax5, wiec na mocy reguly udowodnionej
w przyktadzie 4.6 mamy

ATQ I while ~nem(gl) A-em(¢B) Atmldiv K, ; g :=a(gl);, K, il tmue
Stosujac dwukrotmie regute z przykiadu 4.10 oraz regule R2 w postaci

a, Mtrue
Ma

otrzymamy ostatecznie teze ATQ H Ktrue. [

Nastepujacy lemat ustala podstawowe wlasnosci predykatu eg.

LimaT 5.3
Dla dowolnych g, q', 4" e Vg i dowolnych e, e'e V§

(1) ATQ k- eqd@.q)
(2) ATQ HAZQlqeq(d&)eqd( q)
(3) ATQH (eq(g.q') A eq (g, §")) =>eqdd4\yd))
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(4) ATQH (e=¢" Aeq(g, 9)) = ea(p. 9).pE€". 9))

(5) ATQ k- (eq(@. g") A nem(@) =>{<gdtol@).oGe)) A t@)== (401

(6) ATQI- eq (@, 4') s>errigoy =miy ()

(7) ATQH (em(g) A em(2)'»-=z(gad0. q) n

Wykazemy, ze.zbior aksjomatow AxQ jest zupelna specyfikacjg pojecia
kolejki i ze jest on przydatny w analiizie algorytmdw uzywajacych kolejki
jako struktury danych. W dalszym ciaggu pokazemy tez, w jaki sposéb mozna
uzy¢ tych aksjomatéw w procesie weryfikacji poptawmeosci danej implemen-
tacji struktury kolejek.

Nastepujace twierdzenie bedziemy nazywa twierdzeniem o reprezen-
tacji kolejek.

TWERDZENE 5.4
Niech
A= (M US, py, 00/ eMy, =, >
bedzie dowolnym modelem zbioru formul AxQ i niech = bedzie relacja
kongruencji okreslong nastepujaco:
xmy Wiw xyp&A i x=1y lub x, yeSS i eqgy(kx,y)

Wtedy struktura standardowa wyznaczona przez ten sam zbiér elementéw A

€A w Seq{A), put, out,ffiesy, empty, =, Py )

jest izomorficzna z A/ ~.
jest izomorficzna z A/%.

Dow6bp

OWOD
6znaczmy przez p', o', f', em', =/, eq' operacje i relacje systemu A/~ oraz

ﬂm o R Bl BMReji S ARRIAGHS bESLREIfo WO LIASht W
95%8% KJe ZRSHAKEIL I8 mlo RERRBECRIASH SOAIRVSIPTHON. 8

%fe %éaséwmmr&eaﬁejdﬂpﬁwwm{ Efuﬁacﬁéea”}éﬁmmﬁ%zdsgt
e?gfi@ SR LRSI R RIS S'Qfdﬁlﬁﬂdfésﬁelfj&?té’l‘émé’ﬁf
gesw Sée eW{;g t&@gmgma% Y Msﬁ&@lgsﬁoﬁéﬂﬁ& %enCJeaty

ezZB em r. lemat 5.3 wiasnos¢ Oznaczmy ten Jedyny
eIemT\rI\t z %
zen owzoroucer e w zbior
aﬁf Sgezl u Wzorovv\‘/lufgcgf z }8r Ab)geg%‘l} }8r
% q ze

) —%&:
M{a@z aaa) = pitlia,), p'{da- 1), -3 P f&d,1)...))

dla ae?4 oraz dla dowolnego ciagu (afge.., 43) ge5ag(A).

u-l
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Pokazemy, Ze h jest odwzorowamiem na A/w, tzn. pokazemy, ze dla
dowolnej kolejki SES/K& istnieje ciag elementéw aq,....aq, zbioru A taki, ze
8 = h((ag,.-5¢))). Niech v bedzie wartoSciowaniemn w zbiorze (A w S)jk¢
I niech v{q) = s, s % @'. Na mocy aksjomatu Q6

A/myt= while =<¢en(g)do q:= o(q) od true
Istnieje zatem takie i, ze dla wszystkichj £ i

A/ =, vi=an{¢b™ (@) eon{¢digh))
Oznaczmy dla 0 </ &i

laj] £ f(@s))

si = B[] g dihna, p'([a ], P T ENN))

Przyjmijmy ponadto, Ze v(&))=[{87] vz (@) )=s:.

Na mocy aksjomatu Q5 =1em'(s)) diia @< j < i, @ stgdl i z alkgjomeatidw QH
I Q3 otrzymujemy

ii(s) =€l (Kai - 1= BT, p D)) =t Cash)) = [l
Czyli

ih(s) =Fr(s)

Korzystajac z aksjomatu Q2 oraz lematu 5.3 otrzymujemy kolejno
Korzystajgc z aksjomatu Q2 oraz lematu 5.3 otrzymujemy kolejno

A/z,veq(o(g).ple,o(p 1. ple;, pleo, 9)).-)
Al«, v eq(o(<?),p(e,,0(p1;... p(es p(e0.0»..)))

Al v 1 eq(o (4% p(e;, P(;- 16 P (&4, 0 (p(eo,B))--)))
A,J &DWWQ(Q'(‘II)’ p (et’m@j_—l vt’-rp@(el’ ﬂ))))

Powtarzajac to rozumowanie dla dowolnego j < i
Allz, uk- eq@itiy piEe e 1. PEsD).)))

Stad na mocy aksjomatow Q2 i Q3 mamy
Fe40)) = [a]] =f(6'E)

Rozwazmy teraz program wystepujacy w aksjomacie Q7. Przy wartosciowaniu
poczatkowym v obliczenie programu zakoficzy sie dokladmnie po i+1 krokach

oraz instrukcja bool::=f&ldecni¢e bigekhide migghly wykiomrara. Wiyriklaa stel], z2e poo
zakoniczeniu obliczenia bedzie spetniony warunek

(bool Resnid) Loety Y1)
tzn. na mocy aksjomatu Q7
Al vihieckdala o)
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W konsekwencji h((@g,--- aj)) = s; = s. WykazaliSmy w ten sposob, ze h jest
odwzorowamiem zbioru A w Seq (A) na zbioér (A uS)/zx.

Nastepnym krokiem bedzie wykazanie, ze h jest odwzorowaniem rézno-
warto$ciowym. Niech seq, i seq, beda dwoma r6znymi elementami zbioru
Seq (A). Przyjmijmy, Ze a, # bj oraz

seqy = (8g, - Cilj-30,)  S€dz = (Bgs s @iry, Wi b)
s, = h(seqy) s, = Misen,)

Zalozmy ponadto, ze wartodciowanie v jest okreslone nastepujaco:

v(e)) = [aj), v(ed) = [Tojl mal) =% U@2) =%
Na mocy poprzednich rozwazaf mamy

A/ ok eq(@G@ib{ple, P(@®:9)-) dla i Ln
Apev\-et- eq (0\GD), p@n,-ide-, 0).)) dla iLm
A/w, vi-f(defql)) = (Aei®P) dla i<j

namAy ko, D1 (e'gl)) =/ Hg'@R))

Analizujac program wystepujacy w aksjomacie Q7 dochodzimy do wniosku,
Ze jta iteracja programu M w strukturze A/z przy wartosciowaniu
u zakoticzy si¢ wartoSciowamiienn, w ktérym zmienna bool ma warto$c 0.
Bedzie to wigc ostatnia iteracja programu M oraz

non AJr,w\- M{bbobAr em(ql)) A em(gjd))
Wynika stagd na mocy aksjomatu Q7, ze

AN v - “egf@yl, g2)

a co za tym idzie s, # s,. Oznacza to, ze

h(seqi)) # h(seq2)
Pozostaje pokaza€, ze h jest homomanfizmem. Rozwazmy dowolny ciag
seq = (@y,-..,&,) ze zbioru Sep(A)

h(ffrsta(¢eep))) = ?ff@?() = ;7;(@(“(663), 07) =it @), .0 (h(Gr)), 0°)-)) =
h(put (a, seq)) = h((@ - @, D)) =ptH@) HHdR.)... pIHIEdEh)0D)-)))==
= PifHii@) ir(seq))
h (out (seg)))=H{(Gi,-34))) =m(E(@) . P' (h@)0P) ) =
= p(h@).... (@), o (@ (b(@).9Y)..)) =
= QIThAL,), .., PMa)KIg)))0")) ) = b (r(seq))

Te réwnodci dowodzg, ze h jest izomorfizmem odwzorowujgcym strukture
standardomg kolejek na strukture A/Ky, €O koificzy dowod twierdzenia
0 reprezentacji. K|
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Twierdzenie 5.4 przekonuje nas, ze udalo si¢ podaé specyfikacje struk-
tury kolejek wolna od sprzeczno$ci, a zarazem w pelni opisujaca rodzine
mozliwych implementacji tego pojecia.

Kolejki priorytetowe

Niech L bedzie jezykiem pierwszego rzedu, w ktorym wystepuja zmienne
indywiduowe dwoch typow E i PQ oraz nastepujace funktory i predykaty:

in typu ExPQ ->¥#¢D
del typu ExPQ ->PQ
min typu PQ—>E

mb typu ExPQ->B,
em typu PQ->B,

les typu ExE->B,

= typu EXE=>B,

eq typu PQ>PREPQ'B,

Dla prostoty, zmienne typu E bedziemy oznaczaé przez e, e' itd., a zmienne
typu PQ przez q, q' itd.

Teoria kolejek priorytetowych ATPQ bedziemy nazywaé teori¢ algoryt-
miczna w jezyku L(%) Z rownoscia, ktorej aksjomaty specyficzne stanowi
nastepujacy zbior formut AxPq (oraz zbior aksjomatéw dla réwneosei, por.
p. 4.4):

Pql léssfs.€)

((les (e, €') A les (@, @))=¢ e £)e)
(les (e, €1 A les(ey; @) =Jarkeqeadl)
fes(e 69V sl &)

Bg2  while e (@) 46 4 = def (min (@), 4) od true

Pad (em@=this@)are et @) o))

Pg4 mb(e, ine )

Pgs (16 = ¢ ={phideal=mhdeintqesth))

BPgé -1mbe di(ea))

Pq7 (e = ¢ =x{1rhtiqe'al)=mhti¢e'deb(geql)))))

Pq8 mb (e, q) = begin

el =g

ql =g,

bool = false;

while (<iem((#}1) A ~hiboo!)
do
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e2:= miin(gl),
bool:= (el = e2);

qt= del@2, 4
od

end beol
P9 ed(a q') = begin
ak= 6 @R =a;
beol = true;
;vhile (ool A <iemaiA~ em(@)
9

&l = mim(qiby;
bool := bool AmiB¢ELg3R):;
if bool
then
ql=dediel, qdiy;
0 q2:= dei(el, @)

od
end (Bes/ A em (41) A em (@)
Beie @)= i @) = (ge==rmim(a) mse
Bail ek(infe ) = ok (del (e g) = true

Deamucia 5.2

Kazdy model zbioru aksjomatéw AxPq bedziemy nazywaé kolejka prioryte-
towa. ||
TwiERDZBNEE 5.5

Zbiér aksjomatow AxPq jest niesprzeczny. Inaczej moéwigc, istnieje co
najmniej jeden model zbioru AxPq.

Powoép

Nastepujaca struktura jest modelem teorii ATPQ:

(M w Fin (A), insert, delete, minimum, member, empty, £, =, =)

gdzie
A jest dowolnym zbiorem;
Fin (A) jest zbiorem skonczonych podzbiordw zbioru A;
insert (e, 9) = g u {e};
member (e, g) = eaeq)
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delete(, q) = g —{fe;

empty () = (@ = 0);

< relacja liniowego porzadku w zbiorze A;

minimum (g) najmmiejszy w sensie porzadku < element zbioru g;

=, = relacje identycznos$ci w i ivw Fin (A).
Ink adiefiiioweng strokture bedziemy nazywaé standardows stiuikturg
kolejek priorytetowych.

Proste sprawdzenie prawdziwosci aksjomatéw w tej strukturze pozostawia-
my czytelnikowi. K

JliMAT 5.4

Programy wystepujace w aksjomatach Pg8 i Pq9 nie zapetlaja sic w zadnym
modelu teorii ATPQ.

Dowé6d lematu wynika wprost z aksjomatu Pq2 i regut pomocniczych
przedstawionych w przykladach 4.9 i 4.6 (por. analogiczny dowod lematu

52).

Nastepujacy lemat podaje proste przyklady twierdzeh teorii ATPQ.
Wykorzystamy je w dalszej czesci rozdziatu.

LuMAT 5.5

(1) ATPQE--herrllir.q)

(2) ATPQ |- (em(q) = (Ve) -imb (e, §)) A(Ciam(@)==minprmicgici)}))
(3) ATPQH mb(e, in(e, q)) = (e = ¢’ vmb (e, q))

@) ATPQ i—min(ée didl¢6' q)))=((1ee=et'Nmblideqy)))

(5) - ATPQ k(¢nidhy=tmintb, (& (e (¢) > &)p))

(6) ATPQ k- (em(del (e, q)) =>{(#mil€5'q)="2e5 €8))

(7) ATPQ - (em(q) =smmiitite(eg))y==ek)

(8) ATPQ - (em (del (e, q)) =>miir(fy)=ep)

bowop

Oznaczmy przez y formule (~iem (i) A -hbool) oraz przez K i M hastepujace
programy:

M: begin K: begin
el = min(@1); bool = false;
bool == (el = e2); ql=in(e, q)};
ql:=did|(e2, qd)) el=e

end end

/161
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Ad (1)
Na mocy aksjomatu Pq4

ATPQ\-mib (e, in (e, g)j)
Stad i z aksjomatéw Pq8 i Ax21
ATPQ# K((ziy Alaol) v (¥ MMAwhilde dddvi/bddaobl)))

Stosujac aksjomaty Ax15 i AxI8 oraz korzystajac z tego, ze formuila
K (i A bool) = false jest tautologia logiki algorytmicznej otrzymujemy

ATPQL- -iem(in(e, 4)) AK(W((whilke)ydio Nl catibbod)))
co na mocy Ax2 i reguly R1 daje
ATPQ - -iem(in(e, g))

Ad (2)
Najpierw zauwazmy, Ze na mocy praw de Morgana oraz prawa transpozycji
(por. lemat 2.3) wiasno$¢ (2) jest rOownowazna nastepujacej

ATPQ |- (3e)mb (e, g)= ~iem(q)

Dowdéd formuty ((Be) mb (s, g) =>venetg\npamijaiam paeveaiajese gtogaboiyny
do dowodu wlasnosci (1). Rozwazmy formule =1iem(q) =XIepnlz(e;) gD Bana-

czmy przez K’ program
begin el = min(@); gl = g; bool:= false end
Na mocy aksjomatu Pqll® mamy
ATPQ —((=tlewn(gy)=tt-drety ) himige) mimini)))

Latwo zauwazy€, wobec aksjomatu Ax18, ze formuta wystepujaca w nastep-
niku jest rOwnowazna formule

K'(y ANMisool)

a ta z kolei, na mocy reguly pomocniczej przedstawionej w przykladzie 4.11,
jest rownowazna formule

Ky AM(fnilke y diw M1 aubi B 1))

Zastosowamie aksjomatow Ax21 i Ax2 pozwala wywnioskowac, ze
ATPQ b~ (-1 em (g) = K (whilke yydin M1 aiti Howo)))

czyli na mocy aksjomatu Pq8
ATPQ (- (-hem (g) =Smbiitrniid)ah)

Pomniewaz formuta mb (min (q), ) =(Fep)mbideqy)j¢est taattdbygin raehhnkku
kwantyfikatorow, a wiec i twierdzeniem logiki algorytmicznej, zatem otrzy-
maliSmy ostatecznie
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ATPQ - (=i em(q)=>(=4)mbideq)))

Ad (3)
Stosujac aksjomat logiki Ax8 do aksjomatu kolejek priorytstowych Pq5
otrzymujemy

ATPQ + (-ite = &' Amb (e, @)))==mbr{e (& ('(¢))q))
Z aksjomatu Pg4 mamy
ATPQ - (e = &' =smiblfdeirite(eq)}))
a stad i z aksjomatu Ax4 otrzymujemy
ATEQH- (((—e = &' Amb(e, g)) v e = &)=mble(anite(e})))))
Przez proste przeksztafcenie poprzednika w tym twierdzeniu dostajemy
ATPQ |- (e = &' v mb (e, q)) =>mhlfdgirne(eq)}))
Z drugiej strony z aksjomatu Pgq5 mamy

ATPQI- (-iie = &' = (mi(e,iinét' q)) ==minte, @)})))
Aksjomaty rachunku zdan pozwalajg przepisaé te formule w postaci
ATPQ k- mb (e, in (€, g)))=>(de=ct\Wimbi{deq))))

co razem z poprzednio udowodniong implikacja korczy dowod wiasnosci (3).
Dowod wiasnosci (4) przebiega analogicznie do przedstawionego, z tym,
7e jest oparty na aksjomatach Pq6 i Pq7.

Ad (5)
Na mocy udowodnione) juz wilasnosci (3) mamy
ATPQI- (em(q) A mb (e, in (¢, g))) => (em(q) Ae = &' v em(q) A mib (e, q))
Ale z wlasnosci (2) wynika, ze ATPQ - (em (g) =>—xiln(b, ()3, 2 akajcsyoatatu
Ax6 mamy k- ((em (g) Ae= &)=>ec=b)). ZZatam muzzanyy wyywmioskicomss;, 7z
ATPQ - (em (g) =riinte(eniie (@b = =) €)

Dowd6d wlasnosci (6) opiera sie na wlasnosci (4) i jest analogiczny do
dowodu (5).

Ad (7)
Z Wiasnesel (3) mamy

ATBS - (Cemiar22hipini @) o)
Stosuiac regis R32 1 aksjomat Axl8 mamy

ATBE = (e rge ) rtrimimbingh @iy i @)hy)
Z wiagnesel (b
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ATPQ- mb (min (in (e, 4) iin(é g3)

a stad i z wlasnosci (5)
ATRQ-— (em (q) = e=miniifiite(e;)})))

Dowod wiasnosci (8), podobmy do przeprowadzomego, pomijamy. K|
Dalej wykazemy, ze eq ma zwykle wlasnodci relacji rownosci, tzn.

wilasnoéci antysymettii, zwrotnosei, przechodmniodci i ekstensjonalnadei, por.
p. 44.

LeEMAT 5.6
W kazdym modelu teorii ATPQ sa prawdziwe nast¢pujace formuly:

1) eq(a. q)= (e)(Enti(és gdy)==mblideg D))
Q) e@.q

Q) (tm(ma)=>eq(q'.q))

@)  (eq (@ 4))meed40\qt) F=2qdq,(q'0"))

Dowob .

Dowodd formuly (1) znajduje si¢ w Dodatku A. Dowod formut (2), (3), (4)
wynika natychmiast z rownowazmodci (1) i praw rachunku kwantyfikato-
row. 3

Z lematu 5.6 wynika natychmiast, Zze w kazdym modelu A teorii ATPQ
predykat eq musi by¢ interpretowany jako pewna relacja réwnowaznosci
w zbiorze typu PQ. Wykazemy, ze relacja eq, jest kongruencja w A.

LemAaT 5.7

Nastepujace formuly w jezyku L sa prawdziwe w kazdym modelu teorii
ATPQ:

(1) (eq(@. gi)=mmmityic) minig("))

2 (eq (@, a)==rtyic:eel)))

(3) (e = €' A eq (g a)=2qlrie,(g),q) (el,(g))"))
@) (e =e'Aeq (g, 9) ==iadéb(e)oiedéd' &F)N')

Powoép

Dowody formut (1)-(é}) sa oparte na rownowaznosci

eq(@, q') = (Ve) (mb(e,q)) = mb{e, q)
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tillnwadimionej w Dodatku A. Dla przykiadu rozwazmy formule (4). Oznacz-
my przez a formule (mb(e”, q) = miv(e", 4i))). Fomiemaz

b (e =€ na)=((ne= & rmbE", §) = (¢ =& AmbE", 4))
filiom korzystajac z nastepujacej tautologii logiki klasycznej
(V) (y () = RU6) = (X 0363 ixf)))
nlirymamy
b (e= €' AA) )= W) (( (ie==eb Namiibele g )3 T+ e=='eA btz er )
Korzystiajac z wiasnosci (4) lematu 5.5 udowodnimy w teorii ATPQ formule
(e = €' A eq (g, ¢) = (W) (ool didl (6, )= (&', AN ')
NiaNgiae Jeszeze rdwimowaznose () Z lkamaty S6 etrZytmujenmty oxtpasaie
ATPQ H (= &' egd d09) =euddéded, (g) ) ediéd' (1)) Q-

Niestigpujace twierdzenie nosi nazwe twierdzenia o reprezentacji teorii kolejek
priorytetowych. Twierdzenie to pokazuje, ze aksjomaty PQ odzwierciedlaja
dokladnie wszystkie te wlasnosci, ktore ma model st@ndardowy.

TWIERDZENIE 5.6
Niech A bedzie dowolnym modelem teorii ATPQ
A= (M uS, in,, del,, min,, mby, em,, <, =, e}

filzie & jest relacja liniowego porzadku w A — interpretacja predykatu les.
Niech =~ bedzie relacja w MuSS okreslong nastepujaco: dla dowolnych
elementéw a, &' zbioru A4uS

assa’ wtw aabdd ia=a lub a a'eS i egy(a,a)

Wibwczas = jest kongruencja w A, a struktura ilorazowa Ak~ ozmaczona
dalej jako B (por. p. 2.2),

B = (MASUS/ ., ing,ddly, ming; mbg, emg, < =, eqgd
jest izomorficzna ze struktura standardowa

&, W Fim(A,)), iinssent, didlte, i manber, enmty, <, 1@—; 5 =)
J' &

Powo6p

Niech h bedzie odwzorowamiem ze zbioru A w Sf. w zbior Af. w Fui(AL)
okreslonym nastepujaco:
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h(a) =a dla aaedy,
h(s) = {ae Afcmind(gla, s)}  dla s e,

Zauwazmy najpierw, ze zbior h(3) jest zbiorem skohczonym, dla dowol-
nego s. Rzeczywiscie, na mocy aksjomatu Pq2 istnieje takie neNy, ze

B, v &=(dfc==delbdmiir(1)g XY)} eyl )
gdzie v(q) = s. Z aksjomatu Pq8 dla kazdego aeA4/. mamy

mbg(a, s) = @i)(fs::= didls(Eming®) s3) (enir($)=a3))

Zatem dla kazdego a, jezeli mbg(a,s), to i < n. Wynika stad, ze tylko
skoriczona ilo§¢ elementéw a spetnia warunek mbg(a, s), a co za tym idzie
zbiér h (s) jest skoficzony. W szczegidinosci, jezeli m = 0, to na mocy whesnosci
(2) z lematu 5.5, —mbg(a, s) dla dowolnego a i w konsekwencji h (s) jest, w tym
przypadku, zbiorem pustym.

W ten spos6b pokazaliiSmy, Ze jezeli emg(s), to h(s) = 0. Istnienie takiego
s wynika, z aksjomatu Pq2. Na mocy aksjomatu Pq9 i definicji relacji eq
w strukturze ilorazowej B, jezeli emg(s) i emg(s’), to s =§". Zatem istnieje
doktadnie jedno takie s, dla ktérego emg (s) i dla ktérego h(s) = 0. Oznaczmy
to jedyne s przez 9 .

Rozwazmy dwa dowolne elementy sl i s2 i przypusémy, ze

h(s1) = h(s2) = {§3...a,}
Wtedy na mocy definicji funkcji h, mbg(ad,, sii) = mbg(a;, s2) dla i & n oraz dla
dowolnego a réznego od wszystkich a,, —mbg(a,s1) i —miblyiasy). Stz
prawdyziwe jest zdanie

(Va)mihygn, sb) = mby(a, s2)
Na mocy wlasnoéci (1) z lematu 5.6 otrzymujemy sl = s2. Wykazali$my w ten
sposéb roznowartedciowast funkcji h.

Funkgeja h jest odwzorowaniem ng zbiér Aj, w Fin@Pla Dla dowodu
wezmy dowolny zbiér {ay,....5a,} efRi{Ad),) oraz element s taki, ze

s= inﬂ(a\d’ inﬂ(aav'"” inﬁ(anv'eﬁ)))
Korzystajac z wlasnodei (3) z lematu 5.5 otrzymujemy

mby(a, 5) = (a = a, vmib{da, mg(az, .. G, 08).) = ..

=(@=a.va=aw.. va=ay)

Stad h{3) =

Pozostato wykazag, ze funkcja h zachowuje relacje i operacje systemu B.
ROéwnowazmaesci
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mbg(a, s) = member (h (a), h(s))

img(s) = empty (h(s))

equ(s, 8) = M(s) = H(g)
Wyyrikaja z przeprowadzomych rozwazan.

Dla dowodu rownaéci h (ming(s)) = minimum (h (s)) niech minimum (h(g))=
» i, oraz wezmy h(3) = {@js.--,a1,}. Na mocy aksjomatu Pq3, ming(s) €
Viilyrgisrel €as .., @y} . Zaaeem noimiineum (RH)) = ag, —miingd §9)="h (wringt(3).).

Na mocy lematu 5.5 nastgpujace rOwnowazmoici sa prawdziwe w B:
mbg(2a', ing(a, 5)) = (a' = av mby(@’, 5)) = (a = a' v a' elifg))) =
= a'efal} v h(®)
(layli
hiimele, 9) = imsert (hie) h(®)

Milogieznie, korzystajae z wiasnosei (4) lematy 5.5 otrzymamy

fi(denia, 9) = et (@), He)

Ierwazania te dewedza, 76 K jest izomerfizmem edwzerujasym stmkture
I na odpowiadajaca jej strukture standardowa.

Znaczenie twierdzenia 5.6 polega na tym, ze pozwala ono weryfikowa¢
whesnosci roznych implementacji kolejki priorytetowe)j albo na gruncie teorii
ATPQ, albo zamienmie, na gruncie jednego modelu — modelu standar-
dowego.

‘fwierRDZENIE 5.7

Nastepujace formuly sa twierdzeniami teorii ATPQ:

(1) mboe, q) s>eqd(in(e, del(e, 3))qd)

(2) -nmb (e, g) sSeqdddbideiritdeq)))qh)

(3) eq(in(e, q), in(e, 4)=*(tite(er)=minte(er ) y—eq ba @))"))
@) eq(del (e, q), del (e, q')) =Xt leter)orminte(ey ) -7 (69 49)q"))
(5) mb(e g)=eq(q, in(e 4

(6) eq(q, del (e, q)) =>1mb(e,q)

$zKIC DPOWODU

Korzystajac z twierdzenia 5.6, wystarczy sprawdzi€¢ prawdziwo$¢ formut
(&) w dowolnym modelu standardowmym. K
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Drzewa binarne

W tym punkcie podamy specyfikacje struktury skonczonych drzew binar-
nych, w ktérych liSciom przyporzadkowano pewne elementy zwane atoma-
mi. Rozwazmy jezyk algorytmiczny dwusortowy z réwnoscia. Niech V,
bedzie zbiorem zmiennych indywiduowych typu A, a W; bedzie zbiorem
zmiennych indywiduowych typu T tego jezyka. Zakladammy, Zze jezyk ma
nastepujace funktory i predykaty:

cons
left
right
atom
val
new

typu TxT3T

typu T->T

typu T-»T

typu T -»B,g

typu T3A

typu AT

typu TTuAxA->Bg

Nastepujacy zbior formut AxTr bedziemy nazywaé zbiorem aksjomatow
drzew binarnych:

Tri
Tr2
T3
Tr4
T¥S

Tr6
Tr7
Tr8
Tr9
Trllo
Trll

atom (t)wt t = cons (left (t), right (i))
t, = left (cons (ty, t3))
t, = right (cons (t515))
-h atom (€ons (ty, t2)) A arom (@ew (@)
while —taom (@
do
if atom (left (i)
then
t= right (t)
else
t = cons (left (lefi (1)), cons (right (left (1)), right (i)))
fi
od true
(atom (t) = new (val (t)) = t) A val (new (a)) = a
(new (a) = new (a') =a—47)
(const (1}, 1) = cons(lls, L) =>11. = 15 Aty = t))
ok (left ()= odi{ tiighti((}))= — aatom(f))
ok (val (t)) = atom (t)
ok (const (ti,, t,)) = true

Teori¢ algorytmiczng, ktorej zbiorem aksjomatéow specyficznych jest
zbior AxTr, bedziemy nazywac algorytmiczna teoria drzew binarmych ATBT.
Standardowy model tej teorii jest oparty na zbiorze tzw. S-wyrazen (S-
wyrazenia stanowia sematyczng baze jezyka programowania Lisp [36]).
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PraNicIA 5.3

Zbior S(/A), S-wyrazen nad zbiorem A, jest najmmiejszym zbiorem takim, Ze:
(1) dla kazdego a€ A, wyrazenie (a) nalezy do S(A),
(2) dla dowolnych dwoch S-wyrazen T, i T,, wyrazenie (T, T,) jest
ifwniez elementem zbioru S(%). - ' |

Niech conss, leftg, rights, newg, valg, atomg, (por. p. 2.2) oznaczaja
aperacje i relacje w zbiorze S-wyrazen nad A takie, ze dla dowolnych ax A
ML 6,7, erSEA)

atomgt) wtw @BaxA)t —(@)

newg(a) = (a)

Cansim_ﬂ', Tz) = (T1§ Tz)

ey QY § 8 T ()

Riskreslone W PFEECIWRYM FaZI€
. ty gdy r=(14.2)

rightg(x) = p

'ahis(r) (nicokreslone W przeciwnym razie
d ja gdy t=()

valy(d) (nieokreslone w przeciwnym razie
Niistrudno zauwazy€, ze struktura

S()) = (M w S(4), aonsy, lifis, nights, wewg, nel; atmg, =)

R TIR

Jest modelem aksjomatéw Trl-Tied i Tré-Trlll. Zwrdémy uwage na aksjo-
imat Tr5 (5). Semantyczng tre$¢ formuly TS tatwie] zrozumied, gdy zauwazy
Mg na czym polega efekt wykonania Instrukeji Iterowanej w programie
Wivaartym w tym aksjomacie (fys. 5.3).

Rys. 54

2sp116D
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Jest oczywiste, ze aksjomat Tr5 odrzuca drzewa nieskoficzone oraz
elementy podobmne do tego z rys. 5.4. Program wystepujacy w Tr5 nie
zakoticzy obliczeri dla takich danych poczatkowych.

Uwazny czytelnik z latwodcia wykaze teraz nastepujgcy fakt.

LeMAT 5.8
Dla dowolnego zbioru A struktura

S() = (M v 5(4), consg, lefts, rightg, news; valg; atoms,
jest modelem algorytmicznej teorii drzew binaraych ATBT. L

]
=

Jak pokazuje nastepujace twierdzenie o reprezentacji, struktura S-wy-
razen jest charakterystyczna dla klasy modeli teotii ATBT.

TOMIERDZENIE 5.8

Kazdy model teorii ATBT, wiasciwy dla identycznodci, jest izomokficzny
z pewng strukturg S-wyrazei.

Powop

Niech
B = (M v B, consg, leftg, righty, newy, valg; atomg, =)

bedzie dowolnym modelem zbioru AxTr. Zdefiniujmy odwzorowanie h ze
zbioru MuS(4)w zbidr Auu B nastepujgco:

h(a) =a
h((a)) = new(a)
b1 72)) — eonsatings,), M)

dla dowolnych aeMd, x;7:8¥SXA). Z aksjomatéw Tr®-Trlll wynika, ze
funkcje consg, newg sa réznowartesciowe. Zatem h jest tez funkcjg réznowar-
todciowa.

Na mocy aksjomatu Trl kazdy element zbioru B jest albo wynikiem
operacji new na pewnym elemencie zbioru A, albo wynikiem operacji eons na
pewnych elementach zbioru B. Stad i z definicji operacjl newy oraz €oms
w zblokze S-wyrazen otrzymujemy, ze funkeja h edwzerewuje Ay S (4) na
Zbioe Aw B.

Whprost z definicji funkcji h wynika, ze zachowuje ona operacje mew
i consg, tzn.

h(eonsfs,, t5)) = consg(h (¢}), hlie)
h(meed@i)) = newg(h{a))
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No mocy aksjomatéow Tr2, Tr3 i podamych roéwmessi, dla T = (£L.5tR)
HRAY S
h(Qefts(z) = h{lefieibomssla,, ) = h(x,) = leftg(comsyth (@), h(ry)) =
= leftg(ft (conss(zs» ) = lefta(f (1))
INright4)) = huigtttelz 1, 2))) = li(ty) = rightacomssghh (T), h (1)) =
= rights(i¥(bernsst,)))r2))) = rigdhuf(x))

Nu mocy aksjomatow Tr6 dla T = () maanyy

li(vaddt)))= ’Tu/alﬁ(ﬂ%»))% # () 3 & valglsbreyel) = salglh(eey @)= =
atomd(d) = newdluall((y)) = T = Hitrewg(val (D)) = (1) =
= mewg(valp(® @) = h(x) = atomg(h (7))

Mlaswazania te dowodza, ze funkcja / jest izomorfizmem odwzorowujgcym
slimikture >(4) na strukturg B. K|

Modele teorii ATBT sa strukturami uniwersalnymi, ich znaczenie moze
hy¢ poréwnywane ze znaczeniem arytmetyki liczb naturalmych, w ktérych
mozna zaimplementowa Wiele réznych struktur. W nastepnym punkcie
fujmiemy si¢ specyfikacja struktury drzew binarmych poszukiwah bardziej
przydiatnej do celow implementacji kolejek priorytetowych.

Drzewa binarmych poszukiwan 5.6

Standardowa struktura drzew binarnych poszukiwah byla opisana w
rozdz. 2. (por. definicje 2.18). Obecnie podamy algorytmiczng specyfikacje tej
dtokdury. Podobmie jak w poprzedmich rozdziatach, specyfikacja bedzie
zhiorem aksjomatow w jezyku algorytmicznym. Przedstawiona tutaj aksjo-
matyzacja bedzie zwigzana ze znana metoda implementacji drzew BST
inediizowanych za pomoca nastepujacej (lub podobmnej) deklaracji.

unit Naedfe: class (v:E); variable 1,r- Node end Node;

gdzie E oznacza pewien zbi6r (tutaj zbior obiektédw typu E) uporzadkowany
liniowo przez pewna relacje K Intuicje programistyczne zwigzane z ta

deklaracja kaza nam trakiowas ja jako opis zbioru obicktéw, ktdryeh
struktura jest przedstawiena na rys. 5.5.
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Dowolny obiekt tej postaci mozna traktowaé jako wartoSciowanie
trzech jego atrybutéw v, I, r. Ponadto przyjmuje sie, ze wsréd obiektow
znajduje sie obiekt pusty none, dla ktorego warto$ci atrybutdw v, I, r nie sa
6kreslone.

Na obiektach réznych od none mozemy wykonywal operacje od-
czytania warto$ci atrybutdw v, I, r oraz operacje ul, ur, zmiany wartosci
atrybutow ! i r w obiekcie.

Z przedstawiona deklaracja typu wiaze sie¢ nastepujgca struktura da-
nych:

(L Nadke, v, |, r, new, ul, ur; isnone, §%,=‘7“' >

gdzie
new: E-% Nodke v: Nodke - E
|: Nadle -> Node m. :N\atie —»»Niddde

ul: Nodle x Naike » Naedke ur: Node x Node — N\ntie
isnone: Naodiz — By
= oraz § sq odpowiednio relacjami binaraymi w E w Nedk i w E.

Dermnicia 5.4

Struktura danych o podanej wyzej sygnaturze bedzie nazywana strukturg
drzew binarnych poszukiwath, jezeli spetnia nastepujace aksjomaty:

Bstl w(new (e)) = e Aionome (I(new(@))) #ssoomed(((ean()))
Bst2 (mb (e, I (m)= e<<v (i) Anflnte(e (s ol m<e) €)

gdzie predykat mb (e, n) jest zdefiniowany nastepujaco:
mb (e, n) = begin

ni = n) bool:= false;
while =1 isnone (fnli) A =-Hbodl

do
ifv@)) =e
then
bool == true
else
if e < v(n)) then nil == I(nl)) else nll == r (al)fi
fi
od
end bool

Bst3  (Hiionome @) A=kssrone( ((B)==>(U(H))jx =(m(n)
Bst4 (i sisnove (7) A~ isnone (r (m))) =>o(t) < w(tr()))
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Bst5 n = ni = ((isnone (n) A immome () v (@ ()) = o@D 2 (@)= (HnA

A r(n) = Q)
Bit6  (isnone (n) v Ktrue),

K: begin
n = n;
while —isnone (nf)
do
, if isnone (I(xf))
then
nl=x(rifn’)
else
nll z= new((40(n)))}
al == ul((()), n1);
n2 = new (u(n"));
n2 = ul (r (1 (@), m2);
n2 = ur (r ('), n2);
nl := ur(nl, ml)
fi;
= nl
od
end

Bst7 ((r(m) = n" Av(n) = e AK, ) wikmome(H))==>
(n3:= ul (nl, n)) (r@®) = ni" A w(Ed) = e (D)= n))
gdzie
K;: begin
n2 = &i;
while =iisnone (r (m2))
do
n = r(n2)
od;
bool == v(n2) < v(n);
end
Bst8 (I (n}) —i" sou(m) == ee N Homl) w i ssreomee( (1)) =
= (@3:= wr (@, m))(((aF)=nT"r(633)= eonr(3)=nf))
gdzie
K;: begin
n2:=n";
while =i isnone (I (12))
do



ALGORYTMICZNE TEORIE STRUKTUR DANYCH

n2:= Ha)
do;
bool == v(m) < v(m2);
end

Bst9 aksjomaty réwnosci w zbiorze E w Nadk i liniowego porzadku £
w zbiorze E;
Bstl© grupa czterech aksjomatéw okreslajgacych dziedziny operacji

=hisnone (n) = ok(l{(1})) = ok(#((¥)) = 0w ()
(=i dmoome ) KD aob isiemoa ()} )--vlokudH(s<h))))
(= iisnone () A(B famall w iisname (1) = ak(r(er|,my)

ok (new (e)) = true [ ]

Teori¢ algorytmiczng, ktorej aksjomatari specyficznymi sa formuty Besitl-
Bstll0*, bedziemy nazywaé algorytmiiczng teoria drzew binarnych poszuki-
wath w skrécie ATBST.

TwERDZENE 5.9

Teoria algorytmiczna ATBST drzew binaraych poszukiwanh jest niesprzecz-
na.

Powén

Niech Et bedzie niepustym zbiorem, a M standardowa struktuig drzew
binaraych poszukiwan

M = (#H:t w BST, val, left, right, new, upl, upr; isnone, s, = >
it

(por. definicj¢ 2.18). Nietrudno sprawdzi€, ze wszystkie aksjomaty drzew BST
sg prawdyziwe w tej struktuize. Znaczenie aksjomatow w struktuize M jest
nastgpujace:

Bstl. W nowo utworzonym obiekcie typu Nedk atrybuty | i ¥ maja
wartos¢ (), tak wigc kazdy obiekt otrzymany jako warto$¢ wyrazenia mew(e)
reprezentuje lisc.

Bst2-Bsti4. Dla kazdego niepustego drzewa n, kazdy element jego
lewego podditzewa jest mniejszy niz warto$¢ zapisana w korzeniu i kazdy
element prawego poddtzewa n jest wigkszy niz warto$é zapisana w korzeniu
drzewa.

Bst6. Kazdy niepusty element n jest korzeniem skornczonego drzewa
binarnego (por. p. 5.5).

* Aksjomaty Bst3 i Bst4 mozna udowodni¢ na podstawie pozostatych aksjomatéw.
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Bst7. Jezeli najwigkszy element w drzewie n' jest mniejszy niz warto$¢
fil pieama w korzeniu dirzewa w lub gy ' jest postaci (), to przypisanie < jako
[émego syna obiektu = jest dobrze okreslong operacja, a pozostale atrybuty
nblektu r sa nie zmienione.

Bst8. Jezeli najmniejszy element w drzewie ri jest wigkszy niz warto$é
slykiely wierzchotka drzewa u lub gdy «'jiest postaci (), to przypisanie «'jako
prawego syna obiektu njjest dobrze okreslona operacja, pozostale atrybuty
nblektu © sa nie zmienione.

Sens pozostalych aksjomatow jest oczywisty.

Wszystkie wymienione tu wilasnosci sq prawdziwe w strukturze M,
flitem struktura standardowa jest modelem algorytmicznej teorii ATBST
drzew binarnych poszukiwai. K

lamMAT 5.9

Niestigpujace formuly sg twierdzeniami teorii ATBST:
(1) &= a'=>(Ve)(mb(g ) = mb(g )
(2 =iisnome ()==n(r (RYrill, (L), (e G )N = «
(3) ur(ri i tip)) = 83 = ul(n”, ur (vi, n)) = &3 »

Bowed lematy pemijamy:

TWIERBZENE 3:10 (8 reprezentaci)
Kazdy model aksjomatow Bst]-HBstl0 jest izomorficzny z pewnym modelem

itandardowym.

Powop
Niech

A= (tuA, vy, |y, ra, seW,, Ul ur,; isnone,, § =)
bedzie dewelnym medelem teerii ATBST oraz nieeh struktura
M = (&t v BST, val, left; right, new, upl, upr; ishene, s> =)

Et
Et

bedzie modelem standardowym opartym na tym samym zbiorze elemmentow
Et uporzgdkowanym liniowo przez relacje §.

Z aksjomatu Bstl wynika istnienie w strukturze A elementu, dla ktérego
relacja isnone, jest spelniona. Na mocy Bst5 istnieje dokladnie jeden taki
element. Oznaczmy go przez none,. Przyjmijmy nastepujaca definicje od-
wzorowania f:

16/175
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h(e) = e dla eeEt
h(nome,) £ ()

h(@) = (W(Z@) (e (R) Mer(w))  dila m¥momngi & pEE

Jezeli n 4 none,, to na mocy definicji funkcji h, h(n) # (). Wynika stad, ze
funkcje val, left, right sa okreslone dla h(ri). Na mocy aksjomatu BstlQ
rowniez wv,(ri), ru(h), 14(r) maja wartodci okreSlone. Z definicji operacji
w strukturze standardowej i definicji funkcji h mamy

val (h(@))= In(em))

right (h (m) = h ()
left@()) = h(ls(n))

Na mocy aksjomatu Bstl
(h (mane,) h (@) Mtrorey) = ([ rw @) H{ byl e /(@) (KL tesw (&)

Zatem
new (h(@)) = mew (@) = () e(0) = @n(tnorey) M@ lipeag)))—=hiiKeewy(é))

Rozwazmy operacje ur. Pokazemy najpierw, ze wynik operacji ur w struk-
turze A jest okreslony dla argumentdw 1, n wtedy i tylko wtedy, gdy wynik
operacji upr w strukturze M jest okreSloay dla argumentéw h{n"), h(n).
Gdyby ur,(n’, n) nie byto okreslone, to na mocy aksjomatu BstlQ n’ = none,
i formuta K;hool nie bylaby spelniona. Aksjomat Bst6 gwarantuje, ze
wszystkie obliczenia programu K; sa skonczome, zatem isthieje takie i, ze
v(l(n")) & v (). Poniewaz fumkeiia hjjest identycznoscia na zbiorze Et, mamy
réwniez

h(()) < Ml (n)

Stad val (left* (h (1)) < val(h(@)) co oznacza, ze warto$¢ funkcji upr, nie jest
okres$lona dla argumentéw h(n’), h(m). Podobne rozumowamie pozwoli
pokazagé, ze jesli upr (h (n')), ()))jéss tnicedcesdbares t or Svrtiedzum Ly nh hidgest
okre$lone.

Przypudémy teraz, ze warto$¢ ur,(nll, n) jest dobize okre$lona w struk-
turze A. Z aksjomatu Bst8 mamy

1a(ury(@i1, n)) = 14(n)
ra(ury(m 1, m))=m

Stad na mocy definicji funkcji h
h(ar (], n)) = (h(L(04) h(on(E) Hierd))
a na meey udewodnionyech wiasnesei
h(un {1, n)) = upr(((n 1)), ()
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Wimeprowadzenie podobnego rozumowania dla pozostatych relacji i operacji
pozastawiamy czytelnikowi. W dalszej czesci dowodu bedziemy postugiwaé
ke funkcja gt okredlajacg glebokosé wyrazenia BST Przyjmijmy

gH()) =0

gt (ten))=max(ggt6)) gdtai)11
dlii dowolnych BST wyrazen z, gjiidlk diowalbregm e it

Przez indukcje ze wzgledu na glebokosé wyrazenia BST wykazemy, ze
hi cabivezacomujje i A ma BST. Wikasnake

28837 i gh(T) =j itmplikujje (Ereed) @) = z (G&1)
. izitwin dibaj = © Zakimay, 7w 4% (6 1) zadhodzi diia tich j
nmiejszych niz pewna ustalona liczba naturalna k.

Rozwazmy wyrazenie BST'(zen)) o glebokodci k. Oczywiscie gh(z),
1) < K, zeettam zz zzdthovzanin iindiuikeyjirego attrzypmujmnny

Bx,ye A)h(x) = A h()=17j
Niech n = uly(x, urg(y, new,(e))). Wtedy

h(n) = h(ad(x, urx(y, new,(€)))) =umi((x), wpr(h(y), Mnew,(e))) =
= uplt, s (@ ((De 1)) =(teet]) ..

Wiymika stad, ze wlasnoé¢ (5.1) zachodzi dla dowolnego wyrazenia zec IBST,
(#n. h odwzorowuje zbiér A na BST.

Podobmiie, przez indukcje ze wzgledu na gleboko$€¢ wyrazenia BST
wykaZemy, Ze h jest funkcja réwnowartodciows.

Z definicji funkcji h, dla nl takiego, ze gi(th (n1D))=0), H{rli) =h{(D))
Imypliilkuje nl = nR. Zalézmy, ze dla wszystkich a’,m takich, ze g(k((i))) <
<jji3 > 0,

h(@) = h(n)=>n —mn

Rozwazmy nl takie, ze gl(h(())) =j oraz h(nl)) = h(nD). Z definicji
fumkcji h i z aksjomatu Bst5 mamy

h(l@il)) = H{{l{a)
h(ry(@l))) = h (o))
h(v\(@)) = h (v5(n2))

Poniewaz glebokos¢ wyrazen h(ly(])), h(Iy@d)), h(r\(@), Merded)),
h(va(nD)), h(vn(#D)) jest mniejsza niz j, zatem z zalozenia indukcyjnego
otrzymujemy

1) = L,(m2), palr)) = FaHD): UaA(HY) = salerd)

Stad na mocy aksjomatu Bst5 otrzymujemy nl = nR. Na mocy zasady
indukcji, dla dowolnych nal, #i
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h{n1) = hm2)=xhi=xnl

tzn. h jest funkcja réznowartosciowa. Co konczy dowod twierdzenia o re-
prezentacji. hd

Interpretacja

Punkt obecny i nastepny sa poswigcone problemowi implementacji
struktury kolejek priorytetowych w strukturze drzew binaraych poszukiwan.

Problem, czy mozna zaimplementowa¢ pewna strukture A w strukturze
B wystepuje w informatyce wielokrotnie. Rozwiazaniem jest pewlen modut
implementacyjny skladajacy sie z definicji typow, klas i procedur (funkeji).
Rozwigzaniem poprawhym jest modut, 6 kidfym mozna udowodnié, ze
poprawnie implementuje struktue A, tzn. jest Zgedny z zadang specyfikaeja
struktufy A. Rozwiazaniem efektywnym jest medul, & kibtym mezna
powiedzieé, ze keszt wykenania procedur implementujacyeh fie jest nad-
fieray 1ub jest tak Riski jak te mezliwe.

Formalnym odpowiednikiem zadania implementacji struktury A w stru-
kturze B jest zadanie interpeetacji teorii T(A) struktury A w teokii T(B)
struktury B.

Niech AXA bedzie specyfikacja struktury danych A (fub klasy struktuf
K), a AxB niech bedzie specyfikacja struktury danych B (lub klasy struktur
K’). Rozpattzmy teorie algorytmiczne Tl = €L1, &, AxA> i T2 = €L2, L,
AxB> o aksjomatach specyficznych AxA i AxB, odpowiednio. Nie zakladamy
réwnosci jezykéw LI i L2 tych teorii. Jednak zakladamy zgodno$é typow
funktoréw i predykatéw wystepujacych w obu jezykach réwnoczesnie.

DrrmzicIA 5.5
Bedziemy mowic, ze teoria TI jest interpretowalha w teorii T2 wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje zbior DF formut taki, ze

(1) dla kazdego funktora @ z jezyka LI, ktory nie wystepuje rownoczes-
nie w jezyku L2, istnieje term t& L2 taki, ze formuta

(V15.0-%) @065 Xa)K,) = T oK X5)
nalezy do zbioru DF;

(2) dla kazdego predykatu @zzjpeaykiealll] miéewyystenijaaeeeor Cvyazess-
nie w L2, istnieje formuta aged 122tk zeefdonmida

(Vg5 5) O (Xgome 060 = ylKperes i)
nalezy do zbioru DF;

(3) AxBu DF - AxA



INTURIPRETACIA

(I/n. aksjomaty specyficzne teorii Tl mozna udowodmi¢ w teorii <L1 w L2,
(', AxBBuDE>, ktora jest rozszerzeniem teorii T2 0 nowe aksjomaty spe-
|

cyficzne DE),

Riowiemy, ze teoria T1 jest algorytmicznie interpretowalna w teorii T2 wtedy
1 tylko wtedy, gdy termy i formuty, wystepujace w definicji 5.5, sa odpowied-
nio wyrazeniami algorytmiczanymi postaci KT i Ma, gdzie z jest termem
Klasycznym, a formulg otwartg, a K i M sg programami.

Zwr6émy uwage, ze jezeli pewna struktura danych C jest modelem
fbioru aksjomatéow AxB, to istnieje struktura C’, bedaca modelem zbioru
AvIBUDF. Rzeczywiscie, wystarczy jedynie rozszerzy¢ sygnaturg struktury
C o funkcje @, i predykaty g¢., oraz przyjac ich znaczenie nastepujaco:

(W ¢ ccj) B (Careemr 67D = @pe (V)
(Ve - CORRLCI ) C) = Tyel)

Wynika stad nastegpujacy fakt.
ynika st%d nastgguigcgl/ fakt.

LiMaT 5.10

ILLIMAT 5.10

Zhior AxB v DF ma model wtedy i tylko wtedy, gdy AxB ma model. W

LemaT 5.11

Jezeli teoria Tl jest interpretowalna w niesprzecznej teorii T2, to jest
niesprzeczna.

Dowdd wynika natychmiast z poprzedmiego lematu i pojecia inter-
pretowalnosci. |

Wracajac do naszego przypadku, implementacji struktury kolejek prio-
rytetowych w strukturze drzew binarnych poszukiwaii, chcemy zbudowaé
modut implementacyjny wraz z gwarancja jakedci, z dowodem jego po-
prawnosci.

Wprowadzimy kolejno definicje operaciji i relacji wystepujacych w struk-
turze kolejek priorytetowych i wykazemy, Zze korzystajagc z tych definicji,
mozna udowodni¢ wlasnosci wymienione w specyfikacji kolejek prioryteto-
wych.

Dokladmiej, udowodmimmy, Ze aksjomaty teorii kolejek priorytetowych sa
twierdzeniami teorii, ktérg uzyskujemy przez dodamie do aksjomatéw teorii
drzew binarnych poszukiwai, dodatkowych aksjomatéw definiujacych ope-
racje struktury kolejek priorytetowych.

Dla uproszczenia przedstawiomych dalej definicji i zgodmie z przy-
zwyczajeniami programistow bedziemy stosowalii nastepujaca notacje:

s7/179
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I(m) nl
r(n) Coooar
v (n) n.v

n=ulfir)n) ndk=ni
n=ur(mi,n) nr=n

Ponadto wykorzystamy oznaczenie zerwij dla programu nigdzie nieokres-
lonego (pot. p. 8.2).

DEamnicIA 5.6

min(m) = (if isnone(() then zerwij else nl := nfi
(while =iisrave (n14) do nl := nl.1 od ml.v))

LEMAT 5.12

W kazdym modelu teorii ATBST i dla kazdego n takiego, ze —iinone(n),
warto$¢ min (n) jest okreslona.

Dla dowodu wystarczy zauwazy€, ze w dowolnej struktuize standar-
dowej dla ATBST, kazde obliczenie instrukeji while -iisnone (n) de nl i= al.l
od jest skoficzone. Teza lematu wynika z twierdzenia o reprezentacji drzew
binarnych poszukiwan (pok. twierdzenie 5.10). [

DmamicIA 5.7

member (e, n) = begin nl := n; nesult .= fialse;

while —resuft A —iiaoeedént)

do
ife=nly
then result -= true
else

if e < nllw then nl := nl./ else nl := nl.r fi

fi

od

end resuft ]

LemMAaT 5.13

Program wystepujacy w definicji 5.7 zatezymuje si¢ dla kazdych danyeh
poczatkowych, w kazdej strukturze dezew binarnych poszukiwarh. [
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LuMAT 5.14

W dowolnym modelu teorii ATBST, jezeli warto$¢ min (n) jest okre§lona, to
jest spetniona formuta:

(Ve) (member (e, n) =Smin(h)<<el) ‘ ‘ -

DiFNiCIA 5.8

insert (e, ri) = begin nl := n; bool:= false; n3:= nl;
while (—lissrome((N)VA—baddl)

do
n2:= nl;
ife=my
then
bool == true
else
ife < nil.y
then
nl = ml.l
else
nl:= nl.r
fi
fi
od;
if ~i bool
then
if isnone (pi)
then
n3:= new (e)
else
ife<nily
then
nRll:— mew(e)
else
nlmA= mew(e)
fi
fi
fi
end n3 [ |

LEMAT 5.15

Niech M oznacza program wystepujacy w definicji 5.8. Dla kazdego ee E, dla
kazdego n mamy
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(1) M member (e, n),
(2) dla kazdego €' % e member (¢', ) = M member (¢', n3) |

Nastepna definicje, ze wzgledu na jej dilugo$c¢ podajemy w zapisie nieformal-
nym. Procedure usuwania elementu czytelnik znajdzie w p. 5.8.

DrErmicia 5.9

delete (e, n) = begin
{szukaj e}
{przypusémy, e e znaleziono w wierzchotku nll a nD jest
ojcem ml}

{jezeli nl jest liSciem — usuni ml}

{jezeli nl ma tylko jednego syna — uczyn nP ojcem tego
syna}

{jezeli nl ma dwu synéw — znajdZ najmniejszy element
min((pilry) w prawym poddhzewie drzewa nl. Usui ten ele-
ment z poddizewa nl.r i umies¢ go w korzeniu poddrzewa
oznaczonego nl}

n3 = drzewo skonstruowamne powyzej

end n3 |

LEMAT 5.16

Niech K oznacza program naszkicowany w definicji 5.9. Dla kazdego eecE,
dla kazdego ne N

(1) K =imember (e, n3),

(2) dla kazdego e’ # e, member (e', n) = K member (¢’, n3). |

Laczgc obserwacje zgromadzone w powyzszych lematach otrzymujemy
nastepujace twierdzenie:

TwERDZENE 5.11

Wszystkie aksjomaty teorii kolejek priorytetomych sa wyprowadzalne (sa
twierdzeniami)) w teorii drzew binarnych poszukiwat, uzupelnionej aks-
jomatami definiujagcymi operacje insert, deletz, min, member, empiy. ]

Wynika stad (na mocy twierdzenia o petnoégil), ze jezeli jest dany pewien
model dla teorii drzew binarnych poszukiwati, to mozna za jego pomoca
zbudowa¢ model dla algorytmicznej teorii kolejek priorytetowych. W tym
przypadku konstrukcja jest prosta, nalezy okresli¢ wartodci operacji insert (i
innych) zgodnie z przyjeta definicja, i tak:

Dla kazdego zestawu (e, n) kladziemy insertyfe, n) jako réwne wartosci
wyrazenia wystepujacego po prawej stromie definicji 5.8 obliczonej dla
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(anych e, n. Podolbmie postepujemy z innymi funktorami zdefiniowanymi
wczesniej. Jest oczywiste, ze struktura drzew binarmych poszukiwan speinia
formuly — definicje nowych funktorow. A wiec otrzymaliSmy model dla
teorii drzew binarmych poszukiwai, ktory rownoczesmie jest modelem dla
aksjomatow definiujacych nowe funktory. Zgodmie z twierdzeniem sfor-
mulowanym powyzej, struktura ta jest roOwniez modelem dla teorii kolejek
priorytetowych. Spetnia ona specyfikacje struktury kolejek priorytetowych.
Zauwazmy, ze definicje przez nas uzyte sa algorytmiczme. Co wigcej sa to
procedury obliczania warto$ci funkcji insert, delete, min i relacji member.
Pozwala to nam wystowic¢ teze o poprawmaiti modufu implementujacego,
ktéry prezentujemy w nastepnym punkcie.

Implementacja

Obecnie przedstawimmy modut implementujacy strukture kolejek prioryteto-
wych. Modut ten jest zapisany w jezyku programowamia Loglan 82 [9].
Wyniki poprzedniego punktu, twierdzenie 5.11 o interpretowalnosci teorii
kolejek priorytetowych w teorii drzew binarmych poszukiwai, postuza do
prawie mechanicznego utworzenia modufu implementujacego, w tym przy-
padku — klasy KolPrio. Z dyskusji przeprowadzonej w poprzednim punkcie
wynika, ze jest to implementacja poprawmna, tzn. speilniajaca wszystkie
warunki wymienione w specyfikacji kolejek priorytetowych (por. aksjomaty
teorii kolejek priorytetowych, p. 5.4)

unit KolPriio: class (type El; function less(e, e': El): Boolean);

unit node: class (v: El);
var l, r: node;
end node;

unit min: function (n:node): EI;
begin
while n.[ %« none do n:=n.l od;
result =nyv
end min;

unit member: function (e: El, n:node). Boolean;
var nl: node, booll: Boolean;
begin
nl:= n; boolll = false;
while nl % none A =\zagll
do
if nlw =e
then
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bool 1 := tmue
else
if less(g, ml.v)
then
nl = ml.l
else
nl = nl.r
fi
fi
od;
result = hooll
end member;

unit empty: function (n: node): Baolean;
begin
if n = none
then
result = true
else
result = false
fi

end ampty;

unit insert: function (e: El, n: node): node;
var nl, n2, n3: node, boollt: Boolean;
begin
nl:== n; n3 == n; boolll == false;
while =inil = noareerA— bbodll

do
n2:= nl;
ife=mly
then

boolll == true {znaleziono e}
else {szukaj dalej}
if less(e, ml.v)
then {w lewo}
nl = ml.l
else {w prawo}
nl = nl.r
fi
fi
od;
if =Hmoll {nie znaleziono e, trzeba wstawic}
then
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if n3 = none {gdy n jest drzewem pustym}
then
n3 == new node (e)
else {wstawiamy e jako odpowiedniego syna n?i)

if less (e, n.v)
then
nRll == new node (e)
else
n2ir = new node (e)
fi
fi
fi
result = n3

end insert;

unit delete: function (e: El, n: node): node;
var nl, n2, n3, n4, n5: mode,
boolll, leftson: Boolean;
begin
nlL:2=n);nB:2=ny; loowll :— feebus;
while =#1 = none A =4bodl|
do
n2:= nli;
ife=nly
then
booll = true
else
if less(e, nl.v)
then
al:=nilll
else
nl = nl.p
fi
fi
od;
if ool
then {e znaleziono w nl, n2 jest ojcem nl}
if less (e, n2.v)

then

leftsom == true
else

leftsom = false

fi {leftsom 25 nl jest lewym synem n2};
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if nl/ = none Aml.r = mume
then {nl jest liSciem}
if leftsom then n2.I == none else n2r == none fi;
else {m1 nie jest liSciem}
if nlll = none
then {nl nie ma lewego syna}
ifnl=n
then
n3:= nlr
else
if lefitson
then
n2.I== nml.r
else
n2ar:= nl.r
fi {leftson?}
fi {n = nl?}
else {nl ma lewego syna}
if nl.r = none
then {nl nie ma prawego syna}
ifni=n
then {znaleziono w korzeniu}
n3= ml.l
else
if leftsom then n2./:= nlll else nRm== nlLll fi
fi
else {nl ma dwoch synéw}
nd:= nl.r
while n44 % none
do
nd = n4;
nd:= n4.l
6d;
n5.J:= nd.r, nl.u:= n4.v
fi {ml.r = none?}
fi {nlill = none?}
fi {nl)l = none Aml.r = mome?}
fi {bool1?}
result == n3
end delete
end KolPrie



W EMENTACIA

Modut implementujacy KolPrio moze by¢ stosowamy wielokrotnie dla
Minyeh programéw abstrakcyjnych. Nalezy po prostu popizedzic taki
fugium abstrakcyjny nastepujacym prefiksem:

pref KolPrio (aktualny typ El, aktualna procedura porownywania)
block

«~{program abstrakcyjony, por. p. 5.1}
end {blok prefiksowany [9]}.

¥njilviiive jednej tylko linii ustalajgcej nazwe modutu implementujgcego
(wmimetréow aktualnych tego modulu powoduje, ze operacje struktury
jijdpk priorytetowych wystepujace w programie abstrakcyjnym sa realizo-
fiilit zgodnie ze znaczeniem nadamym im przez modut implementujacy
jull'rio.

lodul symutacyjny

tym punkcie zastanowimy si¢ nad zadaniami i strukturg uniwersalnego
iinbllu symulacji procesow. Zadamie modutu polega na dostarczeniu uzyt-
kowmikowi pojecia procesu (symulowanego) i odpowiednich operacji na
iliwesach. Zaktada sig, ze rownoczesnie moze istnie¢ wiele procesow. Calosc
Miliczenia symulacyjnego ogladana z zewnatrz przypomina gre, w ktorej
im/e-procesy po kolei odgrywaja swoje role, ustepuja miejsca procesom
hiid/iej aktualnym i oczekujg wlasciwego momentu na wznowienie swoich

pynnosci. Sg wigc potrzebne dwa mechanizmy:

(1) mechanizm umozliwiajacy przetaczanie pomiedzy réznymi procesa-
il syymuiifezymi;

(2) mechanizm ustalajacy kolejnos$¢, w jakiej procesy dochodza do
iglukit, tzn. stajg si¢ aktywne.

Najlepszym rozwigzaniem pierwszego zadania jest mechanizm wspol-
jiingraméw. O wspoiprogramach piszemy obszerniej w Dodatku C. Wispol-
Ifirn gganyy(§anyg .corouines) ssp mataRdiziem proggranmowanice o b jpoymme
! sinfpisywaariée obtliezenin naa phibagy . Niboma diigkii nidemu uttvereayd peevmag
IHsbe obiektow i traktowac je jako procesy pracujace w trybie quasi-
Wifsiptbbssznym.

Ponizej podajemy specyfikacje systemu zarzgdzania symulacja proce-
mw Specyfikacja ta nie jest catkowicie sformalizowana. Sadzimy, Ze czytel-
nik rechee to zaakceptowaé i sam potrafi, w razie pottzeby, sformutowaé
whasnosci operacji rzadzacych symulacja proceséw w pelniejszy sposob.
NikkAym zdaniern tak wia$nie powinno si¢ postepowac w prakiyce produkeji
oprogramowania, nie jest bowiem realistyczne wymaganie, by specyfikacja
byla zawsze konstruowana jako (wor zupetnie formalny. Formallizacja jest
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i powinna by¢ $rodkiem, do ktérego uciekamy si¢ w ostateczno$ci wowczas,
gdy nie umiemy naszych watpliwosci rozstrzygnaé inaczej.

Przez system zarzadzania symulacja proceséw bedziemy rozumieé
nastepujacy system algebraiczny:

(3P w SQS wHiWN w T, current, time, schedule, run, hold, masinate,
cancel; idle?, t@wiinatied?}

gdzie SP oznacza zbior proceséw symulowanych, SQS jest oznaczeniem osi
czasu, EVN jest zbiorem notatek o zdarzeniach, T jest jakas struktura danych
reprezentujacg czas. Typy operacji sg okreslone nastepujgco:

current: SQS — SP
time: SQS - T
schedulle: SPP x T SQS
hold: T TSQS

idle?. SP -5 By
terminaite?: SP Sy
run: SP -»SQS
passivaiz: SP > SP
cancel: SP > SP

Zadamy przy tym spelnienia nastepujacych postulatéw:

S1 SOQS jest kolejka priorytetowa
(BN w SQS, ins, del, min, mb, ~, =)
52 EVIW = SBRT
83 time (sqs) = min (sgs). &
current (sqs) = min (sqs). p
84 (Vsqs) =iidle (p) = (3t) mb (@, 1), sg)
S5 mb((p, t), sgs) A mb((p, t'), sgs) =t = t'
$6 (sgs = o Aiflle((p)A=-dermoatel| f))=>
= (eall sgs.schedule (@, O)(( i ddle (f9)~sqss==nn§(pt))od))
S7 (sgs = o A =ik ) WA—ridemiimatedi(pp) ==
={(¢adllsqqsscheaudéd fpt ){ (idlielp)p)shsses =
= ins((, ), del (n. time), 0))
S8  terminatral (p) ={¢adl sggsschbdulédfpt)) | ERRRBA }
S9  (call sgs. hold (t)) a = (call sgs. schedule (current, time + i)) &
dla kazdej formuty a
S10 (current = p"a =ittarmiated (p)) =((¢allllsggsruumr(f))pe=—
= (call sgs. schedule (p, time)) a))dliakadzits iféonmudiyca
511 (sgs = o Amb((fp, 1)), sg)) =>(edllssgs rum(fp) | {oureent=ppVsgs|s==
= ins ((p, time), del ((p, '), 0))
512 (p = current Asgs = @)=>(¢adll ip puassivate) (@i ) )Vsgsis==
= del (;n, time), @)
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S13 sgs = o ={calilsgsscaaved (P)jidH o) Agsas =
= del (» 1), 0) Attorminated (()))

Podstawowa wlasnodcia systemu symulacji jest nastepujgca rownowaz-
no$¢: proces symulowany p jest aktywnym obiektem wspoiprogramu = za-
wiisdomienie o zdarzeniu (p, t) jest najwczesniejszym elementem w kolejce
priorytetowej sgs. (Jak wida¢ z aksjomatu S5, jest co najwyzej jedno takie £,
»e para (p,i) nalezy do sgs.) Wiasno$C t¢ zapewniono przez polaczenie
kokdury wspotprogramébw ze strukturg kolejki priorytetowej.

Klasa Simulation implementujaca struktur¢ proceséw symulacyjnych
Jest zbyt obszerna, by ja tu reprodukowac.

Synteza

Sprobujmy teraz zgromadizi€ razem moduly opisane w poprzedmich punk-
tach tego rozdziatu i przedstawi€ strukturg catego programu. Po pierwsze,
wakladamy, Ze czytelnik potrafi sam skonstruowac klase Kolejki i poprzedzi¢
modut KolPrio prefiksem Kolejki. Przypusémy, 2z wiemy jak wygladaja
wnetrza modutdw Symulacja, Biuro, Bank, ktéfre pomizej sg tylko na-
hkidcowane. Wtedy struktura programu symulacji pracy oddziatu ban-
kowego bedzie nastepujaca:

program BANKSYM;
unit KOLEJKI: class;
unit element; class ... end element;
unit kolejka; class ... end kolejka;
unit wstaw: function (e: element, k:kolejka): kolejka; -

end wstaw;
unit usuit: function (k:kolejka): kolejka; ... end usur;
unit pierwszy (k:kolejka): function element; ... end pierwszy;
unit pusta (k:kolejka): function Boolean; ... end pusta;
end KOLEJKI;
unit KolPrio: KOLEJKI class;
{tu nalezy wpisa¢ tres¢ klasy z p. 5.8}

end KolPrio;
unit SYMULACJA: KolPrio class;
unit simproces: class ... end simproces;

end SYMULACIJA;

unit BIURO: SYMUILACIJA class;
{te klase mozna rozwina¢ w konkretne biuro, np. bank}
unit Klient: simproces class; ... end Klient;
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unit Obsluga: simproces class; ... end Obsluga;

end BIURO;
unit BANK: BIURO class;
unit KlientBanku: Klient class; ... end KliemtBanku

end BANK;
begin {tu rozpoczynaja si¢ instrukcje}
pref BANK block
{tu rozpoczyna si¢ program symulacji oddziatlu bankowego}
var kl, k2: KlientBanku, ul: UrzednikBankuw, o:Okienko;
begin
WchodziKlient (k 1);
StajePrzed Olkiemikiem(@);

end BANK _block
end programu BANKSYM.

Przypatrzmy si¢ strukturze tego programu. Sklada sie on z sze$ciu modutéw,
tak jak to zaplanowaliSmy na poczatku. Pie¢ modutéw to deklaracje klas,
deklaracje te sag powigzane pomiedzy soba relacja ,by¢ rozszerzeniem
klasy...”. Mdowimy tez, ze jedna klasa jest prefiksowana nazwa innej klasy [9].
Sz6sty modul, to jedyna instrukcja (zlozona) programu BANKSYM, jest to
instrukcja bloku (a wiec moze ona by¢ dowolnie duzym progtamsn). Blok
ten, rozwazany osobno, jest programem abstrakcyjnym, poniewaz wystepuja
w nim pojecia spoza pierwotnych struktur danych jezyka Loglan. A jednak
program ten moze byé wykonywamy. Popizedzajac go dwoma skowami
prefBANK wskazaliémy na jego Srodowisko, w ktorym mozna nadaé
znaczenie wszystkim terminom uzytym w tym bloku. Modu#owi BANK nie
mozna nada¢ sensownego znaczenia bez modutu BIURO itd.

Zauvwazmy, ze modut BIURO (wraz z prefiksujacym go lancuchem
modutdw) moze by¢ uzyty wielokrotmie do wielu innych zadah. Mozna
definiowa¢ rézne biura i wykonywa¢ odpowiedmnie programy w towarzystwie
modutéw opisujgcych te biura.

Z kolei, jesli zatrzymamy nasza uwage na module SYMULACIJA, to
stwierdzamy z tatwoécia, ze modut ten jest wiasciwie definicjq i implementa-
cja jezyka programowania przeznaczonego do symulowania réznych proce-
séw. Oferuje on ogblne pojecie procesu symulowanego (simproees), ktéremu
to pojeciu uzytkownik dodaje nowych cech, rozwijajac definicje potrzebnych
mu proceséw. Modutty KolPrio i KOLEJKI znajdujg jeszcze szersze pole
zastosowanh.

Mozna stad wnioskowaé, ze zostal spelniony postulat wielokrotnej
stosowalnofci (ang. reusability) moduldw. Jest to wazne wymagamie prze-
mysiu oprogramowania.
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Rozwazania tego rozdzialu dowodza, Ze logika algorytmiczna moze
Wianowie dogodna baze teoretyczng do formutowania wymagan stawianych
oprogramowaniu. Zaoferowane przez nas narzedzia logiki sa wystarczajgce,
by uzyskaé precyzyjne specyfikacje (por. twierdzenie 5.2 o kategorycznodci
urytmetyki algorytmicznej liczb naturaiimycth), a z drugiej strony sg elastyczne
(por. twierdzenie o reprezentacji dla kolejek priorytetowych (5.6), drzew
binarnych (5.8), kolejek (5.4).

Algorytmiczne aksjomaty struktur danych z jednej strony, umoliwiaja
charakteryzacje wlasciwych struktur danych, z drugiej znacznie ulatwiajg
zadanie dowodzenia poprawmnes$ci programu.

Na koniec chcemy wspomnie¢ o jeszcze jednej korzydci z takiego
podejscia: badanie interpretowalnedci jednej teorii algorytmicznej w drugiej
moze doprowadzi¢ do wytworzenia moduléw implementujgcych struktury
danych (por. 5.8) w spos6b gwarantujacy ich poprawnosc.

Sprobujmy podsumowac. Nasza propozycja sprowadza si¢ do roz-
wiijania algorytmiczaych teorii struktur danych i polega na

(1) potraktowamiu struktury danych jako wielosortowego systemu al-
gebraicznego;

(2) specyfikacji struktur przez aksjomaty algorytmiczne;

(3) analizie (weryfikacji) semantycznych wiasnosci programdw na grun-
cie logiki algorytmicznej;

(4) zastosowaniu teorii interpretacji jako formalnego narzedzia po-
zwalajacego badaé implementowalnoSE jednej struktury w innych;

(5) wykorzystaniu mozliwosci formalnego wyprowadzania (konstruo-
wiania) modutéw implementujgcych wraz z argumentamii 0 poprawnaesci tak
otrzymanej implementacji.

W trakcie badah metamatemaftyezmych okazalo sig, ze wiele inte-
resujacych i waznych struktur nie moze by¢ zaksjomatyzowanych (wy-
specyfiilkowanych) w logice pierwszego rzedu. Wprowadzono wiec inne,
mocniejsze systemy, np. logiki infinistyczne, dopuszczajgce nieskoticzone
alternatywy i koniunkeje. Okazuje sie, ze wszystkie znane przyklady struktur,
ktére majg specyfikacje w jezyku z nieskoriczonymmi alternatywarmii, maja
rowniez specyfikacje w jezyku logiki algorytmicznej. A wiec nieskoriczone
formuty nie s konieczne.

Wiadomo, ze zbiory formul pierwszego rzedu nie majg dostatecznie
duzej sity wyrazania wlasnosci struktur algebraiczaych. Pomimo to w litera-
turze rozwaza si¢ specyfikacje zapisywane w jezyku réwnoéei, réwnosci
warunkowych (formuty Horna) lub w pelnym jezyku pierwszego rzedu
z, kwantyfikatorami i negacja. Co z tego ma wyniknaé? Oczywiscie klasy
modeli dla takich uktadéw aksjomatéw sg zbyt wielkie. Zawieraja struktury
nie zamierzone. Przyjmuje si¢ wtedy dodatkowy mechanizifh wyrézniajacy
modele zamierzone. Zadanie aksjomatycznego opisu struktuty danych zo-
staje w ten sposob chlubnie rozwigzane, to prawda. Tylko co z tego wynika
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dla naszego programisty. Jemu jest potrzebna taka specyfikacja abstrakcy)-
nej struktury danych, ktora, po pierwsze, obejmuje dokladnie zamierzony
klase modeli, po drugie, moze by¢ uzyta do weryfikacji poprawnosci
przedstawiomych realizacji, po trzecie, moze by¢ uzyta w procesie analizy
poprawmnosci programow abstrakcyjnych. Przy tym powinno si¢ osiggnaé
wszystkie trzy cele tacznie. Aksjomaty rownosciowe sg sformutowane w ubo-
gim podzbiorze formut pierwszego rzedu i same nie moga stanowic¢ opisu
nawet klasy struktur bedacych arytmetykami komputetdw. Nie udaje sie
z nich wyprowadzi¢ niektorych semantycznych wiasnosci programow.

Prezentowany przez nas sposéb myslenia o specyfikacji struktur danych
pozwala polaczy¢ w jedng calosé kilka spraw, dla kt6rych powstaty oddzielne
i konkurujace ze sobg teorie [2, 3, 4, 13, 17, 19, 24, 27, 43, 48], Aksjomaty
algorytmiczne umozliwiaja doktadne okredlenie klas struktur danych, logika
algorytmiczna dostarcza narzedzi do analizowania wilasnos$ci programow
i struktur, interpretacja teorii algorytmicznej w innej teorii pozwala wykazaé
poprawno$¢ implementacji. Z kolei, narzedzia programistyczine Loglanu
umozliwiaja sprawna realizacj¢ modutdw implementujacych i algorytmow
m.in. dzieki mechanizmom klas i obiektow, wspoiprogramdw, skladaniu
deklaracji klas (prefiksowaniu), obstudze sytuacji wyjatkowych 1 sygnatow,



() procediurach

Wpowadzenie

W tym rozdziale prezentujemy dwa rézne podejscia do problemu definiowa-
il femantyki procedur. W pierwszej czeSci rozwazymy tzw. procedury
Mpfunkcyjne. Procedura jest traktowana jako nowa konstrukcja programo-
wyidinezu, kidra dosé istotnie wizbogaca jezyk programoéw iteracyjnych. Se-
diiilyka klasy programéw z procedurami niefunkcyjmyimi jest mazszstzanikam
sililintyki operacyjnej programobuw iteracyjnych przedstawionej w rozdz. 3.
Mimlbiawwiono system formalny, ktory w spos6b jednoznaczny wyznacza
sapomniang semantyke operacyjng. System ten moze wige by¢ traktowany
ko wksjomatyczna definicja semantyki programoéw z procedurami.

Cze$¢ druga rozdzialu dotyczy procedur funkcyjnych. Sposéb ich
Rifedstawienia jest nieco bardziej abstrakcyjny. Procedure traktujemy jako

swypadku, ukladem aksjomatéow specyficznych pewnej teorii algorytmicz-
i), Semantyke jezyka algorytmicznego przedstawiono tu w nieco inny niz do
| pory sposob. Zaproponowano, tzw. pojecie obliczenia formalnego, ktére
o niczym innym jak dowodem formalnym, Ze rozwazame wyrazenie
fol/yjmuje pewna wartos$¢.

Nloki

Miech L bedzie jezykiem pierwszego rzedu (por. p. 2.4), a w n klasa deter-
minkstycznych while-programéw nad L (por. p. 3.2).

Perinacaa 6.1

Kliisi) programoéw z blokami nad L nazywamy najmniejszy zbior n, zawiera-
Jiloy n i zamkniety ze wzgledu na reguly skladania programéw, rozgalezienia,
leMiiji oraz ze wzgledu na nastepujgca regule bloku: jezeli x jest ciggiem
imiennych i Me&n,, to wyrazenie (tzw. instrukcja bloku) postaci
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block var x; begin M endbl

jest elementem zbioru ], [ ]

Cze$¢ instrukeji bloku var x; bedziemy nazywa¢ deklaracja zmiennych.
Zmienne wymienione na liScie x beda mialy charakter pomocmiczy, bedziemy
je nazywac zmiennymi lokalnymi bloku. Pozostale zmienne bedziemy nazy-
wa¢ globalnymi dla rozwazanego bloku.

PrzykEAD 6.1

begin
x=05 y=3;
block var x;
begin
x:= 15; y:= x
endbl;
x=x+1
end.

W tym przykladzie mamy do czynienia z jedng instrukcja bloku, ktérego
deklaracja sklada si¢ z jednej tylko zmiennej x. Zmienna y jest zmienng
globalng w stosunku do bloku, w ktérym wystepuje. Natomiiast zmienna x
pelni dwie role: w instrukcjach x:= 5 i x:= x+1 wyste¢puje jako zmienna
globalna, a w instrukcji x:= 15, wewnatrz bloku, wystepuje jako zmienna
lokalna. Obserwujemy tu zjawisko tzw. zastaniania zmiennych: zmienna
globalna x jest zastoni¢ta przez zmienng lokalng tak diugo, jak diugo sa
wykonywane instrukcje bloku, w ktérym ta zmienna lokalna zostata zade-
klarowana. O

Unwanea

W powyzszym przykladzie pominieto dla uproszczenia niektére nawiasy
begin...end. W dalszym ciagu bedziemy z zasady pomijaé te nawiasy, ktore nie
sa komieczne do jednoznacznego odczytania struktury programu. |

Oznaczmy przez L (7)) jezyk algorytemiczay zbudowany zgodnie z zasa-
dami podamymi w p. 3.5 z tym, ze w formulach algoryteiczaych postaci Ma,
M bedzie oznaczac teraz program z klasy n,. Przyjmijmy, ze w jezyku L, nad
ktérym zbudowano jezyk algorytmiczny, wystepuje stata 6, ktéra bedzie
pehnita w tym rozdziale pewna specjalng role.

W dalszym ciagu bedziemy si¢ postugiwaé nastepujacymi ozmaczeniami
i definicjami przyjetymi w p. 3.6. Jezeli x jest wektorem x;,%, ....%,, a u od-
powiadajagcym mu wektorem u,, Up,.lsu,, to wyrazenie x:= u, jest skrétem
dla ciagu instrukeji przypisania
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HMwmczeniem programdw z klasy n, w struktutze A jest, tak jak dla klasy n,
flinkeja czeSciowa w zbiorze wszystkich warto$ciowafi w A. Semantyka,
fitrowno instrukeji przypisania, jak i konstrukcji programaitwé@nczaych skia-
(uniu, rozgalezienia i iteracji, jest okee$lona zgodnie z poprzednio przyjetymi
#ifatiami (por. rozdz. 3). Semantyke programéw rozszerzymy na instrukcje
bloku w nastepujacy sposéb:

Puenucia 6.2

i diowolinego wartosciowania v w stirukturze danych A\,
(block var x; begin M endbl),(j7) = u,
wWisdy i tylko wtedy, gdy istnieje wartoSciowamie v, takie, ze

(1) v, = M)\(y,), gdzie v'(z) = v(z) dla z¥x i v'(x) =6
oHAZ,

B b =B 1 g = talp) dlg s N

Mawiae nistormalnis: na 26Whatrz instruksi bleky
block var x; begin M endbl

wktu¢ zmiany tylko tych zmiennych, ktore nie sa w nim zadeklarowane jako
lokalne. Zmiany zmiennych lokalnych nie sg widoczne po wykonaniu
timnukcji bloku.

PRZYKLAD 6.2

Zalozmy, ze struktura, w ktorej bedziemy realizowac nastepujacy program
(et struktura liczb rzeczywistych R z naturalna interpretacja wystgpujacych
w programie stalych i operacji. Niech ponadto stala 8 oznacza 0. Prze-
fledzimy w tym przykladzie mechanizm zastaniania zmiennych.

begin
x:= 100;
block var x;
begin
x=1;
block var x;
begin
x:=x+ 10
endbl;
x:=x+1

endbl;

62Z/l]95
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x=x+1
end

Zmienna x, wystepujaca w tym programie, wielokrotmie zmienia swoje
wartofei. W najbardziej wewnetrznym bloku wartodcig zmiennej x jest 10,
natomiast po jego wykonamiu odstania si¢ warto§¢ zmiennej x z bloku
zewnetrznego, zatem przed opuszczeniemn zewnétrznej instrukcji bloku war-
toscia x jest 2. Ta z kolei warto$€ zmiennej x nie jest widoczna po wykonaniu
obu instrukcji bloku. Ostatieezmie, warto$ciowanie koncowe spetnia warunek
x = 101 K|

Zauwazmny, ze jezeli w pewnym wartodciowaniu wartosci zmiennych u
i z sg takie same oraz z, u$ W(M)), a xe ¥(M), to warto$¢ zmiennej z po
wykonaniu programu M, w ktérym zmienng x zastapiono przez z, jest taka
sama jak wartod¢ zmiennej 4 po wykonamiu programu M, w ktérym
x zastapiono przez u. Méwiac nieformalnie, wynik programu nie zalezy od
uzytych nazw zmiennych, lecz od ich wartefci. W lemacie 6.1 sformutujemy te
zalezno$¢ bardziej precyzyjnie.

LemMAT 6.1

Niech M bedzie dowolnym programem z klasy n; oraz u, x odpowiadajacymi
sobie skonczonymi ciagami zmiennych tego samego typu (por. p. 3.6), takimi,
zexmu = @ iwm V(M) = 0. Wowczas, dla dowolnych wartosciowatt v, v
w dowolnej ekspresywnej struktutze danych A, jezeli v = v' off(x w u) (por.
z definicja 3.8) oraz t/(u) = v(x), to

(1) wartoSciowanie M) jest okreSlone wtedy i tylko wtedy, gdy
wartodciowamnie M (x/u),(i/) sa okreslone;

(2) jesli oba wartosciowania v; = My(@) i v, = M (X/u),(i/) sa okreslone,
to v; = v, offlkx W u) oraz v,(u) = vy(x), ¥5(X) = V'(x), v(u) = v(u).

PowoD

Dowé6d lematu przebiega przez indukcje ze wzgledu na stopien komplikacji
programu i opiera si¢ na analogicznym spostrzezeniu dotyczgcym zbioru
terméw i zbioru formut otwartych.
Dla dowolnego termu lub formuly otwartej w, dowolnego wektora zmien-
nych u odpowiadajacego wektorowi x, takiego, ze umx =@, um W(w) = @,
i dla dowolnych warto$ciowan v, v/, jezeli ¥ = v off(x w v) i #/(u) = v(x), to
Wa(v) = w(x/u)a(i).

Na mocy przytoczonego faktu wywnioskujemy natychmiast prawdzi-
wos¢ lematu 6.1 dla instrukeji przypisania.

Zatézmy, ze lemat jest prawdziwy dla programdw M, i M,. Rozwazmy
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dpram M postaci begin M MM, end. Na mocy zalozenia, jezeli istnieja
“(kosciowania M(n) i My,(X/u)(t/), to tez spelniajg zalozenia lematu,
nhee tego i wobec zatozenia indukcyjnego dla programu M, war-
ihllowanie v, = M, (M) istnieje tylko wtedy, gdy wartoSciowanie
§ - Mygbx/u) (M kxym)q(v)) istnieje oraz jest spelniony warunek (2) lematu.
Jezeli M jest postaci if y then M, else M, fii, to w zaleznosui od y, M((?)
8| rbwne albo M, ,(v), albo My(i). Zatem na mocy zatozenia indukcyjnego
dhi/ymujemy teze lematu.
Jezeli M jest postaci while y do My od, to M,(v) jest z definicji réwne
f then Mifiz{v) dla pewnego i€ N. Na mocy poprzednich rozwazan lemat
Jest juz udowodniony dla programéw postaci if y then M, fi', a wigc jest
udowodniony dla M.
Niech M bedzie postaci block var y; begin K endbl. Z zaloZenia in-
likoyjinego lemat 6.1 jest prawdziwy dla programu K, instrukcji przypisania
immbuikcji ztozonej. Zatem jest prawdziwy dla programu M’ postaci

begin z = 0; K(¥/2); z:= 1,;:pemd
ljc zntMv (K) w y w u) = 0.
~ Niech v, v' beda wartoSciowaniami w A zdefimiowanymi jak w sfor-
multowianiu lematu 6.1. Na mocy zalozenia indukcyjnego wartosciowanie
#,  M(v)istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy warto$ciowanie v, = M'(x/u),(x’)
IWnicie oraz, gdy oba istnieja v, = vy Off (X))o [ERKYEEX =0 AK),
iLlii) = i>f). Jednak wyrazenie M’ (x/u) jest identyczne z wyrazeniem,

begin z:= 6; K(x/m, y/z); z:= %, end

ijd na mocy definicji 6.2, M'(x/m),(V) = M(x/’u)A(i;') oraz My(» = M,(u).
Emlem warunek (2) lematu jest spelniony rowniez dla wartosciowan
M) (o)) 1M , (1), coo rmed bezadbo udbomantini® . Oe

Pojecie obliczenia programu z klasy m, mozna zdefiniowaé, tak jak
w przypadku while-programéw, za pomoca relacji bezposredmiego na-
Bigpstwa w zbiorze konfiguracji (por. definicje 3.4). W tym celu wystarczy
(defimiowaé bezposredmi nastepnik dla konfiguracji z instrukeja bloku. Niech
A\ bedzie struktura danych dla jezyka L. Zakladamy w dalszym ciagu, ze
WWiN/ysiie rozwazane w tym rozdziale struktury sg strukturami ekspresyw-
nymi (por. p. 4.6). Wynika stad, ze dla kazdego elementu a struktury A
Iliatnicje w jezyku L term %, definiujacy ten element (tzn. taki, ze dla kazdego
wartiosciowania v, x,,(v) = a).

bBumnNIcIA 6.3
Niech M, bedzie instrukcja bloku postaci
block var x; begin M endbl
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a Rest dowolna lista instrukcji. Bezposrednim nastepnikiem konfiguracji
ji Rest}> w strukturze A jest konfiguracja (, u:=6; M (&/u); m==rg(.,wRém$t)
dla pewnego u takiego, ze um F(M,) = @

PrRZYKEAD 6.3

Obliczenie programu M przedstawionego w przykladzie 6.1, w strukturze
liczb naturalmych N ze zwykla interpretacja stalych i operacji +, jest

nastepujace:
&b, M>

X1y
s | —
X1y
5|3
X1y
53
x|y |u
5|13 ]|a
X |y|u
513|86
x|y |u
5(3|6
x|y |u
53|15
x|y |u
5 (15|15
x|y|u
5i15| a
x|ylu
6 |15| a

, begin y:= 3:hlock var x; begin x = 15;

y:=x endbk x:= x+1 end

, begin block var x; begin x:= 15; y:= x

endbl; x:= x+1 end

, block var x; begin x := 15; y := x endbl; x =x+1
block var x; begin x:= 15;y= x endbl; x:= x+1
u:=0; begin u:=15; y:=uend; u:=1,; x:=x+1
u:=0; beginu:=15;y:=uend; u:=i, x:=x +1
begin u:=15; y:=uend; u'=7;x:=x+1
begin u:= 15;y:=uend;, u:= Xz x:=x+1
u=15y=wu=1;x=x+1
U'=15y:= U; U:=Xy X :=X +1
y=uu=1,;x=x+1

Y= U;U:=r, X =x +1

u=1,5x=x+1

U= Xg, X:=x +1

x=x+1

X =x+1

=

Definicje 6.2 i 6.3 okreslajg semantyke instrukcji bloku na dwa sposoby:
algebraiczny i obliczeniowy (przy pomocy pojecia obliczenia). Lemat 6.2
stwierdza ich réwnowaznos¢.
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LiiMAT 6.2

Dla dowolnego programu M e n. i dowolnego warto§ciowania v w strukturze
A, ileM]) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skonczone udane obliczenie
programu M w strukturze A, ktére przeksztalca wartoSciowanie poczatko-
we v w warto§ciowanie koncowe v

Powoénp

Lot jest oczywiscie prawdziwy dia imstrokcji przypisania. Zalézmy jego
prawdziwos¢ dla programu K (zalozenie indukcyjne) i rozwazmy przypadek,
jitly M jest postaci

block var x; begin K endbl

Niech u bedzie wektorem zmiennych odpowiadajacym wektorowi x takim, ze

i EM) = @. Mamy witadhy

reM,(t) wtw
V'(z2) =v(z) dla zex oraz (@) oh=K,((x:= O)(v))iv' = v, off x wiw

(na mocy lematu 6.1)

(B03)0, = (begin u:= 6; K(x/m) end)y@) i v' = v, off (@ w x),
(z2)=v(z) dla ze(@ux) wiw

(na mocy zalozenia indukcyjnego) dla wartoSciowania poczatkowego v,
ketnieje skonczome, udane obliczenie programu begin u:= @; K (x/u) end,
ktorego wynikiem jest v, oraz v' = v, off (U w x), v'(z) = v(z) dla zeu w x wtw
isuhiigje skonczome, udane obliczenie programu

begin u:= 0; K(x/w); u:= ¥, end
dla warto$ciowania poczatkowego v, oraz jego wynikiem jest v’ witw
itttiigje skonczone, udane obliczenie programu

block var x; begin K endbl
dla wartosciowania poczatkowego v, ktorego wynikiem jest v'.

Dyskusja pozostatych przypadkéw jest prostsza i pozostawiamy ja czytel-
nikowi (por. lemat 3.1). K|

Aksjomat bloku

Oznaczmy przez AL(7ij) system formalny logiki algorytmicznej dla klasy
programéw m.. System ten jest zdefiniowany przez zbior schematow aksjo-
matow Ax i regul wnioskowamia RW (por. rozdz. 4) oraz nast¢pujgcy
aksjomat bloku:
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Axbl: ((u = x) = (ock var x; begin M endld @ =
= begin u:= @ M(x/u); w::=tTandl i)

gdzie T jest diowolmym ciggem temdéw adipowibdipeym w), aj¢estd dovodhn)

formula, M dowolnym programem oraz

F(x) m F(Mu) = 8, F(Mx) n F(u) = 0.

Przytoczona tu posta¢ aksjomatu moze wydawac si¢ nadmiermie skom-
plikowana. Korzystamy z niej w dowadzie lematu 6.4, by wykazaé, ze udato
si¢ nam podac aksjomatiyczng definicje semantyki programdw iteracyjnych
z blokami. W dowodach wlasno$ci semantyczaych programdw z blokami
mozna wykorzystywaé uproszczonz wersje aksjomatu bloku (por. przy-
klad 6.4). Jest oczywiste, ze mozna dobra¢ zmienne u w taki sposéb, by nie
wystepowaly ani w instrukeji bloku, ani w formule a. Wtedy mozna pomingé
instrukcje u:= 7 iilkomnsakwaminie weanumek w= . Al pomestt prrayjmijpewitetly
prosisza postaé

block var x; begin M andbl o = begin u:
block var x; begin M andbl a = begin u

oM
0, M %((43

PrzykeaD 6.4
PRZYKLAD 6.4

Nastgpujacy eiag réwnewaznyeh formul stanewi dewed tege, ze, po wyke:-
naniy programew z przyklady 6.1, jest spelniony warunek (x = 6 Ay = 1),

() 6=6A15=15 (aksjomaty réwnosci)
2 5+1=6A15=15 (prawa arytmetyki)
(3) (x=5(x+1=6a15= 15) {Ax 18}
4) x:=5(:=3)(x+1=6a15=15) {Ax 18}
(6) (x:=5)(y:= Iw:= Qo1 = 6A15= 1§) {Ax 18}
6) (=5 (= Iw:= B)(u:= 1Y)+l = 6A W= 15) {Ax 18}
(7)  Ge:= 5)@=3W=H L= 15p)y=u){¥1l= 6 Ay = 15) {Ax 18}
(8) (x:= 5)(y:= 3) block var x; begin x = 15; y= x endbl
(x+1 = 6nyw = 15) {Ax bl}
® (x:=5)(y:= 3) block var x; begin x:= 15; y = x endbl
(x=x4+1)(x=6Ay=15) {Ax 18}
(10) begin
x:=5; y:=3;
block var x
begin
x:= 15 y:= x

end,;
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x= xH1
end (x = 6/lyy = 15) {Ax 19}
udl

Nalezy teraz wykaza€, ze system logiczny Ali(m,) jest niesprzeczny
iy, Dowod stusznosci aksjomatyzacji mozna ograniczy¢ do nastgpujgce-
i Wfiiwitu, gdyz razem z faktami udowodniomymi w rozdz. 4, pozwala on
Wkwni¢, ze kazde twierdzenie logiki Ali(n,) jest tautologia.

M 6.3
v dowolnej struktury danych A, At= Axbl.

Mili
#ili A bedzie ustalong strukturg semantyczng. Przypu$cémy, ze dla pew-
%0 il takiego, ze A, YN (u = 1), um (F(M) v F(x)) = 0, mamy
A, Rbloickkvanxxbegtinvendblbba
jijo wtedy wartosciowanie v' takie, ze
(¢, i) block var x; begin M endbl, i A, v'N a
iMluicji instrukcji bloku wynika, Zze warto$ciowanie
I {i, - begin x:= 8; M end,(»)

okre$lone oraz v'(x) = v(¥) dla xexx, v' = v, off &k« Nianmooyylelamaiu6 4.1
Iejd warto$ciowanie v, = begin u == §; M (x/u) end,{») oraz v, = v' off
iij), a poniewaz x m (F(M (x/u)) wu) = @, to v,(%) = v'(x). Z zalozenia

my w, K(x), F(M) sa parami rozlgczne, zatem otrzymujemy ¥ = begin

U; M (&/u); w==weandl{(@), 2 c» za thym idizee

A\ t>-hbdgginin u=4; IM\Ix()))n == emhd a

Il A\ &HH =t ramA A, i+ \bldelolarar begiegM Endhbb} to tr7edadstaatione
ithimowanie mozna odwrécic, co kofczy dowdd lematu 6.3. K|

)la Ilngjikii aligorytmiczne)j AL (7)) mozna wdowodnic, analogicznie jk
{nrypadku AL, twierdzenie o pelnosci. Przytoczymy je bez dowodu.

NniliieYiNIE 6.1
Midewbiap fdommiyye annsstppiijidcemvennkk isgar rowomaanae:

t) ot jest twikendzeniem tworii 1" opartej ma lwgice AL (G );
(2) a jest prawdziwa w kazdym modelu teorii T, [ |
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W rozdz. 4 wykazaliSmy, Zze system AL(n) definiuje jednoznacznie
znaczenie konstrukcji programottwinczych sktadania, rozgateziania i iteracii.
Obecnie udowodmimmy, ze przyjety tutaj aksjomat bloku wyznacza jedno
znacznie znaczenie instrukcji bloku.

LEMAT 6.4

Niech A bedzie strukturg ekspresywna, a <A, I, N > strukturg semantyczmi)
spelniajaca warunki wymienione w p. 4.5. Jezeli €A, L1=) jest modelem dla
AL(my,), to

I (block var x; begin M endbl) = I (uz= 8)1({(M (&/w))STH({Lr=T¥y)
gdzieum F(M) =0, umx =0.

DPowonp

Niech (v, D)el (lillnck var x; Inegin M andbd) i miech @ bedzie fonmuly taka, ze
A, V' = a. Zalézmy ponadito, ze u m (M) = 0. Na mocy tych zalozen, istnieje
term T,y taki, ze

A,vE u=1xy,, oraz A, vk block var x; begin M endbl a
Pomiewaz A I= Axbl, wiec

A, vi= begin u:= 9; M (x/u); u:= 1y, end o
Stad istnieje warto§ciowaniie v\ takie, ze

Mmupel(u=6; M(x/u); u=1x,y)iA,, N=a

Poniewaz a jest dowolng formuta, wiec wartosciowania v’ i v, sa nieseparo-
walne (por. lemat 4.5), a co za tym idzie v' = v.. Ostatecznie

(@, 0 d (e==0 9MMA) U= Jiun)y).

Odwrotmie, jezeli (v, v)el(w:= &M (&/u); wr=vy5)), AWk ovez
um F(M) = @, to wobec A, vi= u = %), mamy

A, v N block var x; begin M endbl a

Istnieje zatem warto$ciowanie v. takie, ze A, u, k= a oraz (v, vj9kc I (block var x;
begin M endbl). Poniewaz a jest dowolng formuta, to v; = v'. Ostatecznie

(v, v') e 1 (llock var x; begin M endbl) )

Unwvaca

Wybér zmiennych u w sformulowaniu lematu 6.4 jest nicistotny, gdyz na
mocy lematu 6.1 oraz twierdzenia 4.11
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il (0; MACR) ; uu==t54,))= | {{z=0DMIXEY) 22=T,1,))
jiwolimych u, z takich, ze (uw z) m F(M) = 0. [ |

dprogramy i procedury

tum punkcie bedziemy rozwazaé klase programéow m,, ktéra mowiac
inniulnie, powstaje z klasy n, przez dodamie nowej konstruksji pro-
ifolworczej, zwanej instrukcja procedury. Instrukcja ta nie tylko istotnie
iiniseil jezyk, ale takze umozliwia uproszczemie samej struktury pro-
filw

Al 6.5

Wijitanie ukladu n réwnan z n niewiadomymi mozna sprowadzi¢ do
lukrolnego obliczania wyznacznika. Zamiast powtarza¢ algorytm ob-
liilw wyzanecznika wszedzie tam gdzie jest potrzebna jego warto$é, mozna
llarw zdefimiowaé procedure, ktorej treScig bedzie algorytm obliczania
miiin:znika, a potem odwolywac sie do tej definicji zawsze, gdy cheemy znaé
floNd konkretnego wyznacznika. O

Piowsszechnie jest stosowana metoda nadawamia nazwy pojeciom na tyle
implikowanym, Ze jest kiopotliwe wielokrotne ich objasniamie. Procedura
{ nuAw;) pewnego pojecia zdefimiowanego algorytmicznie.

#YKLAD 6.6

kali zadanie polega na obliczeniu funkcji Fibonacciego Fib((h) zdefiniowa-

dlinmeN za pomoca mastgpuiipeydh zdternesel rdkureneyiimyed

Fig((y) = 0
(1) =1
Fib(o+2) = Fib()+Fb(n#+1) dla m>11.

higram obliczania wartosci tej funkcji moze wygladaé¢ nastepujaco:

begin
a—0;
if n = 0 then wymik =0
clse
b= 1;ii=1;
while i & n
do

04/ 20.
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c:=b; b= a+#b;
=c;i=i+1
od;
wynik = b
fi
end

W algorytmie opisanym tym programem za kazdym razem, gdy chcemy
policzy¢ warto§¢ funkcji dla pewnego n, zaczynamy obliczenia od poczatku.
Tymczasem dla obliczenia Fib((n+ 2) wystarczy zna¢ dwie wartoéei Fib(n)
i Fib(m~ 1). Inny algorytm obliczania wartosci tej funkcji przedstawimy
w nastepnym przykladzie. O

Procedury (niefunkcyjne), @ kiérych mowa w tytm rozdziale, dopuszczajg
odwolywanie si¢ do swojej treSci umozliwiajagc w ten sposdb, pisanie
algorytméw rekurencyjnych. Jezeli w procedutze nie wystepuje odwotamnie do
jej tresci ani do tresci zadnej innej proceduty, to nazwiemy ja podprograrern.
Syntaktycznie procedura skiada si¢ z dwu czesci: czesci definiujacej oraz
instrukeji wykonania. Te dwie czgsci bedziemy nazywaé odpowiednio de-
klaracja proceduty i instrukcja procedury.

W prowadizemie procedur wymaga rozszerzenia rozwazamego do tej pory
jezyka o zbi6r nazw dla procedur, tzw. identyfikatoréw procedur. Z kazdym
identyfikatorem procedury zwigzemy pare liczb naturalmych, ktérg bedziemy
nazywac typem identyfikatora. Bedzie on okre$lat ilos¢ i rodzaj parametréw
proceduty.

DErmnicIA 6.4
Deklaracja procedury bedziemy nazywaé kazde wyrazenie postaci
procedure p (in x; out y); begin M endproc

gdzie p jest identyfilkatorem procedury typu (n, m), M jest ciagiem programow
z W (ChiedTim o el besyy 1o ppoitenmny ttelke), a8, yy s ci gz zmicanmyclh o dihgeidi
odpowiednio mim.

Zmienne x, y s parametrami formalnymi procedury (odpowiednio wejs-
ciowymi i wyjSciowymi), a M treicig procedury p. Wyrazenie p(in x; out y),
wystepujgce w deklaracji procedury, bedziemy nazywaé nagléwkiem proce-
dury. ]

DErmIcIA 6.5

Instrukcja procedury nazywamy kazde wyrazenie postaci p(@, b) gdzie p jest
identyfikatorem procedury typu (n, m), a jest (odpowiadajacym x) m-elemen-
towym ciagiem termdéw, a b (odpowiadajacym y) m-elementowyrn ciggiem
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iibriinych. Ciagi a, b bedziemy nazywa¢ parametramii aktualmymi proce-
ity p. [ ]

YKIL.AD 6.7
OMVIUImy nastepujaca deklaracje procedury:

procedure Fib (in n; out w);
war i, k;
begin
if n = 0 then w:= 0 else
if n = 1 then w:= 1 else

Fib (w—22i)0);
Fib (n—13.klg);
wi= i+ k
fi
fi
endproc

W/t jympreakdbediziee Frithjpedti et yftkied coveam pnossediury typu (L1, ). Zmikome
WhiNippaaaneétaani i féonmadiyym i pyoweeduny, i,i kksaaj¢s jzoméomyynii lokidiyymi .
Tre§¢ procedury stanowi instrukcja warunkowa. Wyrazenia Fib((n—=2; i)
§ Phip(n —11; k), wiysseqmy e Wy thesizii paesadiury;, ssp itk pami prossstiumy,
kiorej parametrami aktualnymi s3: term n—2 ii zzmima i W peaWwsZym
przypadku oraz term n— lii zmienna k w drugim przypadku. K|

Zbior n’, zdefiniujemy teraz jako najmmiejszy zbior wyrazen zawierajacy
Imetrukcje przypisania i instrukcje procedury, zamkmigty ze wzgledu na znane
itiguly skladania, rozgaleziania, iteracji oraz nastgpujaca regule tworzenia
bloku:

jezeli dekl jest ciagiem (byé moze pustym) deklaracji procedur o réznych

identyfilkatorach, z jest ciagiem réinych zmiennych (byé meze pustym),

a M ciagiem wyrazen z nis, to wyrazenie bloek var z; dekl; begin M endbl,

jest elementem Ay
Wielko$ciami lokalnymi bloku

block var z; deki; begin M andbl

&) zmienne wystepujace w ciagu z i nazwy procedur zadeklarowanych
w G diskd. Wiellkosciami gliobalnymi tiego bloku s3 wezystkie inne zmigmme

wystiepujace w tym bloku.
Wielkoséciami lokalnymi deklaracji procedury

procedure p(in x; out y); var z; dekl; begin M endproc

sil nazwy procedur zadeklarowamyeth w ciagu dekl, zmienne wystepujace
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w ciggu z i nazwy parametrdw formalnych wystepujgce w ciggach x i y.
Pozostale wielkosci wystepujace w tej deklaracji procedury sa globalne
(nielokalne) dla niej.

W dalszym ciggu stlowo moduf bedzie oznacza¢ blok lub deklaracje proce-
dury.

DermvcIA 6.6

Klasa #; programéw z procedurami bedziemy nazywac najwiekszy podzbiér
zbioru ', taki, ze kazdy jego element M spelnia nastgpujace warunki:

(1) kazde wystapienie instrukcji procedury jest zawarte albo w de-
klaracji procedury o tym samym identyfikatorze, albo w bloku, w ktorym
wystepuje deklaracja tej procedury;

(2) kazde dwa moduly zawarte w wyrazeniu M maja roztagczne zbiory
wielkosci lokalnych w tych modufach. |

Czytelnik moze zachnac¢ sie na ten drugi warunek i zawolac, iz ogranicza
sie swobode ukladania programdm. Wcale tak nie jest. Kazdy program moze
by¢ automattyczmie i w tatwy sposdb przeksztalcomy do rownowaznego mu
programu spelniajagcego oba wyliczone przez nas warunki.

Zadanie okreSlenia semantyki programow klasy n, jest znacznie bar-
dziej skomplikowane niz w przypadku klasy #}. Podstawowa idea polega na
zastapieniu instrukeji procedury jej zmodyfikowana trescia. Wprowadzenie
pojgcia obliczenia poprzedzimy kilkoma niezbednymi oznaczeniami,

Rozwazmy nastepujacg deklaracje proceduty

procedure p(in x; out y);
begin
M
endproc 6.1)

Niech a bedzie ciggiem terméw, b za$ ciggiem zmiennych odpowiadajacych
x i y. Przez Mad{fa, b, p) bedziemy rozumiieli nastepujgcy program:

block var u, w;

begin
u=a
M/, yy Yw);
b:=w

endbl

gdzie u jest wektorem zmiennych odpowiadajacym x, a w jest wektorem
odpowiadajacym y oraz (uw w) m (a w bw F(M)) = 0.

Niech M bedzie programem zawierajacym instrukcje procedury p(, b)
oraz niech odpowiadajaca tej instrukcji deklaracja w M bedzie (6.1). Przez
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Mixd{M) oznaczmy program, powstajacy z M przez tekstowe zastapienie
rozwazanego wystapienia instrukcji procedury jej zmodyfikowana trescia
Madlta, b, p).

Niech A bedzie strukturga danych rozwazanego jezyka pierwszego
izedu L. Zakladamy, tak jak w poprzednim punkcie, ze A jest struktura
ckspresywna (por. p. 4.5). Relacje bezposredniego nastepstwa i— wvzboarze
willygsitich konfiguracji w A, zdefiniowana jak w rozdz. 3 (por. z definicja 6.3),
rozszerzymy w nastepujacy sposob. Dla dowolnego wartosciowania v w stru-
kturze A przyjmujemy

(v, block var z; dekl; begin M endbl; .,) e
(0> black dekl: begin ti= & M@: W= Topy SRIRE-3
s dowetness U takisgs: 5 UR KM =§i2%4
< Block dekl: begin M endblr> 2 (0 M3

gdy w M nie wystepuje zadna instrukcja procedury zadeklarowana w roz-
wiazanym bloku

(v, block dekl; begin p@a, b); M endbl; ...) i
(i, block dekl; begin Mad{¢a, b, p); M endilt;..)

Jezeli K jest instrukcja ztozong, przypisania, warunkowa, iteracji lub instruk-
cja bloku oraz jesli <v, K) i=<v'. K", to

(v, block dekl; begin K; M endbk;...) i—»
{y", block dekl; begin K' M endhlt;...)

Pojecie obliczenia programu definiujemy tak samo jak dla klasy n oraz
przyjmujemy, ze dla dowolnego programu M e dl; i dowolnych warto$ciowan
v w strukturze A, (v, v)e M, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje udane
skonczone obliczenie M przeksztalcajagce warto§ciowamie poczatkowe v
w warto$ciowanie koncowe v".

Dla dowolnego programu M oznaczmy przez M? program otrzymany
z M przez rownoczesne zastapienie wszystkich instrukcji procedury stale
zapetlajacym sie programem @ i przez usumigcie wszystkich deklaracji
procedury.

LumMAT 6.5

Dla dowolnego programu Meast, i dowolnych wartosciowan v, v' w struk-
turze A
yeMy ) wtw o eMod(M)(s) ©.2)
DeWti@) implikuje ¥)&NUED) 6.3)

04/207
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Powobp

Dowoéd pierwszej wlasno$ci wynika natychmiast z definicji pojecia ob-
liczenia. Dla dowodu drugiej wlasnodci zauwazmy, Ze jezeli istnieje udane
skoficzone obliczenie programu M”, prowadzace z wartoéciowania v do
warto$ciowania v, to w tym obliczeniu nie moglo dojs¢ do wykonania
instrukeji 9. Zatem obliczenie programu M nigdy nie dojdzie do wykonania
instrukeji procedury. Obliczenie programu M rézni sie od obliczenia pro-
gramu M? przy tym samym wartoéciowaniu poczatkowym jedynie tym, ze
przechowuje informacje o definicjach procedur tak dilugo, jak diugo wy-
stepuja w nim instrukcje procedury.

Pelny dowodd, przebiegajacy przez indukcje ze wzgledu na postaé
programu, pomijamy. K|

LEMAT 6.6

Dla dowolnego programu Men, i dla dowolnych wartoSciowaf uv,v
w strukturze A

D&M jt) wtw  istnieje i takie, ze v' e kool NO),(v)

Powop

Implikacja <= wynika natychmiast z popizedniego lematu, jezeli bowiem
v'eMDEM)% (v), to z whasnosci (6.3)

v'eMddd’(ND) Xv)
i z wlasnosci (6.2) v'e

Rozwazmy implikacj¢ = Niech v'e M /(l)). Istnieje zatem obliczenie
programu M, ktore przeksztalca v w warto$ciowanie koficowe v'. Jezeli
w obliczeniu programu M nie doszio do wykonania Zadnej instrukcji

procedury, to i =0 i teza lematu jest komsekwemcja przyjetej deklaracji
procedury (6.1). W przeciwnym razie, niech

Pit®,, b)), .. ma, b,)

beda wszystkimi wystapieniami instrukeji procedury, ktére sa wykonywane
w rozwazanym obliczeniu. Oznaczmy przez K program Maal'(M)), gdzie dla
i < n, Madl¥M) powstaje z Mod*="{(M)) przez tekstowe zastapienie wystapie-
nia p¢a;, b,) instrukcji proceduty jej zmodyfikowana tresciag Mad (a;, b, p,).
Obliczenie programu Maual(M)) przebiega dokladmie tak, jak obliczenie
programu M i v'e Maal(M)) (). Chociaz w Maal"(M)) moga wystapi¢ jeszcze
instrukcje procedury, to na mocy zalozenia, nie dojdzie do ich wykonania,
jezeli rozwazamy obliczenie programu K przy wartosciowamiu y. Zatem
v e K4(@), co nalezato pokazad. ; O
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Akgjomaty procedur 6.5

Oznaczmy przez AL((Tt;) logike algorytmicznz dla klasy programéw mn;,
((#or. p. 6.4) w jezyku L. Zbior aksjomatéw i regut wnioskowania logiki
M. (n;,) jest rozszerzeniem aksjomatyzacji podanej w rozdz. 4 o nastepujace
Rijpmaty i regule wmnioskowania:

Axproc Ma = Madl (M) a
(M%a = Ma)
u="7 -'»(Mm.rzz;dd.ldlj ;blegiiin NV eaxddiblca—
= Block deki: begin = & M@ = 1 ndbhs
Wy RR K= 82780 Ve R D Y Em) =4,
Black deki: begin M1 endbl « = begin M1 end «

0 = r
Rproc &LZ@M( 5 = )

We wszystkich wyrazeniach M jest dowolnym programem z klasy n,, Ml zas
dowolnym programerm, w ktérym nie wystepuja instrukcje procedur od-
powitedajace deklaracjom dekl.

Per (M) jest najmmiejszym zbiorem programdw zawierajacych M i takich, ze
Jezeli K e Der (M), to Mau! (K) & Der (M).

| IMAT 6.7

Dowolna struktura danych A jest modelem dla logiki AL((7t;).

bPowép

Prawdziwo$¢ aksjomatow AL (¥y) W strukturze A wynika z lematu 6.5
| twierdzenia o stusznosci aksjomatyzacji dla logiki AL (]). Shusznos¢ reguly
Ry wiym e, wimansstt zz Lbeneetiu 6666. |

Dla logiki rozwazanej w tym punkcie zachodzi réwniez twierdzenie
o pelnosci stwierdzajgce, ze wszystko co jest prawdziwe w przyjetej seman-
tyce, mozna udowodmi¢ ze zbioru aksjomatéw za pomocz regut systemu
Al ¢ fi).

W dalszym ciagu rozwazah zajmiemy si¢ zbadamniem czy system AL (n;)
mozna traktowac jako definicje semantyki. Niech A bedzie strukturg eks-
presywna, a €A, L1=) strukturg semantyczng zdefiniowang tak, jak w p. 4.6.

Nasze rozwazania rozpoczmiemy od prostego faktu wynikajacego
z przyjetych wilasnosci struktury semantycznej.
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Jezeli €A, I, = jest modelem dila logiki AL (03), to dla dowolnego programiu
MG,

I(M) = I[(Mad (M))
I(M?%) < I1(M) m
I(M%)ClI(M) .

LEMAT 6.9
LEMAT 6.9

sl AT B2 jest modsiem Iggiki AL (). ts dia dowslnsge Brogramy
zachodi nasiepBiaca ToWnGsE
IM)= U IKH

Kefa((M)
Dowon

Niech (v, t/)el((K®) dla pewnego KeDBer (M) takiego, ze¢ K = MddiM).
Wtedy na mocy lematu 6.8, (v, v') e I (Mod{M))), a co za tym idzie (v, v) € 1(M).
Dowodzi to inkluzji

U 1Y) 1(M)

KeDer
Dla dowodu drugiej czesci lematu, niech (vjs vi)eI(M) i niech a bedzie
formulg taka, ze A,v, N a. Zalézmy ze 8 jest formuta, ktéra opisuje
wartoéciowaniie v, ze wzgledu na wszystkie zmienne x;,..,%, wystepujaee
wM

ﬁ = (&11 = Tore A ern ETV(@(“))

Zatem A, v, k= Ma oraz A, v, N Binon A, v, &= (Mx = - £3) Nhianmoesyrégobtyy
Rproc istnieje K & Der(M) i wartoéciowanie v takie, z¢ K = Medii¥)) dla
pewnego i oraz

non A, v' = (K% = ~iff) 6.4)

Stad A, v' N P i w konsekwencji wartoéciowanie v’ jest identyczne z wartos-
ciowaniem v; na wszystkich zmiennych ze zbioru F(M). Nia mocy whasnosel
(6.4) A, v;1= K”%, istnieje wiec wartoéciowaniie v’y takie, ze

i )T &) i

Jezeli jako a wezmiemy formule opisujacq wartoéciowanie v, dla wszystkich
wystepujacych w M zmiennych, to otrzymamy rowno$é v, = v’ ha zZbiorze
F(M). WartoSciowania v, i v’y 8§ identyczne na zbiotze zmiennych, ktdre file
wystepuja w F(M). Zatem (1), v;)e 1(K% i w konsekwengji

e U 1K) O

KeDer (M)
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Z lematu 6.9 wynika, ze logika algorytmiczna AL (n,) definiuje jedno-
znacznie semantyke programéw z procedurami niefunkcyjnymi. Co wiecej,
fin mocy lematu 6.6 znaczenie programu wyznaczone przez aksjomatyzacje
Jest doktadnie takie, jakie wyznacza pojecie obliczenia zdefiniowane w p. 6.3.

Procedury funkcyjne. Obliczenia formalne 6.6

Niech @y,...,&, oznaczajg funktory, a 0,,.Q,0,, predykaty nie nalezgce do
jezyka algorytmicznego L(jt), w ktorym dopuszczono termy algorytmiczne
(por. p. 3.5). Przyjmijmy, ze funktor @pjgsstncamgyguoandovyydidai ==11.., kK,
[ mmﬂy&@t@ymtrm-amunmmwy dlbaj = 11..., I Przsez 1L hgtizany ootraweds
rozszerzenie jezyka L otrzymane przez dotaczenie funktordow @qs..,@
i predykatow gy,....Q, do alfabetu jezyka L

DPEFINICIA 6.7

Systemem procedur definiujacych funktory e,..&p, i predykaty ojs,...,Q;
bedziemy nazywa¢ uklad (¥) postaci

@il 12 x0%n1) = K1 T
Grllcr - - X = Ky By
QX pesr> Xm1) = My

Oi{Xig> - X1, = M, a

gdzie Ky ...,K,, M7..j¥, sa programami w jezyku L', ty,..,X, sa tet-
mami, al,...,& sga formulami w jezyku L' oraz dila dowolnego I <k,

V(K,")c',l) = {f! ;>.7.>?f3,\} i 4t dowolinego jj X Z VMF@))::{QJ»-,W}} u

W dalszym ciagu wprowadzimy semantyke jezyka L' opatta na pojeciu
obliczenia formalnego.

Niech A bedzie strukturz daaych dla jezyka L (a zatem funktory
-8, @, Oraz predykaty @;,...(a, nie majg w A ustalonej interpretagj).

BeErFiNICcIA 6.8

Triadg w A bedziemy nazywali dowolng trojke postaci <v, exp, w), gdzie v
jest wartosciowamiemn w struktrze A, exp jest dowolnym wyrazeniem je-
zyka L' poprawnie zbudowanym (tzn. termer, formuta lub programesm),
a w jest albo elementem struktury A, albo wartoécia boolowska, albo war-
tosciowaniem w A.
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Triady postaci <, z, v(@P lub (4, @, ¢.), gdzie 2 jest zmienna, @ zero-
-argumentowym funktorem, a ¢ interpretacja tego fumktora (tzn. stalg),
bedziemy nazywac triadamii elementanmyyaii. |

W zbiorze triad okreSlimy pewne reguly przeksztalcenia zwane dalej
regulami obliczer formalnych. Kazda reguta sktada sie z przestanek i z wnios-
ku. Niech ROF oznacza zbi6ér nastepujacych regut obliczania formalnego.

G D, <D, gy Wi gdzie o jest funktorem z L, a w jest

R—¢o wartoscia operacji @. dila angumen-
gdzie @ jpsit prestighieettam 2z 1L, & wyjjsit
R— @’ Xy, WD S, g W wmtoscm relbacji @, dila g umeEntdw
™
(i, a, trae) ; w, &, false)
fro Iy (p-Toes e
(, a, true) i R v, P, trag)
(o, a v 5 true) ? ooV tue)
=% £p, a, false) (v, p, false)
T thavid Rk
iz &, false)
b (o, AAppfdlseR)
Q, B, falee)
2 & a AR fidied)
<, ¢, true) (v, B, true)
P (wahn P, trae)
R (6, ex, w) gdzie v(x) = w i
LG T ———_—s v(z) = v@) dla z ¥ x
R=k SOIZT =) MaaW) gy
R_F <o, ¢y 1= 7y - X '= GEEKT G W) dl

<0, Ty s Ty WD

0, K, v)<,7T,
B & k% W)
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o, Ke o W)
R—a (v, Ka, w)

(i, y, troe) (4, K, o)

R~ ifi—ttrue Q, if y then K else M fi, v")

R—iff-ffalse r yy;;::,s;) f.’;ehfd it?u/}

R —liegjin éi&bfg,i:"/ifi’;[ ll/fn’dlj:/b")

R —wliille—flsee &, w::;?/e ?;4’::] il?c))d, o)

R (L )
DeFINICIA 6.9

Powiemy, Ze triada < v. ex, w) ma obliczenie formalne w struktunze A z uzy-
ciem systemu procedur (¥), A N (1, ex, w);,, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
ciag triad sy..,s,s, taki, ze

(1) dla dowolnego i < n albo sj#st triada elementarna, albo wnioskiem
w pewnej regule obliczania formalnego re ROF, w ktorej przestankami sg
pewne triady poprzedzajace triade

(2) s, = (v, ex, w) u

DEFINICIA 6.10

Jezeli Al= &w, ex, w), to powiemy, ze w jest wartodcia wyrazenia ex przy
wartosciowaniu v w struktuize A, wyznaczona za pomocy systemu proce-
dur (¥). |

PrzYKLAD 6.8

Niech L bedzie jezykiem arytmetyki, w ktorym nie wystepuje symbol
funkcyjny /, a N niech bedzie struktura liczb naturalmych. Niech system
procedur Proc zawiera tylko jedna procedure postaci

@) = ifn = O then z:= 1 else z:= axi(fitz — 1)fi z

Przedstawiamy teraz obliczenie formalne dla triady <w,f{n),1), gdzie
y(n) = L Kroki obliczenia sg numerowane kolejnymi liczbami naturalnymi.
Kazdy krok obliczenia zawiera komentarz wskazujacy nazwe uzytej reguly
i numery przeslanek



on AW N

10
11

12
13

14

18
16

17

18

19
28
31

Z|n
v: ?‘}T n, 1
<>[®,03
<3 n = 0, false)

@ 1.1
(o, na11(00)

Zi|n
v,n:=n—],u(lt:?‘?

(v..n,0)
(@, n = 0, trues)
<4)I1\’1 1’#”‘)

z|n
Vg == 1), T~T

{v..if n =0 then z:= 1 else
gi= Rl Y §; v
P g 1)

e i1 =0 thep 7:= 1 else
z:= n*f{m=1) fi, z, 1)

(o, (n:= n—1)ffm= Dthean z:=11
glse 7= n ([ =11fki2) 12)

S (n=1), 1>

W # Ak =1 1)

(g =t f (n—1)) v ﬂ%

{p, ifn = 0 then z:= 1 else
7= paf{n— DA, 1)
QV)’, 7 1.l>)

i

}
{122, RR-Q}

{e}

{2, 7, B>-if-ttrue}

{e}
&Y

8,10, R —if —true}
8, 10, R- if-true

{11, 12, R —¥t}

{13, 6, R -RKt}
{14, RR-F}
{115, R R¢}

{16, R—p}

{3, 17, R— ifi—ffallse}
}

@ ifn = 8 then 2:= 1 else z:= n*/(w=1Dfkizz 12> {181 8918 REkX

< f(1) 1>

20, R=F}
®

Obliczenia formalne wykazuja wiele podobiefstw do dowoddw. Co
prawda, w triadach wystepuja nie tylko wyrazenia, ale i jednostki semantycz-
ne: wartosciowania i wartod$ei wyrazeh. Jest jednak oczywiste, ze mozna
rozwazaé odpowiednio bogatszy jezyk.
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Obliczenia formalne moga stanowi¢ punkt wyjscia do ,jprogramowania
W logice” innego niz w Prologu. Do pomyslenia jest zawtomatyzowany
iposéb wyznaczania wartodci polegajacy na poszukiwaniu (z nawrotami,
ling. backtrackimg) obliczenia formalnego, gdy dane sg warto§ciowanie
I wyrazenie. W odréznieniu od Prologu metoda oparta na wywodzeniu
obliczefi formalnych umozliwia obliczanie wartoSciowat wynikowych dla
programow.

LEMAT 6.10

Jezeli dwie triady (o, ex, wy) i (uerxysp,> maja obliczenia formalne, to

W= Wy »

Wynika stad, Ze warto$ci przypisane wyrazeniom sg okreslone w jedno-
znaczny sposob. Czy mozna oczekiwa€, ze obliczenia formalne beda wy-
znaczane w sposOb automuaftyczmy? Rzeczywiscie, jezeli jest dana para:
wartosciowanie v i wyrazenie ex, to trzeci element triady-warto$¢ w- moze
by¢ wyprowadzomy tylko na jeden z kilku sposobéw. Nietrudno bedzie
zapamietac, jakiego wyboru dokonujemy i jakie mozliwosci pozostaja do
zbadania. Wydaje si¢, ze w odrbznieniu od metod znanych wczesniej, ta
metoda umozliwi oceng czasu, w jakim powinny si¢ zamknaé poszukiwania
obliczenia formalnego.

Spojrzmy teraz na uklad (¥) procedur jako na uklad aksjomatow.
Zal6zmy, ze jest dana pewna struktura danych A dla jezyka L. Uklad (¥)
wprowadza nowe funktory i predykaty, a wiec nowy jezyk L'. Czy okresla on
i to jednoznacznie znaczenie nowych symboli? Rozwazmy nastepujgce
przyktady.

PRZYKLAD 6.9

Niech A bedzie dowolnie ustalong strukturg danych dla jezyka L. Rozwazmy
formuty

e(xy) =K
(% y,2) = Ma

zakladamy, ze g i @ nie wystepuja ani w Kt ani w Ma. Z poprzednich
rozwazan (por. p. 5.7) wynika, ze formuly te jednoznaczmie definiujg roz-
szerzenie A’ struktury A, ktore jest modelem tych formul. A’ jest struktura
danych dla jezyka L'. Oczywiscie zdarza si¢, ze nawt uwiklane (rekurencyjne)
definicje moga jednozmaczmie okre$la¢ rozszerzenie A'. W struktunze liczb
naturalaych z poprzedmikiem —I1ii dtodtewamitam -+, réowmusse

h(x, y) = iffy = 0 then z:= 0 else z:= h(x, y—I))+ x fi z
okresla funkcje (jaka?). 0



O PROCEDURACH

PRZYKEAD 6.10

Zauwazmy, ze moga istnie¢ sprzeczne ukiady procedur, np.

e = ()

Taki ukiad nie daje mozliwosci zbudowania jakiegokolwiek obliczenia
formalnego dla Zadnej triady postaci <v, g (%), W) dla zadnego w. Trakto-
wany jako ukiad aksjomatdw, jest sprzeczny. Czytelniku, zwr6¢ uwage, ze
wlasno$é sprzecznoéci moze by¢ ukryta gleboko w zbiorze réwnosei 1 réwno-
waznodci (%). O

PrzvkeAD 6.11
Istnieja uklady procedur niesprzeczne, majace wigcej niz jeden model, np.

Q% y) = Q)

Przy kazdej interpretacji predykatu g formutla ta jest prawdziwa. Zwroéémy
uwage, 2e nie istnieje obliczenie formalne dla 2adnej triady postaci

<, g (% y), W) 3

Na zakoiiczenie tego punktu zanotujmy kilka faktow, ktére podajemy bez
dowoddw.

(1) Niech A bedzie strukturg danych dla jezyka L i niecz (*) ozna-
cza ukiad procedur. Obliczenia formalne w strukturze A pozwalaja zdefi-
niowa¢ pewne rozszerzenie B struktury A. B jest struktura danych dla
jezyka L rozszerzonego o funktory i predykaty wprowadzone przez uklad
procedur (*).

(2) Rozszerzenie B jest modelem ukiadu procedur (*), o ile ukiad ten
jest niesprzeczny.

(3) Kazdy ukiad procedur (*) mozna w efektywny sposob przeksztatci¢
do niesprzecznego uktadu aksjomatéow (**) dodajac nowe predykaty wyraza-
jace okreslono$¢ terminéw definiowanych w ukladzie (*).

(4) Rozszerzenie B wyznaczone za pomocg oblicze formalnych jest
najmniejszym modelem ukiadu (**) zawierajacym strukture A.
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Wspotbieznosce

Programy wspolbiezne

Niech L bedzie jezykiem pierwszego rzedu (por. p. 2.4). Klase n determinis-
tycznych while-programéw nad L rozszerzymy obecnie o zbi6ér programoéw
wspbtbieznych pozwalajacych na réwnoczesne wykonywanmie wielu akcji.
Rozszerzenie to otrzymarny przez dotaczenie nowej konstrukcji programo-
tworczej

cobegin...coend

PeriNIcIA 7.1

Klasg programdw wspotbieznych n; nazywamy najmniejszy zbidér wyrazen
taki, ze

(1) ncng

(2) nig jest zbiorem zamknietym ze wzgledu na operacje programo-
tworcze skladania, rozgaleziania, iteracji;

(3) jezeli Ky, -..,[K, sa programami z klasy #ig, to wyrazenie
cobegin K, [|K3 ||l K, coend jest programem z Klasy 7i;. »

Instrukcje przypisania, rozgaleziania i iteracji bedziemy nazywac in-
strukcjami prostymi w odrbznieniu od instrukcji zlozonej begin...end i in-
strukcji wspotbieznej cobegin... coend.

PrzYkeAD 7.1

Nastepujgce wyrazenie jest przyktadem programu wspotbieznego nalezacego
do klasy &l
cobegin
while true do oblicz (e); mut(é,s)edl]]|
while true do if ~iempty (s) then e:= get () fi; dirukuj () od
coend K
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Skladowe K|,...,K; programu wspélbieznego
cobegin K, | K; |- | K, coend

bedziemy nazywaé procesamii. Z kazdym procesem bedzie zwigzany procesor
odpowiedzialny za wykonanie procesu.
Zauwaimy, ze w definicji programu wspoétbieznego nie zaktadamy, ze zbiory
zmiennych sg rozigczne. Wprost przeciwnie: wsp6ipraca miedzy procesami
bedzie polegata na wymianie informacji poptzez wspolng parmigc. W przy-
padku programu deterministycznego akcje programu byly wykonywane
sekwencyjnie, zgodnie ze strukturg syntaktyczng programu. Idea semantyki
programéw wspotbieznych polega na dopuszczeniu do réwnoczesnego wy-
konamia pewnych akcji. Jednak juz proste przyklady nasttgczaja wiele
trudmesici. Rozwazmy program cobegin x:= 2 || x:= 12 coend. Wyhniku réw-
noczesnego wykonania dwu instrukcji przypisania x ;= 2 i x := 12 nie mozna
przewidzieC. Zalezy to np. od szybkosdci dziatania poszczegblnych proceso-
réw. Nie mozna tez stwierdzi¢, ze wartosgia x bedzie 2 lub 12, Podobna
sytuacja zdarza si¢, gdy chcemy réwnoczesnie zbada¢ test zalezny np. od x
i podstawié na x nowa wartosé.

W konsekwencji dochodzimy do wniosku, ze pewne akcje nie powinny
by¢ wykonywane rowmeczesmie, jezeli chcemy mie¢ mozno$¢ analizowania
programu, badania jego wlasnosci.

DEramNIcIA 7.2

Powiemy, Ze instrukcje proste K i M sa w konflikcie wtedy i tylko wiedy,
gdy K jest instrukcja przypisania x := t, a M przyjmuje jedng z nastgpujacych
postaci: x:=w, z:= w(x), ify(x) then... fii, while y(x)de... od, gdzie x, z §3
dowolnymii zmiennymi, a w(x) 1 y(x) sa wyrazeniami, w ktéryeh wystepuje
zmlenna x.

Zbior instrukc)i determimistyczaych prostych jest zbiorem konfliktowym
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje w nim chociaz jedna para instrukeji
w konflikcie. n

PrzwkeEAD 7.2
Niech beda dane dwa zbiory instrukeji /. i I;

Ij = {x:=y+z, while x > 0doy:= t od}
I, = {x:=y+z whiley < 0do x = t od}

7, jest zbiorem konfliktowym, a I, jest zbiorem niekonfliktowym. Zauwaz-
my, ze programy wystgpujace po stowie do w instrukeji while nie maja
wpltywu na konfliktowos$¢ rozwazanych zbiorow. O



HIIRAMY WSPOLBIHZNE

dlemnucaa 7.3

Piiwiemy, Ze [ jest maksymalnym niekonfliktowym podzbiorem zbioru
jl inslrukcji prostych wtedy i tylko wtedy, gdy 7 </ i dla dowolnego I
dikgo, ze [ # J'i [ c J' ¢ J. I jest zbiorem konfliktowym. |

MWVYKLAD 7.3

phlilor instrukcji przypisania {z:= x*y, x:= z+1l, yy=y*z} ma dwa mak-
mymelne niekonfliktowe podzbiory

{z: =i+ =y2a 1, yi= y* z} |

Semantyka MAX

Bemantyka programéw wspotbieznych, przedstawiona w tym punkcie, jest
uparta na dwu zalozeniach:

(1) procesory wykonuja akcje swojego procesu, jesli tylko jest to mo-
diwe, tzn. jezeli wykonamie akcji nie prowadzi do konfliktu;

(2) procesory moga si¢ rozni¢ szybkoscia wykonywania akcji.

Proces obliczania programu bedzie sie odbywaé¢ w kolejnych krokach, ktore
beda polegaly na przejsciu od jednej konfiguracji do innej. Kroki te sa
wyanaczone kolejnymi zmianami stanu pamigci lub sterowania. W konsek-
wencji pierwszego zalozenia, w kazdym kroku rozpoczyna obliczenie mak-
symzlny niekonfliktowy zbior instrukeji prostych. W konsekwencji drugiego
futozenia, akcje, ktorych wykonanie rozpoczeto si¢ rownoczes$nie, niekonie-
cznie zostang rownoczesnie zakoficzome. W zwiazku z tym, w kazdej
konfiguracji kazdy procesor moze by¢ w jednym z dwu stanéw: albo jest
gotowy do wykonania akcji, ale jej nie rozpoczat, albo jest w trakcie
wykonywania akcji.

PrRzZYKLAD 7.4

Rozwazmy przyktad, w ktérym trzy procesy sa gotowe do wykonania
odpowiednio instrukcji x:= 5,z ==y, y == 3. W mysl intuicyjnych zasad, ktore
przedstawiliémy powyzej, albo rozpocznie si¢ wykonywanie instrukcji x := 5
i z:=y, albo imstrukcji x:= 51 y:= 3, gdyz &3 to jedyne zbiory mcksymalne
instrukcji niekonfliktowych. Zatem sg mozliwe co najmniej dwa rozne
obliczenia rozwazanego programu. Co wiecej, ze wzgledu na rézny czas
wykonywania poszczegélnych instrukcji, nie jest jasme, ktora z instrukcji
zakoficzy swoja akcje wezesniej, a w zwiagzku z tym nie jest jasne, jaka bedzie
wartoé¢ zmiennej z po wykonaniu wszystkich akcji. K|
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Obliiczenie programu, w ktérym wystepuje instrukcja cobegin... nie jest
zdeterminowame syntaktyczmie. Nie mozna z gory przewidzie€, ktore akcje
beda wykonane wczesniej, a ktore pozmiej. Zamiast jednego obliczenia, jak
w przypadku while-programéw, teraz, dla jednego stanu poczatkowego,
mozemy otrzymac zbiér réznych obliczef. Obliczenia te moga prowadzi¢ do
réznych wynikéw. Zatem program nie definiuje juz funkcji czgsciowej, jak to
bylo w przypadku while-programémw, a pewna relacje binatng w zbiorze
stanbw.

Zanim zdefiniujemy formalne pojecie obliczenia (a zatem semantyke
programéw wspoélbieznych) wprowadzimmy kilka poje¢ pomocniczych.

Oznaczmy przez First (M) zbiér wystgpiets instrukeji prostych programu
M, stanowigcych poczatki wszystkich ,,widocznych™ procesdw. W ponizszej
definicji bedziemy dla prostoty identyfikowaé instrukcje z jej wystapieniem,
jednak zaktadarmy, ze zbiér First (M) ma informacj¢ o komitehscie, z kt6rego
dana instrukcja pochodzi.

First (begin K; M end) = First (K)

First (while y do M od) = {while y do M od}

First (if y then K else M fi) = {if y then K else M fi}
First (s) = {s}

First (cobegin M, ||... | M,, coend) = {(J First(M,)

W tej i we wszystkich nastepnych definicjach litery K, M oznaczaja pro-
gramy ze zbioru m, y jest formula otwarty jezyka L, a s jest instrukcja
przypisania.

Niech J < First(M) i niech v bedzie wartoéciowanier w struktuize A.
Oznaczmy przez Rest(v, J, M) program otrzymany z programu M przez
wykonanie instrukcji nalezacych do zbioru J. Funkcja Rest opisuje lokalne
zachowanie procesOw w ustalonej struktutze danych. Oczywiscie zachowanie
to zalezy nie tylko od wartoéciowania, ale i od samej struktuty A. Dla
uproszczenia zapisu, w przedstawionej ponizej definicji funkcji Rest pomine-
liSmy paramete A.

(1) Jezeli K jest instrukcja prosty i nonkdes J, to
Rest{(v, J, K) = K

(2) Jezeli K jest instrukeja prostg i KeJ, to

(a) albo K jest instrukcja przypisania i wtedy
Rest (v,J, K) =0

(b) albo K = if y then K else M fi i wtedy
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(c) albo K = while y do M od i wtedy

_ 0 gdy non Appk=y
Restlo, J, K) =} enin M; while y do M od end gdy A, ot=y

begin Rest((v, J, M,); M, end

(3) Rest(w, J, begin My; M, end) = gdy Resi((v, J, My) # 0
M, w przeciwnym razie

@ jesli Rest(w, J, M,)=0 dlai&n
cobegin Rest((», J, M,,)
(4) Rest(, J, cobegin My ||... Il I RRss1(xtv/ ) M) $aendd
- I M,,coend) = 1 gdy Rest(p;J, M) £ @
dla ie {éﬂu--,qﬂk}

Na koniec oznaczmy przez J,(i) wartoSciowanie otrzymane z v przez
wykonanie wszystkich instrukcji przypisania ze zbioru J (kolejno$¢ nie ma
#nuczenia).

DeFINIcIA 74

Konfigaracja w strukturze A bedziemy nazywa¢ tréjke uporzadkowang

J, M), gdzie M jest programem, v warto§ciowaniem w A, a J zbiorem
Imgrukcji takich, ze J e First(M). Zbiér J bedziemy nazywac zbiorem
instrukcji aktywnych programu M. [ ]

DerFINICIA 7.5

Relacja bezposredmiego nastepstwa w strukturze A nazywamy relacje binar-
nij > w zbiorze wszystkich konfiguracji w A taka, ze dla dowolnych v, M

(1) jezeli I jest maksymalnym niekonfliktowym podzbiorem zbioru
First (M), to dla dowolnego J,J zIiJ % @0

(o, [, M) —d J(v), I/, Rast(gy]JM)>

(2) jezeli I nie jest maksymalnym niekonfliktowym podzbiorem zbioru
First (M), to

(v, I, M) - <o, I', M)

dla dowolnego zbioru I' bedacego maksymalnym niekonfliktowym roz-
szerzeniem [ w First (M). |

Oznaczmy przez —=> przastiudinie dtomlianigeie redlagji Hregpodetingge ma-

stepstwa 3.
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DerNICIA 7.6

Obliczeniem w semantyce MAX programu M w struktuize A przy warto$-
ciowaniu poczatkowym v nazywamy maksymalny dobize uporzadkowany
w sensie relacji —> puadiAiir Z8i by wesasiith orfipaireas]iw A, Kebregan
elementem pierwszym jest trojka <&, 0, M). [

PrzyksAD 7.5
Rozwazmy program M nastepujgcej postaci:

cobegin D:= a%dd; D:= D—c¥b\)
x=etkd, x=xx—b#f x:= D\
yi—a@#f, ye=y-cke; s yid
coend,
ktérego zadaniem jest rozwigzanie uktadu réwnati

asothy=y = e
crordyg=ly = f

Nastepujacy ciag konfiguracji jest jednym z mozliwych obliczeh tego pro-
gramu w strukturze liczb rzeczywistych R pizy dowolnym wartosciowaniu
v takim, ze parametry a, b, €, d, &,if sa odpowiednio réwne 1,2, 3,4, 5, 6. Dla
uproszczenia w kazdej konfiguracji bedziemy podawaé tylke wartesei zmien-
nych x, y, D, a elementy zbiofu instrukeji aktywhyeh ezfaczymy §ymbe-
lem o w tekseie programu.
Qu, M)
Cipadiegine D:= asdd; D\= D —cc#b\)
ox:=eged; x:=x—bf; xx==¢D||
oy:=alfyf; y=yy—c¥e; y:= y/D comanl})

n
x
b

D , cobegin D := D —c#H||
8 x = e ¥ dif; x:=x—borfl; xc==x/D||
sy:= g¥f; yi= y—a*ee; y:= y/iD coendl)

b , cobegin 8 D:=D—w+H ||
8x= e’dd; x.:= x —l*ff; x:= x/D ||
oy:= @*f; yi= y—coregyy:=yylDcoend}l)

b
‘IL'Q

x|y |D cobegin x:= x —b#f; x:= »%/D ||
016 |2 y = y—ckg; y:=y/D cmad))

x | y|D , cobegin 8x == x —Hoefl;; x=x¢/D ||
20} 6 |22 Y= ych By Y= yHIGaRTs)
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cobegin x := x/D || y = y/D coendl)

X , cobegin = x == x/ID || 8 y == y/ID coendl)
xlyl|B
Alasl g

Inne koncepcje semantyki

Strategia semantyki MAX jest oparta na dwu niedeterministyczaych wybo-
rach:

(1) na wyborze niedeterministycznego niekonfliktowego zbioru instruk-
cji, ktore beda aktywne w rozwazanym kroku;

(2) na wyborze zbioru instrukeji, ktére zakoficzg akcje w rozwazanym
kroku.

Uwaca

Stowo wybor moze sugerowac, ze kto$ lub co$ dokonuje takiego wyboru, ze
istnieje centralny dyrygent wykonawcdw (procesordm). Otéz nie zakkadamy
istnienia takiego dyrygenta. Stowo wyb6r pojawia si¢ tutaj tylko dla wygo-
dy, by unikngé diuzszych omdwiefi. Semantyka, ktdra tu prezentujemy jest
tylko matematyczayrm modelem zjawisk zachodzacych w $wiecie fizycznie
dzialajacych urzadzeh. Nalezy bra¢ pod uwage zwiaszcza wyscigi sygnatow
wysylanych przez procesoty (w imieniu proceséw) oraz niejednakowe pred-
kosci procesordw. ]

Oba te niedeterministyczne wybory sa istotne. Jezeli zmodyfikujemy seman-
tyke MAX odrzucajac jeden z nich, to uzyskana semantyka bedzie miata
wlasnosci istotnie inne niz MAX.

W dalszym ciaggu tego rozdzialu bedziemy rozwazaé kilka typéw
semantyk zdefimiowanych za pomaecg pojecia obliczenia, w ktdrych lokalne
zachowanie proceséw jest opisane standardowo, np. przez funkcje Rest (por.
7.2). Réznica miedzy rozwazanymii semantykamii bedzie polegaé¢ tylko na
roznych zasadach globalnego wspdldzialania.

Perinicia 7.7

Powiemy, Ze semantyka S, jest rozszerzeniem semantyki Sy i piszemy S, & $;
wtedv i tvlko wtedy. adv dla dowolnego M. relacia weiScia-wviscia pbrzvpi-
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sana programowi M w semantyce S, jest zawarta w relacji wejscia-wyjécia
programu M w semantyce S, (por. przyktady 7.6, 7.7). Jezeli non S, « S,
lub non S, <=9, Sto popaetieyyye sesemapkykd,; 5.5, $a datistoiniHiaens, S¢ §,5:.

DeAamzicIa 7.8

Relacja bezposredniego nastepstwa w semantyce SMAX bedziemy nazywaé
relacj¢ binarmg -> w zbiorze wszystkich konfiguracji taka, ze dla dowolnej
struktury danych A, dowolnego warto$ciowania v i dowolnego maksymals
nego niekonfliktowego zbioru I zawartego w First (M)

@Vu@n M) *«IA(V)” @n m(@!EvM)> .

Aby pokaza¢ réznice miedzy semantykag MAX i SMAX rozwazyfy na-
stepujacy prosty przykiad. (Pomiewaz w kazdej konmfiguracji obliczenia
w semantyce SMAX drugim elementem jest zbior pusty, bedziemy ten zbiér
konsekwentniie poraijac).

PrzvKEAD 7.6
Niech M oznacza program
cobegin x = 1; x = 2; x =y [liy:=3B; y:= 4 cnand]

Niech v bedzie dowolnym wartoSciowaniern w struktuize liczb rzeczywi-
stych R. Jedyne mozliwe obliczenie w semantyce SMAX tha nhastgpujaea
postac:

(v, cobegin x := L; x:= 2: x:= y|ly:= 3 y:= 4 coand})

(il, cobegin x:=2; x:= y|/y:= 4 coend)
<———, cobegin x:= 2; X:= y||y:= 4 coend)
—x——y—, cobegin x:= y coemdl)
XLy
—— >

W semantyce MAX program M ma kilka mozliwych obliczen. Jedne z nich
wyglada nastgpujaco:

Q, cobeginx := I; x == 2; x:= y|ly:= 3 y:= 4 coant))
(v, cobegin 8 x = II; x :=2; x = y||| oy:a=33; y:+=4 coendd)
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-, cobegin x = 2; x = y [|*y:2=3; =4 conmd})
y , cobegin 8 x:=2; x:= y||pyy==33yy=<4ccend})
, cobegin x = y||yy==44coead})
—, cobegin 8 x:= y/||y:=4 coemd))
-, cobegin y:— 4 coemd])
cobegin o y =4 coanl))

>

P podkresli¢ roznice w wykonywaniu programu M w zaleznosci od
tylelej semantyki, zauwazmy nastepujace algorytmiczne wiasnosci. W se-
mityce SMAX wynik obliczenia programu M ma wiasno$¢ (x = y), a w se-
milyec MAX mozna uzyska¢ wynik spetniajacy formule (x # y). O

Z. (ych rozwazain mozna wyciaggna¢ nastepujacy wniosek:
SMAX # MAX

ddnoczesnie, porownujac relacje bezposredmiego nastepstwa w obu seman-
jlisidn, zauwazymy, ze

SMAX ¢ MAX

Iiweoa 7.9

ﬁhiitq’ia bezposredniego nastepstwa w semantyce ARB nazywamy relacje
Biuirtia -y w zbiorze konfiguracji taka, ze dla dowolnej struktury A,
dowolnego w niej warte$ciowania v, dowolnego programu M i dowolnego
iikorffikdowego zbioru J & First (M)

O, M) — &Dx(0)) SRR () MY)> u-
Jako prosta konsekwencje tej definicji otrzymujemy
SMAX c MAX c ARB

Co wiecej, pokazemy, ze ARB jest rozna od obu poprzednio oméwionych
limememtyk. Dla dowodu rozwazmy nastepujacy przykiad.
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PrzvkeAD 7.7
Niech p, g bedg zmiennymi zdaniowymii, a M nast¢pujacym programem:
cobegin p == false || g:= true; p =g coend

W dowolnej strukturze danych w semantyce ARB sg mozliwe migdzy innymi
nastepujace obliczenia:

6ly:
<v, cobegin p == false || g = true; p>= g coemd])
P s e
(Trf—,, cobegin p:= g coendr)
i
S>>
o<
sin p = false || g::== trwe; p:= gosant)
q .
= false jjp:=
<—V(£;)¢H gin p iip:=q anant})
——g——i— cobegin p:= false coendl)
P| 4
11 >
3 WA e imy wszystkie mozliwe obliczenia programu M w seman-
tyce MAX
té;:g MAX.
1.

0i: 5 cusbangin p:==fhdies||go=—ttues pp==qocoead))
cobegin 8 p = false \Sq:= true; p = q coand))

p

QTA%’ cobegin & g:= true; p = g coendl)

W@
—+—— cobegin p = g coend)
——, cobegin 8p:= g coendf)

—— >

v, cobegin p = false | := true; p:= g o))
v, cobegin & p:= false (| *qy:= trug; p:= g auwand))
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q .
-+ fal =
@ 1 cobegin ép— false || p::= g awed}))

—+—, cobegin p == g coemd)

—+—, cobegin 8p:= g coemt})

>

B

#3:
(v, cobegin p = false || g:== true;; p:= g cwant))
v, cobegin 8p:= false |\8q.= true; p = g coemd])

———, cobegin p\= g coendl)
—1——, cobegin 8 p:= g cwant}))

B

Podsumowujac zauwazmy, ze w semantyce ARB jest mozliwe obliczenie,
w wyniku ktorego zmienna p ma warto$¢ prawda i mozliwe jest obliczenie,
w ik ktiGregio p e weartosSe fitkz. W ssnmntyce MAX wszystikie moziine
obliczenia daja w wyniku warto$ciowamnie, w ktorym p ma wartosé¢ prawda.

®

We wszystkich semantykach, o ktorych byla do tej pory mowa, ilos¢
uzytych proceséw byta dowolna. Jednak w praktyce, fizyczne mozliwosci
posiadanego sprzetu narzucajg ogramiczenie na liczbe, bioracych udzial
w obliczeniu programu wspotbieznego, procesorow. W dalszym ciagu tego
punktu przedyskutujemy konsekwencje takiego ograniczenia.

Rozwazmy semantyki MAX(m), SMAX(«) i ARB(m) dla n&¥, ktére
roznig sie odpowiednio od MAX, SMAX i ARB jedynie tym, ze w kazdym
kroku obliczenia moze by¢ aktywnych co najwyzej n procesorow.

Z przykladéw rozwazanych poprzednio mozemy wyciagnaé nastepujacy
wniosek, dla dowolnego n naturalnego:

SMAX (r) % MAX (n) % ARB (n)
oraz
SMAX(m) = MAX(m) c ARB(n)
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PRZYKEAD 7.8

Niech p bedzie zmienny zdaniowa, a R strukturg liczb rzeczywistych.
Poréwnamy zachowanie si¢ nastepujacego programu M w ré6zaych seman-
tykach i przy réznych ogramiczeniach na liczbe procesorow.

M: cobegin
p = false||
X,:=x,+ while pdox.:=x,+1 od
d7T+while pdo =X+l od|
X,= X,+ 1; while p do ,,=x,,+1 od
coend X = X»+1; while p do x,, := x,,+1 od

Niech v bedzie wartoéciowaniem takim, ze v(p)— 11 i1(x) =0 dla i & n
SMAX (n+11)

W semantyce SMAX z n+1 procesorami program M ma tylko jedno
obliczenie:

<o, M>

(-(;L{—l—' l— cobegin while p do x, := x, + Lod ||
Xig
0 l 1 ‘ }_ >

while p do x,, == x,, + 1 od ceant})
SMAX (r)

Jezeli ogramiczymy ilo$¢ procesorow do n, to przy tej samej strategii
otrzymamy wiele r6znych obliczeni. Jedno z nich moze wygladaé nastepujaco:

&izM>

(L{_xi_l ’_—- cobegin p == false |
11 while p do Xj:= x, +1 od ||

while pdo x,:= x,+1 od coendl)

L‘——-‘ ‘—L, cobegin
111 1 p:=false]|

X3 = xj +1; whilepdo x, == x, +1 od |

X, = X, 41; while pdo x, = x,+1 od coend)
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K -
_LH =, eobegin p:= false|
L2 ‘_ while p do x, = x, +1 od ||
Xi l__
5 ;o i 2 l

while pdo x, = x,;+11 od coend)
Zauwazmy, ze kazde obliczenie w semantyce SMAX((n) prowadizi do wartos-
giowsnia, w ktorym wszystkie zmienne x; maja taka sama wartos¢ i,
Wraldizanéétiodd dugnsét iobbicze amaanmogga t oo bygédadovedieelitizblyyna tusadnee
MIASK(++ 1)

Jélyne obliczenie w tej semantyce rozni si¢ nicistotnie od obliczenia w se-
miantyce SMAX (z +1),

(oMt
&, cobegin
op:= fidke |
«X, = X, +11; while p do x; = x; +1 od ||
é x,,ixg, ;++t; whilideppddoxy,; ==xx,+11 oddcoend o)
g 1 cobegin while p do Xj:= x, +1 od |
while pde x, = x,+1 od coend)
g - l —  cobegin ° While p o x; = %, +1 od |
owhile pdo x, = x,+1 od coend)
P
o1 1 >
MAX (n)

Jedno z mozliwych obliczen programu M w semantyce MAX z n procesorami
moze mie¢ nastgpujaca postaé:

(v, M)
&, cobegin
p:= false|
90X, = X, +1; while p do X} = x, +1 od ||

0 x,:= X,+ 1; while p do x,= x,+1 od coendf)
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B X |xa]| |
tjof1] |
P X |x |
tjoj1r {1
plxi|xa| |
tjof1] [1°
Bl [*] |
tjof1] |
Bl [x] |
1{1f2] |
Bx|x2 |
112 |2

cobegin
p = false ||
8%, = x, +11; while p do x, == x, +1 od ||
while p do x, = x,+1 od |

while pdo x,, = x,,+1 od coendf)

cobegin
p = false||
0Xq 1= X+ 1; wiiille p dio Xj:= x; +1 adi]]|
o whiille p diw x,:= x,+ 1 odl|

o while pdiv x;, ::== x,,+ 1 ol asant})

cobegin
p = false||
8x, = Xj +11; while p do Xj = x, +1 od |
X3 2= X +11; while p do x; = x,+1 od |

cobegin
p = false||
8%, = xy +11; while p do x; = Xj +1 od ||
x5 ::= ¥+ 1; wiliille p dio x5:= %5+ 1 adl||
8%, = X, +1; while p do x,;= x,+1 od
coend))

cobegin
p = false |
while p do x; = x, +1 od ||
while p do x5 = x,+1 od |
while p do x, = x,, +1 od
coend)

cobegin
sp:= false||
while p do x, = x, +1 od |
while p do x, = x,+1 od |

/23
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while p do x,,= x,, +1 od

coend)
B lx(x] | cobegin
ofrf2] | while p do Xj= x, +1 od ||
while p do x, = x, +1 od |
while p do x,= x,+1 od
coend)
p Xy |Xa| | cobegin
oj1l2] | 8 whille p dio x; == x; +1 od|
& whidle p dio x, = x,+1 od |
8 whiile p dio x;, ;= x,,+ lladi
coend))
P lXi|xy| | ®
of1{2] |
Na zakoiiczenie zauwazmy nastepujace proste fakty zachodzace dla dowol-
nej liczby naturalnej n
ARB(n) = ARB(n+1)

non SMAX (n) ¢ SMAX (n+1)
non MAX(m) c MAX (m+1)

W powyzszych rozwazaniach zawarli$my definicje roznych semantyk dla tej
samej klasy programow 7.. WykazaliSmmy, Ze semantyki te nie s3 r6wnowaz-
ne. Czy mozna twierdzic, ze istnieje jedna, najlepsza semantyka programow
wspoétbieznych? Wydaje sie nam, ze nie. Tym ktorzy uwazaja, ze roznice
migdzy przytoczonymi semantykami sg nieistotne, dedykujemy rozwazania
zawarte w nastepnym punkcie.

Semantyki MAX i ARB w sieciach Petriego

W tym punkcie przedyskutujemy réznice migdzy semantyka MAX i ARB na
gruncie sieci Petriego, by pokaza€, ze r6znica migdzy tymi semantykami jest
alahe7a ni7 to hv wvnikalo 7 nodanveh nonrzednio nrzvkiaddw

723l
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DEamicIA 7.9
Siecig Petriego bedziemy nazywaé system
PN = <PL, TR, BACK, FOR, mg>

w ktorym PL, TR s3 odpowiednio skorficzonymi zbiorami miejsc i przejsé,
PL m TR =@, a BACK, FOR, mq s nastepujacymi funkcjami:

BACK:PLxTR >N
FOR: TR xPL > N
my: PL >N

Funkcje m, bedziemy nazywaé markowaniem poczgtkowym sieci. ]

Sie¢ Petriego zwykle jest przedstawiana w postaci grafu diviudizielnego,
ktorego zbiorem wierzchotkdw jest zbiér TR w PL, a zbiorem krawedzi zbi6r

{(p, 1): BACK (p, 1) > O} w {G, p): FOR @i, p) > 0}
Wartos$ci funkcji BACK i FOR sa etykietami krawedzi. Dla uproszczenia
rysunkéw, etykiety rowne 1 sa pormijane.
PrzYKEAD 79

Graf przedstawiony na rys. 7.1a jest siecia Petriego, w ktorej {p, p;, ps,
P3» Py} et Zbiorenm miejsc {iy, &, by, b st zbiotem przej$é. Markowanie




IHMANTYKI MAX 1 ARB W SIECIACH PHTRINICO

poczgtkowe jest przedstawione za pomocg kropek przyporzadkowanych
migjsoom.

PrzejScia w sieciach Petriego odpowiadaja akcjom, a miejsca stanom.
Funkcje BACK i FOR narzucaja warunki, w jakich dzialaja przejscia,
w markowanie poczatkowe sieci ustala stan, w jakim znajduje si¢ sieé.
Dzizlanie calej sieci Petriego polega na kolejnych zmianach markowania
wyanaczonych przez kolejne ,,odpalanie” pewnych przejsc.

BeeINIcIA 7.10

PrzejScia t,,,...t¢, w sieci Petriego PN = <PL, TR, BACK, FOR, my> moga
zosta¢ odpalone rownoczesnie przy markowamniu m wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego pe PL

m(p)>> 7 BACKMp.t) [
isty

Powiemy, Ze zbior przejsé {t,,...t8,} sieci PN jest zbiorem konfliktowym przy
markowaniu m wtedy i tylko wtedy, gdy nie mozna rownoczesnie odpalié
przejsé t ...t

PRZYKELAD 7.10

Rozwazmy sie¢ przedstawiong na rys. 7.1a. Przy zadanym, jak na rysunku

markowaniu istniejg trzy zbiory niekonfliktowe {is}, {t.}, {is, ta} I:IA

berFiNICcIA 7.11
Markowanie m': PL - N jest wynikiem rownoczesnego odpalenia przejs¢
ty,--tt, przy markowaniu m w sieci PN wtedy i tylko wtedy, gdy
(1) przejicia iy, ..,t, moga by¢ odpalone rownoczesnie;
(2) dla kazdego pe PL
m'(p) = m(p)—- % BACK (@.t)+ } FOR (&, p) .
19m

i1<n

PrzYkeaDp 7.11

W wyniku rownoczesnego odpalenia przejs¢ i5 i t, nowe markowanie sieci
z rys. 7.1a wyglada tak, jak na rys. 7.1b. Jedynym niekonfliktowym zbiorem
przej$c jest teraz zbior {t,}. K

14/233
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DermicIa 7.12

Ciag par émy, cp>, éms c)>, €ém,,c>.... bedziemy nazywaé obliczeniem
w sieci Petriego PN = <PL, TR, BACK, FOR, my> w semantyce ARH
(MAX) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego j

(1) €j jest diowolmym ((meksymalnym) zthiiorem misonflikiowym prazei

przy markowamiu nj;
(2) mj,y jRet wymitkienn mOwmECESTERD odyHEnin mzERe ze zhiom c.
przy markowamiu mij. [ ]

PrRzZYKEAD 7.12

Kontynuujac rozwazania zwigzane z siecia PN (rys. 7.1a), zaobserwujmy
nastepujace obliczenia w semantyce MAX i w semantyce ARB:

MAX: ARB:
BP[PQPBPA{% RENES SR
201]1]0]6 3w CSTitTiTe e
P |Pu|Po |P3|Ba P {Pn |Pp |P3 | Ba
t,
tjojoflo|1 s ) ( 271lolo]1
P | P |Pb|Ps|Pa /P |Bun |Po |P3|Ba
L{io(o|0|1 2(0]0]0]O

Rozwazmy jeszcze raz sie¢ z rysunku 7.1a i przeanalizujmy jej dzialanie
w zaleznoéci od zawartodci miejsca p. W semantyce MAX zachowamie sieci
mozna opisa¢ instrukcja warunkowa

if p > O then t; else t, fi.

W semantyce ARB zachowamie tej sieci jest nieco inne. Jezeli p > 0, to
zostanie odpalone albo przejicie t,, albo przejscie t,, w przeciwnym razie is.

Rozwazmy teraz sie¢ przedstawioma na rys. 7.2. Przy zaloZeniu, ze
funkcje FOR i BACK sg stale rowne L, sie¢ ta dziala w semantyce MAX jak
program

begin while p > 0 do t, od; t, end

Wynika stad, ze w semantyce MAX kazda funkcja czesciowo rekurencyjna
moze by¢ wyliczona przez pewna sie¢ Petriego. Zatem, problem stopu dla
sieci z semantyka MAX jest nierozstrzygalmy. Jednak, jak wynika z twier-
dzenia Meyra [39], problem stopu dla sieci Petriego z semantyka ARB jest
rozstrzygalmy. W konsekwencji istnieje sie¢, ktorej zachowanie w semantyce
MAX, nie moze by¢ symulowane przez zadna sie¢ w semantyce ARB.
Powyzsze rozumowanmie oraz przyklady zaczerpngliSmy z pracy Burkharda
[10].



Logika modalna jako narzedzie analizy
programow wspotbieznych

Nisdisierminizm obliczen wsp6tbieznych uzasadnia pottzebe skonstruowania
kamelmego opisu znaczenia programdéw wspoélbieznych. Powtarzamie do-
kwiediczenia obliczeniowego nie musi prowadzi¢ do tych samych wynikéw.
Potrzeba aksjomatycznej specyfikacji znaczenia programdw wspotbieznych
Jest wigksza niz dla programdw sekwencyjnych. Opis semantyki powinien
by¢ oderwany od poje¢ i termindw semantyczmych, takich jak stan pamieci,
litnomania i in. Zadamie skonstruowania takiego opisu udato si¢ rozwigzaé
illa programéw sekwencyjnych (pot. p. 4.5). Dla programéw wspdtbieznych
Jest to znacznie trudmiejsze, tym bardziej ze nie mamy do tej pory nalezytego
aparatu logiki programéw wspoibieznych.

W tym punkcie przedstawimy prosta logike modalnz pierwszego rzedu
|12, 29], ktéra nastepmie zastosujemy do (specyfikacji) opisu matematycz-
nego modelu wspotbieznodci MAX.

Niech L™ bedzie rozszerzeniem jezyka pierwszego rzedu L o skoficzony
zbiér zmiennych zdaniowych v; oraz operatoty modalne =i 0. Zbi6r formut
F™ jezyka LM, oprocz formut klasycznych jezyka L (por. p. 2.4), zawiera
formuty postaci ma oraz Oa dla dowolnej formuty ae F™. Natomiast zbior
termOw jezyka L™ jest identyczny ze zbiorem terméw jezyka L.

PeFINICIA 7.13

Strukturg semantyczng dla jezyka LM bedziemy nazywaé system postaci
W=(S, {B($)sxeSY), R, wiy) takii] zee

(1) Sjest niepustym zbiorem stanéw;

(2) dla kazdego se3, A (s) jest struktura danych dla L (dla wproszczenia
funkcje przyporzadkowane funktorom niech beda catkowite);

(3) R jest relacja binarng w S;

7.5



(4) w jest funkcja zdefiniowana na S, ktéra kazdemu stanowi s przy-
porzadkowuje pewne wartoSciowamie w strukturze A(s) i dwuelementowej
algebrze Boole’a By. ]

Przy ustalonej strukturze semantycznej 91 znaczenie wyrazen jezyka L™
jest zdefiniowane nastepujaco:

9L, sﬁ:oa‘ IEA(L) wi§3)-ta
dla dowolnego termu T iidiba dtowad bregj feoemudly oa wvjgzzzkau 1., Frareaditm,

9, si=ma = R(s) # 0 i (Vs)(s'e R(s) implikuje 9L s' =)
9, sk= 0a = @Bs)(E'6RE) i W s'N a)

dla dowolnej formuly ae L™

Powiemy, ze formula modalna a jest prawdziwa w strukturze semantycznej 91
(lub Ze 9L jest modelkem fiammulty @), wskrocie k= &, jezedii dlka kezdiego sttam
tej struktury 9L s = a. Formuta modalna a jest semantyczng konsekwencjy
zbioru formut Z w jezyku modalaym L% w skrécie Z i= a; wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdej struktury semantycznej 91, ktora jest modelem zbio-
ru Z, A= a.

Profbllem syntaktycznej charakternyzacji operacji semantycznej konsek-
wencji rozwiazano pozytywnie. Ponizej przedstawiamy finitystyczmy system
formalny ML wyznaczony przez aksjomaty Axg oraz reguly wnioskowa-
nia Rg.

Axg: aksjomaty AxI-AxI1l (por. p. 4.2) oraz

(Vx) afx) = a(x/T) dla dowolnego termu <

(Vx) a(x) = ~i(3x) ~ioc(x)

pa=0a

o (aa/p) = (A =/5)

10a = (7@ true A@ =ln)

710 false
Rei

(@=fixa

B

a(x)
(Vx)a(x)

(0 oi==D)
Niech i~ oznacza operacje syntaktycznej konsekwencji wyznaczona przez
aksjomaty Axg, i reguly wnioskowania Ry (por. definicje 4.4).



VWRDZENIE 7.1
M dowolnego zbioru formut Z i dla dowolnej formuly a zachodzi na-
yéptijipca wlasnosé
Zi=n3 implikije ZR# O
tech
o = &S, {U(9):5eSY, R, w)

lizie dowolng struktura semantycznag dla jezyka L™ i niech dla dowolnego
IHiiu syeSS, 31(6) emmacza sthukdurg

&Sy, {31(5): (s¥:SgBoRRomis)

5!HT'rri'mmma‘ nastepujaco
Sp = {s€{Ses; BR"s}

jlrie R™ jest zwrotnym i przechodnim domkmigciem relacji R,
RyB/IRIS, xS, i w, = wylS,.

AT 7.1
Nlii dowolnego zbioru formut Z, jezeli 91 jest modelem Z, tio pradittukura
1 (6s) jpsit teekze mmdislkam ztioonw Z. [ 3

Klasa modeli jezyka L™ jest bardzo duza. Do celéw charakteryzacji
mantyki proceséw wspotbieznych ograniczymy te klase do struktur seman-
Iyiznych zwigzanych z jedna tylko struktutga danych.

BEINACIA 7.14

Inukture semantyczng A = &S, {AR) s=S], R, wh) mazymeany j¢eldroroating
tedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich seSS struktuty danych A(3) sa
entyczne. Struktutg jednorodng, zwigzang ze struktuta danych A, bedzie-
y oznaczaé krotko przez U (AY). »

Misjjumaty modalne obliczen wspo6ibieznych
W tyym puikaite prezetis vy jietinallity mes tatle proaved b jaes skloosstuove,

dli dowolnego programu wspotbieznego M, pewien zbior formut w jezyku
inatisinym L™ (por. p. 7.5), zwany dalej aksjomatami programu M. Bedziemy
po oznacza¢ Ax(dM). W nastepnym punkcie wykazemy, ze formuly te
cierakteryzuja obliczenia programu M w semantyce MAX.
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Niech M bedzie dowolnie ustalonym programem wspotbieznyrm. Pro-
gramowi M przyporzadkujemy pewien graf dM, zwany diagramem pro-
gramu M. Diagram jest grafem dwudzielnym, tzn. zbior jego wierzeholkow
sklada si¢ z dwu rozigeznych podzbiordw (na rysunkach kotka i prostokaty),
a krawedzie 1aczg zawsze wierzchotki z roznych podzbiotow. W kazdym
diagrarnie istnieje doktadniie jeden wierzeholek wejsclowy 1 jeden wierzehelek
wyjsclowy. Niech W bedzie skoriczenyd zblorem zmiennyeh zZdaniewyeh,
ktore nie wystepuja w prograimie M. Zmienne M, mazywane wdtaksm Ghagy
Zmiennymi sterewania, beda etykietami wisrzehetkow diagrarw. De 6zna-
6zenia zmiennyeh Sterewania etykietujacyeh wierzehetki ze zbieru kétek
bedzie uzywana litefa p z edpowiednimdi indeksami, a de &znaczenia
Zmiennyeh sterewania etykietujaeyeh wierzehetki ze zBisfu Prestokatéw
bedzie uzywana litera g z indeksami.

Diagram dM jest zdefiniowany przez indukcje ze wzgledu na strukture
programu M nastepujgco.

DErAmicIA 7.15

(1) Jezeli M jest instrukcja przypisania postaci x= %, to rys. 7.3
przedstawia diagram programu M, w ktorym p, jest etykieta wejscia, p;
etykieta wyjscia, a g, jest etykieta prostokata z instrukeja x:= .

(2) Jezeli dM, i dM, s diagramami programbéw M, i M, przed-
stawionymi na rys. 7.4 takimi, ze zbiory ich zmiennych sterowania sg
rozlgczne i zmienne p,, ps, gy hie wystgpuja w tych diagramach, to rys. 7.5
przedstawia diagram programu if y thea v . else M fi, w kt6rym utozsa-
miono wyjscie diagramu dM, z wyjsciem diagramu dM, 1 oznaczeno ten
wierzcholek etykieta ;.

®P1
]
¥
ﬁ?
6|>p1 ?3« oz Ori
T -
Qr. (o)) 6P} Or l

RYs. 7.3 RYS. 74 Op z

Rys,
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(3) Jezeli dM, i dM, sa diagramami programéw M, i M, (rys. 7.4)
lilkimi, ze zbiory ich zmiennych sterowanmia sa rozlaczne i zmienna p nie
wystepuje w tych diagramach, to rys. 7.6 przedstawia diagram dM programu
begin M,; M, end, w ktérym utozsamiono wejscie diagramu dM, z wyjsciem
diagramu dM] i oznaczono ten wierzcholek etykieta p.

(4) Jezeli dM, jest diagramem programu v, przedstawionym na rys. 7.4
0raz py; Py, gy nie wystepuja w diagramie dM,, to graf dM przedstawiomy na
rys. 7.7 jest diagramem programu while y do M od, w ktérym utozsamiono
Wykicle diagramu dM, z wejsciem diagramu dM i oznaczono je przez p,.

(5) Jezeli dM; dla i & n sa diagramami programéw M,,...,M[, przed-
Miaviaymi na rys. 7.4 takimi, ze ich zbiory zmienmych sterowania sa
rozlaczne oraz zmienme p;, Pi, gy, G Nie wystepuja w 2adnym z diagramow
dMj, to graf przedstawiomny na rys. 7.8 jest diagramem programu cobegin
M, |l...|| M,, coend. [ ]

Niech dM bedzie diagramem programu M. Niech P i Q tworza
rozlaczne zbiory zmiennych sterowania, odpowiadajace dwoém typom wierz-
chotkéw diagramu dM. Jezeli wierzcholki wll i w2 s3 polaczone krawedzig
w diagramie dM (wl poprzedza w2) i pePP (lub dualnie ge))) jest etykieta
wierzchotka wl, to g, (lub dualnie p,) oznacza etykiet¢ wierzchotka w2. Dla
dowolnej zmiennej qe)), bedacej etykieta pewnej instrukgji K, przez V;
oznaczymy zbiér zmiennych wystepujacych w K.

Zbi6r Ax (dM) sklada sie z

(1) aksjomatéw lokalnych Lok(dM),

(2) aksjomatéw globalaych, w ich sktad wchodzg m.in.

(a) aksjomaty konmfliktu, Konf(dM), ktére opisuja wszystkie moz-
liwe sytuacje konfliktowe w M,

@P1

|

Rys. 7.6 Rws. 7.7
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Ors
" cobegin
2 S) g O
L i
B ©ri 0¥

O# Rys. 7.8

(b) aksjomaty Ctrl(dM) opisujace zbiér mozliwych standw ste-
rowania,

(c) aksjomaty semantyki MAX, ktoére opisuja wzajemne zacho-
wanie si¢ procesow.

Wszystkie aksjomaty zaleza od postaci programu M, dla ktérego sa
budowamne. Podamy teraz rekurencyjna definicje tych formul.

Alisijrmaty y lokalhee Lok (dM)

(a) Niech M = (x := y) oraz niech dM bedzie grafem przedstawionym na
rys. 7.3. Wtedy Lok (dM) sklada si¢ z nastepujacych schematéw formut:

Pi=a(piv 'miA Qi) (7.1)
{a, Aat(x/n))= ~midqy A a(wfr) v igPARBKEIK)
gdzie x jest jedyna zmienna wolng w a (7.2)

(b) Niech M = if y then m. else M, fi oraz niech dM,, dM, beda dia-
gramami . przedstawionymi na rys. 7.4 oraz niech dM bedzie grafem przed-
stawionym na rys. 7.5. Wtedy Lok(dM) sklada si¢ z formul Lok(dMj),
Lok(dM,) (w ktérych zmienne p,, p, zastapiono nowa zmienng p) oraz
nastepujacych schematow:
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Py =>&((p] v a. A =1Pj) (7.3)
AY Ax)y=>(Gi, Ay v =1@iApt) Aa) (7.4)
A =iy Ad)=>m((q) A —ly=id] AR
illii dowolnej formuly a takiej, ze ¥(a) =3/ (Y(y) (7.5)

(c) Niech M = begin M;; M, end i niech dM bedzie grafem z rys. 7.6.
Wiedy Lok(dM) skiada si¢ z formut Lok(dMj) i Lok(dMy)), w kiéryeh
omienne p§ (wyjScie programu My), pf (wejScie programu My) zastapiene
nowa zmienna p.

(d) Niech M = while y do M, od i niech dM bedzie grafem przed-
siiiimionnym ma rys. 7.7, 2 dM, gyafkem z rys. 7.4. Witedy zbidér Lok (M) sitatia
i z formut Lok (dMi) (w ktérych p}i zastapiono przez p,) i nasiespipcyeh
fidiaatow formut:

Pi=>nlfpyavAg; A =ip) (7.6)
AyAx)=>a(((@} Ayv -14j Ap})Az) A

fan A ~vrmadre0 ((@n M v g APR) o))
dlii dowolnej formuly a takiej, ze ¥(a) < V() (7.8)

(¢) Niech M = cobegin Mj ji... | M,, coend i niech dM; beda diagramarmi
przedstawionymi na rys. 7.4, a dM bedzie diagramem przedstawiiomyih Aa
rys. 7.8. Wtedy Lok(dM) sklada si¢ ze zbioru formut {J {LLok (AN < A}
oraz nastepujacych schematéw formut:

py=>1{gy A 1py) @.9)

47 k(@G AP} ADE A ... ADDE) (.10)

(PIARIA AP =0T(G2A TB2A - A TP @.11)

&2 = (T @2 ADy) (@.12)
Aksjomait kicorfliftu

Oznaczmy przez Konf(dM) lub krétko Konf, jesli wiadomo o ktbry diagram
chodzi, alternatywe wszystkich formut postaci (g A 4f)takich, Ze g jest atyseta
pewnej instrukeji postaci x:= 7, a g’ e Q jest etykiety instrukcji

“if y" i xe V() lub
“while y” i x&ll({) lub

“y=fllixe¥(g) lud
“x = fT

w innym procesie. Aksjomat konfliktu ma wowczas nastgpujaca postaé:
=1 Konf(dM) (7.13)
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Alksiprady y semanttykki MAKX Max(dM)
Dla uproszczenia zapisu, przyjeliSmy nastepujace oznaczenie

StEXY)Y) = fxx A A =ix

xe¥e¥-X

gdzie X i ¥sa dowolnymi podzbiorami zbioru zmiennych sterowania. Niech
P’ i Q' oznaczaja odpowiednio podzbiory zbioréw zmiennych sterowania
PiDQ.

(st (P", P) Ast((@) @))=4nimmex—==/\\{Ksnfx@u/te)p)p p PP'q 95 & VKisafif) }

(7.14)

(st (B, B) A (@ Dynmx mody™ O(( st(@y Qywstetfs Phpada)  (T#3s)

dla dewelnsj formuly zdaniowsj et telurdj, 20 YHeher e BBy (=020

(st(®’, P) A st(@, Q) Amax Adiy=% (8¢ (O’ — J, )R s @) AstR o B} R)A
A =i 0 (st (Q' — . @MA-1d)) (A16p)

dla dowolnego J/c )'ii dowolnej formuly etttdiitg] zzelH@d)c V— W{{qlﬁ\@mﬂ}}
(st (P', P) Ast((@,, @) A=trmax so==r{rmaxn A+ St REIDM ¢ SXB)0Y A)4.077).7)
dla dowolnej formuly a takiej, ze F(at) m P'wi@ —@)=2®
(st(P', P) Ast(Q', Q) A "max) =>0USUP 3B/ BRI, Q)  (118§)
dla dowolnego J, J a P',i J' = {g;peJ}.

Alsifrnatyy mozlisyeth stamdw steromamén Ctrl(dM)

=> =iiz) dla dowolnej zmiennej z % p,, z& P <lQQ (7199)
Cl@) = Y  stEdRIRY Q) (7.20)
XeSS@AM)

gdzie ST(dM) jest rodzing podzbioréw zbioru P w Q, zdefiniowana przez
indukcje ze wzgledu na strukture programu M nastepujaco:

(1) Jezeli dM jest diagramem programu M = x := %, przedstawionym na
rys. 7.3, to

swesny) # {{p.}. {q}), (i}

(2) Jezeli dM jest diagramem programu M = if z then M, else M, fi,
przedstawionym na rys. 7.5, to

ST(dM) £ ST ) w ST(AMy) w {{m}). {ai}, {fn}}

(3) Jezeli dM jest diagramem programu M = begin M7, M, od, przed-
stawionym na rys. 7.6, to

ST(dM) £ ST(AN,)uST(AM,) w {{a}}, {p}, {(fo}}
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(4) Jezeli dM jest diagramem programu M = while tdlo M, od fi, przed-
stawionym na rys. 7.7, to

STeany) & STy o {{pd. {gi} {End}

(5) Jezeli dM jest diagramem programu M = cobegin Mj ||... || M, cowemd],
przedstawionym na rys. 7.8, to

STAM) £ {{z}}, {pa}. {a}}, (a2} W {X| U X {Xeol, 1K EXET AN}

Intuicje zwigzane ze zbiorem ST(dM) sa nastgpujace. Kazdy ze zbiorow tej
rodziny zawiera te zmienne sterowania, ktére (potencjalmie) moga by¢
rownoczesnie prawdziwe. W ten sposob kazdy taki zbior opisuje jakis stan
sterowania programu M, a Ctrl (dM) — wszystkie mozliwe stany sterowania
programu M.

Intuwicyjnie, formuta Konf(dM) wskazuje, ktore akcje nie moga byc
wykonywane rownoczeSmie. Zatem =i Konf(dM) gwarantuje, ze zawsze
mamy do czynienia ze stanem bezkonfliktowym.

Aksjomaty lokalne opisuja jak zmienia si¢ stan w zalezno$ci od
wykonywanej akcji.

Pierwsza grupa aksjomatow MAX (7.14) definiuje nasze rozumienie
maksymallmesci. Zbior instrukceji dziatajacych jest maksymalmy wtedy i tylko
wtedy, gdy kazde rozszerzenie tego zbioru prowadzi do komfliktu. Zmienna
zdaniowa max wskazuje czy mozna zbiér aktywmych instrukcji rozszerzy¢ nie
powodujac konfliktu.

Aksjomaty z grupy (7.15) zapewniaja, ze przejScie ze stanu, w ktérym
pewien maksymalny zbior instrukeji jest aktywny, do stanu nastepnego moze
nastgpi¢ tylko wtedy, gdy zakoficzy sie wykonywamie co najmniej jednej
aktywnej instrukcji.

Ostatnia grupa (7.17) zapewnia, ze jesli aktualnie nie jesteSmy w stanie
maksymalmnie zaangazowamych proceséw, to nastepny stan bedzie miat te
wilasno$¢. Ponadto wlasnos¢ (7.18) gwarantuje, ze zadna zmienna programu
nie zmieni swojej wartedci. Zmiany s mozliwe jedynie w obrebie zmiennych
sterowania (por. wlasnos¢ 7.17).

W nastepnym punkcie zajmiemy si¢ zbadamiem klasy modeli zbioru
Ax(dM) i sprobujemy odpowiedzie¢ na pytamie czy aksjomaty te definiuja
semantyke MAX obliczen wspolbieznych.

Aksjomaty modalne definiujg semantyke
programu wspotbieznego

Niech M bedzie ustalonym programem zbudowanym nad jezykiem pierw-
szego rz¢du L i niech dM bedzie ustalonym jego diagramem. W tym punkcie
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zbiér zmiennych jest rozszerzeniem zbioru zmiennych jezyka L o zmienne
sterowania V; wystepujace w diagramie dM, i wykazemy, Ze struktura ta jest
modelem zbioru aksjomatow Ax (dM).

Dla ustalenia uwagi niech zbior ¥ bedzie suma roziacznych zbioréw P i Q.
Niech ponadto A bedzie dowolng strukturg danych dla L. Przyjmijmy

Comp (A, M) = &S, R, w)
gdzie

S jest zbiorem wszystkich konfiguracji, ktore wystepuja w dowolnym
obliczeniu programu M w strukturze A,

R jest relacja nastgpstwa -3 w zbiorze konfiguracji (por. p. 7.2),

w jest funkcja przyporzadkowujaca stanom warto$ciowania w na-
stepujacy sposob: w (4u, J, K») = v* gdzie

@) = v(2) dla dowolnej zmiennej indywiduowej zeV,

v' (@) = 1 wtw g jest etykieta instrukcji ze zbioru J,

v' () = 1 wtw p jest etykieta instrukeji ze zbioru First (K)—J,

v'a) = 1 wtw zbiér J jest maksymalnym, niekonfliktowym pod-
zbiorem zbioru First (K).

Pokazemy, ze w strukturze Comp (A, M) sa spelnione wszystkie, podane
w poprzednim punkcie, aksjomaty Ax (dM).

LemaT 7.2
Comp (A, M) B =i Konf

Dowon

Rozwazmy dowolnie ustalony stan s = <, J, K> struktury Comp (A, M)
i przypus¢émy, ze Comp (A, M),s= Konf. Istnieje wtedy para zmiennych
zdaniowych gy, g, € V; taka, ze Comp (A, M), s &= (g, A gl), tzn. imstrukcje K,
K, odpowiadajace etykietom gq,, g, sa w konflikcie. Zgodnie z definicja
struktury Comp (A, M), Ky; KipdJ. Zaieom J jpsit zbionem kenfiliktowym;
sprzeczno$¢ z definicja semantyki MAX. K]

LemaT 7.3
Comp (A, M) N Max (dM)

DPowobp

Niech s = <y, J, K) bedzie dowolnym stanem struktuty Comp (A, M). Zat6z-
my ponadto, ze
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Comp (A, M), s K (st (P', P) Ast((@) Q)
M pewnych zbioréw P’ i Q' takich, ze P' c P,@’' < Q.

(1) Niech sf=max. Wtedy zbior J aktywnych instrukcji jest zbiorem
liksymalnym. Inaczej méwiac, zbior J w {K'}} jest konfliktowy dla dowolnej

ittulkcji K e First (K) —J. Rozwazmy divwoling zmiemmg, gfd/ KRomiY)diHa
Mwiege p& P'. Oznaczmy przez Kj instrukeje odpowiadajaca etykiecie @,
My wiedy
SEB OFF IR 1%
Niech formula konf bedzie pestaci

%Aa.l\é:. V‘(bb’A‘énb‘O

lizie @ nie zawiera wystapienn zmiennej q,, tzn. gy,..qd, Sa etykietami

wystkich instrukeji, ktore sa w konflikcie z q,. Gdyby zadna ze zmiennych
#; nie nalezata do @', to zbiér J w {iK,} bylby niekonfliktowy. Zatem zbiér
J nie bylby maksymalmy, wbrew zalozeniu. Wynika stad, ze istnieje i takie, ze
e Q' tzn. sg= q. Zatem dla dowolnego g, ¢ F(Komf) takiego, ze pe P’ istnieje
{'e F(Komf), dla ktorego

§=(a a0 $a dpwek)

j’W konsekwencji st= Komf ((,/true).
() Przypustmy, ze
| s =imax

\Wieebly zthiidr 0 mike jestt moeksymalmym,, beezkomiliktmwym zbionem inssmuikji.
Istnieje wigc w zbiorze First (K) —JU iisttukaipg, mp. K, Ketine dibdbpzzoren dibo
zbioru J nie powoduje konfliktu. Niech etykieta tej instrukcji bedzie gy,
wiwiczas etykieta p poprzedzajaca q,, w diagramie dM nalezy do zbioru P
Miamy zatem

8= p
Przedstawmy formute Komf w postaci

(@A) V. ¥ @ A s

gdzie q,%/Yff). Pomiewaz zbidr J jest bezkonfliktowy wigc z lematu 7.2 mamy
= =iKonff, Zatem dla wszystkich i £ n musi by¢ sk —q,, gdyz w przeciw-
nym razie zbior J w {K'} bylby konfliktowy, wbrew zalozeniu. Wynika stad,
ze dla wszystkich i @pn, g3, a wigc s &= ~IKamf{(g,/true)) @ etezarice ddda
wszystkich gy F(Kamil) takich, ze preP”

Comp (A, M), s &= ~=lKomf{(g /ttne)
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Lacznie, przypadki (1) i (2) skladaja si¢ na dowod prawdziwaosci formuty
(7.14). Prawdziwos¢ pozostatych formul (7.15)—(17.18) z grupy Max(dM)
mozna udowodni¢ w podobmy sposéb (dowdéd pozostawiamy czytelni-
kowi). O

Lemar 7.4
Comp (A, M))N Lok (dM)

Dowop

Niech dM bedzie diagramem instrukcji przypisania x:= 7, przedstawio-
nym na rys. 7.3. Rozwazmy dowolny stan s = <&,J, K) taki, 2ze
S\=(6RPP) RIUQ QY Q).

Przypu$émy, ze st= p,. Z definicji struktury Comp (A, M) instrukcja, ktorej
etykietg jest p,, nalezy do zbioru First (K) —J. Jegzdli sst= max, tto ma muay
powyzszych rozwazan dla kazdego bezposredmiego nastepnika s’ stanu
s, s'k=py. Jezeli si= -imax wtedy jest mozliwe, Ze instrukcja (x:= t) bedzie
wybrana do wykonania. Zatem we wszystkich mozliwych bezposrednich
nastgpnikach s’ stanu s, s'8=(fp; v A=pp) @ dowodzi prawmdzimoesci
formuty (7.1).

Niech a(x) bedzie formuta z jedng wolna zmienng indywiduowag x taka,
ze Si= gy A axtr)) Jagebilis ==+ imaay t60s'si==(4gi o fot) ) didaddavedheggobbez-
posredniego nastepnika s’ stanu s. Jezeli s = max, to instrukcja (x := t) moze
zosta¢ wykonana w tym kroku obliczenia. Zatem jej etykieta zostanie usu-
nigta ze zbioru Q' i etykiete nastepnika instrukeji (x := 7) dotaczy sie do
zbioru P'. Ponadto, poniewaz v(x)+ a(x), wiec dla wszystkich nastepni-
kow s’ stanu s, s' k= a(x). Ostatecznie

s'B=("14] Apy Aa(g))

Dla s I= max jest rowniez mozliwe, ze (x z= %) nie zostanie wykonana w tym
kroku obliczenia. Dla takiego nastgpnika §' stanu s, §' = g,. Instrukeje
wykonane w tym kroku nie moga zmieni¢ zadnej zmiennej ze zbioru
¥(x) w {x}, z powodu konfliktu. Zatem

s'B= (g Ac(xi))
Doktadnz analize pozostatych formut z grupy aksjomatow lokalaych pozo-
stawiamy czytelnikowi. O
LemAT 7.5

Comp (A, M) = Ctrl (dM)

Powoébp

Prawdziwo$¢ aksjomatu stanu poczatkowego (7.19) wynika z definicji kon-
figuracjji poczatkowej dowolnego obliczenia. W pozostatych formutach tej
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grupy jest wyrazona idea, ze wystapienie instrukcji nie moze by¢ réwnoczes-
nie aktywne (markowame przez 8) i gotowe do wykonamia. Ponadto, w kaz-
dym sekwencyjnym procesie co najwyzej jedna akcja jest aktywna.

Scisty dowod przebiega przez indukcje ze wzgledu na strukture pro-
pramu, ze wzgledu na proste i nieciekawe szczegoly techmiczne, jest pomi-
nigty. K

Lematy 7.2—7/.5 stanowia dowéd nastgpujacege twierdzenia:

TWIERBZENE 7.2
Pl dvelng sstukdary A, Complds, M) jrsh medelem 2y Asd ),
Eomp(A; Myi= Ax(diM) |

Amalizujac doktadmiej dowody lematow 7.2-775 tatwo zauwaZzymy nastepu-
jacy prosty fakt. Dla dowolnej struktury danych A i dla dowolnej kon-
fiigaracji poczatkowej <v, M) w A, podstruktura Comp (A, M, r) wyznaczona
przez {u, M) jest modelem zbioru formut Ax(dM) (por. lemat 7.1).

DEFINICIA 7.16

Strukture Comp(A, M, v) bedziemy nazywa¢ minimalnym modelem oblicze-
niowym wyznaczonym przez A i v. [ |

Obecnie mamy zamiar wykaza€, Ze twierdzenmie w pewnym sensie
odwrotne do twierdzenia 7.2 jest takze prawdriwe. Pokaiemy, ze model
zbioru aksjomatow Ax(dM) moze by¢ zredukowamy do minimalnego mode-
lu obliczeniowego.

bBaFiNicIA 7.17
Model jednorodny (por. def. 7.14) 81L(A) = &S§, R, w)) zhhioru Ax(dM) taki, Ze

(1) non A (@AYH= =1
gdzie p, jest etykieta poczatkowa diagramu d (M);

(2) Sj %~ s, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formula aell™ taka, Ze
SjE=a i spl= =ia dla dowolmych stanow s, i s;;
bedziemy nazywa¢ modelem wlasciwym zbioru Ax (dM). |
bedziemy nazywa¢ modelem wiasciwym zbioru Ax (dM). .

TWIERDZENIE 7.3

Niesh D‘EIE(\‘ 05 be¢dzie dowolnym modelem wlasciwym zbioru Ax(dM)
W%c%x(‘%?%rf@ﬂ %'@andQWE’leY Mye HOME kgm WERREEAY ThodlRlon0 (A% (FN/)

@Byjpstp%ﬁémmytikknéae‘fgh Btban@MBan@ﬁh;%&AMo)u{,W
é@ﬂglg let zpamorflczny z modelem obliczeniowym Comp (A, M, V),

AnAd=Z1a \v7. — s (c
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DPowép

Niech s bedzie dowolnie ustalonym stanem struktury 9L i niech

o sk=st(P, P)Ast(Q, Q)
Przyjmijmy

h@y &40, J, K)
gdzie v jest obcieciem warto$ciowania w(s) do zbioru zmiennych ¥, J jest
zbiorem tych instrukcji programu M, ktorych etykiety, g naleza do zbioru @,
K jest programer, ktory pozostaje do wykonamia, gdy zbiér instrukcji
poczatkowych First(M) skiada si¢ z tych wystapieri instrukeji, ktérych
etykiety p naleza do zbioru P
Zauwazmy, ze na mocy aksjomatu (7.13) i definicji odwzorowania h,
91, si= =i Konf (dM) wiedy i tylko wtedy, gdy J jest zbiorem mickonflilktowym.
Ponadto, 9L si= max tylko wtedy, gdy J jest zbiorem maksymalnym, co
wynika z aksjomatu (7.14) i definicji funkcji h.

Niech sRs’ dla pewnego s' i niech h(s) e Comp (A, M, 7). Wykazemy, ze

h (s) @ &), N4, vy)) (7.21)

h () —#—>h{(£Y) (7.22)
Rozwazmy dwa przypadki: 91, s k= max i 91, s f= =max.

Niech 2L, s = max. Na mocy aksjomatu (7.15) istnieje Q" < Q' takie, ze

Q"#0 oraz U s =x(Q =AY D)
Rozwazmy konfiguracje h(s) = &/, I, K'). Na mocy aksjomatu (7.16) wat-
tosci zmiennych sterowania ze zbioru P’ sa nadal prawdziwe, a ponadto
prawdiziwe sa zmienne p, dla gecl)”". Jezeli geslJ oraz q jest etykieta instrukcji

(x := ) (ror. 1ys. 7.3), tio ma mocy ksjnetow lskalnyeh przeisE, dike dowelneg
formuty a takiej, ze V(a) = {x}

si=a(X/T) implikuje s' N p, Aa(()

Zatem w () (x) = TAL)iiw(£9 F=pp,. Wearnmyyakisponad tu( 77155 \zagkiaaznnié amaa
indywiduowa ze zbioru V—|(J {M;:qe3y} mie zmieni wartosci, @ ma mocy
aksjomatow lokalnych wszystkie zmiany sg zwiazane z wykonaniem instruk-
cji przypisania etykietowanych przez g, g&lJ. Ostatieczmie, v' jest wynikiem
wykonania wszystkich instrukcji ze zbioru I na warto$ciowaniu v. Zatem
K’ = Rest(v, I, K)
gdzie I jest zbiorem instrukcji odpowiadajacych etykietom geX)’. Stad
h(s")e Comp (A, M, 1)) oraz h(3) —=<*h(})s).
Niech 91, s = nmax. Na moey aksjomatu (7.18) istnieje P & P’ takie, ze
oraz U, s'k= st(P'=P" B)
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Rozwazmy konfiguracje h(s") = <, J', K'). Na mocy aksjomatu (7.17) war-
toSciowania w(g) i w(s) sa identyczne na zbiorze WuQi( (P —IP)). Zaatam
przy przejsciu od s do s’ zadna zmienna indywiduowa nie zostanie zmieniona,
wszystkie instrukcje aktywne w K i wszystkie instrukcje, ktore nie sa gotowe
do wykonania w K pozostang takimi w K'. Ponadito, ha mocy aksjomatu
(7.17) wszystkie mozliwe zmiany sg zwigzane ze zbiorem P'W(QQ —@).

Na mocy aksjomatu (7.14), zbiér instrukeji odpowiadajacych etykie-
tom ze zbioru Q' nie jest maksymalny i na mocy aksjomatu (7.17), zbiér
mstrukcji odpowiadajacych etykietom g takim, ze w(§)i= g jest maksymal-
nym niekonfliktowym zbiorem. Dowodzi to, ze konfiguracje h(s) otrzyma-
lismy z /i(3) zgodnie z definicja semantyki MAX (por. z definicja 7.5).

Aby zakoiiczy¢ dowod twierdzenia 7.3 zauwazmy, ze na mocy podob-
nych argumentow wykazemy

h(s) +>H({§)=s B¢

dla dowolnych s, §'.
Poniewaz h jest odwzorowaniem réznowartogciowymm i przeksztatca (A,
na strukture Comp(A, M, vp) zatem h jest izomorfizmem. K|

UwaGa

Analogiczny wynik moze by¢ otrzymany dla semantyki ARB; mozna poda¢
taki zbiér aksjomatéw modalmych, ktéry charakteryzuje zbior obliczefi
dowolnego programu w semantyce ARB. |
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Floyda opisy programéw

W roku 1967 Floyd [19] zaproponowal pewna metode analizy znaczenia
programéw wykorzystujaca pojecie opisu diagramu programu. Opisem dia-
gramu programu (por. rozdz. 3) nazywamy odwzorowamie, przyporzadko-
wujace jego krawedziom formuly pierwszego rzedu. Jezeli opis ma te wias-
nos¢, ze dla kazdej krawedzi diagramu formula jej przypisana jest spelniona,
gdy podczas obliczenia programu przechodzimy wzdtuz tej krawedyzi, to opis
taki nazwiemy dopuszezalingm. Opisy dopuszczalne s pomocne w ustalaniu
czegSciowej poprawmesci programdw. Mianowicie, jezeli program ma opis
dopuszczalmy, to jest on czesciowo poprawny wzgledem formut przyporzad-
kowanych krawedziom wejsciowej i wyjsciowej diagramu prograrau. Okaza-
to sig, ze istnieje dosé prosty syntaktyczny warunek wystarczajacy na to,
by opis programu byt dopuszczalny. Teoria przedstawiona przez Floyda
wzbudzita duze zainteresowanie, byla to jedna z pierwszych matematycz-
nych teorii dotyczacych semantyki programdw. W pracy [22] mozna znalezé
wyniki dotyczace opisow programow, gtowny jej wynik to stwierdzenie, ze
warunki: opis jest akceptowaliny w pewnej teorii i bpis jest dopuszezalny we
wszysikich modelach tej teorii, s3 rownowazne.

W tym punkcie przedstawimy koncepcje Floyda w ujeciu nieco zmienio-
nym. SkorzystaliSmy z wynikéw Banachowskiego [6] i jego sugestii, by
rozwaza¢ programy strukturalne. Nasza definicja opisu r6zni si¢ nieco od
poptzedmich i, mamy nadzieje, jest bardziej czytelna.

Rozwazmy przyklad opisu programu dzielenia liczb catkowitych (rys. 8.1).

Mozna zauwazy€, ze w trakcie kazdego wykonywania tego programu
jest zachowana nastgpujaca wlasnosc: ilekro¢ podczas obliczenia przechodzi-
my wzdluz jakiej$ krawedzi, tylekro¢ aktualny stan pamigci spetnia formule
przypisana tej krawedzi. W szczegllnodci, gdy program koificzy swoje
obliczenia, wtedy jest spelniona formula przypisana krawedzi wyjsciowej.
Formufta ta wyraza wlasno$¢ nastepujaca: liczba g jest ilorazem dwu liczb
catkowitych x iy, a liczba r jest resztg z dzielenia.
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= >0, y>0o

a:=0"

RYs. 8.1

DPeriNicIA 8.1

Opisem programu (ang. an annotated program) bedziemy nazywac wyraze-
liie zdefiniowane przez indukcje, ze wzgledu na dlugos¢ programm, na-
tiepujaco:
Niech a i # beda dowolnymi formulami (jezyka logiki algorytmicznej),
| nitach s bedzie instrukcjg przypisania.
(1) Wyrazenie {a} s {f} jest opisem programu s.
[Niech M1’ i M2’ beda opisami programéw Ml i M2.
(2) Wyrazenie {a} if y then MI" else M2’ fi {/#} jest opisem programu
[if y then M1 else M2 fi.
(3) Wyrazenie {a} while y do M1’ od {#} jest opisem programu wiilies y di
M1 od.
(4) Wyrazenie {a} begin MIl’; M2' end {/7} jest opisem programu begin
MI; M2 end. [ |

Rys. 8.2

a1/ 251
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a0 |a B |

] ]

oA "fit

Formuly a i fi beda nazywane odpowiednio formula wejsciowa i formufa
wyj$ciowa opisu programu. Najlepiej pojecie opisu programu przedstawi€ na
rysunkach. Opis programu atomowego, czyli instrukcji przypisania X:=7T
przedstawia rys. 8.2.

Niech dane beda dwa opisy M1’ i M2' programéw MI i M2 (rys. 8.3).

Wtedy opisy programéw zlozonych maja postac jak na rys. 8.4. -

DermnIcIA 8.2

Warumkiem weryfikacyjnym dla opisu programu M’ nazywamy formule
VC (M) okreslong przez indukcje jak nastepuje:

(1) Jezeli M'jjest postaci {a} s {#} gdzie sjjest pewna instrukeja przypisa-
nia, a @, f s3 dowolnymi formutami, to VC(M") = (a = sp).

Niech MIl' i M2’ beda opisami programdw Ml i M2, niech o bedzie
warunkiem wejsciowym opisu Mi, f; niech bedzie warunkiem wyjsciowym
tego opisu, i = 11,2,

(2) Jezeli M’ jest postaci {a} if y then M1’ else M2’ fi {p}, to
VC (M) = VE@MLY) A VC(M2) A (@ A y)=>2)) A (@A =h=>0,) A LRI v Fo)=>B).

(3) Jezeli M'jjest postaci {a} begin MIl; M2’ end {f}, to
VC (M) = VE(M1') A VE(M2) A (& = &) Ay = @) A (B =F)).

(4) Jezeli M’ jest postaci {a} while y do MI" od {fi} , to
VC(M) = VC (M) A(((av Bu) An)=>0a ) W(@arBlins= i)y BP). .

PrzvkiAD 8.1

Rozwazmy nastepujacy program M:
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begin
while (z—y)>®
do
i—iil;
=z 2y,

y=yy+2

ifé =ytheny=0else y:=2zfi
end : i jego opis (rys. 8.5).

R w—
|

qm:{yz ¥ = N
Kypily=o - EVEI")

Rys. 8.
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DEBAINICIA 8.3

Dopuszczalny warunek weryfikacyjny YC (M) dla opisu programu M’ jest
w strukturze danych A wtedy i tylko wtedy, gdy jest formula prawdiziwa w A,
|

PrzykeaDp 8.2

Warunkiem weryfikacyjnym dla przedstawiomego opisu programu jest na-
stepujaca formula:

= ;) A (a7 = ag) A (@y3 = a34) A (@5 = (Yi— Yy +2) @) A
A@g=>(i:= i+ M O=> (2= z—y)as) A(le:; var) AZ—y > O)=08)A
A(((@z va) A Z—y < D)= M3 s=E0y= D)D) 20) Aol an =03 2) o) H A
Aol Az =y)=>mg)A((las Az # ¥) =508 ;) A((§a10W0%p)=>08 )

ZwroCmy uwage na to, ze formula VC(M) jest koniumkejg trzynastu
implikacji i ze wszystkie one maja nieskomplikowams strukture. Kazda z nich
opisuje pewien wierzcholek w diagramie programu. Wierzchotkom z testami
(if lub while) odpowiadaja dwie implikacje, wierzchotkom zawierajacym
instrukcje podstawienia odpowiadaja pojedyncze implikacje. Kazda z tych
implikacji wyraza nastepujaca prosta wlasno$C semantyczmz obliczenia
programu M: jezeli obliczenie programu M osiagneto dany wierzcholek
¢ i jesli biezaca konfiguracja (stan) obliczenia spelnia warunek opisany
w poprzedniku implikacji — warunek ten jest alternatywa warunkoéw
przypisanych krawedziom prowadzacym do wierzchotka ¢ — to, po wykona-
niu instrukeji (badz testu) zawarte) w wierzchotku ¢, nowy stan obliczenia
spetnia formule przypisana krawedzi wychodzacej z wierzchotka ¢. Gdy
wierzchotek jest testem i wychodza z niego dwie krawgdzie, mamy dwie
implikacje. Dla kazdej krawedzi wychodzacej z wierzchotka testujgcego
warunek mozna powtbizyé zdanie, jakie sformulowalismy dla instrukcji
podstawienia. O

LemaT 8.1

Jezeli warunek weryfikacyjny YC (M’) programu M jest dopuszczalmy w stru-
kturze A, to program M jest czeSciowo poprawmy ze wzgledu na formule
a wejsciowa dla opisu M” i formule A wyjSciowa dla tego opisu

AR VE M posiaga AR (& AN =) Ly

LEMAT 8.2
LEMAT 8.2

Warunek weryfikacyjny VC (M’) programu M jest dopuszezalmy w strukturze
A wtedy i tylko wtedy, gdy w strukturze A jest prawdziwa formula (aM = f))
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przypomnijmy, aM oznacza formul¢ — najmocmiejszy nastepnik warunku
& wzglledem programu M.

PhamnicIA 8.4

Akagptowalny warunek weryfikacyjny VC(M) programu M jest w teorii
T = €L, C, A), gdy jest on twierdzeniem tej teorii. .

LemMAT 8.3

Dla danego opisu programu M, jego warunek weryfikacyjny jest akazgptowal-
ny w teorii T wtedy i tylko wtedy, gdy jest dopuszczalny w kazdym modelu
teorii T. .

Wiasciwie jest to prosty wniosek z twierdzenia o petnosci (twierdzenia
42). Lemat ten pozwala przekona€ si¢ 0 czeSciowej poprawmasci progra-
mu M za pomocg dowodzenia pewnej liczby implikacji. Warumek weryfika-
cyjny jest koniunkcja implikacji o dos¢ prostej budowie. Dzieki temu na
ogot nietrudno kazda taka implikacje badz udowodmi€, badz wykazac, ze
fie jest ona prawdziwa. Ta cecha przyczynila si¢ do znacznej popularnosci
metody Floyda. Niewiele pozniej powstatl system aksjomatyczay dowodze-
fiia czesciowe] poprawmesici opracowany przez Hoate'a [27]. Dla uwidocz-
nienia podobienstwa idei zawartych w obu tych systemach uzywa si¢ cz¢sto
nazwy logika Floyda-Hoare'a.

Logika Hoare'a

W roku 1969 Hoare [27] podat system regul wnioskowamia o czeSciowej
poprawnosci programédw. Wyrazeniami rozwazanego jezyka sa: programy,
formuty pierwszego rzedu i trojki postaci a {M} fi, gdzie a i fi s3 formutami
pierwszego rzedu, a M jest programem. Trojka a {M} fi jest wwnazsmicm
logicznym i wyraza wlasno$¢ czeSciowej poprawmesci programu M wzgledem
warunku poczatkowego a i warunku kohcowego fl. Interpretuje si¢ ja w ten
sposob, ze przyjmuje ona dla pewnego stanu v warto$¢ prawda wtedy i tylko
wtedy, gdy

nie jiest prawda, e warunek wstepmy a jest spefniony przez stan v,

albo gdy program M nie zatrzymujfe i@,

albo gdy warunek wstepmy a jest spefniony przez stam v oraz program M
zatrzymujfe sie i w stanie koricowym jest spefniony warunek korcowy fi.
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Inaczej mowiac, trojka a {M}  wyraza t¢ samag wlasno$¢ co formuta algo:
rytmiczna (a A Moroe) =>Mf. Sttad wymika, ze rachunek Hoare’a jest zowear
ty w AL. Ponizej podamy bardziej szczegbétowe uzasadnienie tej tezy.

Zacznijmy od przedstawienia formalnej konstrukeji systemu Hoare'a.

AKSIOMATY
Aksjomat instrukcji przypisania
HE  a(xfo) {x:= 7} a(x)
Aksjomat instrukcji zerwij
H2 & {zerwij} false
Aksjomat instrukcji zostaw

H3 a{zostaw}a

REGULY WNIOSKOWANIA
Reguta instrukcji zlozonej
a{fg P
% (hegin Ky 15 onds 4
Regia instruksii fozgalezienia

@A ERLAIL =i Ai
# {if ythen K else M i} )

Regula instrukcji powtarzamia (iteracji)

H$ (xAy) {K}a
a {while ydoK od} ( yy Aa)

ki

Reguta konsekwencji
a' =>a, a{K}
a{K} f

H7

Wykazemy teraz, ze aksjomaty i reguly H1-H7 moga by¢ wyprowadzone na
gruncie logiki algorytmicznej. Kazde wiec rozumowanie, opierajace si¢ na
regutach Hoare'a, jest rOwniez poprawnym rozumowaniem w logice algo-
rytmicznej.



IR A HOARE'A

Dowaody sfuszmaitii requ Hoemeaa na grumciez AL

Wiemy, ze reguly H4 -7 sa semantycznie stuszne [2]], tzn. z prawdziwych
przeslanek nie mozna za pomoca tych regut wyciagnac¢ falszywych wnioskow
lub, inaczej moéwiac, prawdziwosC przestanek pociaga za soba prawdziwos¢
whiosku w kazdej regule. Mozna tez sprawdzi€, ze wyrazenia H1-H3 sa
jawsze prawdziwe, sg tautologiami. Na podstawie twierdzenia (4.2) o pelno-
kci dla logiki algorytmicznej mozna stwierdzi€, ze aksjomaty te i reguty
wmioskowania dajg sie¢ wyprowadzi¢ formalnie w AL.

Pow6p AkssomaTu H1

Aksjomat HI jest rownowazny formule a (X/7) A(<==t)rireie==fx(= =) %) ktétd-
ra wynika wprost z aksjomatu algorytmicznego AxI8: (x:= ®)a = axim)A
A(x:=i)ttme. Aksjomat ten jest mocmiejszy od aksjomatu Hl czeSciowej
poprawnosci.

Powobp REGULY H4

Dowdd polega na wykazaniu, ze formuta
Alagin K, ; K, antl tinue =>heedin K; ; K, emibbd,

ma dowod oparty na nastepujacych dwoch formutach —przeskankach:

@K, thmee=K8Y), (€0VKIS frireies=KKK o 4)
Stosujac regule algorytmiczmg R2 (por. z definicjg 4.2) z drugiej przestanki
otrzymujemy (K agAKK (KIS triwely=K KK Ka M)k harpatoia pipivess pizeze-
slanka (@] a Kj, truee2 K|, a3) i stosujac aksjomaty rachunku zdan, wypro-
wadzamy aj AK;(K-ptmme)=>K,(K,ax)). Stad, na mocy aksjomatu Ax19,
otrzymujemy wniosek, ktéry nalezato udowodmic. O

Powop rRegury H7

Nalezy wykaza€, ze formuta a’ A Ktrae =>KGI mea domid] 7z prresdbarek wyy-
mienionych w badanej regule. Z przestanki a’=>a nietrudno wyprowadzi¢
formute a' AKome=>/KKtuee. SEieajfac reggide RR2 dooveoakizinyy fdomuige
Kfi = Kf'. Ale formuta AAKKtaee—=K/*tdaddnggappreelankibhddase ragghty
dowodzenia. Stosujac dwukrotmie aksjomat Axl otrzymujemy, najpierw
8’ AKtrnue =>KES, a potkan o' A toee—=KIg/?". O

Dowoép REGULY HS

Z pierwszej przestanki wyprowadzamy formule
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(& Agy) AR el == (KHINA)Y)
Z drugiej otrzymujemy
(@ A =hy) A Miorwe) =>((WB)A=hY)
Stad stosujac nastgpujgce prawo rachunku zdan
B=a)y§5= €Ny (5= v v'})
uzyskujemy
(@ An)mKaened (@ n=hyyMimmekr=ty(x K KX 791y MANL)

Teraz juz wida€, ze w nastepniku tej implikacji mamy if y then K else M fi f7,
(a stosujac prawo rozdzielnosci i wyciagajac a przed nawias, widzimy, Ze
poprzednik implikacji jest rownowazmy formule (a Aiif yy tivem K dioe M fii
true), co koficzy dowod. K|

Dowoép rReGuLY H6

Reguta H6, pozwalajaca wnioskowaé o czeSciowej poprawmesdci instrukcji
iteracji na podstawie faktu, ze formula a jest niezmiennikiem instrukcji
iterowanej, moze by¢ udowodniona za pomocy wlasnosci najstabszego
warunku wstepnego; por. Dijkstra [18], Dowéd poprawmesti tej reguly
podali$my w rozdz. 4, por. przyklad 4.5. K|

Ostyzmizende

Populammeé€, jaka cieszy si¢ formalizm Hoare'a, kaze nam za O'Dommellem
[42] przytoczy¢ nastepujace ostrzezenie. W prowadzamie regut wnioskowania
o programach powinno odbywaé si¢ z nalezyta troska o miesprzecznos$é
systemu. Rozwazmy nastepujaca regule (por. [2]):

_ a{P}i8
FHISHOM sy (o = R(T COPMD)

gdzie /f jest zdefiniowane za pomeoca nastepujacej deklaracji:

If: function(x); local z,,....,z,;
P; return (y)
end

a a i [ nie zawierajg zi,...,z, jako zmiennych wolnych [2]. Zauwazono, Ze
dodamie tej reguly do poprzedmich, prowadzi do sprzeczno§ci. Rozwazmy
mianowicie nastepujaca definicje:

If: function (x); zerwij; return (39 amdi
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i wunioskowanie
true {zerwij} false aksjomailr zerwij
(Vx) true = fiallse regufa Fumction
false

Dowdd prowadzacy do false istnieje nawet wtedy, gdy funkcja jest czgsciowo
okreslona i jej nieokreslono$¢ ma miejsce tylko w jednym punkcie.

Co to jesit relatpwra pelno$é?

Wobec stwierdzonej niemozliwos$ci podania pelnego i skonczonego zestawu
aksjomatoéw i regut dla czeSciowej poprawmadci Cook [14] zsproponowat
rozwazenie innej definicji petnoci. Przyjmijmy jako aksjomaty wszystkie
formuly pierwszego rzedu prawdziwe w pewnej klasie struktur danych K.
Niech Z oznacza zbi6r tych formul. Przyjmijmy dalej, ze w tej klasie struktur
danych kazda formuta postaci o {N@}fima réwmowazng jej fiammude mikare-
szego rzedu y tzn., ze réwnowazno$C y = o {M}fi jest prawdziwa w tisj
klasie struktur. Jezeli kazda formuta czeSciowej poptawmasi, prawdziwa
w klasie K, moze byé wyprowadzona ze zbioru Z, to méwimy o redlatywnej
petnosei.

Badaniom relatywnej pelnosci po$wiecono wiele prac [3, 14, 24]. Wiek-
szo$¢ z nich zajmuje si¢ problemem istnienia aksjomatyzacji relatywnie
pelnych. Okazuje sig, ze systemy aksjomatyczne czesciowej poprawnosci,
tworzone dla bogatszych jezykow programowamia, nie moga cieszyC sig
wlasnoscia relatywnej peinosci.

W praktyce programistycznej (a takze matemattyrznej) rzadkie sa przy-
padki, w ktorych mozna przyjaé, ze jest znana pelna prawda o strukturze
danych. Na og6l teoria struktury jest czyms$, co stale si¢ rozwija i jest
wzbogacane przez prace calych pokolen badaczy. Uwazamy, ze do tego
stale rozszerzajacego sie zbioru prawd, powinny wchodzi¢ takze wlasnosci
algorytmiczne. Przyjmowanie nierealnego zaloZenia, Ze jest nam dana wy-
rocznia orzekajaca o kazdej formule arytmetyki liczb naturalaych czy
formuta ta jest prawdziwa, czy nie, stawia cala sprawe analizy programéw
na glowie. ZwréCmy uwagg, ze ponadto przyjmuje sig, iz formuly algoryt-
miczne sg sprowadzalne do formul pierwszego rzedu. Celem pracy pro-
gramistéw jest badamie semantyczaych wiasnodci programdw w pewnej
klasie K struktur danych. Poniewaz z zalozenia te wiasnosdci sa redukowal-
ne do formul pierwszego rzedu, zatem pozostaje jedynie przetlumaczyé
formute algorytmiczng na formule pierwszego rzgdu. Wykonalno$¢ tego
tlumaczenia jest zagwarantowana przez wczesniejsze zatozenia. Potem
trzeba tylko odwota¢ si¢ do wyroczni, ktdra orzeknie czy badana formuta
plerwszego rzedu jest prawdziwa, czy nie. Ale czy taka wyroczai¢ mozna
skonstruowad? Badania wykazuja, ze nie. Dla struktury liczb naturalnych
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zbior formut prawdziwych jest zbiorem hiperarytmetyczoym [33], tfln,
lezy bardzo wysoko w hierarchii Kleene-Mostomskiego i nie ma mowy
o tym, by wyrocznia odpowiadajaca na pytanie o przynalezno$¢ do fa
kiego zbioru, data si¢ przyblizy¢ jakim$ algorytmem. Dla klasy kolejek
priorytetowych nad skofnczonymi zbiorami elementéow, zbior ten lezy znacz
nie nizej, jest to dopelnienie pewnego zbioru rekurencyjnie przeliczalnt
go. Ale i ten zbiér takze nie moze mie¢ mechamicznej wyroczmi. C6z widc
pozostaje? Trzeba podjaé trud dowodzenia pewnej formuly pierwszego
rzedu.

Programistow interesuja wilasnosci algorytmiczne, wlasno§ci progra-
mow. Poznawamie tych wiasnosci daje mozno$¢ stosowania ich w dowodach
nowych faktow. Moga to by¢ twierdzenia o tradycyjnym statycznymn charak-
terze, moga to tez by¢ wlasnosci programéw. Tak, naszym zdaniiem, powinien
wyglada¢ naturalny rozw6j wiedzy o strukturze damych, rozwoj algorytmice-
nych teorii struktur danych. Taki proces moze wnosi¢ nowe fakty do teorii
opartych na jezyku klasycznej logiki pierwszego rzedu. Na przyklad, istot-
nym wzbogaceniem teorii liczb naturalmych bylaby odpowiedZ na pytanie:
czy program

whilen % 1
do if n podzidhe: przez 2
then
n=ndiv 2
else
n=n%34+1
fi
od

zatrzymuje swoje obliczenia dla kazdej liczby naturallnej n? Z drugiej strony,
by¢ moze whasciwym podejsciem do tego problemu okaze sie wykorzystanie
faktu, ze program

begin z == 0; while z # xdoz:=z+1 od

zatrzymuje si¢ dla kazdej liczby naturalnej x. Nie jest pewne, czy wlasno$¢
zatrzymywania si¢ poprzedniego programu jest konsekwencjg aksjomatow
Peano. Na pewno jednak algorytmiczne aksjomaty liczb naturalmych sta-
nowia zbior aksjomatéw wystarczajgcy na to, by wlasno$¢ ta byla jego
semantyezneg; kkonsdmencja.
Zbieranie faktow prawdziwych, w interesujagcych nas klasach struk-
tur danych, jest zadaniem na diugie lata dla sporej spolecznoéci badaczy
nie moze by¢ tu mowy o powierzeniu tego zadamia automatimwi lub
WYroczni.
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W roku 1975 Dijkstra [17] zaproponowat rachunek tzw. tramsformacji
predykatow. W rozumowamiach swoich wychodzi on z obserwacji, ze pro-
gramy moga by¢ pojmowane jako transformacje warunkéw, tzn, predykatéw
spelimianych przez stany. W szczegélnosci zajal si¢ najsfabszym warunkiem
wetepnym. W wydanej wkrotce potem, populamej dzis ksigzce [18] przed-
stawit swoje poglady i wiele przykiadow analizy semantycznych whasnosci
programOw, analizy opartej na aksjomatach najstabszego warunku wstep-
nego. W ksigzce rozwaza si¢ jezyk programowania tzw. instrukcji dozorowa-
nych, niedetermimistycznych. Tu przedstawimy rachunek Dijkstry dostoso-
wany do jezyka programdw iteracyjnych, determimistyczmych. Uwazamy
bowiem, ze w ten sposéb latwiej bedzie skoncentrowac si¢ na sprawach
najwazniejszych. Nieformalne okres$lenie najstabszego warunku wstepnego
w pracy [18] brzmi jak nastepuje: Warunek charakteryzujacy zbior wszyst-
kich stanéw poczatkowych, takich ze podjecie obliczen w dowolnym z nich
doprowadzi z pewnoscia do ich pomysinego zakoificzenia w stanie konncowym
spehnizjacym zadany warunek ostateczny, nazywamy najsfabszym warunkiem
wtepnym dla danego warunku ostateeznegm. W pracy Dijkstry nie znajdujemy
innej definicji tego pojecia. (Zwracamy uwage czytelnika na okre$lenie
najstabszego warunku wstepnego, ktére podaliiSmy w rozdz. 3.4). Natomiast
autor podaje wiasnodci, jakie ma spetniaé najstabszy warunek wstepny. Po
przethimaczeniu ich na jezyk uzywany w tej ksigzce brzmia one nastepujgco:

(WH) Mfalse = false
(a=B)
(Wiz) (Ma = Mfi)
(WI3) M(aaf) = MaaM§
(WH4) M(@v p) = Mav Mfi
(W15) W ksigzce [18] wiasnos¢ te sformulowano nastepujaco:
Dla dowolnego programu M i dowolnego nieskofczonego ciagu formut
takiego ze dla wszystkich stanow jest spelniona wlasno$é
@ =a.,, dar>0

mamy dla wszystkich stanow
M (@r 2 0)a,) = (@s 550) M)

Z wystowieniem tej wlasnosci (zwanej takze wiasnoscia ciaglosci) w jezyku
logiki algorytmicznej mamy nieco klopotow. W przyjetym przez nas jezyku
nie wystepuje nieskonczona alternatywa formul. Notacja (3r 2 Oa,) uzyta
w ksigzce jest mylaca, jednak jej semantyczny sens jest dla nas oczywisty:
formuta ta jest spelniona wowczas, gdy istnieje takie r > 0, ze jest spelniona
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formula a;, r-ta formula w ciagu formut a,, ag;.... Wilasciwie nalezatoby
stwierdzi¢, ze mamy do czynienia z nieskonczonymi alternatywami i napisaé

M (Olbor®) = (WebloMey)
Zwro6cmy tez uwage na to, ze zmienna r nie musi wcale wystepowaé w zadnej
z tych formul. W jezyku pierwszego rzedu poprawna formuta o zblizonej
formie to 3,54 d(fr), 2l 1ma ona zZvpelnie imny sans i mie m Zwipda z dipgiam
{oc} formut, o ktérym moéwi si¢ w przestance wlasnoéci (W15).

Wszystko to prowadzi do konkluzji, ze (W15) jest regula wmioskowania
6 nieskonczonej liczbie przestanek. Nalezatoby ja wiec zapisa¢ nastepujgco:

{2 = %+ iV
M(Vf‘aoaa%) = (M%>€0Ma§)

Jezeli dla kazdej liczby naturalnej r prawdziwa jest implikacja (a; = ®g;.), to
prawdziwa jest tez rownowaznos$¢

W dalszym ciagu pokazemy, ze w przypadku programéw deterministycz-
nych, konkluzja w tej regule wnioskowania jest tautologia.

Omawiajac po kolei konstrukcje wystepujace w jezyku programowania
Dijkstra podaje dalsze wlasnos$ci najstabszego warunku wstepnego i traktuje
je jako definicje znaczenia odpowiedmich konstrukeji programotwoérczych
jezyka programowamia. Bez szkody dla ogdlnosci naszych rozwazah moze-
my, stosowany przez autora jezyk instrukcji dozorowamych, zastapié jezy-
kiem programdw iteracyjnych, deterministyczaych. Obok instrukcji przypi-
sania, jako programy atommowe, wystapia jeszcze dwie instrukcje zostaw
il zerwij. Wlasciwie mozna si¢ bez mich obej$c lub przyjac, Ze zostaw jest
oznaczeniem programu x:= x dla pewnej dowolnie ustalonej zmiennej x,
a zerwij jest oznaczeniem dla instrukcji, ktora nigdy nie daje wyniku, np.
x = x/0, albo programu while true do od, ale oznaczenia te moga byé
przydatne w dalszych naszych rozwazaniach.

Oprécz wyliczonych pigeciu wlasnosci autor podaje jeszcze sze$¢ schema-
tow aksjomatow, ktorych zadaniem jest zdefiniowanie semantyki konstrukcji
wystiegpujacych w jezyku programowania.

(Al) zostaw a = a

(A2) zerwij a = false

(A3) (x=1a= a(x/T)

(A4) begin M,; M, end a = M (M, 2)

(A5) if 7 then M, else M, fi a = (({yvAM/] 0\ (=iy AM,a)

(A6) dla instrukcji iteracyjnej Dijkstra podaje nastepujgca definicje
najstabszego warunku wstepnego:
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while y do M od « = @k 2 0) Hyox)
dzie formuly H, sa okreslone indukeyjnie jak nastepuje:

H@(&) =aa =iy
Hyes1(2) = G y them M ) Hifa) v Hy(a).

Przypatrzmy si¢ blizej tym formulom. Formula H, nie budzi zadnych
wigipliwosci. Czym jest formuta H,P Stosujac aksjomat (A5) i proste prze-
keatzlcenia rachunku zdan widzimy, ze

H{f) = (if y then M i) (a A =1y) v (2 A =)
=((yaM (@A =WV ~ty A(e A =ip) v(a A =iy)
= ((y A M =iy A Ma) v (Shymad))

Ogolnie, kolejne formuly H, wyrazaja si¢ jako coraz diuzsze alternatywy
coraz dtuzszych koniunkcji

H o5 (E(vinaay
viyaAM-yaMa)v

v (y A My A MM A ... A BT Ly A M STy MPa)) =
= (if y then K ff*(=hy Aa)

UwAGA

Czlon Hgffpr) w indukcyjnej definicji formul H,(@) jest zbedmy. ]

Zauwazmy, ze kazda z tych formut ma inna strukture i ze formuly H, nic
zawieraja zmiennej k. Stosowanie notacji z kwantyfikatorem (3, , H{e)
nalezy wigc traktowac jako nieformalny zapis nieskonczonej alternatywy
formut H,,, tym bardzie), ze kazda z tych formul ma inna budowg. Przypo-
mnijmy, ze w rachunku kwantyfikatoréw pierwszego rzedu wyrazZenie po-
staci (3x)a(x) jest formula pierwszego rzedu wtedy, gdy a(x) jest formula
pierwszego rzedu. Mamy tu do czynienia z pommieszamiemn formul i ich
oznaczed. Wyrazenie H, jest oznaczeniem formuly, a nie formula. Z rachun-
ku kwantyfikatoréw [45] za$ przypominammy sobie, ze formula z kwan-
tyfikatorem (3x)a(x) ma warto$¢ rowng kresowi gérnemu wartosci formut
a(x/i), gdzie t jest dowolnym termem (lub, jesli czytelnik woli, wyrazeniem
arytmetyczmyim). A cho¢ dlugoesei tych formul mogg si¢ rézni€ i chociaz nie
istnieje ogramiiczenie na dtugo$¢ formuly a(x/t), to kazda z tych formut ma
jednakowa strukture logiczna, tyle samo operatordw logicznych i kwan-
tyfikatoréw. W przypadku formut H, ich struktura komplikuje si¢ ze
wzrostem k. Nie mozna wigc stosowaé kwantyfikatora (3%). Zreszta zmienna
k weale nie wystgpuje w tych formutach.
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Chcieliby$my zwroci¢ uwage czytelnika na fakt, Ze semantyczna tre$c
aksjomatu A6 jest wiernie wyrazona przez formute

(*) whileydoKoda=(JifythenK fi(a A=d) (¥

Prawdziwo$¢ tej formuly wykazaliSmy w lemacie 3.3. Na mocy twierdzenia
(4.2) o pelnosci wiemy, ze rownowazno$¢ ta ma tez dowod z aksjomatow
logiki algorytmiicznej. W dowodzie formuly (%) stosujemy aksjomat Ax21
i reguly R3 i R4 logiki algorytmicznej. Z aksjomatu wynika, ze dla kazdej
liczby naturalnej ie N

(if y then K fi)’ (Shyrepy=whiléle daKKoda: a

Dowéd tego faktu podaliSmy w przykladzie 4.4. Po zastosowaniu reguly
wnioskowania R4 wyprowadzamy implikacje

U if 7 then K fi (a A =iy) =>wihille y div K ali ca

Implikacje odwrotnz dowodzimy réwnie latwo. Dla kazdej liczby naturalnej
i nastepujaca formula jest tautologia

(if y then K i)’ (Shyrfeg)=tifif shitwerKIGmH) 644 4 2)

Z aksjomatu Ax22 i rachunku zdah wynika, Zze dla kazdej liczby naturalnej
i tautologia jest implikacja

(if y then K i)' ¢y /hod)=={ (Jiffyytheen KK Ti(@a~A=4)y)

Fakt ten pozwala nam zastosowac regule R3 i udowodni¢ formute
while y do K od a = {l]if y then K fi (a A =¥y)

Latwo zauwazy€, ze formuly (Wi3), (Wi4), (A3), (A4), (A5) sa znanymi juz
nam aksjomatami AL. Mozna zadawa¢ sobie pytamnie czy formalizm Dijkstry
i logika algorytmiczna sg réwnowazme. Ot6z, przyjmujgc do wikkdomosci
uwagi poczynione na temat jezykéw programowamia i formut z nieskon-
czonymi alternatywanni, pottafimy wyprowadzi¢ wszystkie wlasnoséci wymie-
nione przez Dijkstre z aksjomatdw logiki algorytmiczaej. Co wiecej whasnosé
cigglosei (WI5) jest do udowodmienia w rozszerzeniu logiki algorytmicznej
dopuszczajgcym nieskoriczone alternatywy. Bez zadaych dodatkowmych zato-

zefi udowodminmny, ze
M OWosd) = (W20 Moy,

Przypusémy, Zze dla pewnego dowolnie wybranego wartosciowania zachodzi
A, ii= M Qi) Witkadly, 2z disffiniigjissenantyk feoemul posttaci K], zaattodizii
tez A, My(@)l= \v...%; Ale formuta \s o2, jiest spetniona wowezas, gdy dla
pewnego s 2 0 jest spelniona formuta a, Mamy wige A, M,(2) i= a5 czyli,
ponownie stosujgc definicj¢ znaczenia formut postaci Ki§, A,o|= Meg; dla

4/264
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pewnego s 2 0. A jezeli tak, to A, v (V43¢ Ma,). Implikacji w druga strong
dowodzimy réwnie latwo.

Nastepne nasze uwagi dotycza wiasnosci (WH) zwanej przez Dijkstre
prawem wyklsazawiéa cudéw. Wobec tego, ze implikacja false = M false jest
tautologia nalezy tylko udowodmi¢ implikacje odwrotmg (Mfalse) = false.
Przypommijmy, ze (a A =t&) =false. Zauwazmy, ze dla dowolnego programu
M i dowolnej formuly a

M@a "a) = Mota M—a

jest to aksjomat AxI4.
Na mocy innego aksjomatu M=ia = =iMa. A wiec

M(aa =ta)=Ma A 7 Ma

co, jak mozna tatwo sprawdzc, jest konsekwencja dwu ostatmich formut. Po
zastosowaniu aksjomatu (a A =g )==>f/dotzyymugenyyppotrebimanaamiritphkia-
cje M false = false co koficzy formalny dowdd prawa wykluczania cudow
z aksjomatow AL.

Warto jeszcze powrdci¢ do wiasnosci (WH2) i (WI5) — ciaglosci, sa to
reguly wnioskowania. Wiasnos$¢ ciaglosci jest przy tym regula o nieskon-
czonej ilosci przesianek. WykazaliSmy przed chwilg, ze przestanki te nie sa
niezbedne dla zachowania (W15) (rozdzielno$¢ programu z nieskonczona
alternatywa). Ale sama nieskoniczona alternatywa powinna by¢ jako$ scha-
rakteryzowana i nie jest trudne do odgadmigcia, ze w tym celu jest potrzebna
jakas regula o nieskonczonej ilosci przestanek. W logice algorytmicznej
rozszerzonej o nieskoriczone alternatywy mozna wyprowadzié réwnowaz-
no$¢ (A6) z aksjomatu Ax21 i reguly R3 (por. definicje 4.2). Nie sqdzimy
jednak, by warto bylo dokomywac rozszerzenia jezyka, ktore jest zbedne.
W $wietle naszych wczesniejszych rozwazan wida¢ wyraznie, iz rozwazania
dotyczace programow iteracyjnych nie wymagaja wprowadzania do jezyka
formut o nieskoriczonej dtugosci.

Wracajac do pytania o rOwnowazmo$¢ rachunku Dijkstry i logiki
algorytmiicznej, odpowiedz na nie brzmi: tak, oba te formalizmy sa rowno-
wazne, jesli przyja¢ do wiadomaosci nasze uwagi o (W15) oraz uzupehnic ten
rachunek aksjomatami i regulami wnioskowamia dla kwantyfikatorow,
i funktoréw logicznych.

Nasuwa si¢ z kolei pytamie: czy stwierdzemie Dijkstry, iz wlasnosci
(WH)(WB) i (AL)—((A®) definiuja semantyke, mozna uznaé za uvzasadnione.
Harel [24] badat podobme zagadmienie i doszedt do wniosku, ze sposrod
wielu mozliwych strategii przegladania drzewa niedetermimistyczmycth ob-
liczen jest tylko jedna spehiajaca te wszystkie wlasnosci. A wiec, konkluduje
Harel, aksjomaty Dijkstry definiuja semantyke obliczen niedeterministycz-
nych. Nam sprawa ta nie wydawala si¢ do kofca wyjasniona i stad wziely sie
wyniki zawarte w p. 4.5. Wskazuja one na mocniejsze konsekwencje przyjecia
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aksjomatow algorytmicznych. Znaczenie konstrukeji zlozenia, rozgalezienia
i iteracji, a takze instrukcji atomowych (przypisania) jest jednoznacznie
okreslone przez wymaganie, by realizacja jezyka programowamia spelniata
aksjomaty AL. Badania, czy podobny rezultat da si¢ takze osiagnaé dla lo-
giki algorytmicznej programdw niedetermimistyczmych, s trudmiejsze i w tej
chwili nie znamy jeszcze petnej odpowiedzi.

Logika dynamiczna

Logike dynamiczna, w skrocie DL, wprowadizit w roku 1976 Pratt dla ba-
dania semantycznych wlasnoséci programdw [43]. Najwazniejsze idee DL
wylozyl Harel w pracy [24], Zgodnie z intencja twoércéw DL ma na celu
dostatczenie precyzyjnego aparatu matematycznego do badamia wlasnosci
programdw. Jednym z podstawowych jej zadan jest skonstruowamie pod-
staw matemaiyezmych umozliwiajagcych formulowanie i dowodzenie zdan
postaci ,dany program jest poprawmy”. Twoétcy DL nie przewiduja na-
tychmiastowej stosowalnosci teorii przez nich rozwijanej w rozwoju metod
konstruowania i dowodzenia wiasnosci programdw. Tworcy logiki dynami-
cznej sadzg, ze jej zastosowania beda miaty charakter posredni i diugofa-
lowy jako, ze prowadza do wyodrebnienia i lepszego zrozumienia tych pojeé
i metod, ktore sg podstawowe w procesie wnioskowania o wiasnosciach
programdw. Uwazaja oni ponadto, ze badania w logice dynamicznej maja
implikacje w konwencjonalnych dziedzinach logiki i filozofii, poniewaz dos-
tarczajg narzedzi do wnioskowania o0 ogolnych sytuacjach dynamicznych.

Nazwa logika dynamiczna doskonale podkiresla réznice miedzy statycz-
na logika klasyczng a logikami algorytmiczaymi, do ktérych DL tez sie
zalicza. Aby obliczy¢ wartod¢ formuty klasycznej odwolujemy sie do jednego
stanu — danego wartoéciowania zmiennych. W logikach programéw,
a w szezegblnodei w DL, przy obliczaniu wartodci formuty odwotujemy sie do
standw parmigci, ktére dynammicznie pojawiajg si¢ na rézaych etapach
obliczenia programu.

W logice dynamicznej, tak jak w logice algorytmiicznej, pojecie pro-
gramu jest jednym ze skladnikéw jezyka. Programy wystepuja explicite
w formulach. JednakZe samo pojecie programu jest nieco inne niz przed-
stawiono w rozdz. 3. Jedna z istotaych réznic polega na przyjeciu operacji
niedeterministycznego wyboru jako operacji na programach.

Niech L. bedzie jezykiem pierwszego rzedu (bez zmiennych zda-
niowych) (por. p. 2.5), w ktérym wystepuje dwuargumentomy symbol
réwnosei =.

DurncIA 8.5

Zbiér DL-programdw (tzw. programéw regularmych) jest najmniejszym zbio-
rem zamkmnigtym ze wzgledu na nastgpujace reguly tworzenia programow:
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(1) wszystkie instrukcje przypisania postaci x:= T difa diowalnej zmign-
nej indywiduowej x i dowolnego termu T (por. definicje 2.21), sa DL-pro-
gramanni;

(2) jezeli a jest formuty klasyczng, to a? jest DL-programem;

(3) jezeli Kii M sa DL-programamii, to wyrazenia (K; M), (Ku\M), K*
sqg DL-programami.

DL-program postaci a? nazywamy testem, a DL-program postaci K*
nazywamy iteracjg programu K. Symbol w jest operacja niedeterministycz-
nego wyboru. Jezeli K, M sa DL-programeamii, to (K w M) jest DL-pro-
gramem niedeterministyczmynmn. [

PrRzYKEAD 8.3

Jezeli y jest formula pierwszego rzedu w jezyku L., a K, M sg DL-pro-
gramami, t0 wyrazenie

(&% K) w (-2, M))
jest DL-programem. ud

DernicIA 8.6

Zbiér DL-formul jest najmniejszym zbiorem wyrazen spelniajacym na-
stepujace warunki:

(1) dla dowolnego »-argumentowego predykatu @ iidtowalimych tesmiow
Ty,... K, WsZystkie formuly atomowe postaci

sa DL — formutami oraz

(2) jezeli a, p sa DL-formutami, a x jest zmienna indywiduowa, to
wyrazenia =i« (av fl), (@ A i), @=>/),(@B%)s, (Ka)a sy DIL-foormmutiami,

(3) jezeli K jest programem, a a jest DL-formula, to wyrazenia <K> a
[K] a sa DL-formutami, |

PrzykeAD 84

Jezeli a jest DL-fonmula, @ K, L s3 DL-programami, to wynazemie
(K>a=Ku M>a)

jest DL-formulq. [

Idea semantyki DL-programdw jest oparta na pojeciu relacji wejscia-
-wyjécia przypisanej programowi.

Niech A oznacza system relacyjny tego samego typu co rozwazany jezyk
pierwszego rzedu (por. p. 2.4). Dla kazdego funktora m-argumentowego
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@ sistivie) oraargomer tiowaf unkéje) dcdkieantp xogpxwvs wytsterid cAAs tstanvides a
jego interpretacje, oraz dla kazdego m-argumentowego predykatu @ isttrikgie
m-argumentowa relacja, ktorej funkcja charakterystyczna §7, jest iirttanmretis-
cja predykatu @.System relacyjny A wyznacza jednoznaczmie interpretacje
DL-programéw jako relacje wejScia-wyjScia miedzy stanami pamigci, tzn.
wartoSciowaniami. Dla dowolnego DL-programu M oznaczmy odpowiada-
jaca mu relacje przez M.

(K; M), & {(v, v'): @) (0, 09exK , i (675,0) ey}
(K M)y £ {(v, )6yt liib(gy Y0 ALY
x=1) = {(», v'): wv=o/" offf x i 0¥{()) = ﬁA(t»)}}
@) ¥{(0:0): A, uiNac}

(KM & (v, v): @it > 0)(e,

W powyzszych definicjach K, M s dowolnymi DL-programami, x jest
zmienng indywiduowa, a dowolna DL-formutla, a t dowolnym termem. Tak
jak w poptzedmich rozdziatach tej ksigzki, jezeli (v, if)e Ky, to v’ bedziemy
nazywaé wynikiem programu K dla danych poczatkowych v.

Zauwaimy, 26 w wyniku przyjecia dwéch operacji niedeterministycz-
nych, w i #, relacja przypisana DL-programom hnie musi by¢ funkcja
czeSciowg, DL-program moze mieé¢ wigcej niz jeden wynik.

PrzykeAD 8.5
M: (= 0);(x:= x+ID*)

DL-program M zdefiniowany wczesniej ma w struktutze liczb naturalnych
N ze zwykia interpretacja symboli +, 1, O nieskoficzenie wiele wynikow.
Wartescia zmiennej x po wykonaniu programu M moze by¢ dowolna liczba
naturalna. K|

Zauwazmy ponadto, ¢ DL-program moze nie mie¢ wyniku. DL-
program postaci (false?) ma nieokreSlony wynik dla dowolaych danych
poczatkowych.

Podofbmie jak w rozdz. 3 mozemy wprowadzi¢ pojecie obliczenia
DL-programu. Wymieniamy do$¢ oczywiste réznice. Bezposrednim nastep-
nikiem konfiguracji <v, (K w M)> jest zaréwno konfiguracja (v, K), jak
i (v, M), a bezposrednim nastepnikiem konfiguracji (v, K*> jest konfigura-
cja postaci (¢, K') dla dowolnej liczby naturalnej i.

Zauwaimy, 7z¢ DL-program nie ma obliczen nieskoficzomych. Ob-
liczenia DL-programdw mozna jedynie podzieli¢ na skohczone udame, tzn.
dajace wynik, i skonfczone nieudane.
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PrzZYKEAD 8.6

Rozwazmy DL-program postaci

K: (7% s) w (5iy?2; ")
gdzie s, s’ sg instrukcjami przypisania, a y jest formula otwarta pierwszego
rzedu. Relacja wejscia-wyjscia zdefiniowana przez ten program w dowolnej

strukturze danych dla jezyka L. jest taka sama, jak relacja wejscia-wyjscia
zdefimiowana przez program

M: if y then s else s’ fi

tzn. dokladmie te same pary wartoSciowan naleza do interpretacji obu
programéw. Jednakze zbiory obliczen programéw sa rézne. Dla dowolnego
warto$ciowania v takiego, ze A, v M=y, proggyeam N mrea it koo jpetinm obil czeeriee
skoniczone i udane:

o, M, <o, 53, <sqifv), 85

Natomiiast program K moze mie¢ dwa obliczenia: skonczone udane @,
i skoniczone nieudane @,,

8 &, K>, (4, ¥ s>, (4, s>, (840),
6);: < K)y, &u=iy?; 85 K

PrzykeaD 8.7

DL-program
(1. My*; =y?)

wyznacza taka sama relacje wejScia-wyjscia, jak program
while y do M od

Jednakie, program while true do M od ma tylko jedno obliczenie nieskon-
czone, podczas gdy ((true?; M)*; =ithue?) ma nieskonczenie wiele skon-
czonych obliczen nieudamych. K

Relacja B= jest rozszerzeniem klasycznej relacji spelniania o nastgpujace
definicje:
A= EM>a  wiw (') ((v, V)e M, i A, of'i=am)

A v [M]la wiw (Vi) (b, of)eM,, =>A 0EN®)
PrzwkiaDp 8.8

Wyrazenie

[(c= x+ ¥ (Y = y+I) w@ = y—1))*>y = x)

i d 269
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st DL-formuta prawdziwa w strukturze liczb catkowitych ze zwykla
iterpretacja symboli +,—, =. |

Za pomoca formut logiki dynamicznej mozemy wyrazi¢ wiele wlasnosci
rogramow, o ktorych byla wczesniej mowa.

éM)itrme wyraza istnienie skonczomego, udamego obliczenia progra-
w M;

&M)a — istnieje wynik programu M spetniajacy warunek a;

@=[M] A — program M jest czgsciiowo poprawny ze wZglad ma
wanmek poczatkowy a i warunek kohcowy f.

&M €K (x/y)> (x = y)— programy K i M s3 rownowazne ze wzgledu na
biér zmiennych x.

Jednym z gtéwnych wynikow logiki dynamicznej jest twierdzenie o tzw.
rytmetycznej petnosci [24], Twierdzenie to pozwala zastapi¢ rozumowania
emantyczne w strukturach zawierajacych arytmetyke, syntaktyczaymi do-
vodamii w systemie aksjomatyczaym, w ktorym wszystkie reguly wnio-
kowania sg skonczome. Podstawg do dalszych rozwazan jest definicja
truktury arytmetycznej [24],

DEFINICJA 8.7

strukturg arytmetyczng nazywamy dowolny system relacyjny, ktorego uni-
versum zawiera zbior liczb naturalmych N i taki, ze jego sygnatura zawiera

(1) dwuargumentowe funkcje +, # ktOre rozwazane w zbiorze liczb
laturalnych, sa odpowiednio operacjami dodawania i mnozenia;

(2) state 0, 1, ktore sg odpowiednio zerem i jedynka w zbiorze N;

(3) jednoargumentiona relacje nat taka, ze dla dowolnego elementu
jniwersum struktury x, nat (x) wtw x jest liezba naturalna;

(4) tréjargumentowa relacje R (x, i, y) taka, ze R (x, i, y) wtw X jest i-tym
dizmentem ciagu o kodzie y. [ ]

Dla klasy bogatych struktur, jakimi sg struktury arytmetyczne, zachodzi
nastgpujaca wlasnosc:

LemaT 84

Dla dowolnej DL-formuly a istnieje formuta (3 wvjjzzzkau i sarwiszegym nzggtiu 1L
taka, ze

A= (a = P)
dla dowolnej struktury arytmetycznej A. [ |

/270
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Lemat ten stwierdza, Ze w gruncie rzeczy, w strukturach arytmetycznych
(za pomoca jezyka DL) mozna opisaé tylko te wlasnosci, ktore sa wyrazalne
w jezyku pierwszego rzedu.
Oznaczmy przez AxDL nastgpujacy zbioér DL-formut:
(T) wszystkie tautologie klasycznego rachunku zdan,
(«<R)[X:= t]a = afg(r) dla dowolnej formuly a jezyka L. ze zmienng
wolng

(R) [B7e = (f=>q)

GR) [K;M]a = [K]([M]a)
(UR) [KwM]a = ([K]aa[M]ax
R®R) [K]a= ~i<K> =@

Niech ponadto r — DL oznacza nastgpujacy zbior regul wmioskowania:

a@=p)
(MP) ~p
@ (@=j8)
(Bx)a24E3)B)
(«:>/?g
©) (x=>p
([K]a=[X]p)
o =Ko
(@a=>[K*]14)
C* (nat (n) =>(f(n++1 =X K(K) 7))
(nai (m) =) 2<@EY 1))

W tych schematach y jest fiormutla pierwszego rzgdu ze zmienng wolng n tzka,
ze n$ ¥(K), a a i P sa dowolnymi DL-formutami, a K i M s3 dowolnymi
DL-progrannaimmi.

System formalny wyznaczony przez powyzsze aksjomaty i reguly wnios-
kowania nazywamy logika dynamiczngg DL. Pojecie dowodu formalnego
w logice dynamicznej jest takie, jak w logice klasycznej. Dowod jest ciagiem
formut prowadzacym od aksjomatu do dowodzonej formuly i takim, ze
kazdy jego nastepny element wynika z poptzednich przez zastosowanie
pewnej reguty wnioskowania.

PrzYKEAD 8.9

Nastepujacy ciag formut jest dowodem formalnym formuty

[M*] (ot =[] o)== MAT )



wrev e was amwswanaALEl RKXKIRANIW W

zwane]j aksjomatem indukcji w logice dynamicznej DL:

- (@=TM] DD =0h) 0}
b ([M*] (@ = [M] Beal=ENMTER) 1©)}
(MM PAT Rt VPN ) ) "

Niech dla dowolnej struktury arytmetycznej A, F(A) oznacza zbi6r
wszystkich formut pierwszego rzedu prawdziwych w A, Nastepujace twier-
dzenie wskazuje na zwigzek semantycznej i syntaktycznej operacji konsek-
wencji w logice dynamiicznej. Twierdzenie to nazywamy twierdzeniem o aryt-
metycznej petnodci DL [24],

TwHERDZBNIE 8.1

Dla dowolnej formuly a i dowolnej struktury arytmetycznej A,
ANa wiw FA)HFa =

Na zakoficzenie tej krotkiej prezentacji logiki dynarmicznej przedstawimy
przyktad dowodu formalnego w tym systemie. Dowodd ten pochodzi z pracy

[25].

PRZYKEAD 8.10

Udowodnimy, stosujac przedstawiony system dedukcyjny, ze formuta

{2 = <K w M)hdB)
jdzie
a=(@Z=1/xx=aly=0>)
B=(y=0mz=2a)
K ((y > 0Ap@IR x= x%; yyyD)
M: (np@)?;z= 2%y 57= y¥-1)
est prawdziwa we wszystkich strukturach arytmetyczaych, w ktérych

weatiylkaty p (y), np (y) wyrazaja odpowiednio wlasnosci: y jest liczba parzysta
y jest liczba nieparzysts.

Oznaczmy przez S(r) formule pisrwszege rzedy pestasi
(¥ = & A = |i8ga |+ b))
dzie bin(y) eznacza liezhg jedynek W rezwinigsiv dweéjkewym y. Fermuly

(2%’ = & AO = Jlog, y| + bim()=(ty= AZ= al}))
(z = 1A% = aAy = b)=> @n)(z # X’ = a’ An = |llog; |+ hin(5)))
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sg oczywiscie prawdziwe w kazdej arytmetycznej struktumze, a wiec na mocy
twierdzenia 8.1,

F(A)r(@©®)=>p) th

F (A) H—o(as=(En)3n)r8) (<)) (@)
Dalej pokazemy, ze dla dowolnego naturalmego n, formuta

F (A) - @&t D)= K uM}=051))) €)

ma dowod w systemie DL ze zbioru zatozen F (A).
Poniewaz dla dowolnego parzystego n,
bin (m)="Win(fR) orez |WagW = 1HH1dggeaR)|
zatem formuta
(z%&” = a® An+ 1 = |log,y| + him(()yAy) OAT(())=>
= (@#(EW? = '~ =l fipg HERR-bbiI RN 30 B APNY))

jest prawdziwa w kazdej strukturze arytmetycznej, tzn. mozna ja udowodnié
w systemie DL wzbogaconym o zbior aksjomatéow F(A). Na mocy aksjo-
matu (?R)

F (A) ({2005 =% m = Hofkgdy/BYRH Bty BI/2) 1y 6 A0p(p)y)) =
= ¢y > 0 AP @3 =& nae =3 1§g gy 2N Binw/3IP))

a na mocy aksjomatu (<- R) mamy

F (A) —(2?(8Y% =d’An =|lbgg {y23) +-biity2P)=>
=S&=xtyi= Y2 x* = ahon = |logzy| + him(y))

Z twierdzen (1), (2), (3), aksjomatu (R) i po zastosowaniu reguly (G)
otrzymujemy

F (A) i (Bt 1Dvyy>>00npify) =% KB5S 61f)) (404)
Analogiczne rozwazania przeprowadzimy, gdy wartodcia y bedzie liczba
nieparzysta. Pomiewaz dla dowolnego nieparzystego n

bin(®) = 1+ bin(m+ 1) oraz |logyy| = |legéiy-1)|
zatem formuta

(z#x =@ An+1 = |[tegpy b6 VRp Y=

=>{z#x9@’=! = & Am = [log,(y—1)| + bin(y-H)1) Amp(y))
jest prawdziwa w kazdej strukturze arytmetycznej, tzn. ma dowod ze zbioru
aksjomatéw E(A).
Na mocy aksjomatu (?R)
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F(A) - (%0¢ x> ™! = a® Am = |logs(y— 1) + bin(— 1) A np{yi)) =
(ep @) (zrxex>’ ' = ab An = [flogy(y— )]+ bin (v—1))

a na mocy aksjomatu (< R) i reguly (G) otrzymujemy

SE(A)F- (230 xY "1 = aPon = |log,(r—D)| + bin(y— 1) A np(y)) =>
=xnp(y)?) (L= %)y G = y Ik x* =d’An = |Ragp y\-+Hiin())

Z udowodniomych formut, aksjomatu (;R) i praw logiki klasycznej otrzymu-
jemy

F (A) A (0 )it ())==X M3 (E)n)) 5X0)

Twierdzenia (4) i (5) oraz aksjomat (v R) pozwalaja udowodni¢ formute (3).
Stad na mocy reguly indukcji (C*¥) oraz twierdzen (1) i (2) otrzymujemy

F(A) - (a=q&KuM)*>H)

UdowodniliSmmy w ten sposéb, ze DL-program (K w M)* oblicza poprawnie
wartosci funkcji x¥ dla dowolnych y naturalimych, tzn. DL-program (K w M)*
jest poprawny ze wzgledu na warunek poczatkowy & i koficowy f# we
wszystkich arytmetyczaych strukturach danych. K|

Logika dynamiczna jest od ponad dziesieciu lat szeroko rozwijana przez
wielu autoréw. Znane sg rézne jej warianty w zaleznosci od zestawu
oferowanych operacji na programach i od klasy dopuszezalaych modalaose.
Nie sposob wymieni¢ ich wszystkich w tym niewlelkim opracowaniu.
Zainteresowanych czytelnikéw odsylamy do begatej literatury [23, 24, 25,
43].

Logika temporalna 8.5

Logika temporalna jest uznawana do$¢ powszechnie za najlepsze ze znanych
narzedzie do specyfikacji i wnioskowania 0 programach wspotbieznych.
Dzieki wystepowaniu specjalnych operatoréw pozwalajacych formalnie re-
prezentowac wiasnosci prawdziwe na réznych etapach obliczenia programu
oraz wilasno$ci méwiace o kolejnosci wystepowania zdaizen, loglka ta
pozwala analizowaé zachowanie programu w czasie obliczen, a hie tylko
relacje wejscia-wyjscia prograrmu. Logika klasyczna jest wiaselwa do opisu
statycznej sytuacji, logika temporalna za$ umozliwia rozwazania, jak zmienia
si¢ stan pamigci w miarg uptywu czasu. Zasadmicza roznica miedzy legika
temporalng a omawianymi wezesnie) logikarmi polega na tym, ze progtam file
jest wyrazony w jezyku tej logiki, nle wystepuje explicite w formutaeh
temporalinych. Natomiast obliczenie programu 1ub zbior mozliwyeh obliczeni
programu moze stanowi¢ baze semantyczig dla tej logiki.



LOGIKA TEMPORALNA

Jezyk logiki temporalnej stanowi rozszerzenie jezyka logiki klasycznej
o operatory modalne, do ktérych najczesciej zalicza si¢ & — konieczne, 0 —
mozliwe, 0o — w nastepnej chwili, umtil — dop6ki, atnexit — nastepnym razem.
Ponadto przyjmuje si¢, ze w jezyku wystepuja dwa typy zmiennych in-
dywiduowych: zmienne lokalne i zmienne globalne. Zbiér terméw i zbior
formut elementarnych jest zbudowany tak, jak w jezyku pierwszego rzedu.
Ponizej przedstawimy dokitadna definicje zbioru TL-formut pewnej logiki
temporalnej.

Drrmncia 8.8

Zbior TL-formut jest najmniejszym zbiorem wyraZenn zawierajagcym wszy-
stkie formuly klasyczne pierwszego rzedu i takim, Ze jeZeli a i fi sa
TL-formulami, a x jest zmienna globalng, to

(@A B), (av B), =ba(IA3xxaluxxaloa=AxS)

oraz
0a, ma, oa, (@ wntil £), (@ atnext [7)
sg TL-formulami. [ |

Semantyka jezyka logiki temporalnej jest okreslana na rézne sposoby
w zaleznosci od komcepcji czasu ukrytej w sformulowaniach typu ,w
nastepnej chwili”, ,,zawsze w przyszilosci”, ,kiedys w przysziosci” itd. Naj-
lepiej zbadana jest tzw. logika czasu liniowego i t¢ wlasnie omowimy tu
szerzej.

Niech A bedzie ustalona struktura danych dla jezyka pierwszego rzedu L
zwigzanego z rozwazanym jezykiem temporalnym.

Dermicia 8.9

Strukturg czasu liniowego %R nad struktura danych A dla jezyka tempo-
*redbreegy 1L begliziamy mezywet sypttam (38,855,010, giidie $ jjestt diggimm waar-
toSciowan zmiennych lokalnych (tzn. ciagiem stanow systemu 9),
S = {4, S1,.-}, a v jest warto§ciowaniem zmiennych globalnych.
Znaczenie termOw i formul jest okreslone rekurencyjnie nastgpujacymi
definicjami:
Xuf6s) = v(x), gdy x jest zmienna globalng
X&) = s;(x), gdy x jest zmienna lokalng

O(tgs-, (565) = O (Figedbs))»713%5) dla dowolnego funktora r-ar-
gumentowego (@
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R s, = a = A, s; k=08, dlla diowalhngj féommubly pheawszagm nzegtiu oa
8R, ip=—rba=rnoadB0is s=twa
WY, 5,5 (b )= BRssiNoai BRs A
M, s, = (Vx) a(x) = M, s;l= a(x/a), dla dowolnego ac= A
W, b= @ = BB, Gy N
WL, s; N ma = W, 5+-Nog, dla wseygskith jj >>ii
s = 0 a = W, Sireo, diba provreg j > ii
S, S8 (6o wrertill BY)= (BBj > i) PHDis =i iddhavvayyskiicbhi icck < jJ,

WS (aamext ) =(W> WGy
h 7%, FITESB s i U eparg, B e
awieiy: 2 formula & jest prawdziva w sbkturzs % jesel
B s

a kazdego stanu s struktury $i n

RZYKLAD 8.11

L-formuta postaci
o = fedkse umtil @
st prawdziwa w kazdej strukturze temporalnej czasu liniowego. K|

Zadamie syntaktycznej charakieryzacji zbioru formut prawdziwych we

szystkich strukturach temporalmych czasu liniowego jest rownie trudme jak
idanie aksjomatyzacji logiki algorytmicznej czy logiki dynamicznej. Co
igcej, nie jest mozliwe podamie pelnego skonczonego systemu aksjomatow
la logiki temporalnej pierwszego rzedu [47]. Przytoczona pomizej aks-
imatyzacja logiki temporalnej pochodzi od Kroegera [32] i stanowi pelny
/stem wtedy, gdy ogramiczymy si¢ tylko do temporalnego rachunku zdan
zn. do zbioru formut, w ktérych wystepuja jedynie zmienne zdaniowe
spojniki logiczne).

KSJOMATY

L0 aksjomaty klasycznego rachunku zdan

Ltl  ofi==§))=(Cme=arf))

Lt2  oe=>f))=(fle=>P))

Lt3 ®(a=>od)={(da=m%)a)

Lt4 = a =>(amctacd)

Lt5 o=a= —om

Lt6 ®m=ifl =X{{aatiasttfhi)

Lt7 (a atnext iB) = 8(@ ABHw{( Birdo(aatezxttf)))
Lt8 (a until ) = (fi atnextt (a =>AYPAO S
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REGULY WNIOSKOWANIA

a,(@a=>p)
M a7
"
a
raxe
Bpa

PrRzYKEAD 8.12

Nastepujaca formuta jest twierdzeniem systemu TL

(ea=<Py)r=>a=p)fi))

Powép

Niech y oznacza formule a lub formule fi.

(1) (@ Af)=y { fwaaweo reatiuriéou zzdai}}
Q) =(@Af)=y) {£(W)iiregyty o}
(3) d(eavsiD=p)7) {wiadnsrigs (2)2) Ltdja}
@ s@apPp=>oy {z(®)ii L2}
(6) dofaBBOe RO fi) {z (# (Hriapraachantiankdardan}

(6) ddanA= Bzt e AB)-1 fi) {wedweimySy(op eddfidzsinfihst fi)
(7)) (=%aveff)=>8 =@ A=P) fi)  {®) prawo transpozycji i Li5}
(8) a=>fi)=>(m(a==p) fi) {€7y7) prvevr actvhnkicpdata) }

i

Motzliwos¢ zastosowania logiki temporalnej do badamia wlasnosci
programéw wspotbieznych przedstawimy w nastepujacym przykladzie.

PrRzZYKLAD 8.13

Rozwazmy dowolny program wspotbiezny M postaci
cobegin M, |... | M,, coend

"gdzie My,...., I, sa programami iteracyjnymi. Z kazdym programem bedzie-
my wigza¢ zbiér zmiennych zdaniowych jednoznaczmie identyfikujacych
wystapienia akcji procesow M,,...,M,. Spelnienie zmiennej zdaniowej p,,
bedacej oznaczeniem pewnego wystapienia akcji a rozwazanego programu,
bedziemy interpretowac jako ,akcja a jest wykonywana™. Niech ¥ oznacza
zbiér tych zmiennych zdaniowych. Podstawowym zalozeniem modelu bedzie
warunek, ze w kazdym stanie modelu moze byé wykonywana dokiladnie
jedna akcja.

Formudle temporalng prawdziwag przy tym zatozeniu bedziemy nazywaé



O INNYCH LOGIKACH PROGRAMOW

M-prawdziwg. Kazda taka formula opisuje pewna wlasno$¢ programu
M rozwazanego w semantyce ARB, czyli w semantyce przeplatania atomo-
wych akcji r6znych proceséw. Jezeli jako zbior stanéw modelu weZmiemy
zbiér stanéw pewnego obliczenia programu M w takiej semantyce, to
formula temporalna prawdziwa w tym modelu méwi o wiasnoéciach roz-
wazanego obliczenia. O

Unwasa

Dla ustalonej konfiguracji poczatkowej istnieje wiele dopuszezalnych ob-
liczen programu wspoibieznego. Mozemy mowi¢ o drzewie obliczed dopusz-
czalnych (mozliwych). W zwiazku z tym zaproponowano inny wariant logiki
temporalnej, tzw. logike czasu rozgatezionego (ang. branching time temporal
logic). Zainteresowanych odsytamy do bogatej literatury (zob. [35]). |



Dodatek A.

Dowod lematu 5.6

LeMAT 5.6

Nastepujaca formuta jest twierdzeniem teorii ATPQ

eq (g, 9) = (Ve)(mb (e, q) = mb (e, 4)))

Dowon
Udowodmimy najpierw implikacje =>.

¢4 (@ 9) = (¥e) (b (@, 9) = mh (@, 4i)) (@)
Przyjmiemy nastgpujace oznaczenia:

y: (bool A =am(gl)y'\n =1emi(g2))
a: (bool Aem(@)nesnd@)))
F&exteb (e, q) = mbe, qY)
IF=ifythen M fi

M: begin K: begin
el:=min{gly1); qhl=q;
bool = bool Amh(El, g2); qR:=qf)
ql:= del(el, g} bool = true
q2:= del@@l, q2) end

end

Dzigki tym oznaczeniom aksjomat Pq9 (patrz p. 5.4) mozemy przepisac jako

¥y (¢> 2)) —KiKwilae laoMvod k)

Udowodmimy najpierw, ze dla kazdej liczby naturalnej ielWV, nastgpujaca
formula jest twierdzeniem teorii kolejek priorytetowych:

K@F (- aap)y=p @
Z tego faktu, po zastosowaniu reguly R3 (rozdz. 4), otrzymamy formute (1).
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Dowod wzoru (2) przebiega przez indukcje ze wzgledu na i. Dla dowolnych
q i e, na mocy aksjomatu Pq8, mamy

ATPQ £ (em(q) =>—imb(deq)))

Zatem

ATPQ b K (em (1) Aem(¢2)bbod) == (w)lrttbite(eq }=—mbile(eq )
Poniewaz i~ (KT A &) = a), to z tej implikacji otrzymujemy
ATPQ I (K (=i ¥ s =8)?)

czyli formuta (2) jest twierdzeniem teorii ATPQ dla i = 0. Zal6zmy teraz, ze
formuta (2) jest twierdzeniem ATPQ dla wszystkich j < i, rozwazmy formule
K(f y then M fi)*!(<iy Aa) @

Po zastosowaniu aksjomatu Ax20 stwierdzamy, ze formuta (3) jest réwno-
wazna formule

K (y A M (AF(—iymad)w —1p WATER e )

Po zastosowaniu aksjomatéw Ax14 i Ax15 otrzymarmy inng formule réwno-
wazng formule (3)

(nem(qg) o nem(gf) A K(M(IF'(=y A 9)))) v
v ((em (@) v em(g)) AK(UF((iy Fo3))

i na mocy zalozenia indukcyjnego, druga cze$¢ tej alternatywy implikuje
ormude

((em(@verem()))) AB) Q)
lozwazmy zatem formule
( ~iem (@) n =1@m() e K(WITEF(Ciyved))) (%)

ia mocy tautologii

t= (bool == 6) 6' = ((6 A (bool = true) &) v (18 A (ol := fidlse) B)))
jor. przyktad 3.15) i aksjomatu AxI8 mamy
M (IF(¢h y Aa)) = (el 2= miia(gil) (bool Amb(el, g2) A

A (ool = true) K{IF¥ =iy Aa)w(( (tfhwol A
Amb (el,, g2)) A (beol ::= false) K'(IF'(=i y )

1zie
K’ = begin qh:=dpli(el1, 4)); 22:= drdi(els, aR)endi
orzystajae z przykladu 4.11 otrzymujemy
(beel = false) K'(FEX -1y mo))= flse:
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a zatem mozemy pomina¢ druga cze$¢ powyzszej alternatywy. Na mocy
zalozenia indukcyjnego formuta (5) implikuje wiec formule

(—hem ) A=crentgf) WK 1= miid))(bool A Ao, gBR)A
A(Ve) mb (e, del(e, qV)) = mb(, delfel, i2))

Po zastosowamiu aksjomatow Axl14 i AxI8 przeksztaflcimy te ostatnia
formute do postaci

(-reemdyd A —kemigf) D)

Stad i z (4) otrzymujemy, ze W teorii ATPQ formula (3) implikuje formule
(et (@) v em@)\ A reriqlp ereay) Dri)

Ostatecznie udowodniiémy, 2
ATPQL- (K(@f y then M fij* (iyy A &) =p)FI)

Stad na mocy zasady indukcji matemattycznej wynika wlasnos¢ (2) dla
dowolnej liczby naturalnej i, a zastosowamnie reguty R3 pozwala uzasadni¢
wiasnosc (1).

Dla dowodu implikacji przeciwne;j

(f =>e1(q, 9))

zal6zmy, ze dla pewnego warto§ciowania v w strukturze A bedacej modelem
teorii ATPQ mamy

A,ot=jB 6)

Poniewaz program begin K; while y do M od end nie zapetla sie przy dowol-
nym warto$ciowamniu poczatkowym (por. lemat 5.4) zatem, na mocy definicji
semantyki, istnieje najmmiejsza liczba naturalna n taka, ze

A, vi= (K (M =p)nK MY)  dim i< m

Oznaczmy vy = K,(@) oraz dla 0 £i & n, vig, = My(p). W dalszym ciagu
wykazemy, ze A, v, i=a. Zauwazmy najpierw prosty fakt

A, v+ bool = A, jii= (Mbool) = A, v\= (bool AmiKfiritl1), g2))
Wynika stad, ze

A, v = bool wtw A, vi=mb (min(gp), go) A
Amii{frintcy o)) A - Amedo(min (g,.-1), ¢5..)
gdzie



OWOD LEMATU 56 A/282

Gy = del(min(q,), @)
gt+iy = del (mim (g, qf)

Fakt 1

A, v E= =i (min (gi) = min (g;_ 1))
Rzeczywiscie, gdyby A, v = min(del (e, g)) = e dla pewnego e, to na mocy
kematu 5.5 (por. wiasno$¢ (2)) bytoby A, v &= mib(e didl(e, 4))) coojésstsppreeeniee
z zalozeniem, Ze A jest modelem ATPQ i aksjomatu Pg6 w szezegblnosei.
Fakt 2

A, v mb(min(q), g)) wtw A, 0= mib(emin(g)),
Na mocy przyjetych oznaczen i lematu 5.5 oraz faktu 1 mamy

A,0\= mb (min(g), g})) wtw

A, vi= =1 (min ()« minivg; - 1)) mi(mimigdogdi-q')) weertw
A, v =mi(miiv(@), GL)  WIW... Wiwy

A, v mb (min (), 1))

Powtarzajac powyzsze argumenty wykazemy, ze

A, vi= mbs(emim((g)) b)) Wit Adwe=tmab brtini (g (Rig, i
Na mocy zalozenia (6)

A, vi= mb (min(g), qf) witw A\ wi= mib((miin(G@k, @)

c0 koficzy dowéd faktu 2.
Korzystajac z udowodnionej wiasnasci otrzymujemy

A, v k= bool wtw dla dowolnego i <n
A, v =it niir(4e),) agh)

Poniewaz A jest z zalozenia modelem teorii ATPQ, wigc na mocy lematu 5.5
A, v, = gl

Z zalozenia i z przeprowadzomego do tej pory dowodu mamy A, v, k=
d=((—11 X Bobiolzrizn.

A; by = (@mied )eeniqab)) (T
Fak 3
bRl W Aan i) |
Reeczywiscie, gdvby non A, v, b= e (¢2), to na mocy wiasnodei (27 Jematy 5-5-
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byloby A, v, i= (Be) mb (&, ¢2). Uzywaijzc argumentéw podobnych do przed-
stawionych pokazaliby$my

A, = 3aymb(e, d(min(@,~)) 45-i))
Stad i z faktu 2 otrzymamy A, v g= (Be)min(e, digl(min (@,-1), qh=11). W Kol
wencji otrzymujemy

A, v, =@ B@e)intdeql)

Oznacza to na mocy lematu 5.5, ze A, v,.k= <\em((ff]), co nalezalo wykazaé,

Z faktu 3 oraz wilasnosci (7) wynika natychmiast A, v, Huoa. Zzdtam
w strukturze A przy wartoSciowamiu poczatkowym v jest spelniona formula
begin K; while y do M od end a, a na mocy aksjomatu Pq9 jest spelmiona
réwniez formula eq(g, g'). WykazaliSmy w ten sposob prawdziwosé im-
plikacji

A, v & (i=>eq(@ q))

Poniewaz zarowno struktura A, jak i wartoSciowanie v bylo dowolne, wigc na
mocy twierdzenia o petnosci logiki algorytmicznej wykazaliSmy, ze

ATPQ - (@\=tpegdn.q))
co lacznie z pierwsza czesciag dowodu daje ATPQI- (i = eq (g, q'). O
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Dziwna implementacja kolejek

Czasami spotykamy si¢ z uwaga ,,po co komus aksjomait(y) zapewmiajgcy(e)
skoniczonos¢ kolejki (stosu, drzewa itp.)? Przeciez, z natury rzeczy, w kom-

puterze mozna zapisac tylko skonczong informacje”. Czy jednak na pewno
mozna poming¢ te elementy specyfikacji?

Mamy nadzieje, ze czytelnik dostrzegl pozyteczmy role aksjomatow
algorytmicznych w dowodach poprawmegci (stopu, ...) programbw. Chcemy
teraz pokaza¢ pewne spoleczne lub ekonomiiczne komsekwencje, jakie moze
pociagnaé rezygnacja z uzycia aksjomatéw algorytmicznych.

Przypu$émy, ze firma X zlecita firmie Y zadamie wykonania modutu
implementujacego strukture kolejek. Zalgcznikiem do umowy, regulujacym
sposob odbioru pracy, stala si¢ nastepujaca specyfikacja. Modut ma zawieraé

dwa typy danych: elem i kolejikaz oraz cztery funkcje: first, put, out, anmy,
w taki sposob, by zachodzily zaleznosci

empty (put (e, g))

~iempty (@) =2 douirpute)) =potldenttdy)))
empty (q) = ¢an(gpu(<ead) =)

= emppiy(hi=Cfithirepuple, @) &) frSined)a))
empty (q) =/ifiss(poteeq))=ek)
ok (first (g)) &=) ok (out (q)) &=) =eemppiy(4))

i naturalnie, aksjomaty réwnosci.
Co sie stamnie, gdy zleceniobiorca przedstawi firmie X nastepujacy modut
i zazada zaplaty?

unit KOLEJKI . DYZIINVNE: class;
unit elem: clase; end elem;
unit kolejikaz: class; end kolejka;
var eQ); elem,
q0: kolejka;

signal PustaKolejka;
unit empiy: function((: kolejka)). Boolean;
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begin

result = false;
end empty,
unit first: fumctiion(gy: kolejka)): elem;
begin

result = &0
end first;
unit put: function (e: dlom, q):kolejka): Kalgkas,
begin

result = g0
end put;
unit out: function (g fanetionn((o:Rallgfa): kodégia;
begin

if empty ()

then

raise PustaKolejka
else
result == g0

fi

end out;
begin
eQ::==nmew dlon;
qO:=wew kg,

end KOLEJKI .DZIWNE

Czy zleceniodawca ma zaplaci¢ czy nie? Rozsagdek moéwi mu, Ze wyrzuca
pieniagdze w btoto. (Zauwazmy, Ze przy podanej implementacji program while
=1 empty (q) dio g:== out (g)) odl bedzie mial migkonczace sig obliczenia). Umo-
wa i specyfikacja bedaca jej czescia nakazujg zaplaci€. Bo rzeczywiscie ta
implementacja spelnia warunki wyliczone w umowie. Okreslono dwa typy
(co prawda w obu typach udaje si¢ utworzy¢ tylko trywialne obiekty — ale
mozna stworzy¢ inng implementacje zawierajagcg zwykle kolejki i jeszcze te
dziwne). Operacje empty, first, put i out sa okreSlone (zawsze) i speiniaja
warunki umowy. Pierwszy warunek jest spelniony poniewaz kazda kolejka
jest niepusta. Warunek drugi zachodzi poniewaz wynikiem operacji put i out
jest g0. Warunki trzeci i pigty sa spetnione, bo nie ma kolejek pustych,
Warunek czwarty jest spetniony w spos6éb oczywisty.

Kto tu byl nieuczciwy? Czy rzeczywiscie mowa jest tylko o oszukiwaniu
i sposobach przeciwdziatania? Czy potrafisz czytelniku utozy¢ taki modut,
ktéry zawieralby zaréwno zwykle kolejki (skonczome), jak i te dziwne,
niestandardome? A jesli taki modut powstanie przypadkien, niechcacy? Czy
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mozna bedzie wtedy bezpiecznie wnioskowa¢ o zachowaniu si¢ programu
korzystajacego z takiej struktury tylko na podstawie specyfikacji, jaka
przytoczyliSmy?

Operacje azesciowe

Spotkali$my sie z zarzutem, ze w naszych programach i formutach funktory
wystepuja tylko z takimi argumentamii, dla ktérych sa okre$lone wyniki
dziatah. A to weale nie jest przypaibik. Zensanite obliczed jest zawsze syytuacig
niepozadbney. Stavammy sie j&j unikngl i stosujemy trzy rézme Srodkii chwronigce
nas prred taksy ewentuaalhnitidy. Maize czytedhityy zeches skovzyssedé z maszych
recept?

Formulfy. Spojrzmy na nastepujacy aksjomat kolejek:
=h empty () = rpute(euutg)) Houitrpite(es)))))

Nie mozemy przyjaé jako aksjomatu samej tylko réwnoéci wystepujacej
w nastepniku implikacji (put (e, out (g)) = out (put (e, g)). Nie jest ona bowiem
prawdziwa dla kolejki pustej. A dla pustej kolejki g zachodzi inna wlasnos§é
(g = out (put (e, 4i}).

Progvammy. Uwazamy za wskazane postugiwanie si¢ instrukcja warunkowag po
to, by zapewniC, ze obliczenie nie zostanie zerwane na skutek proby
wykonania operacji na argumentach nie nalezacych do dziedziny. Warto
wiec napisaé

if x 2 0 then y:EV\/xx fi zamiast y:= \)/x
if =ienmty (@) them @\ == cout(q) fifi zamiestt qft=-ou(if))

Sygmaliy. Chcemy zwr6ci¢ uwage czytelnika na pozyteczne i rzadko stosowa-
ne narzedzie programsttyczme, jakim sg sygnaly (czesto zwane sygnalami
sytuacji wyjatkowych) i moduty ich obstugi. Postugiwanie sie tym narzedziem
nie jest bynajmniej tatwe, ale pozwala ono programiicie systemowemu
stworzy¢ moduly, ktére beda w stanie rozpoznaé sytuacje wyjatkowa
i zasygnalizowaé ja innemu modutowi (modulowi uzytkownika), w ktérym
zawarto odpowiedniz recepte postgpowania w takim przypadku.

/286



Dodatek

O wgpoiprogramach

Wspolprogramy (ang. coroutiimes) sa bardzo przydatnym, a malo zmanym,
natzedziem programowanmia. Dodatiek ten ma na celu przyblizenie czytel-
nikowi wilasnoéci i mozliwoéci zastosowan wspolprogramdwm. Sposréd po-
wszechnie uzywanych jezykéw programowamnia tylko Modula 2 daje moz-
liwo§¢ wykorzystywania wspdhprogramow™).

Wymienimy kilka z bardzo licznych zastosowah wspdiprogramoéow:

(1) programowamie gier — kazdemu graczowi przyporzadkowuje sie
wtedy inny wspolprogram (narzedzie wrecz idealne do tego celu);

(2) symulacja proceséw (najliczniejsze, najbardziej istotne zastoso-
wania wgplprogramow);

(3) implementacja procesow w komputerach jednoprocesorowych
(wspotbieznosc jest wtedy imitowana przez podzial czasu komputera pomie-
dzy wspolprogramy);

(4) w wielu programach, w ktorych uzycie dwu wspdlpracujacych
modutéw (a dokladmiej obiektdw) pozwala na programowamie naturalne
i bardziej czytelne, np. moduly analizy leksykalnej i skladniowej w trans-
latorach jezykow programowamnia lub moduly: zbierajacy dane z pomiaréw
i tworzacy histogram.

W tym dodatku przedstawimy wspolprogramy postugujac si¢ termino-
logia ustalong w jezyku Loglan 82. Jezyk ten zaprojektowano i zrealizowano
w Instytucie Informatyki UW.

Stowo wspoOtprogram jest uzywane do oznaczenia zar6wno modutu
programu (ktéory ma wiele wlasnoéci klasy, a ponadto jest wyposazony
w dwie dodatkowe operacje: attach i detach), jak i obiektu, ktory powstat
wedlug wzorca jakim jest moduk. W danym stanie obliczenia moze istnie¢
rownoczes$nie wiele roznych obiektéw réznych wspolprogramébw, ale tylko
jeden z tych obiektéw jest aktywny i wykonuje swe instrukcje. Zbidr
utworzonych obiektéw wspoitprogramdmw mozna podzieli¢ na kilka roztgcz-

* Wspélprogramy byly obecne juz w Simuli 67. Loglan oferuje uporzadkowamy sposéb
wspolpracy z nimi, ale jak dotad jest mato znany. W Adzie wspolprogramy trzeba wprowadzaé
bardzo okreznz droga, jako procesy wspotbiezme... nic catkiem wspoétbieznie dziatajace.
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nych podzbioréw: wspotprogramy w stanie INICJALIZACII, PASYWNE,
AKTYWNY (jest zawsze tylko jeden proces aktywmy), ZAKONCZONE.
Reguly zmiany stanu sg zwiazane z operacjami: new, attach, detach, return,
end, kill.

Niech Cor bedzie nazwa pewnego modutu wspotprogramm. Instrukcja
przypisania x:=new Cor ({paemneitty aktualne)) powoduje utworzenie
obiektu wspotprogramu Cor i jego inicjalizacje. Polega to na wykonywaniu
instrukeji wspotprogramuw, faza inicjalizacji kotiezy sie wraz z wykonaniem
instrukeji return. Od tej chwili isthieje obiekt i mozna go nazwaé, przypisacé
do zmiennej (np. przez x i=). Nowo utworzony obiekt jest w stanie pasyw-
Aym, Mmozna kokzystac z niego tak, jak z ebiektu klasy. Ponadto inny oblekt
aktywny, pewiedziy wspolprogram Yy, Meze mu przekazaé proceser wyke-
Aujae instrukeje attaeh (x): Instrukeja ta Ma pedweojny efekt: wspétpregram y,
W ktorym ta instrukeja Zestala wykenana, przeshedzi w stan pasywny,
natemiast wspétprogram x — w §tan aktywhy. Ped warunkiem jednalk, 28
sbiekt przypisaRy zmiennej x Byt wspéiprogramem w stanie pasywaym:
W ehwili rezpeczeeia pracy w ebiekeie x z63taja zapamigtane Aazwa obiekiy
Vspoprograme y 1 instrukeja wspaipregramy ¥, ke nalesy wykenaé pe
WolksRaRik instrukeli atiach. Instiukeia atiach BBWBG%;E WwzHeWienke WyKB:
lywania IRstrukei W Haktywaiohym oBiekeie X wspaiprogramy Bezpasted:
li8 B8 Bstataig Wyksﬁaggﬁﬁm k. Tak wige, plerwsse wykonanie atiach

ipoweduje wykananie Instrukelt WystepHiace] Bezposrednia po Feturh:

Rys. C1
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Druga operacja na wspolprogramach to detach. Instrukcja ta nie ma
wyraznego adresata jak instrukcja attach. Niech znowu y oznacza obiekt
wspOtprogramu zawierajacy wlasnie wykonywamna instrukcje detach. Efektem
instrukcji detach jest zawieszenie wykonywania instrukcji w obiekcie y,
wznowienie (uaktywmiiemiie) tego obiektu, ktory ostatnio uakiywmi wspolpro-
gram y, zapamietanie ostatnio wykonanej w y instrukgji.

Wyczerpanie listy instrukcji zawartych w obiekcie y wspdliprogramu
(oznaczone na rys. Cl przez end) pociagga za soba przejscie obiektu ze stanu
aktywnego w stan zakonczomy i uaktywmiemie obiektu, ktory ostatnio
spowodowal wznowienie obiektu y. Obiekt zakofczomy nie moze byé
wznowiony ani instrukcja detach, ani instrukcja attach. Mozna z nim
wspotpracowac tak, jak z obiektem klasy, ale nie mozna mu przekazaé
sterowania (procesora). Mozna tez obiekt taki zlikwidowa€, wykonujac
instrukcje kill (y).
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Algorithmic logic for programmers

Summary

This book in an introduction to logics of programs. It describes problems of
program semantics, presents research results and applications of logics in
software production. We have chosen algorithmic logic as the oldest and
most developed branch of logics of programs. For computer science the
algorithmic logic plays a role similar to that played by mathematiical logic in
mathemaiics. Limiting to a minimum abstract considerations concerning
algoritheic logic itself as an object of studies, we present its applications in
analysis of semantic properties of programs, specification of program
modulles and axiomatic definition of programeming languages. We present
compatisons with other logics of programs. As we believe that some
information on metatheory of logics of programs is a necessary component of
a common view of algorithmiics, we present theorems on consistency and
completeness of algorithmic logic. We argue that the ordinaty first order
logic is not an adequate tool for analysis of software.

The book is intended for programmers, system designers, computer
scientists and students of computer science.



Pesrome

I-Iac-romqaa KHUTa SABMSCTCH BBEACHHEHM B TEMaTHMKy JIOMMK MPOrpamMM,
AaeT npeaCTaBNeHme O NPOOMEeMax CBA3AHHBIX C CEMAHTMKOW MpPOrpamMM,
NPUBOAUT Pe3y/NbTATHI HAYYHbIX WCCNEIOBAHMM, a TakKe OMUCHIBAET NpPH-
AOXeHUs K MPOM3BOACTRY MaTeMaltueCKoro obecnedenus. Mbr u3bpanu
ANs peACTaBMCHAA ANTOPAMIISCKYIO TOTMKY, CTape#iiyio 1 aydiie pas-
BUTYI0 M3 fnormk fporpamm. [dns paboT B obnactu nporpamm u an-
ropumMoB afropadminsecKas MOIrMKa MMEET TaKoe e 3Ha4YeHWe Kak Ma-
TemaTu4yeckas Aorwmka Ais matematmxka. Mbi fipeAcTaBASEM 4HTATEMO
fipUAOHKe s AATOPUDNIL4ECKO TOTMKY K AHANM3Y CEMAHTUHRCKIAX CBOYICTB
fiporpamm, K chetuduxanuu MoAyned TPorpamMM M K AKCHOMATHHECKMM
ofipefenequsiMm 53bikOB fporpamnupobasing. Mbel NpeAcTaBAseM Takxke
Apyrue fofvkv [POrpaMm, CpaBHMBAZ MX C AATOPUpNIM4ECKOW OTHKOM.
Tak kak Mbi y6exdeHbi B TOM, 4TO BCe padomfitkin B 06nactTu Matema-
Tr4ecKoro obecrneverus AOMKHbI Bbipab0TaTe CBOE COOCTBEHHOE MHEHUE
66 ucTuee anropwdMiaku, Mbl fofibiTaAMCs PeACTABHTL TEOPEMBL O COB-
MECTHMOCTY ¥ TI0fHOTE ANTOPUPNINHECKON fOTHKY ¥ YKasaTe Ha MpUMe-
pax Ha HeA0CTATOMHOCTs CPEACTB f3bika KIACCH4YECKOW NMOTWKHM MIEPBOTro
fiopaaka Ang fipejcTaBherns ¥ AHAMM3A CEMaWTh4eCKux CBOWCTB Mpo-
Fpamm.

Kuura npeaHasHaueHa gns CTyAeHTOB WHGOpMATHKM ¥ MAaTeMaTHKH,
Onst IPOrpaMMIICTOB ¥ HAYYHBIX PAGOTHMKOB.
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