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Streszczenie. Przedstawiamy algorytm Winograda i dowdd jego poprawnosci.

1. Wprowadzenie

Algorytm Winograda moze by¢ przydatny w obliczaniu iloczynu macierzy kwadratowych, szczegdlnie
gdy elementami macierzy sa obiekty reprezentujace jakie$ ciato inne od ciata liczb rzeczywistych. Tzn.
w przypadku gdy dane cialo C jest zaimplementowane w programie przez klase C.

Drugim i wazniejszym powodem do skresSlenia tej notatki jest potrzeba zwrécenia uwagi na znikoma
przydatno$¢ asercji i tzw. programowania przez kontrakt (ang. design by contract). Asercje sa przydatne
jako notatki, ale nie stanowia rozwiazania problemu zapewnienia poprawnosci algorytmu.

Zapraszam do czytania, zwlaszcza rozdziatu Dowdd poprawnosci.

2. Algorytm

W tym rozdziale pojawiaja si¢ dwa warunki:
* warunek wstepny — Precondition,
» warunek koncowy — Postcondition

oraz algorytm — algorytm Winograda.
Jak si¢ upewnié, ze algorytm jest poprawny ze wzgledu na warunek poczatkowy i warunek koricowy?

W literaturze proponowane sa dwa podejscia:

* udowodnij czg$ciowa porawnos¢ sprawdzajac pewne niezmienniki — jest to tzw. metoda Floyda-
Hoare’a,
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* wykonaj pewna liczbg obliczen testowych i zaufaj, ze w trakcie eksploatacji algorytmu nie okaze
sig¢, ze jest on niepoprawny.

W obliczeniach testowych mozna w trakcie obliczen sprawdzaé wczesniej wstawione warunki —
asercje. Czy rzeczywiscie sa one pomocne?

W nastgpnym rozdziale pokazemy inng droge - droge dowodzenia lematéw i w konicu twierdzenia
o poprawnoS$ci (catkowitej) algorytmu Winograda wzgledem warunku poczatkowego Precondition i
warunku koricowego Postcondition.

1: signal Niezgoda;
2: unit Winograd : procedure(A, B : array_of array_of real; output C : array_of array_of real);
Precondition: wymagaj by A i B byly macierzami kwadratowymi rozmiaru n X n
Postcondition: zapewnij, ze obliczona macierz C jest produktem macierzy AiB,C=A *B
3: var i, j,k,n,m : integer, W,V : array_of real, p : boolean, s : real,;
4: begin
{ ustali¢ czy macierze mogq by¢ mnozone tzn. czy ilos¢ wierszy w A = ilosc kolumn w B? '}
{ ustali¢ czy n jest parzyste? }
{ obliczyc preprocessing }

{ dynamiczne sprawdzanie precondition }
. if lower(A) # lower(B) or lower(A)# 1 or upper(A)# upper(B) then
raise Niezgoda

= upper(A);

= lower(A);

10: n:=i-j+1;

11: forl:=jto: do

12:  iflower(A(l)) # lower(B(1)) or lower(A(1))# 1 or upper(A(l))# upper(B(l) or upper(A(l)£upper(A)

5

6

7: fi;
8: 1

9: j

then
13: raise Niezgoda
14: fi;
15: od;

Assertion sprawdzono: macierze sa kwadratowe, rozmiaru n X n

{ mozna mnozy¢ }
16: p:= (nmod2) = 0;
17: m := n div 2;
18: array W dim(1 : n);
19: array V dim(1 : n);
20: array C dim(1 : n);
21: for i:=1tondo
22:  array C(i) dim(1 : n)
23: od;
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{ obliczanie "preprocessingu"}
for j>==1tondo
s:=0;
fori:=1tom do
s:=A[j,2%1— 1] % A[],2 x 1] + s;
od;
Wil :=s;
od;

Assertion 1: Dla kazdego j,1 < 5 < n,

Wj= > Ajoi-1* Ajai
=1

n
%

forj;=1ton do
s:=0;
fori:=1tom do
s := B[2*i-1,j] * B[2*1,j] +s;
od;
V[j]l:=s;
od;

Assertion 2: Dla kazdego j,1 < j < n,

n+2

V= 21 Bai_1,j * Bosij
1=

{obliczanie iloczynu macierzy }
fori:=1tondo
for j :=1tondo
s:=0;
for £k :=1tomdo

s:= (A[1,2%k-11+B[2%k,j]) * (B[2¥k-1,j]+A[i,2¥K]) +s;

od;

n-+2
Assertion 3: Vi<;<n, Vi<j<n, s= Y (Ajok—1 + Boj) * (Bowg—1,; + Aiak)
i=1

Cli,j] := s = Wli] = V[jl;

)

Assertion 4: V<<, Vi<j<n Cij

2(n=+2)

>, (Aik* Bgj)

i=1

if not p then

Cli, j| = Cl[i, j] + Ali,n] * B[n, j]; { poprawiamy - gdy n jest nieparzyste }

fi;
od; {j}
od; {i}

Assertion 5: Dla kazdych wartosciz,7,1 <1 <n,1 <j<mn,

Ci;j

-

N
Il
—_

(141‘7]€ X Bk,j)

endWinograd,
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3. Dowod poprawnosci
Naszym zadaniem jest wykazaé nastepujaca implikacje
Precondition = [Algorytm Winograda]Postcondition

co si¢ czyta tak: jesli dane spetniajq warunek wstepny to algorytm Winograda koriczy obliczenia nie
sygnalizujqc bledu i wyniki spetniajq warunek koricowy.

Sprawdzenie czy warunek wstepny jest spetniony przez dane moze by¢é w czgsci wykonane przez
kompilator. Kompilator moze sprawdzi¢ czy parametry aktualne sa tablicami dwuwymiarowymi. Druga
czeg$¢ warunku, ze rozmiary tablic sa rowne n X n nie moze by¢ sprawdzona przed wywotlaniem proce-
dury Winograd, nie moze tez by¢ udowodniona. Wobec tego wykonywanie procedury rozpoczynamy od
(dynamicznego) sprawdzania ksztaltu i rozmiaru tablicﬂ Mozna rozwazaé czy nie datoby si¢ udowodnié,
o programie stosujacym procedure Winograd, ze warunek wstepny jest spetniony za kazdym razem gdy
procedura Winograd jest wywolywana w naszym programie. Ale czy mozna zagwarantowaé, ze kazdy
program stosujacy algorytm Winograda bedzie sprawdzat warunek wstepny? lub go dowodzit? Lepiej
wigc zostawi¢ sprawdzanie warunku wstgpnego procedurze Winograd.

Do algorytmu Winograd wstawiliSmy asercje. Maja one za zadanie:
1. umozliwi¢ sygnalizacj¢ naruszenia warunku asercji w trakcie wykonywania programu,
2. ulatwi¢ argumentacj¢ na rzecz tezy o poprawnosci algorytmu.

W tym przypadku trudno méwi¢ o dynamiczej weryfikacji: azeby sprawdzi¢ warunek wyliczony w aser-
cji trzeba powtérzy¢ obliczenia — to niewiele nam daje. Ponadto, tu uwaga natury ogdlnej, zamiana asercji
na instrukcje warunkowa

if warunek_asercji then wrzué_ wyjatek fi

zapewnia tylko tyle, ze podczas wykonywania algorytmu zostanie zasygnalizowany btad. Nie mamy
nawet gwarancji, ze zdarzy si¢ to zawsze gdy program zawiera btedy.

Natomiast asercje mozemy zastapi¢ lematami i udowodnic je

Lemat 1. Dla kazdego j,1 < j < n,im = n + 2 zachodzi

s:=0;
fori:=1tom
' do i
K s:=A[j,2xi— 1] x A[j,2 xi] + s; (Wj - ;Aj,211 * Aj’2i>
od;
Wil = s;

7

'W loglanie’82 dwuwymiarowej tablicy mozemy nadaé ksztalt tréjkatny, wstegowy i oczywiscie ksztatt kwadratowy
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Lemat 2. Dla kazdego j,1 < j < n,im = n + 2 zachodzi

5:=0;

fori:=1tom

od;

Kolejny lemat

Lemat 3. Vl <i<n, Vl <j<n

do
s:= B2xi—1,j]% B2%i,j] + 5;

n-+2
Vi = By 1+ B2z‘,j>

=1

§:=0;
for k:==1tom
do (S:E?m-+3 )*u3-+A-)>
5= (A[i,2 % k — 1] + B2 x k, j]) o T Rk AL A
x(B[2xk—1,j] + Ali,2 % k]) + s;
od;
Lemat 4.

Przy zatozeniu, ze tablice A i B sg macierzami kwadratowymi rozmiaru n x n i ze zachodza lematy 1

oraz 2, prawdziwa jest nastepujaca formuta algorytmiczna

5:=0;

for k:=1tom

do

Vi<i<n, Vi<j<n s:=(Ali,2+k — 1]+ B[2 x k, j])

Cli,jl :=s = Wli] = V[j];

(
«(B[2xk—1,7] + Ali,2 % k]) + s;

2%(n—+2)
S = Z Ai,k * Bk,j
i=1
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Lemat 5.
Z prawdziwosci lematéw 1 i 2 wynika, Ze nastgpujaca formuta jest prawdziwa
[ fori:=1ton
do
forj:=1ton
do
s:=0;
fork:==1tom
do
s:=(A[i,2*k — 1]+ B[2x k, j]) .
#(B2xk —1,5] + A[i, 2 k]) + s; <V1<z‘<m\71<j<n Cij= 2. Aig Bk,j)
od; =1
Cli, j) == s = Wi = V[j];
if not p
then
Cli, j| = Cli, j] + Ali,n] * B[n, j]
fi;
od
od

4. Dowody lematow

4.1. Dowéd lematu 1

W dowodzie wykorzystujemy nastgpujaca wtasnos¢ programéw for:
niech napis w(4) oznacza wyrazenie arytmetyczne (zmienna i moze, ale nie musi, w nim wystepowac)

(

5:=0
fori:=1ton n
do (3 = W@))
s:=w(i)+s =0
\ Od Vs

Pozostaje skorzysta¢ z aksjomatu instrukcji przypisania

<s = Zw(i)) = {W[j] = 5} (W(j) = w(z’))

=0 =

Dowody lematéw 2 i 3 przebiegaja podobnie.
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4.2. Dowéd lematu 4

Nalezy udowodnié

n+2 2(n+2)
(s = Z(Ai,%fl + Bog,j) * (Bask—1,j + Aigr) = (s — W[i] = V[j] = Z Aix * Bry)
k=1 k=1

Rozwinmy mnozenie i zastosujmy rozdzielno§¢ mnozenia wzgledem dodawania

n-=2
> (Aiok—1+ Bakj) * (Bowk—1,; + Ai2k)
=1

n-+2
= > [Aigk—1 * Bowr—1,j + Aiok—1 * Aiok + Bopj ¥ Bop—1,j + Bopj * A; a1
i=1
n-+2 n-+-2 n-+2 n-+-2
= > Ajok1%Bowp—1+ > Aiok—1*x Ao+ > Bopj* Bap—1;+ > Bokj* Aiox
=1 i=1 =1 =

Skorzystamy z lematéw 1 oraz 2

n-+2 n-+2 n-+2

Z(Ai,Qk—l + Boy j) * (Bask—1,j + Aior) — W] = V[j] = Z A ok—1 % Bosk—1; + Z Boy j * A; ok,
=1 =1 =1

Wykorzystujemy przemienno$¢ mnozenia i taczno$¢ dodawania

n-+2 n-+2 2(n+2)
Z Ajog—1* Bosg—1; + Z Boy, j * Ajor, = Z Aj g x By
k=1 k=1 k=1

4.3. Dowod lematu 5
Trzeba wykazaé, ze

if not p
then
Cli, j] := C[i, j] + Ali, n] = Bn, j

2(n+2)

(S = Z Ai,k * Bk,j) = (8 = ZAU“ * Bk,j)
k=1 k=1

fi;
Pamigtamy, ze p= (n mod 2 =0). Jezeli n jest liczba parzysta to 2(n = 2) = n.
n
Cij = Aij*Bu;
i=1

W przeciwnym przypadku (tzn. gdy not p) sumowanie zakonczylo sig¢ dla k = n — 1. Trzeba wigc dodaé
warto$¢ Ali, n| * Bln, j]

O
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5. Uwagi koncowe

1. Zauwaz, ze algorytm ten pozwala mnozy¢ macierze liczb zespolonych, ... Zmiefimy nagiéwek proce-
dury

unit Winograd_Generic: procedure( type T, function add(x,y:T):T, function mult(x,y:T):T,
function subt(x,y:T):T, A, B: array_of array_of T, output C: array_of array_of T);

i odpowiednio w tresci procedury zapiszmy add(u,v) zamiast u+v, mult(u,v) zmiast u*v, subt(u,v)
zamiast u-v.,

Nasz warunek wstgpny przybiera teraz inng postac
Precondition: Argumenty procedury Winograd_Generic spetniaja nastgpujace warunki

1. pierwszy argument jest nazwg klasy,

2. kolejne trzy argumenty sq nazwami funkcji, dwuargumentowych ze zbioru ITI obiektéw typu T w
zbidr ITI,

3. nastgpne dwa argumenty to nazwy tablic kwadratowych jednakowego rozmiaru n X n,

4. ostatni argument takze jest nazwa tablicy, tablica ta zostanie przekazana wywotujacemu procedure
Winograd_Generic,

5. zbidr ITI obiektéw klasy T wraz z operacjami add, mult i subt jest pierscieniem.

Postcondition: Algorytm zwraca tablice C obiektéw typu T, taka, ze dla kazdych ¢, j,
1<i<n1<j<n
Ci,j == [add] ZZO mult(Ai’k, Bk,j)
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Poprzednia wersja dowodu lematu 1
Niech j bedzie liczbg naturalng taka, ze 1 < j < n, niech m = n + 2. Wykazemy, po wykonaniu
n-=2
instrukcji ujetych w nawiasy zachodzi warunek W; = > Ajoi1 % Ajo.
i=1
Przypadek m = 0. Jesli m jest réwne zero to na mocy aksjomatu instrukcji for

fori:=1to0doKoda < «

mamy réwnowazna jej formute,
5= 0: n-+2
L Wi=> Ajoi1xAj2
U f (-8

n+2
{s:=0;W[j] :=s;} (Wj =D Ajzi-1 AJ,%)

=1

czyli

Jesli dwukrotnie zastosujemy aksjomat instrukcji przypisania to otrzymamy najpierw

n+2
{s:=0;} <3 = Ajaiax Aj,2i>

=1
a potem
n-+2
<0 = Z Ajoi—1 * Aj,2i>
=1

Réwnoczesnie z wlasnodci sumy X wyrazenie po prawej znaku = ma warto$¢ zero, co koniczy analizg
przypadku m = 0 poniewaz wszystkie te formutly sa sobie réwnowazne.

Krok indukcyjny Zal6ézmy, ze nasz lemat zachodzi dla wartosci m réwnej k. Wykazemy, ze za-
chodzi on tez dla m = k + 1. Rozwazmy formutg

5 :=0;
fori:=1tok+1

do k+1
s:=Alj,2xi—1] % A[j,2 % 1] + s; ( J Z J2i—1 J12>

i=1
od;

Wykorzystamy inny aksjomat instrukc;ji for.
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{fori:=1ton+1doKod}a < {fori:=1tondoKod;i:=n+1;K} «

Z zatozenia indukcyjnego wiemy, ze

;

§:=0;

for::=1tok k
do (S = Z Ajoi1 % Aj,2i>

s:=Alj,2%i— 1] x A[j,2 x 1] + s; i=1
od;

Pozostaje do wykazania, ze

k E+1
(5 = Z Ajoiq * Aj72i> = {i:=k+1;s:= A[j,2xi— 1] x A[j,2xi] +s}(s = Z Ajoi—1%Aj92)
i=1 i=1
... UZUPELNIJ!
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