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D¡browa Le±na, dnia 16 stycznia 2018

Czytelnikowi, a dobrodziejowi naszemu, niniejsz¡ makiet¦ o±mielamy si¦
przedªo»y¢, z pro±b¡

Pro±ba.

Moja Droga, Mój Drogi.

Masz przed sob¡ makiet¦ ksi¡»ki. Pomó» nam uko«czy¢ prac¦ nad ni¡. Przy±lij
nam uwagi, pytania, oburzenie, ...
Ka»dy komentarz jest dla nas cenny. Ale nie tra¢ czasu na wyliczanie literówek
i innych bª¦dów, które mo»na poprawi¢ automatycznie.
A oto nasze przykªadowe pytania do Ciebie:

� Czy stworzy¢ osobny rozdziaª z dowodami poprawno±ci algorytmów zami-
ast sekcji w rozdziale L5?

� Zmieni¢ przykªady w przedmowie? Usun¡¢ Fermata.(!)

�������������
Mamy jeszcze jedn¡ pro±b¦ pami¦taj, o naszych prawach autorskich. Nie roz-
dawaj tego tekstu. For your eyes only.



Przedmowa

Felix qui potuit rerum cognoscere causasWergiliusz

�wiatªy programista � co to ma znaczy¢? Czy to »art? Absolutnie, nie. Zwrot
�czªowiek ±wiatªy� ma, wedªug sªownika j¦zyka polskiego, 83 synonimy. Mo»esz
sobie wybra¢ znaczenie, które Ci odpowiada. Ka»de z nich zastosowane do
Ciebie powinno sprawi¢ Ci przyjemno±¢. Naszym celem jest pomóc Ci by± staª
si¦ programist¡ rozumnym, wyksztaªconym, niegªupim...

Gwarancja pracy dla Ciebie

�wiatªy programista potra� nie tylko napisa¢ program. To w ko«cu nie jest
takie trudne. Pomoc¡ w napisaniu programu sªu»y nam edytor lub zintegrowane
±rodowisko programistyczne, takie jak np. Eclipse. No i kompilator � kompila-
tor wyªapie wszystkie bª¦dy skªadniowe i wiele innych bª¦dów, które cudacznie
nazywaj¡ si¦ "bª¦dami statycznej, analizy semantycznej". To te» s¡ bª¦dy skªad-
niowe!

Natomiast, »aden kompilator K, »aden program W wykrywaj¡cy bª¦dy, nie jest
w stanie wykry¢ czy przedstawiony mu dowolny program P , zap¦tli si¦ czy te»
zako«czy obliczenia. Co wi¦cej nigdy, nikt nie napisze takiego kompilatora. Nie
zaªamuj si¦, to jest dobra wiadomo±¢!
To jest bowiem gwarancja dla Ciebie i dla zawodu programisty na wiele pokole«.
�aden szef nie powie "przykro mi, musimy Was zwolni¢ bo zakupili±my opro-
gramowanie, które wykona Wasz¡ prac¦.". A je±li si¦ taki znajdzie to mo»esz go
±miaªo wy±mia¢ i odesªa¢ na szkoln¡ ªawk¦ by si¦ czego± nauczyª.
Jak trudne mog¡ by¢ pytania o to czy pewien konkretny algorytm zako«czy
obliczenia? Udowodnienie wªasno±ci stop nawet krótkiego programu mo»e okaza¢
si¦ bardzo trudnym zadaniem. Przyjrzyjmy si¦ nast¦puj¡cemu przykªadowi.

Od ponad 80 lat, tysi¡ce matematyków i informatyków próbuj¡ udowodni¢, »e
poni»szy, prosty algorytm Col zawsze (tzn. dla ka»dej liczby caªkowitej, dodat-
niej n) zako«czy obliczenia, por. [24]

Col:
powtarzaj{

je±li n jest parzyste to n := n÷ 2 inaczej n := 3 ∗ n+ 1
}

dopóki n 6= 1

Przy pomocy komputerów sprawdzono, »e dla ka»dej liczby n < 260 program
Col ko«czy obliczenie z n = 1. Sprawdzanie tej wªasno±ci dla kolejnych n zabiera
coraz wi¦cej czasu i kosztuje wci¡» wi¦cej. Nie mamy pewno±ci czy gdzie± w±ród
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bardzo du»ych liczb naturalnych nie kryje si¦ kontrprzykªad1. Nie umiemy jak
dot¡d udowodni¢ przypuszczenia Lothara Collatza (z roku 1937): dla ka»dego
n program Col zako«czy obliczenie. W tym czasie ludzko±¢ potra�ªa wej±¢ na
Mount Everest i polecie¢ na ksi¦»yc. A odpowiedzi na pytanie: czy program Col
zawsze zako«czy obliczenie? wci¡» nie znamy.

Czasami jednak si¦ udaje. Ponad trzysta lat zaj¦ªo setkommatematyków udowod-
nienie, »e nast¦puj¡cy algorytm PF nie zako«czy oblicze« por.[2].

PF :

x:=0 & y:=0 & z:=0 & n:=0 ;
dalej := true;
powtarzaj

je±li n > 2 ∧ x ∗ y ∗ z > 0
to
je±li xn + yn = zn to dalej := false �;

�;
we¹ nast¦pn¡ czwórk¦ x, y, z, n;

dopóki dalej ;

Wszystko w tym programie jest proste i zrozumiaªe. Polecenie �we¹ nast¦pn¡
czwórk¦� te» nie trudno napisa¢. Przypomnij sobie, »e wszystkie pary liczb
naturalnych mo»na ustawi¢ w ci¡g bez powtórze«. Mo»na to samo zrobi¢ z
czwórkami liczb naturalnych.

Zadanie 0.1. Napisz odpowiedni algorytm realizuj¡cy polecenie: we¹ nast¦pn¡
czwórk¦ liczb naturalnych.

W codziennej praktyce stosujemy setki i tysi¡ce programów i algorytmów2. Czy
nie niepokoi Ci¦ bezgraniczne zaufanie jakim, zdaje si¦, obdarzamy programy?

Wªasno±¢ stopu jest podstawow¡ wªasno±ci¡ semantyczn¡ programu(-ów). A s¡
jeszcze inne, równie wa»ne wªasno±ci semantyczne. B¦dziemy o nich mówi¢ w
dalszych rozdziaªach.
Podsumujmy, analiza programów jest zadaniem trudnym i fakt ten stanowi
gwarancj¦ pracy dla ±wiatªych programistów.

Zadania dla ±wiatªego programisty

Czego oczekuje szef od programisty? Mówi¡c najkrócej: szefowi zale»y na
zmniejszeniu kosztów utrzymania oprogramowania wytworzonego przez �rm¦.
Dawno temu zauwa»ono, »e koszt napisania oprogramowania jest 5-7 razy mniejszy
od kosztów utrzymania oprogramowania. Ale co to znaczy? To znaczy, »e po
wytworzeniu oprogramowania trzeba je ulepsza¢, zmienia¢ i dopasowywa¢ do
zmieniaj¡cego si¦ zapotrzebowania klienta.
Czy istniej¡ metody i narz¦dzia tworz¡ce warsztat pracy dla eksperta (audytora)
sprawdzaj¡cego czy oprogramowanie speªnia warunki wyliczone w specy�kacji?
dla architekta oprogramowania, który ma opisa¢ specy�kacj¦ klas i metod jakie
nale»y napisa¢? Koszty poprawiania programów zmniejszaj¡ si¦ radykalnie je±li
programom towarzysz¡ dowody oczekiwanych wªasno±ci semantycznych. Ta-
kich jak poprawno±¢ wzgl¦dem specy�kacji, sko«czono±¢ oblicze«, ocena kosztu

1Znane s¡ przykªady hipotez formuªowanych przez uznanych naukowców, które okazaªy si¦
bª¦dne, gdy komputer zacz¡ª sprawdza¢ dostatecznie du»e dane.

2Czasami sªyszymy o fatalnych skutkach bª¦du w programie.
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oblicze« itp. Programy dzisiejsze to nie tylko algorytmy ale tak»e klasy. Pro-
gramy s¡ du»ymi produktami o bardzo zªo»onej strukturze. Jakie wymagania
stawia si¦ du»ym programom i jak sobie z nimi radzi¢? Okazuje si¦, »e 1°moduªy
programów takie jak procedury, funkcje, klasy, ... maj¡ nowe rodzaje wªasno±ci
semantycznych, 2°te wªasno±ci wyra»aj¡ si¦ inaczej ni» wªasno±ci semantyczne
algorytmów.
Od pi¦¢dziesi¦ciu lat zajmujemy si¦ rachunkiem programów czyli logik¡ algoryt-
miczn¡.

Czy komputer mo»e nam pomaga¢?

Wiemy ju», »e komputery nie wyeliminuj¡ Twojej pracy, ale by¢ mo»e mog¡ j¡
uªatwi¢? Dzisiejsze komputery maj¡ wi¦ksze mo»liwo±ci.
Warto si¦ zastanowi¢. Komputer Deep Blue �rmy IBM wygraª w szachy z
mistrzem ±wiata w r. 1997. Dzi± domowe komputery mo»na ª¡czy¢ w klas-
try. Mo»na tworzy¢ wi¦ksze programy. By¢ mo»e powstan¡ programy uªatwia-
j¡ce analiz¦ semantycznych wªasno±ci programów. Nie b¦d¡ to niezawodne
wyrocznie, ale mog¡ powsta¢ caªkiem przydatne narz¦dzia. Wystarczy zmagazynowa¢
w takim oprogramowaniu analitycznym spory fragment wiedzy znanej ludziom.
Mamy nadziej¦, »e w przyszªo±ci powstan¡ narz¦dzia uªatwiaj¡ce prac¦ ludzi
analizuj¡cych programy. Ju» powstaj¡ biblioteki klas (dawniej biblioteki pro-
cedur). Oczekujemy »e b¦d¡ im towarzyszy¢ dowody poprawno±ci wzgl¦dem
odpowiednich specy�kacji. Specy�kacja to co± wi¦cej ni» interfejs (ang. inter-
face), zawiera ona nie tylko wyliczenie funkcji (czyli metod), ale tak»e zbiór
podstawowych wªasno±ci tj. aksjomatów (zobacz przykªady w drugiej cz¦±ci tej
ksi¡»ki). Oczekujemy te», »e oprócz specy�kacji S i samej klasy K pojawi¡
si¦ dowody poprawno±ci klasy K wzgl¦dem specy�kacji S. Dowody takie b¦d¡
gwarancj¡ (wieczyst¡!) jako±ci oferowanego przez dan¡ klas¦ oprogramowania.
Gwarancja ta stanie si¦ jednak zb¦dna, gdy porzucimy stosowanie klasyK. Je±li
zamiast klasy K zaczniemy stosowa¢ now¡ klas¦ K ′ to trzeba wyprodukowa¢
nowy dowód poprawno±ci. Do tego tematu wrócimy w cz¦±ci drugiej programuj
z klas¡.

�wiatªy programista rozumie jaki efekt przyniesie zastosowanie danej instrukcji
w okre±lonym miejscu programu. Potra� sformuªowa¢ zdanie lub wi¦cej zda«,
orzekaj¡cych o wªasno±ciach semantycznych programu. Przykªadem mog¡ tu
sªu»y¢ zdania typu:

1° ten program P nie zap¦tli si¦, lub

2° je±li dane dostarczone programowi Q speªni¡ warunek α, to program za-
ko«czy obliczenia i jego wyniki speªni¡ warunek β,

i wiele innych podobnych zda«.
Ponadto, i to jest chyba najistotniejsze, potra� on przekona¢ innych o sªuszno±ci
swojej ekspertyzy.

Je±li potra�sz przekona¢ innych ludzi do swojej opinii np. ten program nie
zawiera bª¦du i nie zap¦tli si¦, to zapewne i komputer Ci¦ posªucha. Brzmi to jak
»art, ale wcale »artem nie jest. Je±li dokonaªa± ekspertyzy programu, przeanal-
izowaªa± nie tylko jego struktur¦ skªadniow¡ (syntaktyczn¡), ale tak»e zbadaªa±
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wªasno±ci semantyczne programu i jego skªadników. Je±li Twoje rozumowanie
nie zawiera bª¦du to znaczy to tyle, »e komputer wªa±nie tak si¦ zachowa jak to
przewidziaªa±.
No dobrze, ale co ja z tego b¦d¦ miaª(a)? � zapytasz. Pieni¡dze. Uznanie. A
to nie jest maªo.
Jako ekspert pomo»esz zaoszcz¦dzi¢ czas przygotowania programu lub wi¦kszego
systemu programistycznego. Firmie opªaci si¦ zatrudni¢ Ci¦ i dobrze zapªaci¢
bo Twoja praca mo»e zaoszcz¦dzi¢ tygodnie pracy zespoªu ludzi.3

Napisaªe± program i ...

Sk¡d si¦ wzi¡ª Twój program? Niewiele jest takich programów, które wzi¦ªy si¦
�znik¡d �. Na ogóª program powstaje w odpowiedzi na czyje± zamówienie lub na
zapytanie czy da si¦ obliczy¢ co± potrzebnego? Programy pisane s¡ dla ludzi,
a wykonywane przez komputer. Wiele �rm i wielu ludzi my±li jednak inaczej.
Przekonanie takie prowadzi wprost do my±lenia magicznego, nieracjonalnego.
Tr¡ci bowiem magi¡ wiara w to, »e skoro kompilator nie wykryª bª¦du i skoro
w kilku, kilkudziesi¦ciu, a nawet kilku tysi¡cach prób program nie objawiª za-
chowania bª¦dnego to mo»na go uzna¢ za program poprawny, tj. bezpieczny w
eksploatacji. A cz¦sto sªyszymy o bª¦dzie oprogramowania i o kosztach ponos-
zonych przez stosowanie oprogramowania kryj¡cego w sobie bª¦dy. Produkcja
oprogramowania przynosi dzi± ogromne zyski �rmom, które je sprzedaj¡ (nie
musimy tego dowodzi¢.) Z drugiej strony posªugiwanie si¦ oprogramowaniem
w którym ukrywaj¡ si¦ bª¦dy, mo»e kosztowa¢ bardzo wiele. Jak cz¦sto otrzy-
mujemy program wraz z gwarancj¡ jako±ci? Na czym taka gwarancja miaªaby
polega¢? Mo»e warto jednak zastanowi¢ si¦ nad kryteriami poprawno±ci opro-
gramowania.

Program nie jest celem samym w sobie. Czy ma on do czego± sªu»y¢?
Tworzymy programy po co±. Czy potra�my sformuªowa¢ po co napisano dany
program? Czy u»ytkownika mo»e spotka¢ niespodzianka? Dlaczego testujemy
programy? Czy nie ma innej drogi?
Twierdzimy, »e dowodzenie jest Realn¡ alternatyw¡ dla testowania. W tej
ksi¡»ce znajdziesz sporo argumentów przemawiaj¡cych za nasz¡ tez¡.
Któr¡ metod¦ wery�kacji wybra¢? Otó» nie musisz wybiera¢. Uwa»amy bowiem,
»e raz napisany algorytm powinien by¢ analizowany z wykorzystaniem narz¦dzi
rachunku programów. Inaczej mówi¡c, nale»y formuªowa¢ odpowiednie twier-
dzenia o semantycznych wªasno±ciach algorytmu i je dowodzi¢. Nie nale»y
jednak odrzuca¢ testowania. Bardzo przydatne okazuje si¦ przeprowadzanie
eksperymentów z nowym programem. Wyniki eksperymentów mog¡ dostarczy¢
wiele ciekawych informacji. W ¢wiczeniu polegaj¡cym na porównaniu o±miu
ró»nych algorytmów mno»enia macierzy liczb zespolonych to eksperymenty poz-
wol¡ nam obliczy¢ wspóªczynniki w wielomianowych funkcjach kosztu, por ??.
Czasem za± eksperymenty mog¡ nas zainspirowa¢ i otworzy¢ oczy na nowe prob-
lemy. Karl Gauss najpierw eksperymentowaª tj. wykonywaª ró»ne obliczenia,

3Nie chcemy bowiem by± przypominaª nam pewnego znajomego, który (wiele lat temu)
programowaª w taki sposób:
� o! co± tu nie dziaªa!

� wyrzuc¦ t¦ linijk¦ st¡d, a tu wstawi¦ tak¡ instrukcj¦, powinno dziaªa¢

� znowu nie dziaªa? � cofa ten ruch i wstawia co± innego, gdzie indziej, a nu» pomo»e...
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by potem formuªowa¢ twierdzenia i je dowodzi¢.

Programowanie z klas¡

Czy ten zwrot kryje jak¡± zagadk¦? Czytelnik mo»e si¦ domy±la¢, »e naszym
zamierzeniem jest nauka programowania obiektowego. Rzeczywi±cie, jest to
prawda, ale nie caªa prawda.
Mówimy programowanie z klas¡ maj¡c na my±li programowanie profesjonalne,
kompetentne. Chcemy pokaza¢, »e mo»liwe jest nie tylko pisanie programów,
ale i ich analizowanie. Programuj¡c z klas¡ potra�sz przewidzie¢ efekty dziaªa-
nia Twojego programu i co wi¦cej potra�sz przekona¢ innych, »e masz racj¦.
Program ma przynajmniej jednego czytelnika � to autor programu. jak»e cz¦sta
jednak jest sytuacja, w której trzeba zrozumie¢ program napisany przez innego
czªowieka.
Klasy i procedury z bibliotek klas s¡ stosowane wielokrotnie. Dzi± nie to-
warzyszy im »aden dowód poprawno±ci, »adna analiza. Naszym zdaniem byªoby
znacznie lepiej, gdyby klasa (b¡d¹ procedura lub funkcja) udost¦pniana do ko-
rzystania przez innych byªa analizowane i gdyby mo»na byªo obejrze¢ i zwery-
�kowa¢ dowód pewnej wªasno±ci takiej klasy. Nie jest korzystne dla spoªeczno±ci
i przemysªu informatycznego patentowanie oprogramowania. A wiele krajów
popiera patentowanie oprogramowania. Rozwój powinien odbywa¢ si¦ na za-
sadzie przyj¦tej w naukach matematycznych.
W peªni zgadzamy si¦ z tezami Richarda Stallmana [41]. Spoªeczno±¢ powinna
mie¢ dost¦p do kodów ¹ródªowych4. Od siebie dodajemy kolejny postulat: pub-
likacji oprogramowania powinna towarzyszy¢ publikacja przedstawiaj¡ca argu-
menty na rzecz tezy, »e oprogramowanie to posiada zakªadane cechy. Spoªeczno±¢
informatyczna byªaby w stanie wery�kowa¢ takie dowody i ewentualnie je kory-
gowa¢. Tak jak to czyni spoªeczno±¢ matematyczna. W naukach dedukcyjnych
badacz posªuguje si¦ twierdzeniami opublikowanymi przez innych autorów.
Miliardy u»ytkowników posªuguj¡ si¦ programami, o których nic nie wiadomo.
Kto zna ich tre±¢? Kto zna argumenty, które uzasadniaªyby poprawno±¢(lub
inn¡ cech¦) wykorzystywanego programu? Czy zdajesz sobie spraw¦, »e tzw.
gwarancja jako±ci produktu programistycznego, to sztuczka polegaj¡ca na tym,
»e to Ty pªacisz za ubezpieczenie producenta oprogramowania. Koszt tego ubez-
pieczenia jest wliczony w cen¦ produktu.
Jeste±my przekonani, »e �rmy informatyczne, które zaczn¡ stosowa¢ metody
dedukcyjne wygraj¡, poniewa» ich produkty b¦d¡ ta«sze.

Dlaczego warto przeczyta¢ ten podr¦cznik?

Ten tekst, to pierwszy podr¦cznik, z którego mo»esz si¦ nauczy¢ nie tylko pisania
programów, ksi¡»ka ta pomo»e Ci w rozumieniu co Twój program naprawd¦
robi, mo»esz te» nauczy¢ si¦ przekonywania innych, »e Twoje rozwi¡zanie jest
poprawne. Zach¦camy Ci¦ by± porównaª t¦ ksi¡»k¦ z (nielicznymi jak dot¡d)
próbami osi¡gni¦cia podobnego celu, (por.Alagi¢ i Arbib[37], Apt, de Boer i
Olderog[4], Hoare[17], Dijkstra[11]).

4Na pewno odnosi si¦ to do upublicznianych klas i innego oprogramowania. Je±li opro-
gramowanie ma by¢ wykorzystywane przez jedn¡ tylko �rm¦, to nie oczekujmy publikacji
kodu.
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Pracuj¡c z t¡ ksi¡»k¡ mo»esz nauczy¢ si¦ dowodzenia wªasno±ci semanty-
cznych programu. No tak, zapytasz: co to jest semantyczna wªasno±¢ programu?
Cierpliwo±ci, za chwil¦ si¦ dowiesz. Na razie wystarczy przyj¡¢, »e s¡ to m. in.
poprawno±¢ algorytmu wzgl¦dem warunków, pocz¡tkowego i ko«cowego, ko«cze-
nie oblicze«, zap¦tlanie si¦ programu, zgªoszenie wyj¡tku, ...

Byli±my zapytywani czy Loglan ma zwi¡zek z logik¡ algorytmiczn¡ i czy po-
damy aksjomatyczn¡ de�nicj¦ Loglanu. Zawsze zdawali±my sobie spraw¦ z tego,
»e stworzenie aksjomatycznej de�nicji caªo±ci Loglanu jest trudne ze wzgl¦du
na jego rozmiar � j¦zyk zawiera niemal komplet znanych narz¦dzi programowa-
nia m.in. klasy i obiekty, wspóªprogramy, procesy i obiekty aktywne procesów,
moduªy obsªugi wyj¡tków, etc.

Ta ksi¡»ka nie przynosi aksjomatycznej de�nicji semantyki j¦zyka Loglan.
Jest to podr¦cznik programowania w którym mówi si¦ o skªadni, semantyce
i o pragmatyce. Mówimy te» o specy�kacjach i o dowodach. Czytelnik poz-
naje kolejne coraz bardziej skomplikowane narz¦dzia programowania. Proces
ten wykorzystuje solidne fundamenty j¦zyka Loglan. Uwa»amy, »e uczenie pro-
gramowania nie mo»e ogranicza¢ si¦ do przedstawienia skªadni i pewnego zbioru
przykªadów. A tak si¦ dzieje do dzisiaj. Niektórzy adepci nie potra�¡ tego za-
akceptowa¢. Inni jako± daj¡ sobie rad¦ i wyci¡gaj¡ prawidªowe wnioski.

Jak korzysta¢ z tej ksi¡»ki?

To jest do±¢ gruba ksi¡»ka i mo»e by¢ wykorzystana do ró»nych wykªadów obec-
nie obowi¡zuj¡cego curriculum. Wiele lat temu prowadzili±my kurs caªoroczny
Li1 �Programmation objet, semantique et algorithmes� na pierwszym roku studiów
licencjackich na Wydziale Informatyki Uniwersytetu w Pau. Kurs ok. 120
godzinny obejmowaª materiaª zbli»ony do przedstawionego w tej ksi¡»ce. Staral-
i±my si¦ wtedy przedstawi¢ trzy przeplataj¡ce si¦ w¡tki: programowanie obiek-
towe i rozproszone, analiz¦ programów oraz wybrane algorytmy i struktury
danych. Uzupeªnieniem tego kursu byªo 120 godzin zaj¦¢ laboratoryjnych i
tablicowych.

W polskich warunkach niniejsza ksi¡»ka mo»e by¢ u»yta jako podr¦cznik pod-
czas nast¦puj¡cych zaj¦¢: wst¦p do programowania, programowanie obiektowe,
wst¦p do informatyki I i II (dla matematyków), programowanie wspóªbie»ne i
rozproszone, semantyka i wery�kacja oprogramowania, j¦zyki i narz¦dzia pro-
gramowania, in»ynieria oprogramowania, logika dla informatyków i in.

Do wykªadowców

Ksi¡»ka mo»e by¢ pomocna w przeprowadzeniu caªorocznych zaj¦¢ Wst¦p do
informatyki (120 godzin wykªadu + 150 godzin pracy w laboratorium i przy
tablicy). Ponadto, wybrane elementy tej ksi¡»ki mog¡ wnie±¢ nowe tre±ci do
wykªadów:

� programowanie obiektowe � reguªa konkatenacji klas pozwala zrozumie¢
dziedziczenie klas, moduªy wspóªprogramu (ang. coroutine) i procesu
(ang. process)

� semantyka i wery�kacja oprogramowania � ...
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� programowanie wspóªbie»ne i obiektowe � moduªy process i obiekty pro-
cesów, protokóª obcego woªania metod obiektów procesów,

� metody realizacji j¦zyków programowania - bezpieczny i efektywny system
zarz¡dzania pami¦ci¡ obiektów (tzw. sterta), algorytm wyznaczania klasy
dziedziczonej (rozszerzanej) w Javie i ...,

� algorytmy i struktury danych �

� aksjomatyczne de�nicje struktur danych np. stosy zob. rozdziaª 15,
kolejki FIFO, kontenery (dictionaries), kolejki priorytetowe, drzewa
BST zob. rozdziaª 19, etc.,

� dowody semantycznych wªasno±ci algorytmów por.6.7.2,

� i in.

Do studentów i doktorantów

Studenci zechc¡ przekona¢ si¦, »e oferowana przez nas ksi¡»ka mo»e by¢ przy-
datna w caªym okresie studiów.
Niektóre z omówionych problemów i zada« mog¡ zainspirowa¢ Ci¦ do samodziel-
nej pracy i zaowocowa¢ opublikowaniem wyników w czasopi±mie naukowym.

Do informatyków pracuj¡cych zawodowo

O ile nam wiadomo, »adna uczelnia nie ma w programie tre±ci przedstawionych
w tej ksi¡»ce. Nie znamy te» innej ksi¡»ki zawieraj¡cej podobne przesªanie.
Nawet pobie»ne przeczytanie naszej ksi¡»ki mo»e zach¦ci¢ Ci¦ do przemy±lenia
Twego ±wiatopogl¡du informatycznego. Dojrzaªy i ±wiatªy informatyk powinien

wylicz kilka py-
ta«

rozpoznawa¢ pytania jakie si¦ pojawiaj¡ w jego pracy zawodowej np. czy moja
�rma powinna stosowa¢ imperatywny czy raczej funkcyjny j¦zyk programowa-
nia? jak okre±li¢ fundamentaln¡ ró»nic¦ pomi¦dzy jednym a drugim paradyg-
matem programowania? dlaczego rekomenduj¦ paradygmat P?
Troch¦ powa»niejsze problemy pojawiaj¡ si¦ gdy �rma zamierza zakupi¢ opro-
gramowanie reklamuj¡ce si¦, »e przy pomocy metod sztucznej inteligencji opro-
gramowanie to b¦dzie w stanie wykry¢ bª¦dy zap¦tlania si¦ programu lub bª¦dy
wisz¡cych referencji.
Nie zamierzamy udziela¢ odpowiedzi na te i podobne pytania. To do Ciebie
nale»y ich rozpoznanie, sformuªowanie i zaj¦cie stanowiska.
Mamy nadziej¦, »e ksi¡»ka ta nie czyni¡c z Ciebie lepszego specjalisty pozwoli
Ci jednak sta¢ si¦ specjalista bardziej ±wiadomym.
Ksi¡»ka ta mo»e sta¢ na Twej póªce by± mógª si¦gn¡¢ w razie potrzeby np. gdy
trzeba udowodni¢, »e Twój program nie zawiera bª¦du, ... inni potencjalni

czytelnicy

�wiczenia

Mo»esz po prostu czyta¢ lub kartkowa¢, t¦ ksi¡»k¦ i mamy nadziej¦, »e oka»e
si¦ to po»yteczne. Je±li jednak chcesz opanowa¢ umiej¦tno±¢ analizowania i
dowodzenia to koniecznie rozwi¡zuj zadania jakie zamie±cili±my. ... przenie± dalej
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Uwa»amy, »e warto zastanowi¢ si¦ i opracowa¢ program osobnych zaj¦¢ labo-
ratoryjnych, integruj¡cych materiaª z wszystkich przedmiotów oferowanych na
pierwszym (i odpowiednio na drugim) roku studiów informatycznych. Jedno z
nas pami¦ta, »e na pierwszym roku studiów matematycznych podczas ¢wicze« z
analizy matematycznej nale»aªo obliczy¢ caªk¦ oznaczon¡ stosuj¡c metod¦ pros-
tok¡tów. Byªo to ponad 60 lat temu, przed epok¡ komputerów. W ten sposób
studenci zdobywali pewne do±wiadczenie z obliczeniami. Oczywi±cie, »aden z
nas nie wiedziaª o tym, jak doskonaªym rachmistrzem byª Carl Gauss. Jeste±my
przekonani, »e napisanie procedury obliczaj¡cej caªk¦ oznaczon¡ przynosi gª¦b-
sz¡ intuicj¦ i wiedz¦ na temat caªkowania ni» tylko ¢wiczenia tablicowe z rachunku
caªkowego. Adeptowi informatyki, napisanie odpowiedniej procedury mo»e przynie±¢
niejedno odkrycie � je±li zechce on dobrze zrozumie¢ zadanie. Podobnie jest z
algebr¡ i geometri¡. Ile pi¦knych zada« mo»na sformuªowa¢. Dzi± Laborato-
rium informatyczne mogªoby by¢ prowadzone przez odpowiednio liczny zespóª
asystentów pod kierunkiem profesora i obejmowa¢ zadania z analizy, algebry
liniowej z geometri¡, wst¦pu do matematyki, programowania ...

Podzi¦kowania

Ksi¡»ka ta ma dwa ¹ródªa: logik¦ algorytmiczn¡ czyli rachunek programów oraz
Loglan - projekt badawczy, który zaowocowaª j¦zykiem programowania obiek-
towego i rozproszonego oraz jego kompilatorem. Mówi¡c obrazowo, omawiamy
zastosowania rachunku programów ilustruj¡c je programmami napisanymi w
Loglanie. Ale to niecaªa prawda. Przedstawiamy te» liczne problemy jakie
pojawiaj¡ si¦ podczas projektowania j¦zyka programowania. Cz¦±¢ z tych prob-
lemów zostaªa rozwi¡zana przez ekip¦ Loglanu. Oba projekty badawcze nadal
s¡ »ywe i otwarte: wci¡» napotykamy nowe problemy i (od czasu do czasu)
uzyskujemy nowe wyniki.

Rachunek programów

Celem projektu badawczego rachunek programów jest dostarczenie narz¦dzi
przydatnych in»ynierom oprogramowania w ich pracy nad projektowaniem opro-
gramowania (specy�kacja czyli sformuªowanie wymaga«) i pó¹niej, podczas pracy
polegaj¡cej na sprawdzeniu czy stworzone oprogramowanie jest zgodne z pro-
jektem (wery�kacja). To jest najkrótszy opis zada« rachunku programów, czyli
logiki algorytmicznej. Przekonali±my si¦, »e rachunek programów ma jeszcze
inne zastosowania, równie» w matematyce. Rachunek programów sªu»y nie tylko
programistom, lecz tak»e pracownikom dzi± rzadkich zawodów: audytor opro-
gramowania, architekt � projektant oprogramowania. Pierwsze prace nt. logiki
algorytmicznej zostaªy opublikowane w Warszawie na pocz¡tku lat 70 ubiegªego
wieku.

W kolejno±ci chronologicznej nale»y wymieni¢ nast¦puj¡cych autorów: A.
Salwicki (sformuªowanie programu badawczego, wprowadzenie kwanty�katorów
iteracji), G. Mirkowska (twierdzenie o peªno±ci logiki algorytmicznej), prof. A.
Kreczmar (1945�1996) (umieszczenie logiki algorytmicznej w hierarchii Kleene-
Mostowskiego, badania programowalno±ci w ciaªach), prof. L. Banachowski (za-
stosowanie logiki algorytmicznej do badania cz¦±ciowej poprawno±ci programów,
algorytmiczna aksjomatyzacja drzew binarnych), prof. H. Rasiowa (wielowarto±-
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ciowa logika algorytmiczna).
Podzi¦kowania kierujemy tak»e do dr Andrzeja Bieli (Uniwersytet �l¡ski) i pro-
fesora Wiktora Da«ko (Politechnika Biaªostocka). Prof. Hanna Oktaba (Uni-
versidad Mexico), dr Wiesªawa M. Bartol, prof. Andrzej Szaªas (Uniwersytet
Warszawski) i prof. Uwe Petermann (HTWK Leipzig) w swoich rozprawach dok-
torskich rozwin¦li algorytmiczne teorie ciekawych struktur danych [?] i wnie±li
znacz¡cy wkªad w projekt badawczy Loglan, o czym poni»ej.
Projekt logika algorytmiczna czyli rachunek programów wiele zawdzi¦cza profe-
sorom Helenie Rasiowej, Andrzejowi Grzegorczykowi i Andrzejowi Mostowskiemu.
Obecni autorzy sªuchali ich wykªadów z logiki matematycznej i ucz¦szczali na
ich seminaria.
Prekursorami rachunku programów byli mi¦dzy innymi:

� Jurij Janow[1958] (Uniwersytet w Kazaniu) � stworzyª rachunek schematów
programów, [47]

� Erwin Engeler[1967](ETH Zürich) � wskazaª na fakt, »e wªasno±¢ stopu
programu jest wyra»alna w j¦zyku Lω1ω logiki z niesko«czonymi alternaty-
wami, [14]

� Helmut Thiele[1966](Humboldt Universität Berlin) � twórca systemu ª¡cz¡cego
rachunek λ z logik¡ pierwszego rz¦du, [45]

rachunek zda« LZ � logika zdaniowa
WFFLZ = {FLZ}

rachunek predykatów LPR
WFFLPR = {TLPR ∪ FLPR}

rachunek programów AL � logika algorytmiczna
WFFAL = {TAL ∪ FAL ∪ PAL}
FLPR  FAL

rachunek schematów programów PAL
WFFPAL = {FPAL ∪ PPAL}

Rysunek 1. Porównanie rachunków logicznych i ich j¦zyków tj. zbiorów wyst¦puj¡cych w nich

wyra»e« poprawnie zbudowanych WFF . Strzaªki prowadz¡ od ubo»szego rachunku R do zawiera-

j¡cego go, bogatszego i bardziej skomplikowanego rachunku R′. Znak F , z odpowiednim indeksem,

oznacza zbiór formuª(wyra»e« Boolowskich), znak T oznacza zbiór wyra»e« np. wyra»e« arytmety-

cznych, znak P oznacza zbiór programów, lub schematów programów.

Zwró¢ uwag¦ na Rysunek 1 pokazuj¡cy zwi¡zki pomi¦dzy ró»nymi rachunkami
logicznymi. Programista u»ywa kilku konstrukcji programotwórczych: zªo»e-
nie (czyli ±rednik ;), if, while,. . . pozwalaj¡cych tworzy¢ wi¦ksze programy z
mniejszych. Programami atomowymi s¡ instrukcje przypisania i kilka innych
wg uznania twórcy j¦zyka programowania. W odró»nieniu od formuª (wyra»e«
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logicznych), programy nie wyra»aj¡ prawdziwo±ci lub nie. Natomiast mo»emy
potraktowa¢ program jako modalno±¢: po zako«czeniu oblicze« programu K
zachodzi warunek .... Wyra»enie postaci <Program K> <formuªa α>
jest formuª¡, która przyjmuje warto±¢ prawda je±li: po wykonaniu programu
K, speªniona jest wªasno±¢ wyra»ona przez formuª¦ α.

Projekt Loglan

Celem projektu Loglan byªo znalezienie odpowiedzi na pytanie: czy mo»na
skonstruowa¢ j¦zyk programowania obiektowego, który umo»liwiaªby tak»e pro-
gramowanie wspóªbie»ne i byªby wolny od rozmaitych problemów jakie kryªy si¦
w j¦zyku Simula67 [38]. Udaªo si¦ opisa¢ taki j¦zyk i w roku 1982 skonstruowa¢
kompilator na minikomputery Mera400, produkowane wtedy w Polsce. Loglan
wyprzedziª j¦zyki C++, Java, etc. i nadal je wyprzedza. Przekonasz si¦ o tym
czytaj¡c m.in. o bezpiecznej dealokacji obiektów klas, o wspóªprogramach, o
obiektach procesów i protokole alien call wspóªpracy pomi¦dzy obiektami klas
rozproszonymi w sieci komputerowej, i in..

W pracach nad j¦zykiem Loglan brali udziaª: prof. Antoni Kreczmar, dr
Wiesªawa Bartol, prof. Hanna Oktaba, prof. Tomasz Müldner(Acadia Uni-
versity), dr Marek Lao, Andrzej Salwicki i in.
Kompilator Loglanu powstaª dzi¦ki usilnej pracy zespoªu kierowanego przez An-
toniego Kreczmara: dr Danuty Szczepa«skiej-Wasersztrum, dr Andrzeja Litwiniuka,
Wojtka Nykowskiego, Marka Lao, prof. Pawªa Gburzy«skiego (University of Al-
berta).
Dwukrotnie wymienili±my Antka Kreczmara (1945 � 1996). Bez niego nie osi¡-
gn¦liby±my niczego. Jest on postaci¡ niedocenion¡ a bardzo wa»n¡ dla polskiej
informatyki. Wci¡» nie mo»emy przebole¢ jego przedwczesnej ±mierci.
Pragniemy podkre±li¢ rol¦ jak¡ w projekcie Loglan odegraª prof. Andrzej Jan-
icki. Od pocz¡tku uwierzyª, »e potra�my osi¡gn¡¢ postawione cele. Doprowadziª
do zawarcia umowy pomi¦dzy Zjednoczeniem �MERA�, producentem komput-
erów Mera 400 i Instytutem Informatyki UW, czyli udzieliª nam grantu na
badania (1978-1982).

Wkªad doktorantów

Wiele problemów zainspirowanych przez Loglan znalazªo rozwi¡zanie w rozprawach
doktorskich:
Danuta Szczepa«ska - system zgªaszania wyj¡tków i sygnaªów oraz ich obsªugi
(wdro»enie w 1982, doktorat 1990),
Paweª Gburzy«ski - System automatycznego dowodzenia twierdze« rachunku
predykatów (zrealizowany w Loglanie 1982),
Hanna Oktaba - algorytmiczna teoria referencji oraz teoria systemu bezpecznego
zarz¡dzania obiektami (1982),
Andrzej Szaªas - zbadanie na ile Loglan mo»e by¢ stosowany jako j¦zyk tworzenia
systemów czasu rzeczywistego,propozycje konstrukcji j¦zykowych rozszerzaj¡-
cych Loglan i zbadanych eksperymentalnie. Podane zostaªy te» reguªy wnioskowa-
nia dla tych konstrukcji (1988).
Wiesªawa M. Bartol - zbadaªa wªasno±ci systemu wspóªprogramów (1984),
Uwe Petermann - logika algorytmiczna z operacjami cz¦±ciowymi, koncepcja ko-
munikacji procesów przez przerwania (1988),
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Oskar �wida - wieloprocesorowy, rozproszony, wirtualny procesor loglanowski
VLP i ±rodowisko (1996),
MarekWarpechowski - algorytmy wyznaczania bezpo±redniej superklasy w Javie
i j¦zykach podobnych,
Andrzej Zadro»ny - wªo»yª wiele pracy w stworzenie ±rodowiska dla repozyto-
rium lem12.uksw.edu.pl i repozytorium ¹ródeª kompilatora Loglan'82 na stronach
sourceforge.net.
Ta lista nie jest peªna.

Wkªad studentów

Loglan przyci¡gaª zainteresowanie studentów. Wielu z nich wniosªo wkªad w
jego dalszy rozwój. Na pierwszym miejscu chcemy wymieni¢ Bolka Ciesiel-
skiego (1988) � wymy±liª od nowa koncepcj¦ procesów i ich obiektów, a przede
wszystkim wymy±liª protokóª wspóªpracy pomi¦dzy obiektami procesów znany
jako �obce woªanie� metod obiektu aktywnego (ang. alien call).
Studenci M. Benke i G. Grudzi«ski przenie±li kompilator Loglanu na komputery
PC. Paweª Susicki zainstalowaª kompilator Loglanu na maszynach Unixowych,
po¹niej Linuxowych.
Wojtek Nykowski napisaª parser do kompilatora Loglanu (1981).
Teresa Przytycka (dzi± senior researcher in NIH) dodaªa do Loglanu debugger
(1984).
Paweª Susicki przeniósª kompilator Loglanu do systemu Unix (1991.
Sebastien Bernard (Universite de Pau 1992) przeniósª Loglan na komputery
Atari,
Frederic Pataud (Universite de Pau 1995) przeniósª Loglan do ±rodowiska Win-
dows95 na maszyny 32 bitowe, 1995.
Kamil Burzy«ski (2014) przeniósª ±rodowisko VLP na platform¦ Windows XP
i 7.
Nale»y wspomniec o A. Adamskim, P. Filipkowskim, A. Chwedoruku, J. Larrieu,
R. Becourt i wielu innych.. Nie wymienili±my tu wszystkich, którzy przyczynili
si¦ do rozwoju Loglanu.

Wspóªpraca mi¦dzynarodowa

Bardzo wiele zawdzi¦czamy profesorowi Hansowi Langmaackowi (Institut für
Informatik, Universität zu Kiel): zauwa»yª on i pomógª poprawi¢ niepraw-
idªowo±¢ w semantyce wielko±ci nielokalnych, pomógª w instalacji Loglanu na
m.c. Siemens (odpowiednik mainframe'a IBM),
dr Gianna Cioni (IASI CNR Roma) - kierowaªa grup¡ przenosz¡c¡ kompilator
Loglanu na komputery VAX/VMS.
prof. Giorgio Ausiello (Universita �La Sapienza� Roma) - inspirator wspóªpracy
wªosko-polskiej,
Pragniemy te» podzi¦kowa¢ kolegom w innych uczelniach: Tübingen, Bordeaux,
Caen.

Ksi¡»ka, któr¡ Ci oddajemy, stanowi wkªad w kolejny projekt badawczy
SpecVer, zobacz wi¦cej na ten temat w repozytorium http://lem12.uksw.edu.pl/wiki/SpecVer.
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Test

Czy jeste± ekspertem?

Przeczytaj poni»szy program i odpowiedz na dwa pytania.
1° Czy program wydrukuje zach¦t¦ do dalszego czytania? Czy
potra�sz opisa¢ co jest wynikiem tego programu?
2° Czy potra�sz przeprowadzi¢ dowód, »e trafnie odgadªe± i za-
pisa¢ ten dowód, tak by± przekona¢ koleg¦, nauczyciela, zna-
jomego, ojca, . . .
Masz na to trzy godziny. Nie uruchamiaj programu! Ale je±li ma
Ci to pomóc, to przepisz go w ulubionym j¦zyku programowania.
�yczymy powodzenia!

program PawelG:
var A: arrayof integer;
const l=1, u=8; (* te liczby mozesz zmienic *)
var i, k: integer ;
unit DrukujA: procedure;

var j: integer
begin

for j:=l to u do write( A(j)) od;
writeln

end DrukujA;
unit F: procedure;

var i: integer;
begin

if k=u+1 then

call DrukujA
else

for i:= l to u
do

if A(i)=0 then

A(i) := k; k := k+1;
call F;
k := k-1; A(i):=0

�;
od;

�;
end F;

begin

array A dim(l:u);
(* Tablica A ma u - l +1 elementów *)
(* nastepna instrukcja jest zbedna, dodana dla nowicjuszy w Loglanie *)
for i := l to u do A(i) := 0 od;
k :=l;
call F;
writeln(�Czytaj dalej�)

end PawelG;
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Wsparcie tej ksi¡»ki na stronie WWW

Na stronie

http://... tu umie±ci¢

znajdziesz rozwi¡zania wybranych zada«, errat¦ dostrze»onych bª¦dów, mate-
riaªy uzupeªniaj¡ce i pomocnicze etc.

Jak zainstalowa¢ ±rodowisko do pracy z Loglanem?

Poradnik pozwalaj¡cy Ci samodzielnie zainstalowa¢ kompilator i maszyn¦ wirtu-
aln¡ Loglanu.

Linux

Wersja dla systemu operacyjnego Linux jest dost¦pna ze strony
https://sourceforge.net/projects/loglan82/

Wybierz Download i pingwina.

Windows

Nie istnieje zadowalaj¡ca nas wersja Loglanu dla systemu operacyjnego Win-
dows 7 i XP. Masz dwie mo»liwo±ci.
1) Przeczytaj instrukcj¦ dla instalacjii na Windows.

http://lem12.uksw.edu.pl/images/9/9b/Instaluj_Loglan_na-_Windows.pdf
2) Spróbuj kompilatora i wykonawcy podobnego do instalacji Linuxowej.
Obie wersje s¡ dost¦pne ze strony sourceforge.net.
https://sourceforge.net/projects/loglan82/
Wybierz Download i windows.

�ródªa

Je±li potra�sz, to mo»esz eksperymentowa¢ instaluj¡c Loglan w nowym ±rodowisku:
np. na Raspberry pi lub na maszyny Apple.
�ródªa s¡ dost¦pne na
https://sourceforge.net/projects/loglan82/
Wybierz Code.
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Rozdziaª 1

Wprowadzenie

Cele

Od pie¢dziesi¦ciu lat rozwijamy rachunek programów. W u»yciu jest te» nazwa
logika algorytmiczna. Ta druga nazwa mo»e odstr¦cza¢ wiele osób, nie jest zbyt
zach¦caj¡ca. Obie nazwy rachunek programów i logika algorytmiczna b¦dziemy
stosowa¢ zamiennie. Naszym celem jest przekonanie czytelnika, »e rachunek
programów jest wªa±ciwym narz¦dziem do tworzenia specy�kacji oprogramowa-
nia. Rachunek programów jest jedynym narz¦dziem sªu»¡cym do przeprowadza-
nia analizy zgodno±ci oprogramowania z zadan¡ specy�kacj¡. W tej ksi¡»ce
przedstawimy wiele przykªadów takich analiz. Niektórzy mówi¡ te» krótko,
acz niezbyt precyzyjnie o wery�kacji programów. O wery�kowaniu programów
mówi si¦, »e jest rzecz¡ po»¡dan¡, ale nierealn¡, zbyt trudn¡. Przekonamy Ci¦,
»e pogl¡d ten nie ma uzasadnienia. Mo»e trafniej jest uzna¢ to za przes¡d.

� Przedstawimy przykªady dowodów poprawno±ci oprogramowania wzgl¦-
dem zadanej specy�kacji.

� Poka»emy jak specy�kacja mo»e by¢ wyra»ona w postaci zbioru formuª
rachunku programów.

� Przedstawimy te» aksjomatyczn¡ de�nicj¦ j¦zyka programowania. A dokªad-
niej, b¦dziemy omawia¢ ci¡g coraz bogatszych j¦zyków Li programowania
� podj¦zyków j¦zyka programowania obiektowego i rozproszonego Loglan.
Za ka»dym razem b¦dziemy przedstawia¢ aksjomatyczn¡ de�nicj¦ j¦zyka
Li.

Krótko mówi¡c chcemy Ci¦ przekona¢ do tezy, »e rachunek programów to narz¦dzie,
jakiego potrzebujesz.
Nie mo»emy obieca¢, »e stosuj¡c rachunek programów rozwi¡»esz ka»dy prob-
lem zwi¡zany z rozwijanym przez Ciebie oprogramowaniem. Powiniene± jednak
uzyska¢ lepszy wgl¡d w natur¦ tych problemów i pewn¡ biegªo±¢ w stosowaniu
narz¦dzi rachunku programów.
Sprawa wyposa»enia in»yniera oprogramowania w narz¦dzia skomplikuje si¦
jeszcze bardziej gdy zrozumiemy, »e ka»dy program zawieraj¡cy deklaracje funkcji
(lub procedury lub klasy) powinien by¢ analizowany w swojej wwªasnej algoryt-
micznej teorii. Piszemy o tym obszerniej w rozdziale ?? o de�niowaniu funkcji.

de�nicje

1



2 ROZDZIA� 1. WPROWADZENIE

Gªównym celem jaki sobie stawiamy jest przekonanie Czytelnika do pogl¡du,
»e nie samym programem programista »y¢ powinien. Mówi¡c nieco powa»niej,
napisane programu i wykonanie oblicze« przy jego pomocy to nie jest ani pocz¡tek,
ani koniec pracy.

� Napisa¢, stworzy¢

� specy�kacj¦

� algorytm lub inny moduª oprogramowania

� dowód

� Zrozumie¢

� specy�kacj¦

� algorytm

� argumenty u»yte w dowodzie

� Przekona¢

� siebie

� innych

� komputer

stworzy¢ specy�kacj¦ oprogramowanie dowód
zrozumie¢
zbada¢

czy specy�kacja jest
niesprzeczna? czy specy-
�kacja jest peªna?

przekona¢
Czym jest program? Zgodzimy si¦, »e jest to opis pewnej funkcji przeksztaª-

caj¡cej dane w wyniki. Pewne cechy programu kojarzymy z matematyk¡, np.
w programie wyst¦puj¡ wyra»enia arytmetyczne i boolowskie. Inne wymagania
nakªadane na program, to wykonywalno±¢ (inaczej efektywno±¢) programu. tj.
sens programu, jego znaczenie jest nam dane poprzez obliczenie. Obliczenie ope-
ruje na danych jakie i my i komputer mo»e �wzi¡¢ do r¦ki�. Oznacza to tyle, »e
nie mo»emy dziaªa¢ na niesko«czonych ci¡gach rozwini¦¢ liczb niewymiernych,
nie mo»emy operowa¢ na zbiorach niesko«czonych. Co wi¦cej, kolejne wyma-

rozwi«, cyt. Koª-
mogorow

ganie powiada ka»da operacja musi by¢ efektywna. Inaczej mówi¡c nie mo»esz
magicznie, wyci¡gn¡¢ królika z kapelusza. Obliczenia maj¡ mie¢ t¦ sam¡ cech¦
co dowód matematyczny � mianowicie musz¡ by¢ sprawdzalne, intersubiekty-
wne, jak powiadaª prof. Grzegorczyk.

Ale po co napisano program? Lub inaczej mówi¡c jakie wªasno±ci ma mie¢
program? Czy wystarcza nam,»e program jest napisem akceptowanym przez
kompilator? Czy zadowalamy si¦ tym, »e program dziaªa? I co to wªa±ciwie
znaczy? Otó» program ma wªasno±ci syntaktyczne i bardziej interesuj¡ce wªas-
no±ci semantyczne.
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Spójrzmy z innej strony. Programy s¡ napisami, zbiór programów akcep-
towanych przez kompilator i wykonywanych przez komputer to j¦zyk programowa-
nia. A wªasno±ci semantyczne? Wymie«my kilka podstawowych wªasno±ci se-
mantycznych: zatrzymywanie si¦ programu, poprawno±¢, równowa»no±c pro-
gramów, etc.

Poj¦cie algorytmu

Czªowiek posªuguje si¦ algorytmami od tysi¡cleci. Zdziwienie czytelnika mo»e
wywoªa¢ fakt, »e w staro»ytnym Babilonie znano i stosowano skomplikowane
algorytmy przedstawiana liczb uªamkowych w postaci sumy uªamków o liczniku
1, np. zamiast uªamka 3

5 stosowano wyra»enie 1
2 + 1

10 .
Potrzeba podania precyzyjnej de�nicji poj¦cia algorytmu zaistniaªa w XX wieku,
gdy trzeba byªo rozstrzygn¡¢ problem istnienia lub nieistnienia algorytmu rozstrzy-
gaj¡cego o wªasno±ci takiej jak: "formuªa α jest twierdzeniem arytmetyki � itp.
W zwi¡zku z tym stworzono wiele ró»nych de�nicji algorytmu [].
Z drugiej strony, gdy w latach czterdziestych dwudziestego wieku skonstruowano
programowane maszyny licz¡ce (komputery) konieczne staªo si¦ okre±lenie jakie
programy komputer potra� wykonywa¢. I otwarªa si¦ puszka Pandory, niemal
ka»dy chce stworzyc swój j¦zyk programowania.
Powstaªo tysi¡ce j¦zyków programowania.
Zauwa»my, ze niewiele j¦zyków programowania stworzono z my±l¡ o tym, by
zapisywac w nich programy czytelne dla czªowieka. W wiekszo±ci przypadków
autorzy j¦zyka koncentruj¡ si¦ na tym by mo»na byªo zbudowa¢ kompilator.
Proponujemy, by ªatwo±¢ komunikacji pomi¦dzy czªowiekiem � autorem pro-
gramu i drugim czªowiekiem � czytelnikiem programu staªa si¦ gªównym celem
przemysªu software'owego.
Teza Churcha-Turinga powiada, »e pomimo ró»nic wszystkie znane de�nicje
algorytmu opisuj¡ t¦ sama klas¦ funkcji obliczalnych. Maj¡c na wzgl¦dzie popraw

bogactwo j¦zyków programowania i wielo±¢ koncepcji obliczalno±ci zaniechamy
prób podania de�nicji poj¦cia algorytmu.
Natomiast warto przypomnie¢ istotne cechy algorytmu. W pracy Koªmogorowa
i Uspienskiego [21] zawarto w miar¦ precyzyjne wyliczenie cech poj¦cia algo-
rytmu, na tyle jednak szerokie by obejmowaªo wiele rozmaitych koncepcji jakie
pojawiaªy sie od pocz¡tku XX wieku.

a) Algorytm - wyznacza ci¡g stanów (algorytm dziaªa dyskretnie)

b) (algorytm dziaªa deterministycznie)

c) (kroki algorytmu s¡ dziaªaniami elementarnymi)

d) (wynik algorytmu jest okre±lony)

e) (masowo±¢ zastosowa«)

Nieco historii

Bardzo istotne dla historii informatyki byªo stwierdzenie, »e potrzebujemy wyra»e«
wyra»aj¡cych wªasno±ci semanyczne programów. Najwcze±niej pojawiªy si¦
prace analizuj¡ce równowa»no±¢ programów. Nale»y tu wymieni¢ J. Yanova[] i
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Sh. Igarashi. Niestety, nie udaªo si¦ w peªni scharakteryzowa¢ równowa»no±ci
programów, ani równowa»no±¢ (programów) nie determinuje semantyki pro-
gramów. niewiele udaªo si¦ osi¡gn¡¢ przy takim podej±ciu.
W 1967 pojawiªa si¦ praca E. Engelera, w której wykazaª on, »e wªasno±¢ stopu
programu wyra»a si¦ formuª¡ � niesko«czon¡ alternatyw¡.
Nieco inaczej podszedª do semantyki programów R. Floyd[].
Twórcy j¦zyka Algol 60 zamierzali do opisu skªadni doda¢ opis semantyki poszczegól-
nych konstrukcji j¦zykowych. Zamiar ten jednak nie powiódª si¦.
Od poczatków XIX wieku prowdzono prace zmierzaj¡ce do uporzadkowania
podstaw matematyki. Przypomnijmy, »e w rachunku ró»niczkowym mówiono
o wielko±ciach niesko«czenie maªych, ale jednak róznych od zera, itp. Gottlob
Frege podaª Zdania oznajmuj¡ce i rola Fregego oraz Boole'a.
W latach 30 XX wieku Alfred Tarski [] podaª de�nicj¦ poj¦cia prawdziwo±ci for-
muªy, odró»niª wyra»enie zdaniowe (formuªa) od wyra»enia nazwowego (term).
De�nicja prawdziwo±ci, rozumienie termu jako nazwy funkcji w odpowiedniej
strukturze algebraicznej, formuªy jako funkcji ze zboru warto±ciowa« zmien-
nych w zbiór warto±ci logicznych uderza programist¦: �przecie» to mowa o
programowaniu�. Niestety, Tarski nie rozwin¡ª swojej koncepcji na algorytmy.
Dzisiaj zgadzamy si¦ z tym, »e jego wpªyw na semantyk¦ wyra»e« (w j¦zykach
programowania) byª decyduj¡cy, ale nie podj¡ª on wyzwania by opisa¢ seman-
tyk¦ algorytmów. Badacze pracuj¡cy w podstawach matematyki zajmowali si¦
poj¦ciem obliczalno±ci. Charakteryzowali zbiór funkcji obliczalnych. Nie zaj-
mowali si¦ j¦zykiem w którym te warto±ci funkcji obliczalnych s¡ obliczane.

J¦zyk termów (wyra»e« nazwowych) i formuª (wyra»e« zdaniowych) wymaga
uzupeªnienia o programy (algorytmy) .

Zdania o programach.
Rachunek programów czyli logika algorytmiczna
Dziaªania niesko«czone w rachunku programów � p¦tla while i kwanty�ka-

tory iteracji.
Tarski � poj¦cie speªniania.
Rózne de�nicje algorytmu, teza Churcha i brak formuª zdaniowych wyra»a-

j¡cych wªasno±ci algorytmów.
S. Kleene byª blisko. Twierdzenie o postaci normalnej ... Zwi¡zek operacji

minimum z konstrukcj¡ while jest oczywisty.

Gar±¢ pyta«

Zbieramy tu pytania z jakimi informatycy powinni by¢ obeznani. Ka»dy powinien
samodzielnie wyrobic sobie pogl¡d jak odpowiedzie¢ na te pytania. W ten
sposób chcemy zach¦ci¢ do wyrobienia sobie ±wiatopogl¡du informatycznego.

� Czy kompilator przeksztaªci instrukcj¦ przypisania do najlepszej mo»liwej
postaci?

� Czy powstan¡ kompilatory sygnalizuj¡ce bª¡d zap¦tlenia si¦ oblicze« pro-
gramu?

� Instrukcja for (przy speªnieniu kilku naturalnych ogranicze«) ma oblicze-
nie sko«czone. Instrukcja while mo»e mie¢ obliczenia niesko«czone. Czy
mo»na si¦ pozby¢ tej instrukcji z j¦zyka?
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� Czym s¡ deklaracje funkcji i procedur wyst¦puj¡ce w programie?

� Zbiór funkcji obliczalnych = Zbiór funkcji programowalnych.
Co z tego wynika?

� Czy twórcy j¦zyka Java sªusznie post¡pili zabraniaj¡c instrukcji dealokacji
obiektu? Czy decyzja przyj¦ta przez autora j¦zyka C++ by pozwoli¢ na
uzywanie instrukcji delete jest lepsza?

� Dynamiczna czy statyczna semantyka wielko±ci nielokalnych?

� Czy protokól alien call mo»na zaimplementowa¢ w Javie?

� Czy komputery wielordzeniowe i protokóª alien call pasuj¡ do siebie?

Cele tej ksi¡»ki:

� nauczy¢ tworzenia programów w Loglanie,

� nie mo»emy ogranicza¢ si¦ do nauki skªadni, konieczne jest rozumienie
skutków umieszczenia tej a nie innej linijki tekstu w programie,

� a wi¦c musimy opanowa¢ semantyk¦ ,

� na tym nie ko«czy si¦ nasze zadanie � program powstaje po co±, program
ma rozwi¡zac jakie± zadanie,

� nauczmy si¦ argumentowania, »e nasz program dobrze rozwi¡zuje postaw-
ione zadanie, powinni±my posiada¢ umiejetno±¢ oceny kosztów, a tak»e
umiej¦tno±¢i obni»ania kosztów eksploatacji naszego oprogramowania, umiej¦t-
no±¢ optymalizacji oprogramowania.

O skªadni J¦zyk programowania jest j¦ykiem sformalizowanym, poniewa» tego
wymaga kompilator. Formalizacja ta nie mo»e przeszkadzac czªowiekowi w rozu-
mieniu i analizowaniu programu. B¦dziemy starali si¦ trzyma¢ powy»szego � w
celach dydaktycznych, ale nie tylko. Zªozono±¢ j¦zyka Loglan (pomimo zwi¦zªej
skªadni) jest tak du»a, »e nie potra�my dzi± poda¢ aksjomatycznej de�nicji se-
mantyki Loglanu.

1.0.1 Prezentacja tre±ci

Przedstawimy rosn¡cy ci¡g podj¦zyków j¦zyka Loglan. i dla ka»dego z nich
postaramy si¦ okre±li¢ skªadni¦, semantyk¦ i wirtualny komputer realizujacy
obliczenia programów napisanych w tym j¦zyku. Semantyk¦ b¦dziemy de�n-
iowa¢ podaj¡c odpowiedni¡ de�nicj¦ obliczenia. Podamy te» aksjomaty rachunku
programów odpowiednie dla kolejnego podj¦zyka Li.
W ka»dym rozdziale znajd¡ si¦ przykªady dowodów poprawno±ci programów.

Formalizm oparty b¦dzie na logice algorytmicznej czyli rachunku programów.
Poznawa¢ b¦dziemy rosn¡cy ci¡g podj¦zyków j¦zyka Loglan'82.

L0 ⊂ L1 ⊂ L2 ⊂ L3 ⊂ . . .L10 ⊂ Loglan

i ci¡g coraz mocniejszych abstrakcyjnych komputerów

K0 @ K1 @ K2 @ K3 @ . . .K10 @ VLP
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a tak»e ci¡g teorii algorytmicznych

T0 ⊂ T1 ⊂ T2 ⊂ T3 ⊂ . . . T10.

Ka»demu j¦zykowi Li odpowiada abstrakcyjny komputerKi, który potra� wykony-
wa¢ programy zapisane w tym j¦zyku. B¦dziemy si¦ stara¢, by równocze±nie z
de�nicj¡ kolejnego podj¦zyka Li poda¢ de�nicj¦ algorytmicznej teorii Ti. Teoria
Ti ma dostarcza¢ aksjomaty i reguªy wnioskowania niezb¦dne do analizowania
semantycznych wªasno±¢i programów z j¦zyka Li. Zamiar ten b¦dziemy real-
izowa¢ dla j¦zyków opisanych w piewszej cz¦±ci naszej ksi¡»ki. Zapraszamy
natomiast do wspóªpracy nad aksjomatyzacj¡ j¦zyków zawartych w cz¦±ciach
nast¦pnych.

Ka»dy program P wykorzystuje pewien zestaw narz¦dzi programowania i w ten
sposób plasuje si¦ w pewnym j¦zyku Li. Programy z j¦zyka Li wykonuje kom-
puter Ki. Program mo»e by¢ wykonywany z ró»nymi danymi. Zbiór danych
jest niesko«czony. Czy mo»na zawczasu (zanim oddamy program u»ytkown-
ikowi) sprawdzi¢ czy jest on poprawny? NIE! pisaªo o tym wielu autorów por.
??.
Ale mo»emy podj¡¢ si¦ próby udowodnienia, »e program ma po»¡dane wªa±ci-
wo±ci. Wªa±ciwo±ci semantyczne - to nas interesuje!

Peªno±¢

Mo»na sobie zadawa¢ pytania: czy wªasno±¢ semantyczna W prawdziwa w re-
alizacji na komputerze K posiada dowód? Okazuje si¦, »e badanie wªa±ciwo±cipopraw!

programu P ∈ Li mo»na przeprowadza¢ w teorii Ti lub w jej pewnym rozszerze-
niu T Pi . Teoria T Pi jest w porównaniu z teori¡ Ti bogatsza o nowe aksjomaty
zde�niowane przez deklaracje funkcji zawarte w programie P . W drugiej cz¦±ci
zobaczymy, »e wzbogacenie mo»e tez polega¢ na dodaniu caªych nowych teorii �
dzieje si¦ tak , gdy w programie pojawiaj¡ si¦ deklaracje klas. Por. cz¦±¢ drug¡
Programuj z klas¡.
Tym, którzy lubi¡ wyzwania proponujemy by wzi¦li udziaª w programie bada-
nia jakie teorie opisuj¡ programowanie z wspóªprogramami i procesami. Nale»y
spodziewa¢ si¦ czegos nowego.

A oto kilka pierwszych podj¦zyków j¦zyka Loglan.

� L0 � j¦zyk instrukcji drukowania,

� L1 � j¦zyk wyra»e« (arytmetycznych, znakowych, boolowskich, )

� L2 � j¦zyk programów liniowych, (same instrukcje przypisania)

� L3 � j¦zyk programów elementarnych,

� L4 � j¦zyk programów z tablicami,

� L5 � j¦zyk programów iteracyjnych,

� . . .

� Loglan
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W ka»dej warstwie obowi¡zuje ta sama de�nicja poj¦cia programu. Pro-
gram jest specy�cznym blokiem. Na blok skªadaj¡ si¦ zbiór (a dokªadniej, ci¡g)
deklaracji D i ci¡g instrukcji I. Kolejne elementy tych ci¡gów s¡ oddzielone
od siebie znakiem ±rednika; Poj¦cia te b¦dziemy de�niowa¢ na nowo w ka»dym
kolejnym j¦zyku Li.

De�nicja 1.1. Niech D oznacza ci¡g deklaracji, niech I oznacza ci¡g instrukcji.

Programem jest wyra»enie o nast¦puj¡cej strukturze

program Nazwa_programu;
D

begin
I

end

Sªowa program, begin, end s¡ sªowami kluczowymi j¦zyka.

Nie u»ywaj ich do oznaczania czegokolwiek.

d Uwaga dotycz¡ca sposobu pisania sªów kluczowych.

Dawno temu wymy±lono nast¦puj¡c¡ zasad¦: sªowa kluczowe w

druku pojawiaj¡ si¦ jako póªgrube, na tablicy pisane s¡ za± jako

podkre±lone.

koniec uwagi. c
Sªów kluczowych u»ywamy do organizowania struktury pro-

gramu. Tutaj s¡ to nawias otwieraj¡cy program, ±ródnawias

begin, nawias zamykaj¡cy end. Sªów tych nie formatujemy w

pliku ¹ródªowym programu, ale narz¦dzia edytuj¡ce mog¡ je

pokazywa¢ w kolorze.

Zbiór wyra»e« poprawnie zbudowanych WFF ka»dego rozwa»anego podj¦zyka
Li j¦zyka Loglan jest sum¡ kilku zbiorów: zbioru wyra»e« W, zbioru deklaracji
D, zbioru instrukcji I i zbioru programów WP.

WFF =W ∪D ∪ I ∪WP

Omawiany w tym rozdziale zbiór wyra»e« W skªada si¦ z kilku rozª¡cznych
podzbiorów: zbioru wyra»e« arytmetycznych typu caªkowitoliczbowego WI,
zbioru wyra»e« arytmetycznych typu rzeczywistego � real WR (inaczej, ter-
mów), zbioru formuª (inaczej zbioru wyra»e« boolowskich)WB, zbioru wyra»e«
znakowych WC, zbioru wyra»e« typu string WS.

W =WI ∪WR∪WB ∪WC ∪WS

Z ka»dym j¦zykiem Li zwi¡»emy odpowiedni abstrakcyjny komputer Ki. Jest
to abstrakcyjna maszyna wirtualna. Nie zastanawiamy si¦ nad jej realizacj¡ w
komputerze. Z drugiej strony jest oczywiste, »e operacje jakie wykonuje ta
maszyna s¡ efektywne (tj. obliczalne). B¦dziemy te» mówi¢ wirtualny procesor rozwi«

loglanowski � VLP. Komputery Ki tworz¡ ci¡g maszyn coraz mocniejszych i
przybli»aj¡ loglanowski procesor virtualny VLP.
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Program logiki algorytmicznej

Lub inaczej, kolejne pytania i zadania jakie prowadz¡ do skonstruowania i za-
stosowa« rachunku programów. Rachunek programów to inna nazwa logiki al-
gorytmicznej.

1. Czy (algorytm) program jest tekstem?

2. Czy obliczenie algorytmu jest wyznaczone przez jego tekst? NIE. S¡
ciekawe przykªady algorytmów o zupeªnie ró»nych obliczeniach gdy za-
stosowano je w ró»nych strukturach danych

3. Odró»niamy wªasno±ci syntaktyczne programów (algorytmów) od wªas-
no±ci semantycznych. Te pierwsze s¡ nieciekawe, nietrudne w analizie.
Np. . . .Wªasno±ci semantyczne s¡ niebanalne. TAK!. Poniewa» . . .

4. Czy mozna dowodzi¢ wªasno±ci semantyczne programów. TAK!

5. W tym celu nale»y wyrazi¢ wªasno±c semantyczn¡ przez odpowiedni¡ for-
muª¦.

6. Wykazanie, »e formuªa ta jest prawdziwa to to samo co wykazanie, »e
prawd¡ jest iz wªasno±¢ semantyczna programu zachodzi.

7. Wymaga to wyj±cia poza j¦zyk pierwszego rz¦du. Wprowadzamy formuªy
algorytmiczne.

8. J¦zyk zawiera trzy rodzaje napisów: termy, formuªy i programy

9. Nale»y skonstruowac system aksjomatów i reguª wnioskowania pozwala-
j¡cy przeprowadza¢ dowody formuª algorytmicznych, a wi¦c semantycznych
wªasno±ci programów.

10. Zbadac taki system, czy nie zawiera sprzeczno±ci i czy jest kompletny.

11. Gromadzi¢ do±wiadczenia w stosowaniu narz¦dzia jakim jest rachunek pro-
gramów.



Cz¦±¢ I

Programowanie algorytmów

lub

programowanie strukturalne

9
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Ta cz¦±¢ dzieli si¦ na dwie mniejsze cz¦±ci. W rozdziaªach 2 - ?? pozna-
jemy skªadni¦ i semantyk¦ programowania w pierwotnych typach danych (tzn.
w strukturach algebraicznych integer, real, ..). Po opanowaniu tego mateiaªu
b¦dziesz umiaª analizowac programy ... Chcemy podkreslic, »e przedstawione tu
wªasno±ci operacji programotwórczych s¡ istotne na dalszych szczeblach naszego
rozumienia narz¦dzi programowania. napisz to lepiej

W drugiej cz¦±ci, w rozdziaªach ?? - 10 poznajemy narz¦dzia wzbogacania zas-
tanych typów (tj. struktur danych) o nowe instrukcje atomowe i o nowe operacje
i predykaty. Do tego celu sªu»a deklaracje bloków, procedur i funkcji oraz in-
strukcje procedury i nazewniki funkcyjne.
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Rozdziaª 2

L0 Drukowanie

W tym, niedu»ym, rozdziale nauczymy si¦ drukowa¢ liczby i teksty. Jest to
niezb¦dne dla opanowania umiej¦tno±ci tworzenia i uruchamiania wªasnych pro-
gramów.

2.1 J¦zyk L0

L0  L1  L2  L3  L4  L5  L6  L7  L8  L9  L10

W programach j¦zyka L0, ci¡g deklaracji � D, jest zawsze napisem pustym,
natomiast I � ci¡g instrukcji, jest dowolnym sko«czonym, ci¡giem instrukcji
atomowych postaci: writeln i write( ). Argumentem instrukcji write mo»e by¢
tekst lub znak lub wyra»enie arytmetyczne. Niech s oznacza text, c oznacza
znak, τ oznacza wyra»enie arytmetyczne.
W j¦zyku L0 wyra»eniem arytmetycznym jest liczba, caªkowita lub liczba z
przecinkiem dziesi¦tnym. S¡ to wyra»enia arytmetyczne najprostszej postaci.
W kolejnych j¦zykach zbiór wyra»e« arytmetycznych b¦dzie zawiera¢ coraz wi¦cej
napisów. Odpowiednio zwieksza¢ si¦ b¦dzie zbiór instrukcji drukowania.

Instrukcja Efekt
writeln wypisuj od nowego wiersza
write(“text′′) wypisz text
write('znak') wypisz znak
write(τ) wydrukuj warto±¢ wyra»enia τ
write(τ :k) wydrukuj warto±c τ , na k pozycjach
write(τ :k:m) j.w., m znaków po przecinku

Ci¡g kolejnych instrukcji write mo»esz skróci¢ wg tego wzoru

write(A); write(B); write(C); write(D);. . . ; write(M)

zast¡p przez

write(A,B,C,D,. . . ,M).

Par¦ instrukcji

13
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write(argumenty);writeln

mo»esz zast¡pi¢ przez

writeln(argumenty).

Przykªady

program druk1;
begin

writeln(�Witaj!")
writeln;
writeln(�0123456789012345678901234567890");
write(3.1415926:12:7);write(' ');write('a'); writeln(3.1415926:12:3);
writeln(�0123456789012345678901234567890");
writeln(�quick brown fox jumps over the leazy dog")

end

2.2 Abstrakcyjny komputer K0

Ta maszyna wykonuje po kolei instrukcje programu i wypisuje na ekranie odpowied-
nie znaki dopóki ci¡g instrukcji pozostaj¡cych do wykonania nie jest pusty.
Komputer wyposa»ony jest w pami¦¢ programu i ekran (lub drukark¦).
Drukowanie na ekranie przebiega nieco inaczej niz na drukarce(papierze). Ta
ró»nica nie powinna sprawia¢ Ci kªopotu. RYSUNEK komputera K0
Wykonanie instrukcji writeln spowoduje przej±cie do nowej linii. Wykonanie
instrukcji write('c') polega na wypisaniu znaku 'c' na ekranie.

2.3 Zaawansowane drukowanie

Mo»esz wzbogaci¢ repertuar drukowanych znaków. Urz¡dzenia drukuj¡ce zdolne
sa do drukowania znaków o ró»nym kroju (ang. fonts).
Mo»na tak»e kierowa¢ drukowanie do pliku i przekazywac takie pliki do pó»niejszego
odczytywania.

2.3.1 Drukowanie wzbogacone

Drukowanie na ekranie komputera mo»emy urozmaici¢ stosuj¡c tzw. kody
ucieczki (ang. ESC � escape). Znak ESC ma numer 27 st¡d polecenie drukowa-
nia znaku chr(27).
Polecenie drukowania znaków póªgrubych (ang. bold)

write( chr(27), "[1m")
Kolejne znaki pojawiaj¡ce si¦ na ekranie b¦d¡ 'tªu±ciejsze' - póªgrube.
Polecenie drukowania znaków pochylonych - kursywa

write( chr(27),"[3m")
Kolejne znaki pojawiaj¡ce sie na ekranie b¦d¡ drukowane pismem pochylonym.
Polecenie drukowania znaków normalnie

write( chr(27), "[0m")
Kolejne znaki pojawiaj¡ce si¦ na ekranie b¦d¡ drukowane normalnie.
Mo»esz te» próbowa¢ wydrukowa¢ tekst migaj¡cy (ang. blinking)
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write( chr(27), "[5m")
lub odwracaj¡c kolory tªa i znaku (ang. reverse)

write( chr(27), "[7m")
Drukowanie znaków z podkre±leniem (ang. underscore) nast¡pi po wydaniu
takiego polecenia:

write( chr(27), "[4m").
Mo»esz drukowa¢ znaki kolorowe:

write( chr(27), "[32m"); na zielono
write( chr(27), "[31m"); na czerwono
write( chr(27), "[30m"); na czarno
write( chr(27), "[33m"); na »óªto
write( chr(27), "[34m"); na niebiesko
write( chr(27), "[35m"); magenta
write( chr(27), "[36m"); cyan
write( chr(27), "[37m"); na biaªo

lub na kolorowym tle
write( chr(27), "[40m"); na czarnym tle
write( chr(27), "[41m"); na czerwonym tle
write( chr(27), "[42m"); na zielonym tle
write( chr(27), "[43m"); na »óªtym tle
write( chr(27), "[44m"); na niebieskim tle
write( chr(27), "[45m"); tªo magenta
write( chr(27), "[46m"); tªo cyan
write( chr(27), "[47m"); na biaªym tle

Polecenia steruj¡ce poªo»eniem kursora na ekranie
Mo»esz znacznie wzbogaci¢ repertuar polece« drukowania stosuj¡c tzw. �sek-

wencje ESC �. Zobacz program ansitest.log. �wiczenia na umiej¦tno±¢ planowania
wydruku ...
Wydrukuj tabelk¦
Wydrukuj program

2.3.2 Drukowanie do pliku

Ten podrozdziaª mo»esz na razie opu±ci¢.
Program mo»e posªugiwac sie plikami. W tymm miejscu omawiamy pliki tekstowe.
Inne rodzaje plików s¡ opisane gdzie indziej [43].
Deklaracja plików 'wewn¦trznych' programu ...

... ?

2.4 Teoria konkatenacji

Drukowanie wydaje si¦ by¢ czynno±ci¡ oczywist¡ i zrozumiaª¡. Wªa±ciw¡ dla
niego teori¡ jest teoria konkatenacji, sformuªowana przez Alfreda Tarskiego w
XXw. Teoria ta jest nierozstrzygalna. Dowód tego faktu podaª w 2006 roku
Andrzej Grzegorczyk.
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Aksjomaty teorii konkatenacji

Sygnatura tej teorii dziaªanie konkatenacji (oznaczane *), staªe (tj. atomy) i
równo±¢.

x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z (A1)

x∗y = z∗u =⇒ ((x = z∧y = u)∨(∃w)((x∗w = z∧w∗u = y)∨(z∗w = x∧w∗y = u)))
(A2)

oraz pewna liczba aksjomatów opisuj¡cych atomy tj. znaki alfabetu np.

¬(α = x ∗ y) (A4)

¬(β = x ∗ y) (A5)

¬(α = β) (A6)

W powy»szych trzech formuªach nale»y napis α zast¡pi¢ przez symbol z alpha-
betu np. 'A', a napis β zast¡pi¢ przez inny element alfabetu np. '9', i powtórzy¢
to wielokrotnie.
Pierwszy aksjomat nie budzi w¡tpliwo±ci: drukowanie jest operacj¡ ª¡czn¡ �
wszystko jedno czy najpierw wydrukujemy sªowo x ∗ y a po nim sªowo z, czy
te» najpierw wydrukujemy sªowo x a po nim po kolei sªowa y i z.
Drugi aksjomat te» jest oczywisty: je±li wydrukowali±my na dwa ró»ne spsoby
ten sam napis. tzn. gdy sªowo x ∗ y jest równe sªowu z ∗ u to albo x = z i
y = u albo istnieje takie sªowo w, »e x ∗ w = z i w ∗ u = y lub z ∗ w = x i
w∗y = u. Tarski objasniaª ten aksjomat w taki sposób: Przypu±¢my, »e na póªce
ustawiono dwa razy ci¡g ksi¡»ek. Najpierw pierwsza osoba ustawiªa podci¡g x,
do tego dostawiªa (konkatenacja) podci¡g y. Nieco pó¹niej inna osoba na póªce
ustawiªa najpierw podci¡g z, a pó¹niej u. Je»eli w obu wypadkach uzyskano to
samo ustawienie ksi¡»ek x ∗ y = z ∗ u, to albo x = z i y = u albo istnieje taki
podci¡g w ksi¡»ek, »e x ∗ w = z i w ∗ u = y albo z ∗ w = x i w ∗ y = u.

z︷ ︸︸ ︷
books_on_the_shelf_were

u︷ ︸︸ ︷
_put_twice_by_different_persons

books_on_the_shelf_were_put_twice︸ ︷︷ ︸
x

_by_different_persons︸ ︷︷ ︸
y

W tym przypadku sªowo w to _put_twice.

rysunek póªka z
ksi¡»kami

books_on_the_shelf_were︸ ︷︷ ︸
z

_put_twice︸ ︷︷ ︸
w

_by_different_persons︸ ︷︷ ︸
y

Pozostaªe aksjomaty stwierdzaj¡, »e napisy α i β s¡ niepodzielne i ró»ne.
Prof. Andrzej Grzegorczyk [16] wykazaª, »e w takiej teorii (nawet z dwoma tylko
atomami) mo»na reprezentowa¢ ka»d¡ funkcj¦ programowaln¡. St¡d stosuj¡c
rozumowanie przek¡tniowe mo»na wyprowadzi¢ nast¦puj¡ce twierdzenie: teoria
konkatenacji jest nierozstrzygalna.
Inaczej mówi¡c, posªuguj¡c si¦ tylko operacj¡ drukowania i kwanty�katorami
mo»emy zbudowa¢ formuªy na tyle skomplikowane, »e nie istnieje jeden ogólny
algorytm rozstrzygania ich prawdziwo±ci.



Rozdziaª 3

L1 Wyra»enia

L0  L1  L2  L3  L4  L5  L6  L7  L8  L9  L10

J¦zyk L1 wprowadza wyra»enia. Programista powinien umie¢ udziela¢ odpowiedzi
na pytania podobne do wymienionych poni»ej:

Skªadnia Czy dany napis ω jest poprawnie napisanym wyra»eniem?
Tu z pomoc¡ przyjdzie nam kompilator. Dzi¦ki niemu, nauka tworzenia
poprawnych wyra»e« przychodzi nam ªatwo, nie musisz si¦ martwi¢.

Semantyka Czy warto±ci wyra»e« ω i θ s¡ równe (tj. czy jedno wyra»enie mo»na
zast¡pi¢ drugim?
Podobne pytanie to pytanie porównuj¡ce dwa wyrazenia arytmetyczne,
czy formuªa ω < θ jest prawdziwa? Itp.

Dowód Czy podana argumentacja na rzecz tezy ω = θ jest poprawna?
Z jakich wªasno±ci(aksjomatów) typu pierwotnego (lub obiektowego) wyprowad-
zono podany dowód?

Przyda si¦ mie¢ pewien trening w algebrze zanim zaczniemy odpowiada¢ na
pytania z drugiej i trzeciej grupy. W ka»dym j¦zyku programowania zbiór
wyra»e« peªni wa»n¡ rol¦. Ka»dy j¦zyk programowania de�niuje ten zbiór w
nieco inny sposób. Ró»nice pomi¦dzy wyra»eniami w jednym i w drugim j¦zyku
programowania nie s¡ ani du»e ani istotne. W tym rozdziale nie b¦dziemy
przykªada¢ wi¦kszej wagi do ró»nic. Co wi¦cej, w niniejszym rozdziale przyjmiemy,
(bez zmniejszenia ogólno±ci naszych rozwa»a«) uproszczone de�nicje wyra»e«
caªkowito-liczbowych i wyra»e« arytmetycznych typu real. Wyra»enia wys-
t¦puj¡ te» w matematyce i we wszystkich dziedzinach w których matematyka
jest stosowana. Szerzej spotykana nazwa wzory jest bardzo cz¦sto spotykanym
odpowiednikiem poj¦cia wyra»enia. W j¦zykach programowania zbiór wyra»e«
dzieli si¦ na zbiór wyra»e« arytmetycznych, znakowych i tekstowych i zbiór
wyra»e« boolowskich. W podr¦cznikach logiki (matematycznej) zbiór wyra»e«
dzieli si¦ na zbiór termów tj. wyra»e« nazwowych i zbiór formuª tj. wyra»e«
zdaniowych. Formuªy bez kwanty�katorów (tj. formuªy otwarte) i wyra»enia
boolowskie to mniej wi¦cej to samo.

W latach trzydziestych XX wieku Alfred Tarski opublikowaª prac¦ [44],
w której zaproponowaª by wyra»enia pojmowa¢ jako opisy funkcji ze zbioru

17
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warto±ciowa« zmiennych w zbiór odpowiednich warto±ci. W ten sposób za-
pocz¡tkowana zostaªa nowoczesna semantyka wyra»e«. Dla programistów ten
sposób my±lenia jest naturalny: w programie wyst¦puj¡ zmienne. W danej
chwili zmienne te maj¡ jakie± warto±ci - jest to warto±ciowanie. W wyra»eniu
wyst¦puj¡ tak»e znaki dziaªa« np. znak + dziaªania dodawania ⊕ i znak / dzi-
aªania dzielenia �. Znaczeniem wyra»enia a + b · c jest wi¦c trój-argumentowa

funkcja, która warto±ciowaniu v :
a b c

va vb vc
przyporz¡dkowuje warto±¢ va⊕(vb�

vc). Poni»ej podajemy dokªadn¡ de�nicj¦ znaczenia przypisanego wyra»eniu. W
tej chwili zapami¦tajmy, »e dla ustalonego typu pierwotnego A

Warto±ciowanie jest odwzorowaniem ze zbioru zmiennych w zbiór warto±ci
�tj. elementów ustalonego typu. Deklaracje pozwalaj¡ wyliczy¢ wszystkie zmi-
enne ...

Programy w j¦zyku L1 dopuszczaj¡ deklaracje zmiennych i staªych pi¦ciu
typów pierwotnych. Instrukcjami s¡ nadal wyª¡cznie instrukcje drukowania.
Zauwa» jednak, »e w instrukcjach tych mo»emy stosowa¢ bogatszy repertuar
wyra»e«.

O de�nicji semantyki zaproponowanej przez Tarskiego ...
struktura danych A,
warto±ciowanie zmiennych v,
wyra»enie ω.
skªadaj¡ si¦ na odwzorowanie ωA(v)

Po kolei omówimy ró»ne rodzaje wyra»e«: wyra»enia caªkowito-liczbowe
WZ, wyra»enia typu real (z liczbami rzeczywistymi)WA , wyra»enia boolowskie
WB, wyra»enia znakoweWC, wyra»enia tekstowe (ang. string expression)WS,
wyra»enia tablicowe WT , wyra»enia obiektowe WO.
Zbiór wyra»e« W jest uni¡ zbiorów

W = {WZ ∪WA∪WB ∪WC ∪WS ∪WT ∪WO}

Omówienie wyra»e« tablicowych i obiektów tablic odkªadamy na pó¹niej. Wyra»e-
niom obiektowym i obiektom po±wi¦cimy wiele miejsca w dalszym ci¡gu tej
ksi¡»ki. Szczególne warto±ci wyra»e« obiektowych to obiekty wspóªprogramów
oraz obiekty procesów.
Najprostszymi wyra»eniami s¡ staªe (spotkali±my je wcze±niej) i zmienne. Zmi-
enna x zadeklarowana jako typu integer jest wyra»eniem typu integer. Oznacza
to tyle, »e warto±ci¡ tej zmiennej jest liczba caªkowita, a takze »e warto± tej
zmiennej mo»e by¢ argumentem dziaªania dopuszczalnego w strukturze alge-
braicznej integer czyli typie pierwotnym integer. podbnie jest z deklaracjami
innych zmiennych, by¢ mo»e innego typu. Ka

3.1 Przykªady programów

Obejrzyj te dwa przykªady. Zastanów si¦ co mo»e zosta¢ wydrukowane. Uru-
chom te programy i sprawd¹ czy trafnie odgadªe±.
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Przykªad 3.1.

program delta;
const a=2, b=5, c=1

begin

writeln(�delta=�,b*b-4*a*c)
end

I jeszcze jeden przykªad. Jak¡ rol¦ odgrywaj¡ deklaracje var zmiennych x i y?

Przykªad 3.2.

program znaki;
var x: real, y: integer;
const a='a', b=5, c=�Witaj�

begin

writeln(c,' ', a, b*b+x+y)
end

3.2 Typy pierwotne

Typy pierwotne: Boolean B0, integer Z, real R, char (znak) C, string(napis) S
s¡ strukturami algebraicznymi. Zakªada si¦, »e wirtualny komputer loglanowski
potra� realizowa¢ dziaªania opisane w tych strukturach.

3.2.1 Typ integer

Typ integer jest struktur¡ algebraiczn¡

Z = 〈Z,⊕,�,~,÷,modulo, =O, <O 〉

elementami struktury Z s¡ liczby caªkowite. Dziaªaniami tej struktury s¡ do-
dawanie ⊕, odejmowanie �, mno»enie ~, dzielenie caªkowito-liczbowe ÷ i reszta
z dzielenia tj. operacja modulo. W strukturze mamy dwie relacje =O równo±ci
i <O mniejszo±ci.
Ka»da z pi¦ciu operacji jest dwuargumentowa

⊕ : Z × Z → Z dodawanie
� : Z × Z → Z odejmowanie
~ : Z × Z → Z mno»enie
÷ : Z × {Z \ {0}} → Z dzielenie caªkowitoliczbowe

modulo : Z × {Z \ {0}} → Z reszta

i dwie dwuargumentowe relacje (lub je±li wolisz dwie funkcje charakterystyczne
relacji)

=O : Z × Z → {0,1} równo±¢
<O : Z × Z → {0,1} mniejszo±¢

3.2.2 Typ Boolean

Ten typ to znana dwu-elementowa algebra Boole'a. Uniwersum skªada si¦ z dwu
elementów 0 i 1. W algebrze tej rozwazamy dziaªania dwuargumentowe: kresu
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górnego ∪ i kresu dolnego ∩ oraz jednoargumentowe dziaªanie uzupeªnienia −.
Inne operacje mog¡ by¢ zde�niowane przy pomocy tych trzech.

B0 = 〈{0,1},∪,∩,−〉

∪ 0 1
0 0 1
1 1 1

∩ 0 1
0 0 0
1 0 1

0 1
− 1 0

Przy pomocy powy»szych tablic mo»emy okre±li¢ tabelk¦ dziaªania relatywnego
pseudouzupeªnienia →, które de�niujemy w ten sposób

a→ b
df
= −a ∪ b.

- ∪ 0 1
0 1 1 1
1 0 0 1

czyli
→ 0 1
0 1 1
1 0 1

3.2.3 Typ real

Ta struktura danych to zbiór liczb rzeczywistych (w Twoim komputerze b¦dzie
to pewien podzbiór zbioru liczb wymiernych). Dla naszych rozwa»a« mo»emy
jednak przyj¡¢, »e mamy do czynienia ze zbiorem liczb rzeczywistych wraz z
odpowiednimi dziaªaniami i relacjami.

R = 〈R,⊕,�,~,�, =O, <O 〉

Mamy tu cztery dziaªania dwuargumentowe:

⊕ : R×R→ R dodawanie
� : R×R→ R odejmowanie
~ : R×R→ R mno»enie
� : R× {R \ {0}} → R dzielenie

i dwie dwuargumentowe relacje (lub je±li wolisz dwie funkcje charakterystyczne
relacji)

=O : R×R→ {0,1} równo±¢
<O : R×R→ {0,1} mniejszo±¢

3.2.4 Typ znakowy - char

Ten typ to sko«czony zbiór znaków jakie mog¡ byc wprowadzane z klawiatury.

C = 〈A, ...z, 0, 1..., 9,+,−, ), (, ∗,&,%, $,#, !, 〉

bez »adnych operacji na znakach.
Uwaga. W kolejnych rozdziaªach wprowadzimy funkcje ord i char. I przy ich
pomocy okre±limy relacj¦ mniejszo±ci w zbiorze znaków. Koniec uwagi
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3.2.5 Typ tekstowy - string

Elementami tego typu s¡ sko«czone ci¡gi znaków. Jedyne dziaªanie to konkate-
nacja tekstów � operacja ta jest realizowana przez instrukcje drukowania.

3.3 Skªadnia

W j¦zyku zachowana zostaje struktura programu. Zbiór deklaracji zawiera
deklaracje zmiennych i staªych typów pierwotnych. Zbiór wyra»e« jest bogatszy.
Zbiór instrukcji to nadal tylko instrukcje drukowania, ale wyst¦puj¡ce w nich
wyra»enia s¡ teraz bardziej zªo»one.

3.3.1 deklaracje zmiennych i staªych

De�nicja 3.3. Niech ν oznacza identy�kator, ω niech b¦dzie nazw¡ pewnego
typu pierwotnego, ω ∈ {Boolean, integer, real, char, string } Deklaracja zmien-
nej ma nast¦puj¡ca posta¢

var ν : ω

Mówimy: zmienna ν jest (zadeklarowana) typu ω.
Przykªady i skróty

var x: integer;
var b12: Boolean;
var c2: char;
var y: real;
var n: string;

Deklaracje zmiennych powinny by¢ oddzielane znakiem ±rednika.
Mo»na ª¡czy¢ deklaracje np.

var c2:char, y: real, n: string;

Nazwa typu pierwotnego Boolean mo»e rozpoczyna¢ sie od maªej litery.
Obie deklaracje s¡ poprawne

var b12: boolean; var b13: Boolean;

Mo»emy te» napisa¢

var b12, b13: boolean;

Podobnie wygl¡da deklaracja staªej. Niech ν b¦dzie identy�katorem. Niech τ
b¦dzie wyra»eniem typu pierwotnego.

De�nicja 3.4. Napis postaci

const ν = τ

jest deklaracj¡ staªej ν. Typem staªej ν jest typ wyra»enia τ .

Przykªady

const c1=17;
const c2=17.01;
const c3='v';
const c44=�Witaj swiecie�;
const c4= (c1+c2)/2;
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3.3.2 Wyra»enia typów pierwotnych

Wyra»enia caªkowito-liczbowe WZ

Podana poni»ej de�nicja wyra»enia caªkowito-iczbowego ró»ni si¦ od de�nicji
jak¡ znajdziesz w Loglanie i wi¦kszo±ci innych j¦zyków programowania. Na ile
istotna jest ta ró»nica? Spróbuj odpowiedzie¢ na to pytanie rozwi¡zuj¡c ¢wicze-
nie ...

De�nicja 3.5. Zbiór wyra»e« caªkowito-liczbowych jest to najmniejszy zbiór
napisów WZ taki, »e

(i) ka»da zadeklarowana zmienna caªkowito-liczbowa z nale»y do zbioru WZ,
z ∈ WZ, ka»da liczba caªkowita c nale»y do zbioru WZ, c ∈ WZ, ka»da
zadeklarowana staªa caªkowito-liczbowa nalezy do zbioru WZ,

(ii) je±li do zbioru WZ nale»¡ napisy τ1 oraz τ2, to do zbioru WZ nale»¡ te»
napisy

(τ1 + τ2), (τ1 − τ2), (τ1 ∗ τ2), (τ1 div τ2), (τ1 mod τ2).

Przykªady wyra»e« caªkowito-liczbowych

Wyra»enia boolowskie

Wyra»enia boolowskie odgrywaj¡ bardzo wa»n¡ rol¦ w programowaniu � dwie
wa»ne konstrukcje programotwórcze: instrukcja warunkowa i instrukcja iteracji,
wymagaj¡ napisania wyra»enia boolowskiego. Ponadto, przy pomocy wyra»e«
boolowskich de�niuje si¦ budow¦ komputera i sposób realizacji dziaªa« na liczbach
caªkowitych.

De�nicja 3.6. Zbiór wyra»e« boolowskich to najmniejszy zbiór napisów WB
taki, »e

(i) Zmienna q zadeklarowana jako boolean, nale»y do zbioru WB, staªa c
zadeklarowana jako boolean, nale»y do zbioru WB, napisy �true� oraz
�false� nale»¡ do zbioru WB.

(ii) je±li napisy α i β nale»¡ do zbioru WB, to do zbioru WB nale»¡ te» napisy
postaci

(α or β), (α and β), not α

(iii) je±li napisy τ oraz ν s¡ wyra»eniami arytmetycznymi, to do zbioru WB
nale»¡ te» napisy postaci

(τ = ν), (τ 6= ν), (τ < ν), (τ > ν), (τ ≤ ν), (τ ≥ ν).
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Wyra»enia arytmetyczne typu real

De�nicja 3.7. Zbiór wyra»e« arytmetycznych typu real jest to najmniejszy zbiór
napisów WR taki, »e

(i) ka»da zmienna x któr¡ zadeklarowano jako typu real nale»y do zbioruWR,
x ∈ WR, ka»da liczba rzeczywista c nale»y do zbioru WR, c ∈ WR, ka»da
zadeklarowana staªa typu real nale»y do zbioru WR,

(ii) je±li do zbioru WR nale»¡ napisy τ1 oraz τ2, to do zbioru WR nale»¡ te»
napisy

(τ1 + τ2), (τ1 − τ2), (τ1 ∗ τ2), (τ1 / τ2).

Przykªady wyra»e« typu real:
x, y gdy zmienne x i y s¡ zadeklarowane typu real,
1.23, -2.34, 4.0E4
(x+(7.8-y))
Uwaga. Ani te przykªady, ani podana powy»ej skªadnia nie wyczerpuj¡ de�nicji
wyra»e« arytmetyxznych typu real!

Wyra»enia znakowe

Wyra»enia tekstowe

Wyra»eniem tekstowym jest zmienna zadeklarowana jako string lub staªa tek-
stowa.
Przykªady.
�Witaj smutku�
s Gdzie s jest zmienn¡ zadeklarowan¡ jako string. Ka»de wyra»enie mo»e drzewa wyra»e«

by¢ przedstawione w postaci drzewa. Przykªady.

3.4 Semantyka

Warto±¢ wyra»enia

3.4.1 Wyra»enia caªkowito-liczbowe

Znaczeniem wyra»enia caªkowito-liczbowego τ jest funkcja τZ ze zbioru ZV

warto±ciowa« zmiennych w zbiór liczb caªkowitych

τZ : ZV → Z.

Obliczanie warto±ci wyra»enia
Warto±¢ τ(v) wyra»enia τ dla ustalonego warto±ciowania v wyznacza si¦ zgodnie
z nast¦puj¡c¡ procedur¡:
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Wyra»enie τ warto±¢ τ(v) wynosi

τ jest liczb¡ l τ(v)
df
= l

τ jest staª¡ l τ(v)
df
= l

τ jest zmienn¡ z τ(v)
df
= v(z)

(τ1 + τ2) (τ1 + τ2)(v)
df
= (τ1(v)⊕ τ2(v))

(τ1 − τ2) (τ1 − τ2)(v)
df
= (τ1(v)	 τ2(v))

(τ1 ∗ τ2) (τ1 ∗ τ2)(v)
df
= (τ1(v)⊗ τ2(v))

(τ1 div τ2) (τ1 div τ2)(v)
df
=

{
τ1(v) ÷ τ2(v)) gdy τ1(v) 6= 0

nieokre±lone w.p.p.

(τ1 mod τ2) (τ1 mod τ2)(v)
df
=

{
τ1(v) modulo τ2(v)) gdy τ1(v) 6= 0

nieokre±lone w.p.p.

Podana powy»ej de�nicja znaczenia cieszy si¦ dwoma bardzo wa»nymi wªasno±-
ciami

Lemat 3.1. Dla ka»dego wyra»enia caªkowito liczbowego τ i dla ka»dego warto±-
ciowania zmiennych obliczenie warto±ci τ(v) istnieje obliczenie sko«czone, które
ma nie wi¦cej kroków ni» dªugo±¢ wyra»enia τ .

Dowód. Krok obliczenia polega albo na odczycie warto±ci zmiennej x w warto±-
ciowaniu v, albo na wykonaniu odpowiedniej operacji na otrzymanych wcze±niej
warto±ciach podwyra»e« τ1(v) i τ2(v). Dla termów o dªugo±ci 1 teza jest oczy-
wi±cie prawwdziwa. Zaªó»my , »e teza jest pawdzziwa dla wszystkich termów
o dªugo±ci nie wi¦kszej ni» k Dowód przebiega przez indukcj¦ ze wzgl¦du na
dªugo±¢ wyra»enia

Lemat 3.2. (o jednoznaczno±ci) Warto±¢ wyra»enia jest wyznaczona jednoz-
nacznie. Je±li istniej¡ dwa ró»ne obliczenia warto±ci termu τ dla warto±ciowa-
nia zmiiennich v, to wyniki oblicze« s¡ równe.

Przykªady
Wyra»enia τ : ((4 ∗ (x ∗ x)) − (9x + 5)) i η : ((4 ∗ x − 9) ∗ x) + 5 maj¡ t¦ sam¡
warto±¢, wyznaczaj¡ t¦ sam¡ funkcj¦ τN : N → N
...
Zauwa», »e caªkiem ró»ne wyra»enia mog¡ mie¢ równe warto±ci dla wszystkich
warto±ciowa«, np. x+y i y+x. Te spostrze»enia maj¡ realn¡ warto±¢. Pomoga
nam w skracaniu tekstu programu i w przy±pieszaniu jego oblicze«.
Ogólne zadanie: dla dowolnego wyra»enia caªkowito liczbowego ω znajd¹ na-
jbardziej optymalne równowa»ne wyra»enie, mo»e okaza¢ si¦ bardzo trudne.
Zadania

Zadanie 3.1. Do obliczenia warto±ci wyra»enia b ∗ b + a ∗ a + a ∗ 2 ∗ b trzeba
wykona¢ 4 mno»enia i 2 dodawania. Czy da si¦ wyznaczy¢ t¦ warto±¢ taniej,
tzn. w mniejszej liczbie kroków?

Wªasno±ci (aksjomaty) struktury integer, struktury real.
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Zadanie 3.2. Do obliczenia warto±ci wyra»e« a ∗ b− c ∗ d i a ∗ c+ b ∗ d potrzeba
4 mno»e« i dwu dodawa«. Przyjmijmy, »e operacja dodawania jest znacznie
ta«sza od operacji mno»enia. Czy mo»na obliczy¢ te dwie warto±ci przy pomocy
trzech mno»e«?

3.4.2 Wyra»enia arytmetyczne typu real

Obliczanie warto±ci wyra»e« arytmetycznych typu real de�niujemy w sposób
analogiczny ... Znaczeniem wyra»enia τ typu real jest funkcja τR ze zbioru RV

warto±ciowa« zmiennych w zbiór liczb rzeczywistych R

τR : RV → R.

Obliczanie warto±ci wyra»enia
Warto±¢ τ(v) wyra»enia τ dla ustalonego warto±ciowania v wyznacza si¦ zgodnie
z nast¦puj¡c¡ procedur¡:

Wyra»enie τ warto±¢ τ(v) wynosi

τ jest liczb¡ l τ(v)
df
= l

τ jest staª¡ l τ(v)
df
= l

τ jest zmienn¡ z τ(v)
df
= v(z)

(τ1 + τ2) (τ1 + τ2)(v)
df
= (τ1(v)⊕ τ2(v))

(τ1 − τ2) (τ1 − τ2)(v)
df
= (τ1(v)	 τ2(v))

(τ1 ∗ τ2) (τ1 ∗ τ2)(v)
df
= (τ1(v)⊗ τ2(v))

(τ1 / τ2) (τ1 / τ2)(v)
df
=

{
τ1(v) � τ2(v)) gdy τ1(v) 6= 0

nieokre±lone w.p.p.

Podana powy»ej de�nicja znaczenia cieszy si¦ dwoma bardzo wa»nymi wªasno±-
ciami

Lemat 3.3. Dla ka»dego wyra»enia τ typu real i dla ka»dego warto±ciowania
zmiennych obliczenie warto±ci τ(v) istnieje obliczenie sko«czone, które ma nie
wi¦cej kroków ni» dªugo±¢ wyra»enia τ .

Dowód. Krok obliczenia polega albo na odczycie warto±ci zmiennej x w warto±-
ciowaniu v, albo na wykonaniu odpowiedniej operacji na otrzymanych wcze±niej
warto±ciach podwyra»e« τ1(v) i τ2(v). Dla termów o dªugo±ci 1 teza jest oczy-
wi±cie prawwdziwa. Zaªó»my , »e teza jest pawdzziwa dla wszystkich termów
o dªugo±ci nie wi¦kszej ni» k Dowód przebiega przez indukcj¦ ze wzgl¦du na
dªugo±¢ wyra»enia

Lemat 3.4. (o jednoznaczno±ci) Warto±¢ wyra»enia jest wyznaczona jednoz-
nacznie. Je±li istniej¡ dwa ró»ne obliczenia warto±ci termu τ dla warto±ciowa-
nia zmiiennich v, to wyniki oblicze« s¡ równe.

Przykªady
Wyra»enia τ : ((4 ∗ (x ∗ x)) − (9x + 5)) i η : ((4 ∗ x − 9) ∗ x) + 5 maj¡ t¦ sam¡
warto±¢, wyznaczaj¡ t¦ sam¡ funkcj¦ τN : N → N
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...
Zauwa», »e caªkiem ró»ne wyra»enia mog¡ mie¢ równe warto±ci dla wszystkich
warto±ciowa«, np. x+y i y+x. Te spostrze»enia maj¡ realn¡ warto±¢. Pomoga
nam w skracaniu tekstu programu i w przy±pieszaniu jego oblicze«.
Ogólne zadanie: dla dowolnego wyra»enia caªkowito liczbowego ω znajd¹ na-
jbardziej optymalne równowa»ne wyra»enie, mo»e okaza¢ si¦ bardzo trudne.

3.4.3 Wyra»enia Boolowskie

Znaczeniem wyra»enia boolowskiego α jest funkcja αB0 ze zbioru warto±ciowa«
zmiennych boolowskich w dwuelementowy zbiór B0

αB0
: BVB

0 −→ B0

Funkcja ta jest oke±lona przez indukcj¦ ze wzgl¦du na dªugo±¢ wyra»enia w
nast¦puj¡cy sposób: Niech VB oznacza zbiór zmiennych boolowskich. Warto±-
ciami zmiennych boolowskich sa albo true albo false. Czasami zmaiast true
b¦dziemy pisa¢ 1, a zmiast false napiszemy 0.

Warto±ciowaniem zbioru zmiennych boolowskich nazywamy odwzorowanie
v : V → B0 przypisuj¡ce ka»dej zmiennej boolowskiej warto±c boolowsk¡ ze
zbioru B0 = {true, false}.

Litera W oznacza¢ b¦dzie zbiór warto±ciowa« zmiennych boolowskich W =
B0

V .
Ka»de wyra»enie boolowskie α zbudowane wedªug reguª (i) - (ii) wyznacza

funkcj¦ αB0
ze zbioru W w zbiór B0. Niech v oznacza warto±ciowanie zmien-

nych boolowskich.

Wyra»enie Warto±¢
true 1
false 0
(τ ≤ ν) val((τ ≤ ν), v) = val(τ, v) ≤ val(ν, v)
q ∈ VBoolean val(q, v) = v(q)
¬α val((¬α), v) = −val(α, v)
(α ∨ β) val((α ∨ β), v) = val(α, v) ∪ val(β, v)
(α ∧ β) val((α ∧ β), v) = val(α, v) ∩ val(β, v)

Zwró¢ uwag¦ na ró»nic¦ pomi¦dzy znakami ∨ i ∪. Pierwszy jest elementem
alfabetu rozpatrywanego j¦zyka, drugi oznacza operacj¦ alternatywy w dwuele-
mentowej algebrze Boole'a B0. Podobnie ...
Funkcj¦ val rozszerzymy na pozostaªe wyra»enia boolowskie wykorzystuj¡c wcze±niej
okre±lone znaczenie wyra»e« caªkowito-liczbowych.

Zadanie 3.3. Co mo»na powiedzie¢ o warto±ciach wyra»e«?

(α ∨ β) i (β ∨ α)

Napisa¢ przykªad dªugiego wyra»enia boolowskiego i jeszcze jednego wyra»e-
nia i zapyta¢ o ich równowa»no±¢.

Optymalizacja?
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3.4.4 Wyra»enia znakowe

3.4.5 Wyra»enia tekstowe

Staªe tekstowe
Zmienne tekstowe
W Loglanie wyra»enia tekstowe s¡ bardzo proste, nie ma operacji na tekstach.

3.5 Komputer K1

K0 @K1 @ K2 @ K3 @ K4 @ K5 @ K6 @ K7 @ K8 @ K9 @ K10

Komputer Tarskiego Ten komputer oblicza warto±ci wyra»e« posªuguj¡c si¦
stosem.
Jak to dziaªa?
Stos warto±ci
Elementami komputera s¡: pami¦¢ czyli warto±ciowanie zmiennych (i staªych)
oraz kalkulator zajmuj¡cy si¦ obliczaniem warto±ci wyra»e«. Kalkulator z kolei
ma stos warto±ci, aktualny symbol wej±ciowy , ... i tabel¦ akcji
wierzchoªek wej±cie
stosu staªa zmienna operator ( ) EoE
warto±¢ A B C D E F
operator A B C D Bª¡d Bª¡d
( A B C D Bª¡d Bª¡d

Gdzie litery A, B, C, D, E, F oznaczaj¡ odpowiednio, nast¦puj¡ce akcje:

A: wpisz warto±¢ staªej na (wierzcholek) stos,

B: odnajd¹ warto±¢ zmiennej w pami¦ci v i wpisz na wierzchoªek stosu,

C: przepisz operator na wierzchoªek stosu,

D: przepisz nawias otwieraj¡cy na wierzchoªek stosu,

E: pobierz ze stosu (pop) cztery elementy: warto±¢ w2, operator }, warto±¢
w1 i nawias zamykaj¡cy, oblicz warto±¢ w = w1 } w2 i wpisz w na stos.
Je»eli czwartym elementem nie jest nawias otwieraj¡cy to B��D,

F: pobierz warto±¢ w z wierzchoªka stosu; je±li stos jest niepusty to zgªo±
Bª¡d w przeciwnym przypadku zwró¢ obliczon¡ warto±¢ warto±¢ w.

Bª¡d bª¦dy ró»nego rodzaju powinny by¢ inaczej zgªaszane

Twierdzenie 3.5. Niech v b¦dzie warto±ciowaniem zmiennych zadeklarowanych
w programie. Niech τ b¦dzie wyra»eniem caªkowito-liczbowym.
A) Dla ka»dego poprawnie zbudownego wyra»enia caªkowito-liczbowego τ kom-
puter K1 poprawnie obliczy warto±¢ τ(v) tego wyra»enia dla danego warto±ciowa-
nia v.
B) Je±li wyra»enie τ zawiera bª¡d skªadniowy, to zostanie on zasygnalizowany.

Dowód. Dowód przebiega przez indukcj¦ ze wzgl¦du na dªugo±¢ wya»enia τ .
Je±li wyra»enie τ jest zmienn¡ x, to najpierw na stos zostanie wprowadzona teza indukcyjna?
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warto±¢ v(x), a w nast¦pnym kroku po obejrzeniu symbolu EoE - koniec wyra»e-
nia komputer zwróci t¦ warto±¢.
Podobnie b¦dzie gdy wyra»enie τ jest staª¡.
Zaªó»my, »e dla wyra»e« krótszych ni» k, liczba naturalna teza twierdzenia jest
prawdziwa. Rozpatrzmy wyra»enie τ postaci (τ1 } τ2). Z zaªo»enia induk-
cyjnego komputer poprawnie obliczy warto±¢ τ1(v), a potem warto±¢ τ2(v) i
na wierzhoªku stosu b¦d¡: nawias otwieraj¡cy (, warto±¢ τ1(v), operator } i
warto±¢ τ2(v). Z kolei na wej±ciu pojawi si¦ nawias zamykaj¡cy ).
Dowód punktu B. Co to znaczy napis τ jest bª¦dnym wyra»eniem caªkowito-
liczbowym? Rozpatrzmy po kolei przypadki:

� brakuje nawiasu otwieraj¡cego τ1 } τ2), lub

� brakuje pierwszego argumentu (}τ2), lub

� brakuje operatora (τ1τ2), lub

� brakuje drugiego argumentu (τ1}), lub

� brakuje nawiasu zamykaj¡cego (τ1 } τ2

Atomowe wyra»enie ? posta¢? W ka»dym z tych przypadków komputer zasyg-
nalizuje bª¡d.

Omów znaczenie punktu B. Jest to gwarancja odporno±ci na ataki. Komputer
jest robust.

Rysunek
Tabela : Wej±cie x Wierzchoªek stosu �> Akcja

3.6 Analiza

Komputer K1 oblicza warto±ci wyra»e«. Wyra»enia opisuj¡ odwzorowania ze
zbioru warto±ciowa« w zbiór warto±ci odpowiedniego typu. Nietrudno zauwa»y¢,
»e wiele wyra»e« opisuje t¦ sam¡ funkcj¦. Mo»esz to potwierdza¢ ekspery-
mentuj¡c i drukuj¡c wyniki. Jak rozpozna¢ równo±¢ wyra»e«? Jak dowodzi¢
prawdziwo±ci wyra»e« boolowskich postaci τ1 = τ2? Umiej¦tno±¢ rozpoznawa-
nia wyra»e« opisuj¡cych te same odwzoworowania ma znaczenie praktyczne.
Porównaj wyra»enia (a+ b)2 i b ∗ b+ ba+ a2 + ab. Pierwsze wyra»enie wymaga
dwu dziaªa«, a drugie wymaga czterech mno»e« i trzech dodawa«. Je±li nasz
program b¦dzie musiaª powtórzy¢ obliczenie milion razy to mo»na zaoszcz¦dzi¢
bardzo wiele.

3.7 Aksjomaty

Testowanie czy dowodzenie?
Analiza programu dokonywana jest w odpowiedniej teorii. W klasie j¦zyków
omawianych w tym rozdziale, teoria jest wyznaczona przez zestaw deklaracji
programu i zestaw aksjomatów. W zbiorze L1 programów, ka»dy program ustala
zbiór zmiennych. Wyra»enia nie mog¡ zawiera¢ zmiennych (lub odpowiednio
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staªych) niezadeklarowanych. Typy pierwotne u»yte w tych deklaracjach decy-
duja o tym jaki zestaw aksjomatów jest niezb¦dny w trakcie analizy programu.
Poni»ej podajemy pi¦¢ zestawów dla ka»dego typu pierwotnego. Poczynaj¡c od
j¦zyka L7 deklaracje programu b¦d¡ mogªy zawiera¢ de�nicje funkcji, procedur,
klas. W takim przypadku zestaw niezb¦dnych aksjomatów b¦dzie musiaª byc
odpowiednio bogatszy.

3.7.1 aksjomaty algebr Boole'a

Wyra»enia Boolowskie, tj. formuªy otwarte, mo»na analizowa¢ posªuguj¡c si¦ se-
mantyk¡ opisan¡ powy»ej. Jest jeszcze inna droga, mo»na przeksztaªca¢ wyra»e-
nia Boolowskie w inne, równowa»ne wyra»enia posªuguj¡c si¦, podanymi poni»ej
aksjomatami algebr Boole'a.

Poni»ej podajemy zestaw aksjomatów.
(l1) ∀a,b∈B0 a ∪ b = b ∪ a ∀a,b∈B0 a ∩ b = b ∩ a
(l2) ∀a,b,c∈B0 a ∪ (b ∪ c) = (a ∪ b) ∪ c ∀a,b,c∈B0 a ∩ (b ∩ c) = (a ∩ b) ∩ c
(l3) ∀a,b∈B0

(a ∩ b) ∪ b = b ∀a,b∈B0
(a ∩ (a ∪ b) = a

(l4) ∀a,b∈B0
a ∩ (b ∪ c) = (a ∩ b) ∪ (a ∩ c) ∀a,b∈B0

a ∪ (b ∩ c) = (a ∪ b) ∩ (a ∪ c)
(l5) (a ∩ −a) ∪ b = b (a ∪ −a) ∩ b = b

W j¦zykach programowania operacje boolowskie s¡ oznaczane inaczej, zazwyczaj
tak.

j¦zyk operacja
Matematyka ∪ ∩ − > ⊥
lub ∨ ∧ ¬

Loglan or and not true false
C++, Java || && ! 1 0

Uwaga.
Koniec uwagi.

Ax1 ((α⇒ β)⇒ ((β ⇒ δ)⇒ (α⇒ δ)))

Ax2 (α⇒ (α ∨ β))

Ax3 (β ⇒ (α ∨ β))

Ax4 ((α⇒ δ) ⇒ ((β ⇒ δ) ⇒ ((α ∨ β)⇒ δ)))

Ax5 ((α ∧ β)⇒ α)

Ax6 ((α ∧ β)⇒ β)

Ax7 ((δ ⇒ α)⇒ ((δ ⇒ β)⇒ (δ ⇒ (α ∧ β))))

Ax8 ((α⇒ (β ⇒ δ))⇔ ((α ∧ β)⇒ δ))

Ax9 ((α ∧ ¬α)⇒ β)

Ax10 ((α⇒ (α ∧ ¬α))⇒ ¬α)

Ax11 (α ∨ ¬α)

reguªa odrywania

R1
α, (α⇒ β)

β
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3.7.2 Aksjomaty liczb caªkowitych

Aksjomaty pier±cienia uporz¡dkowanego oraz zdanie stwierdzaj¡ce, »e zbiór
liczb caªkowitych dodatnich jest dobrze uporz¡dkowany: ka»dy niepusty podzbiór
zbioru N liczb caªkowitych nieujemnych zawiera element najmniejszy.

Liczby caªkowite tworz¡ zbiór oznaczany integer (lub Z), razem z niepustym
podzbiorem N (liczb caªkowitych nieujemnych) i z dwoma operacjami dwuar-
gumentowymi dodawania i mno»enia, oznaczanymi przez + i ·, które speªniaj¡
nast¦puj¡ce aksjomaty:

� (Przemienno±¢) Dla ka»dej pary liczb caªkowitych a, b zachodz¡ równo±ci

a+ b = b+ a oraz a · b = b · a,

� (�¡czno±¢) Dla ka»dej trójki liczb caªkowitych a, b, c zachodz¡

(a+ (b+ c)) = ((a+ b) + c) oraz (a · (b · c)) = ((a · b) · c),

� (Rozdzielno±¢) Dla ka»dej trójki liczb caªkowitych zachodzi

(a+ b) · c = a · c+ b · c

� (Jedno±ci) Istniej¡ liczby caªkowite 0 i 1 takie, »e dla ka»dego a zachodzi

a+ 0 = a oraz a · 1 = a,

� (Domkni¦cie w N) Je±li a i b s¡ liczbami caªkowitymi nieujemnymi to
liczby a+ b oraz a · b te» s¡ liczbami caªkowitymi, nieujemnymi,

� (Addytywna odwrotno±¢) Dla ka»dej liczby caªkowitej a, istnieje taka
liczba caªkowita −a, »e zachodzi

a+−a = 0

� (Trichotomia) Dla ka»dej liczby caªkowitej a zachodzi dokªadnie jedna z
trzech relacji: albo a) liczba a jest nieujemna, albo b) liczba a jest zerem
a = 0 albo c) liczba −a jest nieujemna,

� (Dobre uporz¡dkowanie zbioru N) Ka»dy niepusty podzbiór zbioru liczb
caªkowitych, dodatnich ma element najmniejszy.

Ostatni aksjomat ma inny charakter ni» pozostaªe. U»yto w nim kwanty�ka-
tora wi¡»¡cego zbiory (a nie elementy). Nieco dalej, w rozdziale ?? podamy
algorytmiczny aksjomat liczb caªkowitych, bardziej przydatny w analizowaniu
algorytmów.
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3.7.3 Aksjomaty liczb rzeczywistych

Do wnioskowania o wªasno±ciach programów wykonywanych w strukturze liczb
rzeczywistych b¦dziemy wykorzystywa¢ aksjomaty ciaªa uporz¡dkowanego Archimedes-
owskiego.

� (Przemienno±¢ dodawania)

∀x,y∈R x+ y = y + x ,

� (�¡czno±¢ dodawania)

∀x,y,z∈R (x+ (y + z)) = ((x+ y) + z) ,

� (Rozdzielno±¢ mno»enia wzgl¦dem dodawania)

∀x,y,z∈R (x+ y) · z = x · c+ y · z

� (Jedno±¢ dodawania)

∃0∈R∀x∈R x+ 0 = x�

� (Addytywna odwrotno±¢)

∀x∈R∃−x∈R x+−x = 0

� (Przemienno±¢ mno»enia)

∀x,y∈R x · y = y · x,

� (�¡czno±¢ mno»enia)

∀x,y,z∈R (x · (y · z)) = ((x · y) · z),

� (Jedno±¢ mno»enia)

∃1∈R∀x∈R x · 1 = x,

� (Odwrotno±¢)

∀x∈R x 6= 0 =⇒ ∃x−1∈R x · x−1 = 1

� (Porz¡dek w zbiorze R)

∀x∈R ¬(x < x)

∀x,y,z∈R ((x < y ∧ y < z) =⇒ x < z)

∀x, y(x < y ∨ x = y ∨ y < x)

� (aksjomat Archimedesa) dla ka»dej pary liczb dodatnich 0 < y, y < x
istnieje liczba caªkowita, dodatnia k taka, »e x < k ∗ y.

∀y∈R∀x∈R(0 < y < x =⇒ ∃k∈N x < k · y)
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tzn. przyjmujemy, »e dziaªanie dodawania jest ª¡czne, przemienne i rozdzielne
z dziaªaniem mno»enia. Dla ka»dej liczby l istnieje liczba o przeciwnym znaku
−l, taka, »e l + −l = 0. Dziaªanie mno»enia jest ª¡czne i przemienne. Dla
ka»dej liczby l, l 6= 0 istnieje liczba l′ taka, »e l ∗ l′ = 1. Relacja < jest spójna,
przechodnia, asymetryczna, przeciwzwrotna. Zachodzi prawo ∀x, y(x < y ∨x =
y ∨ y < y).
Ponadto zachodzi prawo Archimedesa dla ka»dej pary liczb dodatnich x > 0, y >
0, y < x istnieje liczba caªkowita, dodatnia k taka, »e x < k ∗ y.

3.7.4 aksjomaty typu znakowego - char

O typie znakowym (char) wiadomo, »e jest to sko«czony zbiór. Wystarcz¡ wi¦c
dwa aksjomaty. Pierwszy to (dªuga) alternatywa mówi¡ca, »e kazdy znak to
x =′ A′ ∨ x =′ B′ ∨ · · · ∨ x =′ Z ′ ∨ x =′ 0′ · · · ∨ x =′ 9′ ∨ x =′ +′ ∨ x =′)′ . . .
Drugi to jeszcze dªu»sza formuªa stwierdzaj¡ca, »e ka»dy element zbioru C jest
ró»ny od pozostaªych.

3.7.5 aksjomaty typu string

Aksjomaty teorii konkatenacji przytoczyli±my w rozdziale 2 Drukowanie. W
j¦zyku nie wyst¦puje operacja konkatenacji na tekstach. Ale instrukcje drukowa-
nia wªa±nie t¦ operacj¦ realizuj¡, dopisuj¡c kolejne znaki i teksty do poprzednio
wydrukowanych.

3.8 Przykªady

Deklaracja zmiennej caªkowito liczbowej z wygl¡da tak:

var z: integer;

Mo»na te» deklarowa¢ staªe caªkowito-liczbowe, np.

const s7 = 7;

W instrukcjach write dopuszczamy teraz jako argumenty napisy b¦d¡ce wyra»e-
niami caªkowito-liczbowymi.

Podobnie jak wcze±niej program jest napisem o nast¦puj¡cej budowie
program <nazwa>;
<deklaracje zmiennych i staªych>
begin
<instrukcje drukowania>
end

Warto±¢ wyra»enia



Rozdziaª 4

L2 Programy liniowe

L0  L1  L2  L3  L4  L5  L6  L7  L8  L9  L10

W tym rozdziale zaczynamy programowa¢ tzn. tworzy¢ algorytmy. Programy
liniowe, jakie b¦dziemy rozpatrywa¢ w tym rozdziale s¡ bardzo wa»n¡ cz¦±ci¡
ka»dego algorytmu. S¡ to ci¡gi instrukcji przypisania.

���������������
TODO

� SWAP(x,y) zamiana warto±ci,

� instrukcja x ← tau moze by¢ rozªo»ona na instrukcje prostsze,

� wykorzystanie wªasno±ci struktur liczbowych

� wykorzystanie algebry Boole'a gdy instrukcja jest q ← γ

� mno»enie liczb zespolonych

� mno»enie macierzy 2 x 2 (przygotowanie do Strassena)

� najsªabszy warunek wst¦pny � programu liniowego

� najmocniejszy warunek ko«cowy � programu liniowego

�

������������-

4.1 Przykªad programu i jego obliczenia

Przykªadowy program

Niech b¦dzie dany poni»szy program L1

33
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program L1;
const a= 1,b= -3,c= 5,d= 11 ;
var Aa,Bb: integer;
var t1,t2, t3: integer

begin
t1← a *c;
t2← b*d;
t3← (a+b)*(c+d);
Aa← t1 -t2;
Bb← t3 -t1-t2

end

Przykªad obliczenia
Stan pocz¡tkowy rekordu aktywacji Po pierwszej instrukcji
Pami¦¢

a b c d Aa Bb t1 t2 t3

1 -3 5 11 0 0 0 0 0

Ci¡g instrukcji
t1:= a *c;
t2:= b*d;
t3:= (a+b)*(c+d);
Aa:= t1 -t2;
Bb:= t3 -t1-t2

Pami¦¢
a b c d Aa Bb t1 t2 t3

1 -3 5 11 0 0 5 0 0

Ci¡g instrukcji
t1:= a *c;
t2:= b*d;
t3:= (a+b)*(c+d);
Aa:= t1 -t2;
Bb:= t3 -t1-t2

Po wykonaniu dwóch instrukcji Po wykonaniu trzech instrukcji
Pami¦¢

a b c d Aa Bb t1 t2 t3

1 -3 5 11 0 0 5 -33 0

Ci¡g instrukcji
t1:= a *c;
t2:= b*d;
t3:= (a+b)*(c+d);
Aa:= t1 -t2;
Bb:= t3 -t1-t2

Pami¦¢
a b c d Aa Bb t1 t2 t3

1 -3 5 11 0 0 5 -33 -32

Ci¡g instrukcji
t1:= a *c;
t2:= b*d;
t3:= (a+b)*(c+d);
Aa:= t1 -t2;
Bb:= t3 -t1-t2

Po czterech instrukcjach Po pi¦ciu instrukcjach
Pami¦¢

a b c d Aa Bb t1 t2 t3

1 -3 11 5 38 0 5 -33 -32

Ci¡g instrukcji
t1:= a *c;
t2:= b*d;
t3:= (a+b)*(c+d);
Aa:= t1 -t2;
Bb:= t3 -t1-t2

Pami¦¢
a b c d Aa Bb t1 t2 t3

1 -3 11 5 38 -4 5 -33 -32

Ci¡g instrukcji
t1:= a *c;
t2:= b*d;
t3:= (a+b)*(c+d);
Aa:= t1 -t2;
Bb:= t3 -t1-t2

I to jest koniec obliczenia tego programu. Na zielonym tle wida¢ instrukcje
jakie pozostaja do wykonania. Na tle blado-ró»owym s¡ instrukcje ju» wyko-
nane, mo»na o nich zapomnie¢. W tabeli Pami¦ci na czerwonym tle zaznac-
zono wynik ostatniej wykonanej instrukcji (przypisania). Po wykonaniu pi¡tej
instrukcji nie pozostaªa ju» »adna instrukcja do wykonania � obliczenie pro-
gramu zostaje zako«czone. Programi±ci mówia �program zako«czyª dziaªanie�.
Co si¦ stanie je±li zmienione zostan¡ staªe a,b,c,d? Np. w ten sposób a=11,
b=5, c=12, d=-4.
Czy mo»na poda¢ jak¡± ogóln¡ prawidªowo±¢?

4.2 Skªadnia

Rozpatrujemy j¦zyk L2, który zawiera wszystkie wyra»enia z j¦zyka L1, a wi¦c
wszystkie poznane dot¡d wyra»enia oraz instrukcje drukowania.
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L1  L2

Program w j¦zyku L2 ma budow¦ zgodn¡ z de�nicj¡ przyj¦t¡ wcze±niej,
zob. ??. Instrukcj¡ programu jest (oprócz instrukcji drukowania) instrukcja
przypisania.

De�nicja 4.1. Niech z b¦dzie zmienn¡ i niech τ b¦dzie wyra»eniem. Zakªadamy,
»e typy zmiennej i wyra»enia s¡ równe.
Instrukcj¡ przypisania jest napis postaci

z ← τ .

Uwaga. Symbol operacji przypisania ← pojawiª si¦ tu nie przy-
padkiem. Po pierwsze, symbol ten pozwala odsun¡¢ w czasie
dyskusj¦, która ortogra�a jest lepsza ta z Algolu i Pascala tzn.
:=, czy te» dominuj¡ca dzi± (zob. C++, Java i in.) notacja w
której równo±¢ = jest wykorzystywana jako operator przypisania.
Notacja z =, wywodzi si¦ z lat 50tych XX wieku od j¦zyków For-
tran i BCPL.
Znak strzaªki w lewo miaª wyst¦powa¢ w programach pisanych w
Algolu60 w wersji publikacyjnej. A Ty przed oczami masz pub-
likacj¦. W tej ksi¡»ce, w przykªadach mo»e pojawi¢ si¦ symbol :=,
zamiennie z preferowanym przez nas, znakiem ← .

Przykªad
Oka»e si¦, »e programy liniowe mog¡ nastr¦czy¢ sporo problemów.

kompilacja
wyra»enia
prowadzi do pro-
gramu liniowego

przykªady � y := x59
przykªady

optymalizator
cz¦±¢ kompilatora

¢wiczenie � sprawd¹ a*b+b*b-3*a*b+a*a
zadanie optymal-
izacji

jak wiele potra�
optymalizator?

Programy liniowe a dagi.
Por. ksi¡»ka Savage'a.

dagi programów
liniowych

Problemy: optymalizacja,

4.3 Komputer K2 i poj¦cie obliczenia

Komputer K2 umie nie tylko oblicza¢ warto±ci wyra»e«, ale tak»e potra� oblic-
zon¡ warto±¢ przypisa¢ zmiennej jako jej now¡ warto±¢. Pami¦¢ komputera K2

jest wyznaczona przez ci¡g deklaracji programu. Rozwa»my instrukcj¦ przyp-
isania w jej ogólnej postaci x := τ . Niech v b¦dzie warto±ciowaniem zmiennych.
Znaczeniem instrukcji przypisania i jest funkcja ze zbioru warto±ciowa« V Z w
ten sam zbiór.

iA : V Z → V Z

czyli iA(v) = v′ przy czym warto±ciowanie v′ ró»ni si¦ od warto±ciowania v tylko
dla zmiennej x v′(z) = v(z) dla z 6= x a dla x zachodzi v′(x) = τA(v).
Instrukcje programu wykonywane s¡ po kolei i zmieniaj¡ stan pami¦ci (tzn.
warto±ciowanie zmiennych).
Niech v oznacza warto±ciowanie zmiennych. Niech s oznacza ci¡g instrukcji.

De�nicja 4.2. Stanem obliczenia, lub kon�guracj¡, nazywamy par¦ uporz¡d-
kowana c = 〈v, s〉
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Niech P b¦dzie programem

program P;
D (* ci¡g deklaracji *)

begin

I (* ci¡g instrukcji *)
end

De�nicja 4.3. Obliczeniem ci¡gu instrukcji s = s1, s2, ..., sn dla warto±ciowa-
nia pocz¡tkowego v jest ci¡g stanów c0, c1, ..., cn taki, »e

1. stan c0 jest par¡ 〈v, s 〉,

2. stan c1 jest par¡ 〈v1, I〉 gdzie warto±ciowanie v1 jest wyznaczone przez
deklaracje D programu, ci¡g I jest ci¡giem wszystkich instrukcji programu
P .

3. je±li w danym stanie ci = 〈vi, i, i2, ..., ik〉 ci¡g instrukcji jest niepusty to
do obliczenia nale»y stan ci+1 speªniaj¡cy warunek

� je±li pierwsz¡ instrukcj¡ i jest instrukcja przypisania x ← τ , to
nast¦pny stan jest par¡ 〈iA(vi), i2, ..., ik〉

� je±li pierwsz¡ instrukcj¡jest instrukcja drukowania write to nast¦pny
stan jest par¡ 〈vi, i2, ..., ik〉 (Na wyj±ciu dopisano to co trzeba).

...

4. je±li w danym stanie ci = 〈vi, ∅ 〉 ci¡g instrukcji jest pusty to stan ten jest
ko«cowym stanem obliczenia programu P .

4.4 Semantyka

W analizie programów liniowych pomocny b¦dzie nast¦puj¡cy schemat aksjo-
matu instrukcji przypisania

{x← τ}α(x)⇔ α(x/τ) (ax18)

Napis α(x/τ) oznacza wyra»enie powstaj¡ce z formuªy α przez równoczesne za-
st¡pienie wszystkich (wolnych) wyst¡pie« zmiennej x w formule α. Nietrudno
zauwa»y¢, »e napis α(x/τ) jest formuª¡. Przykªad.
{y := x+ 7}(x+ y < 2)⇔ (x+ x+ 7 < 2)
Sens tego aksjomatu mo»na odczyta¢ z rysunku 4.1. Aksjomat stwierdza, »e di-
agram na tym rysunku jest przemienny. A wi¦c, warto±¢ formuªy algorytmicznej
{x := τ}α(x), któr¡ wyznaczamy ... jest równa warto±ci formuªy α(x/τ).

Co wynika z przemienno±ci diagramu 4.1? Czy mo»na ustali¢ jaka relacja
zachodzi pomi¦dzy stanami pami¦ci v i v′?

Kolejnym aksjomatem rachunku programów jest

{K;M}α⇔ KMα . (ax19)

Ka»da formuªa zbudowana zgodnie z tym schematem jest tautologi¡. Zobacz
rysunek 7.1

Aksjomaty te zastosujemy w poni»szym dowodzie.
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,v, t,f

,v',

α(x/τ)

{x:=τ}α
α(x){x := τ}

Rysunek 4.1: Aksjomat instrukcji przypisania (schemat)

,v, t,f

,v′′,

,v′,

{K;M}α

α

K

M

{M}α

Rysunek 4.2: Aksjomat zªo»enia programów Ax19 (schemat)

4.5 Kilka przykªadów

SWAP � zamiana warto±ci

Czy jest prawd¡, »e po wykonaniu trzech instrukcji, zmienne x i y zamieniªy si¦
warto±ciami? Rozpatrzmy nast¦puj¡cy program.

program SWAP;
const k= , l= ;
var x, y, t: integer;

begin
t :=x;
x:=y;
y := t;
writeln(�x= �,x,�y= �,y)

end
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Pytanie brzmi:
czy prawdziwa jest poni»sza implikacja?

(x = k ∧ y = l) =⇒ {t := x;x := y; y := t}(x = l ∧ y = k)

Zastosujemy aksjomat instrukcji przypisania ax18 i aksjomat instrukcji zªo»onej
ax19.

Nr Formuªa Podstawa
(1)↓ (x = k ∧ y = l) =⇒ {t := x;x := y;y := t}(x = l ∧ y = k)
(2)↓ (x = k ∧ y = l) =⇒ {t := x;x := y}{y := t}(x = l ∧ y = k) ≡1, ax19 ↑
(3)↓ (x = k ∧ y = l) =⇒ {t := x;x := y}(x = l ∧ t = k) ≡2, ax18 ↑
(4)↓ (x = k ∧ y = l) =⇒ {t := x}{x := y}(x = l ∧ t = k) ≡3, ax19 ↑
(5)↓ (x = k ∧ y = l) =⇒ {t := x}(y = l ∧ t = k) ≡4, ax18 ↑
(6) (x = k ∧ y = l) =⇒ (y = l ∧ x = k) ≡5, ax18 ↑

Nie ma w¡tpliwo±ci, »e formuªa w wierszu 6 jest tautologi¡. Wobec tego,
formuªa w wierszu 5 te» jest tautologi¡, poniewa» jest równowa»na formule 6.
Kontynuuj¡c to rozumowanie dochodzimy do wniosku, »e wszystkie sze±¢ formuª
jest wzajemnie równowa»nych. Wynika st¡d, »e pierwsza formuªa jest tautologi¡.

Mo»na tak»e narysowa¢ diagram obliczenia warto±ci formuªy

(x = k ∧ y = l) =⇒ {t := x;x := y; y := t}(x = l ∧ y = k).

Zobacz rysunek 4.3. Rozpatrujemy takie warto±ciowania v, które speªniaj¡
poprzednik implikacji.
Zastanów si¦ co ró»ni te dwie analizy. Które rozumowanie nale»y uzna¢ za

,x y
k l , t,f

,x y tl l k ,

,x y tk l k ,

,x y tl k k ,

{t := x;x := y; y := t}(x = l ∧ y = k)

{ t:=x } {x := y; y := t}(x = l ∧ y = k ∧ t = k)

{x := y}

{y := t}(x = l ∧ y = k ∧ t = k)

{y := t}

(x = l ∧ y = k ∧ t = k)

Rysunek 4.3: Obliczenie warto±ci formuªy

lepsze? Oba s¡ poprawne. Zapowied¹ twierdzenia o peªno±ci. Zastosowanie. ...
Uogólnienie. To samo rozumowanie mo»na powtórzy¢ gdy zmiennne x,y i t
s¡ innego typu T. W dowodzie nie wykorzystuje si¦, »adnych wªasno±ci struk-
tury integer (ani odpowiednio, innej struktury). Dlatego uogólnienie nie stanowi
problemu.
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Rozkªadanie instrukcji przypisania

Wyra»enie po prawej stronie instrukcji przypisania mo»e miec dowolnie zªo»ona
struktur¦. W programach in»ynierskich i naukowych zdarzaj¡ si¦ instrukcje
przypisania zajmuj¡ce 3 i wi¦cej linii.
Z drugiej strony na wiele instrukcji komputera mo»emy patrze¢ jak na instrukcje
przypisania z jedn¡ tylko operacj¡. Np. ci¡g polece« komputera

Operacja Argumenty czyli stan pami¦ci
load x Acc := x Acc=x
add y Acc := Acc+y Acc=x+y
store t1 t1 := Acc t1=x+y & Acc=x+y
load a Acc := a Acc=a & t1=x+y
mult t1 Acc := Acc * t1 Acc=a*(x+y)
store z z:= Acc z=a*(x+y) & t1=x+y

realizuje instrukcj¦ przypisania z := a ∗ (x + y). Mo»na udowodni¢, »e ka»da
instrukcja przypisania postaci z := τ mo»e by¢ rozªo»ona na ci¡g instrukcji
przypisania, z których ka»da zawiera conajwy»ej jeden operator.

Twierdzenie 4.1. Niech z b¦dzie zmienn¡ typu integer, a napis τ wyra»eniem
caªkowito-liczbowym. Istnieje ci¡g instrukcji przypisania s taki, »e instrukcja
z := τ jest równowa»na ci¡gowi polece« przypisania s.

Dowód. Dowód przebiega przez indukcj¦ ze wzgl¦du na dªugo±c wyra»enia τ .
Pozostawiamy go jako ¢wiczenie.

Wykorzystuj wªasno±ci struktury danych

Wpowy»szych przykªadach dowodzili±my tautologii. Oznacza to z jednej strony,
»e nasze rozumowania maj¡ charakter uniwersalny. Wykorzystamy to w kole-
jnym rozdziale analizuj¡c procedur¦ Swap.
Z drugiej strony w rozumowaniach o programach bardzo przydatna jest znajo-
mo±¢ wªasno±ci struktur danych. Np. x = 0 = x lub x ∗ 1 = x lub x ∗ 0 = 0 itp.

Przykªad 4.4. Czy po wykonaniu programu P zachodzi warunek α?
tu napisa¢ do±¢ dªugi program, który daje si¦ skróci¢

Wykorzystuj prawa algebry Boole'a

W podobny sposób mozemy wykorzystywac prawa algebry Boole'a.

Przykªad 4.5. tu napisa¢ program dziaªajacy na zmiennych boolean
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Mno»enie liczb zespolonych

Wcze±niej zapytali±my czy potra�sz pomno»yc liczby zespolone wykonuj¡c tylko
trzy mno»enia liczb rzeczywistych. Oto odpowied¹ //

R `



t1:=a+b;
t2:=c+d;
t3:=a*c;
t4:=b*d;
A:=t3-t4;
B:=t1*t2-t3-t4;


(A = a ∗ c− b ∗ d ∧B = a ∗ d+ b ∗ c)

W powy»szej formule R oznacza zbiór formuª wyra»aj¡cych ª¡czno±¢ i przemi-
enno±¢ dodawania, rozdzielno±c mno»enia wzgl¦dem dodawania, ...

Najsªabszy warunek wst¦pny � programu liniowego

W kilku przykªadach jakie zbadali±my powy»ej obliczyli±my najsªabszy warunek
wst¦pny programu liniowego. W rachunku takim wykorzystujemy dwa aksjo-
maty ax18 i ax19.

Najmocniejszy warunek ko«cowy � programu liniowego

Obliczenie symboliczne pozwala w wielu wypadkach wyznaczy¢ najmocniejszy
warunek ko«cowy programu liniowego. Ale czy zawsze to si¦ uda? Zbadajmy.

Zadanie 4.1. W pewnych j¦zykach programowania dopuszcza si¦ instrukcje
przypisania równoczesnego np. x := τ & y := µ & z := δ. Czy jest to istotne
wzbogacenie j¦zyka? Inaczej mówi¡c, czy instrukcje tego typu mo»na rozªo»y¢
na ci¡g instrukcji przypisania pojedynczego?

Zadanie 4.2. Czy instrukcje przypisania równoczesnego tworza póªgrup¦?

Zadanie 4.3. Scharakteryzuj lewe zero przypisania s

Zadanie 4.4. Jak narysowa¢ program liniowy?

Zadanie 4.5. Trudne. Dla danego programu liniowego znajd¹ jego najszybszy
odpowiednik. Optymalizacja

4.6 Wprowadzenie � ¢wiczenie w analizowaniu pro-

gramów liniowych

Przeprowadzimy szczegóªowy dowód tego, »e program podany przez Antoniego
Kreczmara oblicza iloczyn dwu macierzy kwadratowych o rozmiarze 2 x 2.

Znacie?
Znamy!

No to posªuchajcie ...

Niniejszy paragraf ma na celu pokazanie sposobu dowodzenia w rachunku
programów jakim jest logika algorytmiczna. Zazwyczaj nie zastanawiamy si¦
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zbytnio nad tym, sk¡d si¦ bierze nasza wiara w poprawno±¢ krótkiego algorytmu

P :



var a, b, c, d, e, f, g, h,A,B,C,D : ring;
block
var p1, p2, p3, p4, p5, p6, p7 : ring;

begin
p1 := a· e;
p2 := b· g;
p3 := (c+ d− a)· (h− f + e);
p4 := (c+ d)· (f − e);
p5 := (a− c)· (h− f);
p6 := (b− c− d+ a)·h;
p7 := d· (g − h+ f − e);
A := p1 + p2;
B := p1 + p3 + p4 + p6;
C := p1 + p3 + p5 + p7;
D := p1 + p3 + p4 + p5

end


W pierwszej linijce zawarli±my informacj¦ � przypomnienie, o tym, »e wielko±ci
a, ..., h, A,B,C,D s¡ elementami pewnego pier±cienia.
Nasze zadanie polega na wykazaniu, »e macierz[

A B
C D

]
jest wynikiem mno»enia macierzy[

A B
C D

]
=

[
a b
c d

]
·
[
e f
g h

]
Nale»y wi¦c wykaza¢, »e prawdziwa jest formuªa

P


A = a· e+ b· g ∧
B = a· f + b·h ∧
C = c· e+ d· g ∧
D = c· f + d·h



Sprawdzenie

Rachujemy

P


A = a· e+ b· g∧
B = a· f + b·h∧
C = c· e+ d· g∧
D = c· f + d·h

 (4.1)

P oznacza program, wstawmy go na miejsce
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Mo»emy pomin¡¢ deklaracje zmiennych. Nie s¡ potrzebne w rachunkach jakie
przeprowadzimy.

P :



p1 := a· e;
p2 := b· g;
p3 := (c+ d− a)· (h− f + e);
p4 := (c+ d)· (f − e);
p5 := (a− c)· (h− f);
p6 := (b− c− d+ a)·h;
p7 := d· (g − h+ f − e);
A := p1 + p2;
B := p1 + p3 + p4 + p6;
C := p1 + p3 + p5 + p7;
D := p1 + p3 + p4 + p5




A = a· e+ b· g ∧
B = a· f + b·h ∧
C = c· e+ d· g ∧
D = c· f + d·h

 (4.2)

stosujemy aksjomat instrukcji przypisania - eliminacja zmiennej D



p1 := a· e;
p2 := b· g;
p3 := (c+ d− a)· (h− f + e);
p4 := (c+ d)· (f − e);
p5 := (a− c)· (h− f);
p6 := (b− c− d+ a)·h;
p7 := d· (g − h+ f − e);
A := p1 + p2;
B := p1 + p3 + p4 + p6;
C := p1 + p3 + p5 + p7;




A = a· e+ b· g ∧
B = a· f + b·h ∧
C = c· e+ d· g ∧
p1 + p3 + p4 + p5 = c· f + d·h



(4.3)

eliminujemy zmienn¡ C



p1 := a· e;
p2 := b· g;
p3 := (c+ d− a)· (h− f + e);
p4 := (c+ d)· (f − e);
p5 := (a− c)· (h− f);
p6 := (b− c− d+ a)·h;
p7 := d· (g − h+ f − e);
A := p1 + p2;
B := p1 + p3 + p4 + p6;




A = a· e+ b· g ∧
B = a· f + b·h ∧
p1 + p3 + p5 + p7 = c· e+ d· g ∧
p1 + p3 + p4 + p5 = c· f + d·h



(4.4)
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eliminujemy zmienn¡ B



p1 := a· e;
p2 := b· g;
p3 := (c+ d− a)· (h− f + e);
p4 := (c+ d)· (f − e);
p5 := (a− c)· (h− f);
p6 := (b− c− d+ a)·h;
p7 := d· (g − h+ f − e);
A := p1 + p2;




A = a· e+ b· g ∧
p1 + p3 + p4 + p6 = a· f + b·h ∧
p1 + p3 + p5 + p7 = c· e+ d· g ∧
p1 + p3 + p4 + p5 = c· f + d·h



(4.5)

eliminujemy zmienn¡ A



p1 := a· e;
p2 := b· g;
p3 := (c+ d− a)· (h− f + e);
p4 := (c+ d)· (f − e);
p5 := (a− c)· (h− f);
p6 := (b− c− d+ a)·h;
p7 := d· (g − h+ f − e);




p1 + p2 = a· e+ b· g ∧
p1 + p3 + p4 + p6 = a· f + b·h ∧
p1 + p3 + p5 + p7 = c· e+ d· g ∧
p1 + p3 + p4 + p5 = c· f + d·h


(4.6)

eliminujemy zmienn¡ p7



p1 := a· e;
p2 := b· g;
p3 := (c+ d− a)· (h− f + e);
p4 := (c+ d)· (f − e);
p5 := (a− c)· (h− f);
p6 := (b− c− d+ a)·h;




p1 + p2 = a· e+ b· g ∧
p1 + p3 + p4 + p6 = a· f + b·h ∧
p1 + p3 + p5 + d· (g − h+ f − e) =

c· e+ d· g ∧
p1 + p3 + p4 + p5 =
c· f + d·h


(4.7)

eliminujemy zmienn¡ p6


p1 := a· e;
p2 := b· g;
p3 := (c+ d− a)· (h− f + e);
p4 := (c+ d)· (f − e);
p5 := (a− c)· (h− f);





p1 + p2 = a· e+ b· g∧
p1 + p3 + p4+
(b− c− d+ a)·h = a· f + b·h∧
p1 + p3 + p5+
d· (g − h+ f − e) = c· e+ d· g∧
p1 + p3 + p4 + p5 =
c· f + d·h


(4.8)
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eliminujemy zmienn¡ p5


p1 := a· e;
p2 := b· g;
p3 := (c+ d− a)· (h− f + e);
p4 := (c+ d)· (f − e);





p1 + p2 = a· e+ b· g ∧
p1 + p3 + p4+
(b− c− d+ a)·h = a· f + b·h ∧
p1 + p3+
(a− c)· (h− f) + d· (g − h+ f − e) =
c· e+ d· g∧
p1 + p3 + p4 + (a− c)· (h− f) =
c· f + d·h


(4.9)

eliminujemy zmienn¡ p4

 p1 := a· e;
p2 := b· g;
p3 := (c+ d− a)· (h− f + e);





p1 + p2 = a· e+ b· g ∧
p1 + p3 + (c+ d)· (f − e)+

(b− c− d+ a)·h = a· f + b·h∧
p1 + p3 + (a− c)· (h− f)+
d· (g − h+ f − e) = c· e+ d· g∧

p1 + p3 + (c+ d)· (f − e)+
(a− c)· (h− f) = c· f + d·h


(4.10)

eliminujemy zmienn¡ p3

{
p1 := a· e;
p2 := b· g;

}


p1 + p2 = a· e+ b· g ∧
p1 + (c+ d− a)· (h− f + e) + (c+ d)· (f − e)+

(b− c− d+ a)·h = a· f + b·h ∧
p1 + (c+ d− a)· (h− f + e) + (a− c)· (h− f)+
d· (g − h+ f − e) = c· e+ d· g∧

p1 + (c+ d− a)· (h− f + e) + (c+ d)· (f − e)+
(a− c)· (h− f) = c· f + d·h


(4.11)

eliminujemy zmienn¡ p2

{
p1 := a· e;

}


p1 + b· g = a· e+ b· g ∧
p1 + (c+ d− a)· (h− f + e) + (c+ d)· (f − e)+

(b− c− d+ a)·h = a· f + b·h ∧
p1 + (c+ d− a)· (h− f + e) + (a− c)· (h− f)+
d· (g − h+ f − e) = c· e+ d· g ∧

p1 + (c+ d− a)· (h− f + e) + (c+ d)· (f − e)+
(a− c)· (h− f) = c· f + d·h


(4.12)
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eliminujemy zmienn¡ p1

{}



a· e+ b· g = a· e+ b· g ∧
a· e+ (c+ d− a)· (h− f + e) + (c+ d)· (f − e)+

(b− c− d+ a)·h = a· f + b·h ∧
a· e+ (c+ d− a)· (h− f + e) + (a− c)· (h− f)+
d· (g − h+ f − e) = c· e+ d· g ∧

a· e+ (c+ d− a)· (h− f + e) + (c+ d)· (f − e)+
(a− c)· (h− f) = c· f + d·h


(4.13)

teraz pora na upraszczanie, blok opustoszaª

{}


a· e+ b· g = a· e+ b· g∧
a· e+ (c+ d− a)(h− f + e) + (c+ d)(f − e) + (b− c− d+ a)h = a· f + b·h∧
a· e+ (c+ d− a)(h− f + e) + (a− c)(h− f) + d· (g − h+ f − e) = c· e+ d· g∧
a· e+ (c+ d− a)(h− f + e) + (c+ d)(f − e) + (a− c)(h− f) = c· f + d·h


(4.14)

upraszczamy, pozbywamy si¦ pustego bloku
a· e+ b· g = a· e+ b· g∧
a· e+ (c+ d− a)· (h− f + e) + (c+ d)· (f − e) + (b− c− d+ a)·h = a· f + b·h∧
a· e+ (c+ d− a)· (h− f + e) + (a− c)· (h− f) + d· (g − h+ f − e) = c· e+ d· g∧
a· e+ (c+ d− a)· (h− f + e) + (c+ d)· (f − e) + (a− c)· (h− f) = c· f + d·h


(4.15)

upraszczam
a· e+ b· g = a· e+ b· g∧
a· e+ c h− c f + c e+ d h− df + de− ah+ af − ae+ cf − ce+ df − de+ bh
−ch− dh+ ah = a· f + b·h∧
a· e+ (c+ d− a)· (h− f + e) + (a− c)· (h− f) + d· (g − h+ f − e) = c· e+ d· g∧
a· e+ (c+ d− a)· (h− f + e) + (c+ d)· (f − e) + (a− c)· (h− f) = c· f + d·h


(4.16)

upraszczam
a· e+ b· g = a· e+ b· g∧
6 ae+ 6 ch− 6 cf+ 6 ce+ 6 dh− 6 df+ 6 de− 6 ah+ af− 6 ae+ 6 cf− 6 ce+ 6 df− 6 de+ bh
− 6 ch− 6 dh+ 6 ah = a· f + b·h∧
a· e+ (c+ d− a)· (h− f + e) + (a− c)· (h− f) + d· (g − h+ f − e) = c· e+ d· g∧
a· e+ (c+ d− a)· (h− f + e) + (c+ d)· (f − e) + (a− c)· (h− f) = c· f + d·h


(4.17)

upraszczam
a· e+ b· g = a· e+ b· g ∧
a· f + b·h = a· f + b·h ∧
a· e+ (c+ d− a)· (h− f + e) + (a− c)· (h− f) + d· (g − h+ f − e) = c· e+ d· g∧
a· e+ (c+ d− a)· (h− f + e) + (c+ d)· (f − e) + (a− c)· (h− f) = c· f + d·h


(4.18)
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upraszczam
a· e+ b· g = a· e+ b· g ∧
a· f + b·h = a· f + b·h ∧
6 a· e+ 6 ch− 6 cf + ce+ 6 dh− 6 df+ 6 de− 6 ah+ 6 af− 6 ae+ 6 ah− 6 af− 6 ch+ 6 cf + dg
− 6 dh+ 6 df− 6 de = c· e+ d· g∧
a· e+ (c+ d− a)· (h− f + e) + (c+ d)· (f − e) + (a− c)· (h− f) = c· f + d·h


(4.19)

upraszczam
a· e+ b· g = a· e+ b· g ∧
a· f + b·h = a· f + b·h ∧
c· e+ d· g = c· e+ d· g ∧
a· e+ (c+ d− a)· (h− f + e) + (c+ d)· (f − e) + (a− c)· (h− f) = c· f + d·h


(4.20)

upraszczam
a· e+ b· g = a· e+ b· g ∧
a· f + b·h = a· f + b·h ∧
c· e+ d· g = c· e+ d· g ∧
a· e+ ch− cf + ce+ dh− df + de− ah
+af − ae+ cf − ce+ df − de+ ah− af − ch+ cf = c· f + d·h

 (4.21)

upraszczam
a· e+ b· g = a· e+ b· g ∧
a· f + b·h = a· f + b·h ∧
c· e+ d· g = c· e+ d· g ∧
6 a· e+ 6 ch− 6 cf+ 6 ce+ dh− 6 df+ 6 de− 6 ah
+ 6 af− 6 ae+ 6 cf− 6 ce+ 6 df− 6 de+ 6 ah− 6 af− 6 ch+ cf = c· f + d·h


(4.22)

upraszczam
a· e+ b· g = a· e+ b· g ∧
a· f + b·h = a· f + b·h ∧
c· e+ d· g = c· e+ d· g ∧
d·h+ c· f = c· f + d·h

 (4.23)

Wszystkie te formuªy 4.1 � 4.23 s¡ wzajemnie równowa»ne. Formuªa ostatnia
4.23 jest prawdziwa w pier±cieniu (pami¦tasz?, zaªo»yli±my, »e obiekty typu ring
s¡ z pier±cienia), wobec tego formuªa 4.2 jest prawdziwa. Oznacza to, »e nasz
program P oblicza iloczyn macierzy. Udowodnili±my wi¦c nast¦puj¡cy lemat.

Lemat 4.2. Program P oblicza iloczyn macierzy
[
a b
c d

]
·
[
e f
g h

]
wykonu-

j¡c siedem mno»e« i 24 dodawania.

Ta obserwacja poczyniona przez Antoniego Kreczmara w 1975 r.[?] ma znacze-
nie poniewa» pozwala poprawi¢ wynik Strassena[]. Ta odmiana algorytmu
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Strassena ma zbli»ony koszt czasowy, lecz jest znacznie bardziej oszcz¦dna w
u»yciu pami¦ci. Zamiast 11

3 n
2 dodatkowych miejsc pami¦ci potrzebnych do

obliczenia iloczynu macierzy n × n algorytm w wersji Kreczmara zu»ywa 2
3n

2

komórek pami¦ci.
Zobacz te» ...
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Rozdziaª 5

L3 Programy elementarne

5.1 J¦zyk L3

L0  L1  L2  L3  L4  L5  L6  L7  L8  L9  L10

J¦zyk programów elementarnych L3 ma te same deklaracje co j¦zyk programów
liniowych L2. Zbiór instrukcji atomowych jest tak»e ten sam co w j¦zyku L2.
Natomiast pojawiaj¡ si¦ dwie operacje programotwórcze: instrukcja warunkowa
if i instrukcja powtarzania for.

Przykªad 5.1. Czy zgadniesz co oblicza ten algorytm?

s:=0; j:= 0; c:=1;
for i:= 1 to k
do
c:=c*x/i;
if i = 2* j+1 then s := s+ c else j:=j+1 �

od

Wynik zale»y od (pocz¡tkowych) warto±ci zmiennych x i k. Program nie zmienia
warto±ci tych zmiennych. Zmienne i, j oraz c s¡ zmiennymi pomocniczymi. Co
mo»na powiedzie¢ o ko«cowej warto±ci zmiennej s?

5.1.1 Skªadnia

Zbiór deklaracji dopuszczalnych w j¦zyku L3 jest ten sam co w j¦zyku L2.

D3 = D2

Zbiór instrukcji atomowych jest ten sam.

at3 = at2

Przypomnijmy, s¡ to instrukcje przypisania oraz instrukcje drukowania.
Zbiór instrukcji jest najmniejszym zbiorem zawieraj¡cym instrukcje atomowe
i zamkni¦tym ze wzgl¦du na dwie operacje: p1) je±li napis γ jest wyra»eniem
boolowskim, a napisy K orazM s¡ sko«czonymi ci¡gami instrukcji to instrukcj¡
jest tak»e napis postaci

if γ then K else M�,

49
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Instrukcje tej postaci nazywamy instrukcjami warunkowymi. W przypadku gdy
ci¡g M jest pusty, to instrukcj¦ warunkowa mo»na zapisa¢ krócej

if γ then K �,

p2) je±li i jest zmienn¡ typu integer, a napisy A oraz C sa wyra»eniami aryt-
metycznymi, to napis postaci

for i := A to C do K od

jest instrukcj¡ powtarzania.
Zbiór wyra»e« poprawnie zbudowanychW j¦zyka L3 jest taki sam jak j¦zyku

L2 programów liniowych.

W =WA∪WB ∪WI ∪WD ∪WP

Skªadnia 5.2. Instrukcje warunkowe maj¡ posta¢

if γ then K else M fi

gdzie napisy K orazM oznaczaj¡ ci¡gi instrukcji, a napis γ jest wyra»eniem
boolowskim.
Dopuszcza si¦ instrukcje warunkowe skrócone postaci

if γ then K fi .

gdy ci¡g M instrukcji jest ciagiem pustym.

Skªadnia 5.3. Instrukcje powtarzania maj¡ posta¢

for i := A to B do I od

gdzie i jest jak¡± zmienn¡, A oraz B to wyra»enia arytmetyczne, za± I jest
ci¡giem instrukcji. Dla dalszych rozwa»a« warto przyj¡¢, »e zmienna i kon-
troluj¡ca instrukcj¦ powtarzania mo»e wyst¡pi¢ w instrukcjach I tylko po prawej
stronie w instrukcjach przypisania. Inaczej mówi¡c, ci¡g instrukcji I nie zmienia
warto±ci zmiennej i.

Skªadnia 5.4. Zbiór Ins instrukcji jest najmniejszym zbiorem napisów takim,
»e

(i) instrukcje atomowe czyli instrukcje przypisania i instrukcje drukowania
nale»¡ do zbioru Ins,

(ii) je±li do zbioru Ins nale»¡ napisy K, M to do zbioru Ins nale»¡ te» napisy
postaci

K; M

if γ then K else M fi

for i := A to C do M od
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5.2 Abstrakcyjna wirtualna maszyna K3

Wykonywanie ka»dego programu P z j¦zyka L3 polega na wykonywaniu kole-
jnych instrukcji zapisanych w rekordzie aktywacji programu P .
Komputer K3 instrukcje if oraz for wykonuje w nast¦puj¡cy sposób: (porównaj
z de�nicj¡ 4.3)
Bezpo±rednim nat¦pnikiem stanu

〈v, if γ then K else M fi; s〉 7→

{
〈v,K; s〉 gdy γ(v) = true

〈v,M ; s〉 gdy γ(v) = false
Bezpo±rednim nast¦pnikiem stanu

〈v, for i := A to C doM od; s〉 7→ 〈v,


i := A; aux2 := C;
if i ≤ aux2 then
M ;
for i := i+ 1 to aux2 do M od

�;

 ; s〉

5.3 Semantyka

B¦dziemy te» u»ywa¢ nazwy kon�guracja lub stan obliczenia.
Obliczenie programu to ci¡g stanów {si}i taki, »e 1°s0 jest stanem pocz¡tkowym
rekordu aktywacji programu, 2°je±li w stanie si ci¡g instrukcji do wykonania jest
niepusty i I oznacza pierwsz¡ instrukcj¦ tego ci¡gu, to nast¦pny stan si+1 ...

5.4 Aksjomaty

Co robi program elementarny? Jakie sa efekty jego dziaªania?
Widzieli±my jakie s¡ efekty instrukcji write. Jakie b¦d¡ wyniki instrukcji przyp-
isania i instrukcji iteracyjnej?
Formuªy algorytmiczne.
Niech α oznacza wyra»enie boolowskie. Niech I b¦dzie ci¡giem instrukcji.
Wyra»enie I α jest formuª¡ (algorytmiczn¡). Czytamy, Po wykonaniu programu
I zachodzi warunek α.
Wªa±nie formuªy algorytmiczne zostan¡ u»yte w aksjomatach opisuj¡cych se-
mantyk¦ programów z j¦zyka L2. Znaczenie instrukcji j¦zyka L2 okre±laj¡
nast¦puj¡ce schematy aksjomatów

Znaczenie instrukcji for opisuj¡ trzy schematy aksjomatów:

f1) (B < A) =⇒ ({for i := A to B do I od}α⇔ α)

f2) (B = A) =⇒ ({for i := A to B do I od}α⇔ ({i := A; I}α))

f3) ({for i := A to B + 1 do I od}α⇔
{for i := A to B do I od; i := i+ 1; I}α)

Przeczytajmy jeszcze raz co znacz¡ te trzy schematy:
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f1) Je±li warto±c poczatkowa A jest wi¦ksza od warto±ci koncowej B to in-
strukcja for jest instrukcj¡ pust¡,

f2) Je±li warto±ci, pocz¡tkowa A i ko«cowa B s¡ równe to instrukcja iteracyjna
for wykonuje ci¡g instrukcji I jeden raz,

f3) wykonanie instrukcji �dla i od A do B + 1 powtarzaj instrukcje I� jest
równowa»ne wykonaniu programu {�dla i od A do B powtarzaj instrukcje
I�, potem instrukcje i := i+ 1; I }.

Znaczenie instrukcji warunkowej opisuj¡ formuªy o nast¦puj¡cym schemacie

{if γ then K else M � }α⇔ ((γ∧ Kα)∨(¬γ∧ Mα))

w powy»szym schemacie γ oznacza wyra»enie boolowskie, a wyra»enia K oraz
M oznaczaj¡ ci¡gi instrukcji.prove f1,f2, f3

5.5 Analiza programów

Lemat 5.1. Je±li A ≤ B, to po wykonaniu programu for i:= A to B do I
od zachodzi i = B

Dowód. Dowód przebiega przez indukcj¦.
Gdy A = B to na mocy schematu f2) wykonano instrukcj¦ i := A, a potem ci¡g
I instrukcji, które nie zmieniaj¡ warto±ci zmiennej i.
Zaªó»my, »e teza lematu jest prawdziwa dla B = k. Zauwa»my, »e prawdziwa
jest implikacja (i = k) =⇒ {i := i + 1; I}(i = k + 1). Teraz wykorzystamy

reguª¦ wnioskowania R2: α =⇒ β
Mα =⇒Mβ i otrzymujemy prawdziw¡ implikacj¦{

for i:= A to B
do I od

}
(i = k) =⇒

{
for i:= A to B
do I od

}{
i:=i+1;
I

}
(i = k+1).

Teraz stosujemy schemat f3) i mamy

{for i := A to B do I od}(i = k) =⇒ {for i := A to B+1 do I od}(i = k+1).

A wi¦c dla ka»dych warto±ci A i B, je±li A ≤ B to warto±¢ zmiennej i po
wykonaniu instrukcji for i:= A to B do I od wynosi B.

Wniosek 5.2. Obliczenie ka»dego programu P z j¦zyka L2 jest sko«czone.

Dowód. Dowód przez indukcj¦ ze wzgledu na dªugo±¢ programu P . Przeprowad¹
samodzielnie ten dowód.

Twierdzenie 5.3. Niech τ(i) b¦dzie wyra»eniem arytmetycznym.
Program

K :

{
s := 0;
for i := 0 to n do s := s+ τ(i) od

}
ma t¦ wªasno±¢, »e po wykonaniu programu K speªniony jest warunek ko«cowy

s =
n∑
i=0

τ(i). Inaczej mówi¡c, program K oblicza warto±¢ wyra»enia
n∑
i=0

τ(i) i

przypisuje j¡ zmiennej s.
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Dowód. Dowód przebiega przez indukcj¦ ze wzgl¦du na warto±¢ n.
(Baza). Dla n = 0 nale»y udowodni¢, »e

{s := 0; for i := 0 to 0 do s := s+ τ(i) od}(s =

0∑
i=0

τ(i)).

Prawdziwo±¢ tej formuªy algorytmicznej wykazujemy stosuj¡c wªasno±¢ f1) in-
strukcji for oraz de�nicj¦ znaku Σ.
(Krok indukcyjny.) Teraz mamy wykaza¢, »e dla ka»dego n prawdziwa jest
implikacja (T (n) =⇒ T (n+ 1)) tj. formuªa algorytmiczna[

{s := 0; for i := 0 to n do s := s+ τ(i) od}(s =

n∑
i=0

τ(i)) =⇒

{s := 0; for i := 0 to n+ 1 do s := s+ τ(i) od}(s =

n+1∑
i=0

τ(i))
]

Zacznijmy od tautologii

s =

n∑
i=0

τ(i) =⇒ s =

n∑
i=0

τ(i) (5.1)

Ta formuªa jest równowa»na nast¦puj¡cej

s =

n∑
i=0

τ(i) =⇒ s+ τ(n+ 1) =

n∑
i=0

τ(i) + τ(n+ 1) (5.2)

Z de�nicji znaku Σ otzymujemy formuª¦

s =

n∑
i=0

τ(i) =⇒ s+ τ(i+ 1) =

n+1∑
i=0

τ(i) (5.3)

Stosuj¡c aksjomat instrukcji przypisania otrzymujemy

s =

n∑
i=0

τ(i) =⇒ {i := n+ 1}
(
s+ τ(i) =

n+1∑
i=0

τ(i)
)

(5.4)

Ponownie stosujemy ten sam aksjomat

s =

n∑
i=0

τ(i) =⇒
{
i := n+ 1;
s := s+ τ(i)

}(
s =

n+1∑
i=0

τ(i)
)

(5.5)

Zastosujmy reguª¦ wnioskowania R2: α =⇒ β
Mα =⇒Mβ

s := 0;
for i := 0 to n
do
s := s+ τ(i)
od


(
s =

n∑
i=0

τ(i)
)

=⇒


s := 0;
for i := 0 to n
do
s := s+ τ(i)
od


{
i := n+ 1;
s := s+ τ(i)

}(
s =

n+1∑
i=0

τ(i)
)

(5.6)
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Stosuj¡c aksjomat f3) instrukcji for, otrzymujemy, »e dlaka»dej liczby naturalnej
n prawdziwa jest implikacja

s := 0;
for i := 0 to n
do
s := s+ τ(i)
od


(
s =

n∑
i=0

τ(i)
)

=⇒


s := 0;
for i := 0 to n+ 1
do
s := s+ τ(i)
od


(
s =

n+1∑
i=0

τ(i)
)

(5.7)

co nale»aªo dowie±¢. Wobec tego, dla ka»dej liczby naturalnej n zachodzi
s := 0;
for i := 0 to n
do
s := s+ τ(i)
od


(
s =

n∑
i=0

τ(i)
)

Wªasno±ci programów z j¦zyka L3 c.d.

Nie tylko suma jest obliczalna w j¦zyku L3. Zobaczmy, »e mo»na udowodni¢,
»e tak»e iloczyny, alternatywy i koniunkcje oraz kilka innych operacji daje si¦
zaprogramowa¢ w j¦zyku L2.

Twierdzenie 5.4. Niech τ(i) b¦dzie wyra»eniem arytmetycznym. Program

{p := 1; for i := 1 to n do p := τ(i) ∗ p od}(p =

n∏
i=1

τ(i))

tzn. program ten oblicza warto±¢ iloczynu tych wielko±ci τ(1) ∗ τ(2) ∗ ... ∗ τ(n).

Podobne spostrze»enie odnosi si¦ do kwanty�katora ogólnego

Twierdzenie 5.5. Niech i b¦dzie zmienn¡ typu integer. Niech napis α(i) oz-
nacza formuª¦. Niech P (i) oznacza ci¡g instrukcji. Poni»sza reguªa wnioskowa-
nia jest poprawna w systemie Loglan

Loglan ` ∀1≤i6=j≤n({P (j); P (i)}α(i)⇔ {P (i)}α(i))

∀ni=1 {P (i)}α(i)⇔

 for i := 1 to n do
P (i)

od

∀ni=1 α(i)

.

Sens tego twierdzenia jest nast¦puj¡cy: je»eli dla i 6= j wykonanie programów
P(i) oraz P(j) nie wpªywaj¡ ... Jak korzystamy z tych twierdze«?

Przykªad 5.5. Mamy napisa¢ program obliczaj¡cy
k∑
i=1

i2.

Korzystaj¡c z twierdzenia 5.3 mo»emy napisa¢ program

P :

{
s := 0;
for i := 0 to k do s := s+ i2 od

}
i nie musimy powtarza¢ dowodu, »e zachodzi P (s =

k∑
i=1

i2).
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Rozpatrzmy zadanie troch¦ trudniejsze

Przykªad 5.6. Nale»y obliczy¢ sum¦
k∑
i=1

xi

i! .

Zaczynamy od ponownego wykorzystania twierdzenia 5.3.

P :

{
s := 0;

for i := 0 to n do s := s+ xi

i! od

}
Mo»emy ten program przeksztaªci¢ nast¦puj¡co.

P :



s := 0;
for i := 0 to n do
s1 := xi;
s2 := i!;
s := s+ s1

s2
od


No tak, ale wyra»enia xi oraz i! nie nale»¡ do naszego j¦zyka, poniewa»

nie ma w nim dziaªania pot¦gowanie ani dziaªania silnia. Wykorzystamy inne
twierdzenie, odmian¦ twierdzenia 5.3. (Zastanów si¦ jak je sformuªowa¢ i udowod-
ni¢. Potraktuj to zadanie jako ¢wiczenie.)
Korzystaj¡c z tego nowego twierdzenia piszemy:

P :



s := 0;
for i := 0 to n do
s1 := 1;
for j := 1 to i do
s1 := s1 ∗ x

od;
s2 := 1;
for k := 1 to i do
s1 := s1 ∗ k

od;
s := s+ s1

s2
od


Dowód prawdziwo±ci formuªy P (s =

k∑
i=1

xi

i! ) konstruujemy korzystaj¡c z lematów

5.6 i 5.7 przytoczonych poni»ej.

Lemat 5.6. (Obliczanie pot¦gi)

∀x ∀i


s1:=1;
for j:=1 to i do

s1:=s1* x
od;

 (s1 = xi)

Lemat ten upowa»nia nas do zast¡pienia (nieformalnej) instrukcji {s1:=xi}
przez powy»szy program obliczania pot¦gi. Idzie o to, »e

{s1 := xi}(s1 = xi)⇔


s1:=1;
for j:=1 to i do
s1:=s1* x

od;

 (s1 = xi)
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Lemat 5.7. (Obliczanie silni)

∀i


s2:=1;
for k:=1 to i do

s2:=s2* k
od;

 (s2 = i!)

Warto zauwa»y¢, »e poprawny program Pmo»na zast¡pi¢ innym, równowa»nym
mu programem Q

Q :



s := 0; s1 := 1; s2 := 1;
for i := 0 to n do
s := s+ s1

s2 ;
s1 := s1 ∗ x;
s2 := s2 ∗ (i+ 1)

od


Zechciej porówna¢ koszty wykonania obu tych programów.

5.6 Kwanty�kator ograniczony

W dowodach poprawno±ci przyda si¦ nam nast¦puj¡ce

Twierdzenie 5.8. (o wprowadzaniu instrukcji for przed kwanty�kator ogra-
niczony)
Niech P (i) b¦dzie programem, niech α(i) b¦dzie formuª¡.
Ka»da formuªa o nast¦puj¡cym schemacie jest twierdzeniem logiki algorytmicznej.

`
(
∀ni=1 {P (i)}α(i) ∧ ∀1≤i<j≤n

(
{P (i)} {P (j)}α(i) ≡ {P (i)}α(i)

))

=⇒


for i← 1 to n
do
P (i)

od

∀ni=1 α(i)

Dowód. ??? napisa¢ ten dowód

Twierdzenie to znajduje wiele zastosowa« w programowaniu z tablicami.
W naturalny sposób twierdzenie to uzasadnia stosowanie nast¦puj¡cej reguªy
wnioskowania

∀ni=1 {P (i)}α(i) , ∀1≤i<j≤n
(
{P (i)} {P (j)}α(i) ≡ {P (i)}α(i)

)
{for i← 1 to n do P (i) od} ∀ni=1 α(i)

5.7 Funkcje pierwotnie rekurencyjne

Ka»da funkcja pierwotnie rekurencyjna (zob. [15]) mo»e byc obliczona przez
odpowiedni program w j¦zyku L3 w dziedzinie unsigned integer.
DEFINICJA funkcji pierwotnie rekurencyjnych
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De�nicja 5.7. Zbiór funkcji pierwotnie rekurencyjnych to najmniejszy zbiór
funkcji zawieraj¡cy nast¦pnik, ... i zamkni¦ty ze wzgl¦du na superpozycj¦ i
reursj¦ prost¡.

Pierwotnie rekurencyjne s¡ funkcje: nast¦pnik, ...
Je±li pierwotnie rekurencyjne s¡ funkcje g(x) oraz h(n, x, y) to pierwotnie rekuren-
cyjna jest funkcja f(n, x) okre±lona indukcyjnie nast¦puj¡cymi wzorami

f(0, x)
df
= g(x)

f(n+ 1, x)
df
= h(n, x, f(n, x))

Zªo»enie (superpozycja) funkcji pierwotnie rekurencyjnych jest funkcj¡ pierwot-
nie rekurencyjn¡. Sprawd¹, »e program

i:=0; aux:=g(x);
for i :=1 to n do
aux := h(i-1,x,aux)

od


oblicza poprawnie funkcj¦ f(n, x).
Nale»y udowodni¢, »e dla kazdego x i dla ka»dego n zachodzi

i:=0; aux:=g(x);
for i :=1 to n do
aux := h(i-1,x,aux)

od

 (aux = f(n, x))

Rzeczywi±cie. Dla n = 0 mamy{
i:=0; aux:=g(x);

}
(aux = f(n, x))

poniewa» f(0, x) = g(x).
Zaªó»my, »e teza jest speªniona dla ka»dego x i dla n < k. Zbadajmy wyra»enie

i:=0; aux:=g(x);
for i :=1 to k+1 do
aux := h(i-1,x,aux)
od

 (aux = f(k + 1, x))

Z wªasno±¢i f3) otrzymujemy formuª¦ równowa»n¡

i:=0; aux:=g(x);
for i :=1 to k do
aux := h(i-1,x,aux)
od; (* aux=f(k,x) *)
i:=i+1; (* i=k+1 *)
aux:=h(i-1,x,aux);


(aux = f(k + 1, x))

�atwo dostrzec, »e ko«cowa warto±¢ zmiennej aux jest równa h(k, x, f(k.x)) czyli
jest równa f(k + 1, x). Powy»sze rozumowanie pozwala uzna¢ za udowodnione
ponizsze twierdzenie

Twierdzenie 5.9. Rozwa»my programy operuj¡ce tylko na typie integer i zbiór F
funkcji obliczanych przez te programy. Zbiór funkcji pierwotnie rekurencyjnych
jest równy zbiorowi F.



58 ROZDZIA� 5. L3 PROGRAMY ELEMENTARNE

W latach 20 XX wieku Dawid Hilbert zapytaª czy zbiór funkcji (pierwotnie)
rekurencyjnych zwiera wszystkie funkcje obliczalne. Jego dwaj asystenci Wil-
helm Ackermann i Gabriel Sudan skonstruowali dwa kontrprzykªady. Pokazali
mianowicie funkcje obliczalne, które nie daj¡ si¦ zde�niowa¢ przy ppomocy su-
perpozycji i schematu rekursji prostej. Funkcja Ackermanna jest dzi± lepiej
znana ni» funkcja Sudana. O funkcji Ackermanna mo»esz poczyta¢ w powo-
jennym wydaniu ksi¡»ki Kalejdoskop Matematyczny Hugo Steinhausa [] lub na
Wikipedii. Obie funkcje rosn¡ szybciej ni» dowolna funkcja pierwotnie rekuren-
cyjna. Co to oznacza? 1°Przy obliczeniu warto±ci funkcji A(6) szybko zabraknie
nam pami¦ci by zapisywa¢ kolejne cyfry wyniku. 2°Ale nie martw si¦, zanim
do tego dojdzie to umrze wiele pokole«. W ten, nieco makabryczny, sposób
zwracamy Ci uwag¦ na aspekt czasowy. Chocia» funkcja Ackermanna jest
obliczalna to dla rodzaju ludzkiego nie ma to znaczenia. Ju» dla niewielkich
argumentów czas potrzebny do obliczenia wyniku jest niewyobra»alnie wielki.
W nast¦pnym rozdziale wprowadzimy instrukcj¦ iteracji while i b¦dziemy kon-
tynuowa¢ nasze rozwa»ania.

5.8 Podsumowanie

�wiatªy programista wie, »e nast¦puj¡ce funkcjonaªy tzn. operacje na funkcjach
zwracaj¡ce funkcje sa programowalne w j¦zyku L3 programów elementarnych:
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Suma:
n∑
i=1

τ(i)


s:=0;
for i:= 1 to n do
s:= s+τ(i)

done

 (s =
n∑
i=1

τ(i))

Iloczyn:
n∏
i=1

τ(i)


s:=1;
for i:= 1 to n do
s:= s*τ(i)

done

 (s =
n∏
i=1

τ(i))

Maksimum:
n

Max
i=1

τ(i))


s:=-∞;
for i:= 1 to n do
s:= if s>τ(i)
then s:= τ(i) �

done

 (s =
n

Max
i=1

τ(i))

Minimum:
n

Min
i=1

τ(i))


s:=∞;
for i:= 1 to n do
s:= min(s,τ(i))

done

 (s =
n

Min
i=1

τ(i))

alternatywa :
n∨
i=1

α(i)


s:=false;
for i:= 1 to n do
s:= s ∨α(i)

done

 (s =
n∨
i=1

α(i))

koniunkcja:
n∧
i=1

α(i)


s:=true;
for i:= 1 to n do
s:= s ∧α(i)

done

 (s =
n∧
i=1

α(i))

kwanty�kator
ograniczony
ogólny

:
n

∀
i=1

α(i)


s:=true;
for i:= 1 to n do
if ¬α(i) or ¬s
then s:= false �

done

 (s =
n

∀
i=1

α(i))

kwanty�kator
ograniczony
szczegóªowy

:
n

∃
i=1

α(i)


s:=false;
for i:= 1 to n do
if α(i)
then s:= true ; exit �

done

 (s =
n

∃
i=1

α(i))

indukcja ograniczona



i:=0; aux:=g(x);
for i :=1 to n do
aux := h(i-1,x,aux)
if aux > j(n,x) then
aux:=0

�
od;


(aux = f(n, x))

rekursja prosta

f(0, x)
df
= g(x)

f(n+ 1, x)
df
= h(n, x, f(n, x))


i:=0; aux:=g(x);
for i :=1 to n do
aux := h(i-1,x,aux)

od

 (aux = f(n, x))
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Minimum ograniczone

5.8.1 Wnioski

A) Jeden wniosek, to postulat by odwa»niej u»ywa¢ instrukcji przypisania z
notacj¡ matematyczn¡. Mo»esz w programie umie±ci¢ napis

 \assign{y \leftarrow \sum_{i=1}^n i*a} 

i traktowa¢ go jak instrukcj¦ przypisania. Z kolei program b¦dzie kompi-
lowany najpierw przez TEX i ... je±li program (lub jego fragment) ma by¢
publikowany to zobaczymy notacj¦ matematyczn¡

y ←
n∑
i=1

i ∗ a.

A je±li program ma by¢ skompilowany i wykonany to u»yjemy innego stylu
by uzyska¢
var i: integer;
y:=0;
for i :=1 to n do
y:= y+ i*a

od
Trzeba tylko te dwa pakiety, nazwijmy je, algorithmpub.sty i algorithmkod.sty
przygotowa¢. Zauwa», nie ma potrzeby konstruowania nowego j¦zyka pro-
gramowania i jego kompilatora!
Zauwa» tak»e: stosowanie takiej notacji zmniejsza ryzyko pojawienia si¦
bª¦du.

B) Programi±ci odczuwaj¡ potrzeb¦ instrukcji foreach, podobnej do intrukcji
for. Instrukcja foreach miaªaby odnosi¢ si¦ do zbiorów sko«czonych za-
pisanych w pami¦ci komputera i umo»liwia¢ powtarzanie pewnej sekwencji
polece« dla ka»dego elementu z zadanego zbioru sko«czonego. Nasuwa si¦
pytanie czy mo»na wprowadzi¢ tak¡ instrukcj¦ foreach do zestawu pole-
ce«?

Na to pytanie postaramy si¦ odpowiedzie¢ w cz¦±ci drugiej: Programuj z
klas¡.

Zadanie 5.1. Napisz program wyznaczajacy najwi¦ksz¡ z trzech liczb x, y, z.

Zadanie 5.2. Napisz program: we¹ nast¦pn¡ czwórk¦ liczb naturalnych.
Wskazówka 1. Napisz program we¹ nast¦pn¡ par¦ liczb naturalnych.
Wskazówka 2. Czy ci¡g czwórek utworzonych przez Twój program zaczyna si¦
podobnie ... ?



Rozdziaª 6

L4 Programowanie z tablicami

L0  L1  L2  L3  L4  L5  L6  L7  L8  L9  L10

W tym rozdziale omówimy tworzenie obiektów tablicowych i operacje na takich
obiektach. Zazwyczaj mówimy krótko tablice (ang. arrays). Wygodnie jest
pojmowa¢ tablice jako zestawy zmiennych.

W tym rozdziale pojawiaj¡ si¦ obiekty. Chocia» nie jest to ich peªny za- poni»ej

kres - nie ma obiektów klas. Napiszmy jednak postulaty dotyczace obiektów �
sªowami:
a) kill � jego aksjomat
b) zbiór obiektów jest sko«czony
czy mozna �zap¦tli¢� wska»niki do obiektów tablicowych?
var A,B arrayof arrayof real;
A[3]:=B[7];B[7]:=A[3]
c) typy obiektów tablicowych - aksjomat A in T
obiekt tablicowy przypisany zmiennej A jest typu wymienionego w deklaracji
zmiennej A
��������������-
TODO
A. Skªadnia
B. Semantyka aksjomaty
C. Maszyna 1. opis typu tablicowego
2. iloczyn skalarny
3. macierz trójkatna
4. algorytm Gaussa
5. mno»enie macierzy
(zwykªe, alg. Winograda, mno»enie w strukturach tropikalnych, ...) 6. domkni¦-
cie tranzytywne relacji (algorytm kosztowny, binpower, )
���������������

6.1 Tablice

Tablice s¡ obiektami, które zawieraj¡ jednorodny ci¡g zmiennych.
Mo»emy te» powiedzie¢, »e obiekt tablicowy jest przedªu»eniem pami¦ci pro-
gramu o pewien sko«czony zbiór zmiennych, wszystkie tego samego typu i wszys-
tkie nazwy tych zmiennych s¡ podobne.

61
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Jeszcze inaczej, tablica jest funkcj¡. To s¡ trzy ró»ne spojrzenia, ale przedmiot
ogl¡dany, analizowany pozostaje ten sam.

Typy tablicowe i zmienne tablicowe.

Poni»ej znajdziesz przykªad deklaracji: zmiennej tablicowej A oraz typu tabli-
cowego arrayof T, gdzie T jest typem zadeklarowanym lub pierwotnym.

var A : arrayof T;

Powtarzaj¡ce si¦ deklaracje typu mo»emy uto»samia¢, dwie linie deklaracji:
var A arrayof T;

var B arrayof T;

znacz¡ tyle samo co nast¦puj¡ca deklaracja
var A,B arrayof T

Przykªad 6.1. Obliczanie iloczynu skalarnego wektorów

program ilSkal;
var n,i, iloczyn: integer;
var A, B: arrayof integer;

begin

readln(n);
array A dim (1:n);
array B dim (1:n);
for i := 1 to n do read(A(i)) od;
readln;
for i := 1 to n do B(i):=3*i od;
for i := 1 to n do iloczyn :=iloczyn +A(i)*B(i) od;
writeln(�Iloczyn skalarny A * B=�, iloczyn)

end

Jak b¦dzie przebiega¢ obliczenie powy»szego programu?

1) stan pocz¡tkowy

integer: n =0 warto±ciowanie zmiennych
integer: i =0
integer: iloczyn =0
arrayof integer A = none
arrayof integer B = none
readln(n);
array A dim (1:n);
array B dim (1:n);
for i := 1 to n do read(A(i)) od;
readln;
for i := 1 to n do B(i):=3*i od;
for i := 1 to n do iloczyn :=iloczyn +A(i)*B(i) od;
writeln(�Iloczyn skalarny A * B=�, iloczyn)
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2) wczytano n=3

integer: n =3
integer: i =0
integer: iloczyn =0
arrayof integer A = none
arrayof integer B = none
readln(n);
array A dim (1:n);
array B dim (1:n);
for i := 1 to n do read(A(i)) od;
readln;
for i := 1 to n do B(i):=3*i od;
for i := 1 to n do iloczyn :=iloczyn +A(i)*B(i) od;
writeln(�Iloczyn skalarny A * B=�, iloczyn)

3) tworzymy obiekt tablicy A

integer: n =3
integer: i =0
integer: iloczyn =0
arrayof integer A =
arrayof integer B = none
readln(n);
array A dim (1:n);
array B dim (1:n);
for i := 1 to n do read(A(i)) od;
readln;
for i := 1 to n do B(i):=3*i od;
for i := 1 to n do iloczyn :=iloczyn +A(i)*B(i) od;
writeln(�Iloczyn skalarny A * B=�, iloczyn)

A=
(1) 0
(2) 0
(3) 0

4) tworzymy obiekt tablicy B

integer: n =3
integer: i =0
integer: iloczyn =0
arrayof integer A =
arrayof integer B =
readln(n);
array A dim (1:n);
array B dim (1:n);
for i := 1 to n do read(A(i)) od;
readln;
for i := 1 to n do B(i):=3*i od;
for i := 1 to n do iloczyn :=iloczyn +A(i)*B(i) od;
writeln(�Iloczyn skalarny=�, iloczyn)

A=
(1) 0
(2) 0
(3) 0

B=
(1) 0
(2) 0
(3) 0

5) kolejne wprowadzone liczby to 2, 4, 6

integer: n =3
integer: i =4
integer: iloczyn =0
arrayof integer A =
arrayof integer B =
readln(n);
array A dim (1:n);
array B dim (1:n);
for i := 1 to n do read(A(i)) od;
readln;
for i := 1 to n do B(i):=3*i od;
for i := 1 to n do iloczyn :=iloczyn +A(i)*B(i) od;
writeln(�Iloczyn skalarny=�, iloczyn)

A=
(1) 2
(2) 4
(3) 6

B=
(1) 3
(2) 6
(3) 9

Powiedz prosz¦, co wydrukuje program? Uzasadnij.
Co si¦ stanie je±li pierwsza instrukcja readln(n) wprowadzi warto±¢ 0 zero?
Udowodnij, »e dla n>0 program obliczy poprawn¡ warto±¢ iloczynu skalarnego.
Jak zmieni¢ program by u»ytkownik nie napotkaª niespodzianki podczas stosowa-
nia tego programu?
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6.2 Skªadnia j¦zyka L4

J¦zyk L4 jest rozszerzeniem poprzedniego j¦zyka L3.

L3  L4

Rozszerzeniu ulegaj¡: zbiór deklaracji, zbiór wyra»e« i zbiór instrukcji atom-
owych. Natomiast zachowane zostaj¡ operacje na instrukcjach: if i for oraz
skªadanie instrukcji (;).
Oprócz typów prostych pojawiaj¡ si¦ typy tablicowe.

Deklaracje

De�nicja 6.2. Deklaracj¡ zmiennej tablicowej A jest napis postaci

var A: {arrayof }+ T

gdzie A ∈ Identy�kator, T ∈{boolean, integer, real, char, string }, znak + mówi
powtórzono sko«czon¡ liczb¦ razy. Jest to równocze±nie deklaracja zmiennej A
i deklaracja typu tablicowego arrayof+ T.

Przykªad 6.3. Jest deklaracj¡ zmiennej tablicowej napis

var X: array of integer

tak»e napisy

var B,D: arrayof real, C: arrayof arrayof integer

s¡ deklaracjami zmiennych tablicowych.

De�nicja 6.4. Deklaracj¡ w j¦zyku L4 jest deklaracja zmiennej tablicowej lub
deklaracja z j¦zyka L3.

D4
df
= D3 ∪ {var A : arrayof T}

gdzie A jest identy�katorem zmiennej, a T jest typem prostym {boolean, integer,
real, char, string } lub typem tablicowym

Ci¡g deklaracji D wyst¦puj¡cy w programie D ∈ D∗4
to sko«czony ci¡g deklaracji zmiennych prostych i staªych (jak w j¦zyku L3) i
deklaracji zmiennych tablicowych.

Wyra»enia

W zbiorze wyra»e« dopuszczalne s¡ Wyra»enie tablicowe
zmienna tablicowa A jest wyra»eniem tablicowym,
generator array A dim (a:b)
Wyra»enie arytmetyczne
Zmienna indeksowana A(i) jest wyra»eniem typu T

wyra»enie boolowskie
A=B gdzie A i B s¡ zmiennymi tego samego typu tablicowego
wyra»enie arytmetyczne
napisy lower(A) i upper(A) s¡ wyra»eniami arytmetycznymi
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Instrukcje

Niech A i B b¦d¡ zmiennymi tablicowymi, l i u wyra»eniami arytmetycznymi
typu caªkowito-liczbowego..

De�nicja 6.5. Zbiór At4 instrukcji atomowych j¦zyka L4 jest opisany poni»ej

At4
df
= At3 ∪


array A dim(l : u),
A := B,
B := copy(A),
kill(A)


De�nicja 6.6. Zbiór I4 instrukcji j¦zyka L4 jest najmniejszym zbiorem napisów
zawieraj¡cym zbiór instrukcji atomowych At4 i zamkni¦tym ze wzgl¦du na op-
eracje tworzenia instrukcji warunkowych (if), instrukcji powtarzania (for) i
skªadania, tj. ª¡czenia instrukcji znakiem ±rednika (;).

6.3 Komputer K4

Ten komputer jest rozszerzeniem komputera K3 i potra� wykonywa¢ wszelkie
polecenia, jakie umie wykonywa¢ ten ostatni, a ponadto komputer K4 potra�:
utworzy¢ obiekt tablicowy, odczyta¢ warto±¢ zmiennej indeksowanej , przypisa¢
zmiennej indeksowanej now¡ warto±¢, usun¡¢ obiekt tablicowy A wykonuj¡c
polecenie kill(A).
Repertuar polece« komputera K4 zawiera wszystkie rodzaje polece« znane nam
z opisów wcze±niejszych i ponadto polecenia nast¦pujace:

1. Utwórz obiekt tablicowy
〈Pam, array A dim(l:u); Ins〉 7→ 〈Pam ∪ {o}, Ins〉
gdzie Pam′ = Pam∪{o} jest stanem pami¦ci Pam powi¦kszonym o nowy
obiekt tablicowy o ..., warto±ci¡ zmiennej tablicowej A jest obiekt o

(i) Oblicz warto±ci wyra»e« arytmetycznych l i u.

(ii) Do istniej¡cego zbioru obiektów Pam dodaj nowy obiekt o rozmiarze
u− l + 1 i przypisz go jako warto±¢ zmiennej A.

(iii) Zmiennym indeksowanymA(l), A(l+1), A(u) przypisz warto±ci pocz¡tkowe
zgodne z typem T

2. Przypisz zmiennej tablicowej A obiekt tablicowy B A := B
W efekcie wykonania tej instrukcji nowa warto±¢ zmiennej A to obiekt
tablicowy b¦d¡cy warto±ci¡ wyra»ennia tablicowego B.

3. Stwórz kopi¦ obiektu tablicowego B := copy(A)

(i) Niech obiekt o b¦dzie warto±ci¡ zmiennej tablicowej A.

(ii) Stwórz nowy obiekt tablicowy o′ b¦d¡cy kopi¡ obiektu A.

(iii) Przypisz obiekt o′ jako warto±¢ zmiennej tablicowej B.
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Wªa±ciwie, instrukcja B:=copy(A) jest skrótem oznaczaj¡cym nast¦puj¡c¡
par¦ instrukcji

B := copy(A)
df
=


array B dim(lower(A) : upper(A));
for i := lower(A) to upper(A) do
B(i) := A(i)

od


4. Usu« obiekt tablicowy kill(A)

Je±li warto±ci¡ zmiennej A jest none to nic nie rób. W przeciwnym przy-
padku (tzn. gdy warto±ci¡ zmiennej A jest obiekt tablicowy o), przyp-
isz wszystkim zmiennym, których warto±ci¡ jest obiekt o (w tym zmien-
nej A) warto±¢ none i usu« obiekt o tzn. zbiór jednostek dynamicznych
Pam′ = Pam \ {o}.
Wa»ne. Czas wykonania operacji kill(A) nie zale»y od liczby zmiennych
wskazuj¡cych obiekt o jako swoj¡ warto±¢!

5. Wyznacz warto±¢ zmiennej A(i)

Je±li A 6= none
to

{ je±li lower(A) ≤ i ≤ upper(A)
to
wartosci¡ wyra»enia A(i) jest warto±¢ i-tego elementu tablicy A

inaczej
podnie± sygnaª bª¦du (array index error)

}
inaczej

podnie± sygnaª bª¦du (reference to none)
koniec

Sprawd¹ czy warto±¢ zmiennej A jest ró»na od none. Je±li jest to podnie±
sygnaª bª¦du � raise Reference to None. Gdy warto±ci¡ zmiennej A jest
obiekt tablicowy o, to sprawd¹ czy speªniony jest warunek lower(A) ≤ i ≤
upper(A)? Je±li warunek ten nie jest speªniony to podnie± sygnaª bªedu �
array index error. Je±li warunek jest speªniony to warto±ci¡ wyra»enia A(i)
jest i-ty element obiektu o

6. Zmie« warto±¢ zmiennej A(ι) A(i) := ω
Oblicz warto±¢ wyra»enia ι.Niech to b¦dzie i.
Wyznacz zmienn¡ A(i). Niech to b¦dzie zmienna z.

popraw oznacze-
nie z

Oblicz warto±¢ wyra»enia ω. Niech to b¦dzie w.
Je±li typy zmiennej z i warto±ci w nie s¡ zgodne to podnie± sygnaª bª¦du.
Przypisz zmiennej z wyliczon¡ warto±¢ w.

Operacje na tablicach

Je±li mamy dwie zmienne tego samego typu tablicowego
var A, B: arrrayof integer;
array A dim(2:7);
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to obie te zmienne mog¡ wskazywa¢ na t¦ sam¡ tablic¦
B :=A ;

Po wykonaniu tej instrukcji speªniony jest warunek (formuªa) A=B.
Natomiast wykonanie instrukcji

B := copy(A);
tworzy now¡ tablic¦ b¦d¡c¡ kopi¡ tablicy A i t¦ now¡ tablic¦ przypisuje jako
warto±¢ zmiennej B.
Podczas wykonywania instrukcji przypisania A := B wazna jest zgodno±¢ typów

Narysuj dia-
gramy ilustruj¡ce
ró»nic¦ pomi¦dzy
tymi instrukc-
jami!

zmiennych A i B. Nie jest wa»ny rozmiar tablic A i B lecz czy typy ich elemntów
sa zgodne.
Przed wykonaniem instrukcji B := A rozmiar tablicy B mo»e by¢ inny niz
rozmiar tablicy A.
Obiekt tablicowy o mo»e by¢ warto±cia wielu zmiennych, pod warunkiem, »e
zmienne te maja zadeklarowane zgodne typy.

Obiekt tablicowy o jest ci¡giem zmiennych. Wyra»enie A(i) ma warto±¢ wyz-
naczon¡ w ten sposób, »e obliczamy warto±¢ wyra»enia i w nawiasach i z kolei
wyznaczamy warto±¢ zmiennej A(val(i)).

lower i upper

W trakcie mo»e wyst¡pic bª¡d �array index error�. Co to znaczy? Jak unikac
takiego bª¦du?

Bª¡d �reference to none�. W jaki sposób mo»e powstac taki bª¡d?

Przykªad 6.7. przykªad programuW tym programie jest bª¡d. Jaki? Napraw
to.
program ilSkal;
(* obliczanie iloczynu skalarnego wektorów *)
var n,i, iloczyn: integer;
var A, B: arrayof integer;

begin
readln(n);
array A dim (1:n);
for i := 1 to n do read(A(i)) od;
readln;
for i := 1 to n do read(B(i)) od;
for i := 1 to n do iloczyn :=iloczyn +A(i)*B(i) od;
writeln(�Iloczyn skalarny A * B=�, iloczyn)

end

Przykªad 6.8. przykªad programuW tym programie jest bª¡d. Jaki? Napraw
to.
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program ilSkal;
(* obliczanie iloczynu skalarnego wektorów *)
var n,i, iloczyn: integer;
var A, B: arrayof integer;

begin
readln(n);
array A dim (1:n);
array B dim (1:n);
for i := 1 to n do read(A(i)) od;
readln;
for i := 0 to n do read(B(i)) od;
for i := 1 to n+3 do iloczyn :=iloczyn +A(i)*B(i) od;
writeln(�Iloczyn skalarny A * B=�, iloczyn)

end

Przykªad 6.9. przykªad programuW tym programie jest bª¡d. Jaki? Napraw
to.
program ilSkal;
(* obliczanie iloczynu skalarnego wektorów *)
var n,i, iloczyn: integer;
var A, B: arrayof integer;

begin
readln(n);
array A dim (1:n);
array B dim (n:n-2);
for i := 1 to n do read(A(i)) od;
readln;
for i := 1 to n do read(B(i)) od;
for i := 1 to n do iloczyn :=iloczyn +A(i)*B(i) od;
writeln(�Iloczyn skalarny A * B=�, iloczyn)

end

6.4 Semantyka

Aksjomat (niezmiennik) j¦zyka Loglan

Niezmiennik systemu Loglan. Dla ka»dej zmiennej tablicowej A jej warto±¢
jest obiektem tablicowym typu arrayof T wymienionego w deklaracji zmiennej A
lub jest równa none.

Loglan ` A in arrayof T ∨ A = none

Pocz¡tkowa warto±¢ zmiennej tablicowej c0 = none
Aksjomat utworzenia tablicy
Niech napis A b¦dzie zadeklarowan¡ zmienn¡ tablicow¡ typu arrayof T, niech
napisy δ i µ b¦d¡ wyra»eniami arytmetycznymi. Symbol c0 oznacza warto±¢
pocz¡tkow¡ typu T.1 Polecenie array A dim(δ:µ) ma efekt opisany formuªami o

1Przypomnijmy dla typu integer jest to 0, dla typu Boolean jest to false, dla typu tabli-
cowego jest to none.
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schemacie podanym poni»ej:

u ≥ l =⇒ {array A dim (l : u)}(A 6= none ∧ lower(A) = l∧

upper(A) = u ∧
u

∀
i=l

A(i) = c0) (AxArr)

popraw ten aksjomat uwzgl¦dnij typ T
Aksjomat przypisania
PRE =⇒ {A(i):=wyr }(POST )

Twierdzenie 6.1. Zakªadamy, »e B jest tablic¡ n-elementow¡. Niech i b¦dzie
zmienn¡ typu integer. Niech P (i) oznacza ci¡g instrukcji, taki »e, napis B(i) nie
wyst¦puje w nim po prawej stronie instrukcji przypisania. Poni»sza równowa»no±¢
jest prawdziwa w systemie Loglan

Loglan `
n

∀
i=1
{P (i)} (B(i) = τ(i))⇔

 for i← 1 to n do
P (i)

od

 n

∀
i=1

(B(i) = τ(i))

Dowód. Zastosujemy poprzednie twierdzenie 5.8 ...

Przydatna te» b¦dzie odmiana powy»szego twierdzenia

Twierdzenie 6.2. Je±li

6.5 Tablice dwuwska¹nikowe.

Tablica dwuwska¹nikowa mo»e (i w Loglanie musi) by¢ tablic¡ tablic.
var A, B, C: arrayof arrayof real;
...
array A dim(1:n);
for i:= 1 to n do
array A(i) dim(1:n)
od;
Mo»e to jest uci¡»liwe, ale stwarza mo»liwo±¢ tworzenia tablic o ró»nych ksztaª-
tach, np. tablice trójk¡tne, tablice wst¦gowe, etc.

Przykªad 6.10. Zapisa¢ macierz trójk¡tn¡ górn¡


a11 a12 . . . a1n

a22 . . . a2n
. . .

ann


Zadeklaruj tablic¦ dwuwskaznikow¡
var A arrayof arrayof real;
Utwórz tablic¦
array A dim(1:n);
for i:=1 to n do array A(i) dim(i:n);
Utworzymy w ten sposób tablic¦ o n wierszach A(1) , ... , A(n). Dla i=1, ...,
n. i-ty wiersz ma elementy o numerach od i do n, A(i,i), ... A(i,n). Pozostaje
wypeªni¢ t¦ tablic¦. Ile miejsca ona zajmie?
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�wicz!

Zadanie 6.1. Utwórz dwie tablice A i B o wymiarach 4×4. Wypeªnij je liczbami
przypadkowymi i oblicz sum¦ C=A+B tych tablic.

Zadanie 6.2. Utwórz dwie tablice A i B o wymiarach 4×4. Wypeªnij tablic¦
B liczbami przypadkowymi, zapisz w tablicy A kopi¦ tablicy B i oblicz sum¦
C=A+B tych tablic.

Zadanie 6.3. Utwórz dwie tablice A i B o wymiarach 4×4. Wypeªnij je liczbami
przypadkowymi, wykonaj przypisanie B:=A i nast¦pnie wypeªnij tablic¦ A zerami.
Wydrukuj obie tablice. Co zobaczysz?

kill()

Co zrobi¢ gdy tablica nie jest juz potrzebna? Pozby¢ si¦ jej wykonuj¡c polecenie
kill(A); Semantyka polecenia kill jest opisana przez nast¦puj¡cy aksjomat

Niezmiennik systemu Loglan. Je±li zmienne A, B, C wskazuj¡ na pewien
obiekt tablicowy, to po wykonaniu polecenia kill(B) wszystkie trzy zmienne przyj-
muj¡ warto±¢ none, a obiekt zostaje usuni¦ty.

LOGLAN ` (A = B = C 6= none) =⇒ {kill(A)}(A = B = C = none)

Oczywi±cie, to samo mo»na powiedzie¢ gdy na pewien obiekt wskazuj¡ dwie,
pi¦¢, lub wi¦cej zmiennych.

Zadanie 6.4. Na pewien obiekt tablicowy o wskazuj¡ dwie zmienne A i B.
Czy w tej sytuacji instrukcje s¡ równowa»ne?
kill(A) A := none A,B :=none

Aksjomat instrukcji przypisania

Ten aksjomat wymaga ponownego sformuªowania. Formuªa {x := τ}α(x)⇔ α(x/τ)

nie opisuje caªej prawdy o stanie pami¦ci po wykonaniu instrukcji przypisania
np. A(3) := 7. Je±li bowiem przed wykonaniem tej instrukcji na tablic¦ A
wskazywaªa tak»e zmienna B to po wykonaniu tej instrukcji zachodzi warunek
A(3) = 7 ∧ B(3) = 7. W zwi¡zku z tym zalecane jest stosowanie nast¦pu-

aksj.? zastosuj
dwukrotnie aksj.
przypisania

j¡cej reguªy: Je±li zmienna x jest elementem tablicy A i formuªa α(x/τ) zawiera
tak»e klauzule wyliczaj¡ce wszystkie aliasy obiektu o wskazywanego przez zmi-
enn¡ tablicow¡ A, to formuªa {x := τ}α(x)⇔ α(x/τ) jest prawdziwa. Niech

przemy±l tablice
dwuwska¹nikowe

A i B b¦d¡ dwoma zmiennymi typu arrayof arrayof T. Je±li speªniona jest
formuªa A = B to znaczy, »e ∀upper(A)

i=lower(A)A(i) = B(i). Z kolei to, »e zachodzi
równo±¢ A(i) = B(i) oznacza, »e dla ka»dego lower(A(i)) ≤ j ≤ upper(A(i))
speªniona jest równo±¢ A(i, j) = B(i, j). Ale mo»e si¦ zdarzy¢, »e w takim
stanie zostanie wykonane polecenie zmieniaj¡ce pewien wiersz tablicy B, np.
B(4) ← C, gdzie warto±ci¡ zmiennej C jest obiekt typu arrayof T. W wyniku
nadal b¦dzie prawd¡, »e A = B, ale zmieniona zostaªa te» warto±¢ A(4) i jest
równa C. Podobnie b¦dzie z instrukcj¡ A(3, 7) ← τ . Nadal zachodzi równo±¢
A = B.
Natomiast po wykonaniu instrukcji A ← D lub array A dim(2 : 9) równo±¢
A = B przestaje zachodzi¢.
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Przykªad 6.11. (A = B∧7 < 9)⇔ {B(3) := 7}(A = B∧A(3) < 9∧B(3) <
9)

6.6 Rozwi¡zywanie ukªadu równa«

Umiemy operowac na tablicach dwuwska»nikowych. Zobaczmy do czego takie
obiekty si¦ przydaj¡.

Nale»y rozwi¡za¢ ukªad równa« liniowych dany przez trójk¡tn¡, nieosobliw¡
macierz górn¡ wspóªczynników A i wektor wyrazów wolnych B.

A11x1 +A12x2 · · ·+A1nxn = B1

+A22x2 · · ·+A2nxn = B2

. . .

Annxn = Bn

Szkic programu

program G;
var A: arrayof arrayof real, B, X: arrayof real;
var sum: real, n, k, l: integer;

begin
(* utwórz i zainicjuj tablice A i B *)
readln(n);
array A dim(1:n);
for k := 1 to n do array A(k) dim(1:n);
array B dim (1:n);
(* wczytaj tablice A i B *)
. . .
array X dim (1 :n);
(* oblicz tablice X *)
for k: =n downto 1 do

suma :=0;
for j: = k+ 1 to n do suma := suma+A(k,j)*X(j) od;
X(k): =( B(k)-suma)/ A(k,k)

od
(* wydrukuj tablice X *)

end

Udowodnimy nast¦puj¡cy

Lemat 6.3. Je»eli A jest trójk¡tn¡, nieosobliw¡ macierz¡ górn¡ i tablica B jest
wektorem wyrazów wolnych to prawdziwa jest nast¦puj¡ca formuªa

G :



for k: =n downto 1 do
suma :=0;
for j: = k+ 1 to n do
suma := suma+A(k,j)*X(j)
od;

X(k): =(B(k)-suma)/ A(k,k)
od


(

n

∀
i=1

n∑
j=i

A(i, j) ∗X(j) = B(i)

)
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To oznacza, »e instrukcja G oblicza rozwi¡zanie podanego powy»ej ukªadu
równa«.

Dowód. Najpierw zauwa»my, »e na mocy twierdzenia 5.3, dla k = n, n−1, . . . , 1
zachodz¡ formuªy

suma :=0;
for j: = k+ 1 to n do
suma := suma+A(k,j)*X(j)

od;


( n∑
j=k+1

A(k, j) ∗X(j) = suma

)

St¡d wnioskujemy, »e dla k = n, n− 1, . . . , 1 zachodz¡ formuªy
suma :=0;
for j: = k+ 1 to n do
suma := suma+A(k,j)*X(j)

od;
X(k): =(B(k)-suma)/ A(k,k)


X(k) =

B(k)−
n∑

j=k+1

A(k, j) ∗X(j)

A(k, k)


Ka»da z tych formuª jest równowa»na odpowiednio nast¦puj¡cej

suma :=0;
for j: = k+ 1 to n do
suma := suma+A(k,j)*X(j)

od;
X(k): =(B(k)-suma)/ A(k,k)


( n∑
j=k

A(k, j) ∗X(j)) = B(k)

)

dla k = n, n− 1, . . . , 1.

I to wªa±ciwie ko«czy dowód lematu. Warto jeszcze zauwa»y¢ kolejno±¢ w
jakiej obliczamy warto±ci niewiadomych xn, xn−1, . . . , 1. Raz obliczona warto±¢
niewiadomej xi nie ulega zmianie w kolejnych krokach algorytmu.
Wykorzystujemy odmian¦ twierdzenia 6.1 by wprowadzi¢ polecenie for.

G :



for k: =n downto 1 do
suma :=0;
for j: = k+ 1 to n do
suma := suma+A(k,j)*X(j)
od;

X(k): =(B(k)-suma)/ A(k,k)
od


(

n

∀
i=1

n∑
j=i

A(i, j) ∗X(j) = B(i)

)

6.7 Mno»enie macierzy

Dane s¡ dwie tablice A i B. Nale»y sprawdzi¢ czy mo»na je pomno»y¢ przez
siebie i je±li to jest mo»liwe nale»y obliczy¢ macierz C = A ∗ B. Przyjmuj¡c,
»e macierz A ma n wierszy i k kolumn, a macierz B ma k wierszy i m kolumn
nale»y napisa¢ program P i zapewni¢ prawdziwo±¢ nast¦puj¡cej formuªy

{P}
n

∀
i=1

m

∀
j=1

(
Cij =

k∑
l=1

Ail ∗Blj
)



6.7. MNO�ENIE MACIERZY 73

Operacja mno»enia macierzy ma tak wiele zastosowa«, »e warto pokusi¢ si¦ o
algorytm o mo»liwie niskim koszcie. Zobacz prace [].

6.7.1 Algorytm podstawowy

Wykorzystamy spostrze»enia poczynione w poprzednim rozdziale. Nast¦puj¡ca
formuªa jest twierdzeniem Loglanu.

Twierdzenie 6.4.

AL `



for i← 1 to n do
for j ← 1 to m do
s← 0;
for l← 1 to k do
s← s+A(i, l) ∗B(l, j)

od;
C(i, j)← s;

od
od



(
n

∀
i=1

m

∀
j=1

Cij =

k∑
l=1

Ail ∗Blj
)

Dowód. Z twierdzenia 5.3 mamy

LP `
n

∀
i=1

m

∀
j=1




s := 0;
for l := 1 to k do
s := s+A(i, l) ∗B(l, j)

od;
C(i, j) := s


(
Cij =

k∑
l=1

Ail ∗Blj
)

Teraz zastosujemy spostrze»enie, »e kwanty�kator ograniczony ∀nj=1 mo»na wyrazi¢
przez p¦tl¦ for porównaj tw. 6.1.

LP `
n

∀
i=1





for j:=1 to m do
s:=0;
for l:=1 to k do
s:=s+A(i,l)*B(l,j)

od;
C(i,j):=s

od


(

m

∀
j=1

Cij =
k∑
l=1

Ail ∗Blj
)


Jeszcze raz stosujemy ten sam fakt kwanty�kator ∀ni=1

Log
an `



for i:=1 to n do
for j:=1 to m do
s:=0;
for l:=1 to k do
s:=s+A(i,l)*B(l,j)

od;
C(i,j):=s

od
od



(
n

∀
i=1

m

∀
j=1

Cij =

k∑
l=1

Ail ∗Blj
)

Co ko«czy dowód.
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Powinni±my zawczasu sprawdzi¢ czy w trakcie wykonywania tego programu
nie wyst¡pi bª¡d array index error. Czyli nale»y sprawdzi¢ czy ka»dy wiersz
tablicy A ma k elementów i czy ka»da kolumna macierzy B ma k elementów.
Czy potra�sz napisa¢ odpowiedni program? Czy potra�sz go uzasadni¢?

6.7.2 Algorytm Winograda

AlgorytmWinograda mo»e by¢ stosowany do obliczania iloczynu macierzy kwadra-
towych. Jego przydatno±¢ jest szczególnie widoczna gdy elementami macierzy
s¡ obiekty reprezentuj¡ce jaki± pier±cie« inny ni» pier±cie« liczb rzeczywistych.
Np. w przypadku gdy dany pier±cie« C jest zaimplementowany w programie
przez klas¦ C, zob. nast¦pna cz¦±¢ II.

Drugim i wa»niejszym powodem do skre±lenia tej notatki jest potrzeba zwróce-
nia uwagi na znikom¡ przydatno±¢ asercji i tzw. programowania przez kontrakt
(ang. design by contract). Asercje s¡ przydatne jako notatki, ale nie stanowi¡
rozwi¡zania problemu zapewnienia poprawno±ci algorytmu.

Zapraszam do czytania, zwªaszcza rozdziaªu Dowód poprawno±ci.

Algorytm

W tym rozdziale pojawiaj¡ si¦ dwa warunki:

� warunek wst¦pny � Precondition,

� warunek ko«cowy � Postcondition, oraz

� algorytm � algorytm Winograda.

Jak si¦ upewni¢, »e algorytm jest poprawny ze wzgl¦du na warunek pocz¡tkowy
i warunek ko«cowy? W literaturze proponowane s¡ dwa podej±cia:

� udowodnij cz¦±ciow¡ porawno±¢ sprawdzaj¡c pewne niezmienniki � jest to
tzw. metoda Floyda-Hoare'a,

� wykonaj pewn¡ liczb¦ oblicze« testowych i zaufaj, »e w trakcie eksploatacji
algorytmu nie oka»e si¦, »e jest on niepoprawny.

W obliczeniach testowych mo»na w trakcie oblicze« sprawdza¢ wcze±niej
wstawione warunki � asercje. Czy rzeczywi±cie s¡ one pomocne?

W nast¦pnym punkcie poka»emy inn¡ drog¦ - drog¦ dowodzenia lematów i w
ko«cu twierdzenia o poprawno±ci (caªkowitej) algorytmu Winograda wzgl¦dem
warunku pocz¡tkowego Precondition i warunku ko«cowego Postcondition.

1: signal Niezgoda;
2: unitWinograd : procedure(A,B : array_of array_of real; output C :

array_of array_of real);
Precondition: wymagaj by A i B byªy macierzami kwadratowymi rozmiaru n

x n
Postcondition: zapewnij, »e obliczona macierz C jest produktem macierzy A

i B, C = A * B
3: var i, j, k, n,m : integer, W, V : array_of real, p : boolean, s : real;
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4: begin
{ ustali¢ czy macierze mog¡ by¢ mno»one tzn. czy ilo±¢ wierszy w A = ilosc
kolumn w B? }
{ ustali¢ czy n jest parzyste? }
{ obliczyc preprocessing }

{ dynamiczne sprawdzanie precondition }
5: if lower(A) 6= lower(B) or lower(A) 6= 1 or upper(A)6= upper(B) then
6: raise Niezgoda
7: �;
8: i := upper(A);
9: j := lower(A);
10: n := i-j+1;
11: for l := j to i do
12: if lower(A(l)) 6= lower(B(l)) or lower(A(l)) 6= 1 or upper(A(l))6= up-

per(B(l) or upper(A(l)6=upper(A) then
13: raise Niezgoda
14: �;
15: od;
Assertion sprawdzono: macierze s¡ kwadratowe, rozmiaru n x n

{ mo»na mno»y¢ }
16: p := (n mod 2) = 0;
17: m := n div 2;
18: array W dim(1 : n);
19: array V dim(1 : n);
20: array C dim(1 : n);
21: for i := 1 to n do
22: array C(i) dim(1 : n)
23: od;

{ obliczanie "preprocessingu"}
24: for j:= 1 to n do
25: s:=0;
26: for i := 1 to m do
27: s := A[j, 2 ∗ i− 1] ∗A[j, 2 ∗ i] + s;
28: od;
29: W[j] := s;
30: od;

Assertion 1: Dla ka»dego j, 1 ≤ j ≤ n, Wj =
n÷2∑
i=1

Aj,2i−1 ∗Aj,2i

31: for j:= 1 to n do
32: s:=0;
33: for i := 1 to m do
34: s := B[2*i-1,j] * B[2*i,j] +s;
35: od;
36: V[j] := s;
37: od;
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Assertion 2: Dla ka»dego j, 1 ≤ j ≤ n, Vj =
n÷2∑
i=1

B2i−1,j ∗B2∗i,j

{obliczanie iloczynu macierzy }
38: for i := 1 to n do
39: for j := 1 to n do
40: s:= 0;
41: for k := 1 to m do
42: s:= (A[i,2*k-1]+B[2*k,j]) * (B[2*k-1,j]+A[i,2*k]) +s;
43: od;

Assertion 3: ∀1≤i≤n,∀1≤j≤n, s =
n÷2∑
k=1

(Ai,2k−1 +B2k,j) ∗ (B2∗k−1,j +Ai,2k)

44: C[i, j] := s−W [i]− V [j];

Assertion 4: ∀1≤i≤n,∀1≤j≤n Ci,j =
2(n÷2)∑
k=1

(Ai,k ∗Bk,j)

45: if not p then
46: C[i, j] := C[i, j]+A[i, n]∗B[n, j]; { poprawiamy - gdy n jest nieparzyste

}
47: �;
48: od; { j }
49: od; { i }

Assertion 5: Dla ka»dych warto±ci i, j, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, Ci,j =
n∑
k=1

(Ai,k ∗Bk,j)

50: end Winograd;

Dowód poprawno±ci

Naszym zadaniem jest wykaza¢ nastepuj¡c¡ implikacj¦

Precondition⇒ {Algorytm Winograda}Postcondition

co si¦ czyta tak: je±li dane speªniaj¡ warunek wst¦pny to algorytm Winograda
ko«czy obliczenia nie sygnalizuj¡c bª¦du i wyniki speªniaj¡ warunek ko«cowy.

Sprawdzenie czy warunek wst¦pny jest speªniony przez dane mo»e by¢ w
cz¦±ci wykonane przez kompilator. Kompilator mo»e sprawdzi¢ czy parame-
try aktualne sa tablicami dwuwymiarowymi. Druga cz¦±¢ warunku, »e rozmi-
ary tablic s¡ równe n × n nie mo»e by¢ sprawdzona przed wywoªaniem pro-
cedury Winograd, nie mo»e te» by¢ udowodniona. Wobec tego wykonywanie
procedury rozpoczynamy od (dynamicznego) sprawdzania ksztaªtu i rozmiaru
tablic2. Mo»na rozwa»a¢ czy nie daªoby si¦ udowodni¢, o programie stosuj¡cym
procedur¦ Winograd, »e warunek wst¦pny jest speªniony za ka»dym razem gdy
procedura Winograd jest wywoªywana w naszym programie. Ale czy mo»na zag-
warantowa¢, »e ka»dy program stosuj¡cy algorytm Winograda b¦dzie sprawdzaª
warunek wst¦pny? lub go dowodziª? Lepiej wi¦c zostawi¢ sprawdzanie warunku
wst¦pnego procedurze Winograd.

2W loglanie'82 dwuwymiarowej tablicy mo»emy nada¢ ksztaªt trójkatny, wst¦gowy i oczy-
wi±cie ksztaªt kwadratowy
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Do algorytmu Winograd wstawili±my asercje. Maj¡ one za zadanie:

1. umo»liwi¢ sygnalizacj¦ naruszenia warunku asercji w trakcie wykonywania
programu,

2. uªatwi¢ argumentacj¦ na rzecz tezy o poprawno±ci algorytmu.

W tym przypadku trudno mówi¢ o dynamiczej wery�kacji: a»eby sprawdzi¢
warunek wyliczony w asercji trzeba powtórzy¢ obliczenia � to niewiele nam
daje. Ponadto, tu uwaga natury ogólnej, zamiana asercji na instrukcj¦ warunk-
ow¡

if warunek_asercji then wrzu¢_ wyj¡tek fi

zapewnia tylko tyle, »e podczas wykonywania algorytmu zostanie zasygnali-
zowany bª¡d. Nie mamy nawet gwarancji, »e zdarzy si¦ to zawsze gdy program
zawiera bª¦dy.

Natomiast asercje mo»emy zast¡pi¢ lematami i udowodni¢ je

Lemat 6.5. Dla ka»dego j, 1 ≤ j ≤ n, i m = n÷ 2 zachodzi

K :



s := 0;
for i := 1 to m
do
s := A[j, 2 ∗ i− 1] ∗A[j, 2 ∗ i] + s;

od;
W [j] := s;


(
Wj =

n÷2∑
i=1

Aj,2i−1 ∗Aj,2i

)

lub to samo spostrze»enie zapisane nieco inaczej

Lemat 6.6. Dla m = n÷ 2 zachodzi

for j := 1 to n do

s := 0;
for i := 1 to m
do
s := A[j, 2 ∗ i− 1] ∗A[j, 2 ∗ i] + s;

od;
W [j] := s;

od



(
∀

1≤j≤n
Wj =

n÷2∑
i=1

Aj,2i−1 ∗Aj,2i

)

Zwró¢ uwag¦ na to, »e zewn¦trzna instrukcja for uzasadnia wprowadzenie
kwanty�katora ograniczonego, a wewn¦trzna instrukcja for oblicza sum¦. In-
strukcja for ma jeszcze wiele innych zastosowa«.

Lemat 6.7. Dla ka»dego j, 1 ≤ j ≤ n, i m = n÷ 2 zachodzi

s := 0;
for i := 1 to m
do
s := B[2 ∗ i− 1, j] ∗B[2 ∗ i, j] + s;

od;
V [j] := s;


(
Vj =

n÷2∑
i=1

B2i−1,j ∗B2i,j

)
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Kolejny lemat

Lemat 6.8. ∀1≤i≤n ∀1≤j≤n

s := 0;
for k:= 1 to m
do
s := (A[i, 2 ∗ k − 1] +B[2 ∗ k, j])
∗(B[2 ∗ k − 1, j] +A[i, 2 ∗ k]) + s;

od;


 s =

n÷2∑
k=1

(Ai,2k−1 +B2k,j)∗

(B2k−1,j +Ai,2k)



Lemat 6.9.
Przy zaªo»eniu, »e tablice A i B s¡ macierzami kwadratowymi rozmiaru n x n i
»e zachodz¡ lematy 1 oraz 2, prawdziwa jest nastepuj¡ca formuªa algorytmiczna

∀
1≤i≤n

, ∀
1≤j≤n



s := 0;
for k := 1 to m
do
s := (A[i, 2 ∗ k − 1] +B[2 ∗ k, j])
∗(B[2 ∗ k − 1, j] +A[i, 2 ∗ k]) + s;

od;
C[i, j] := s−W [i]− V [j];



s =

2∗(n÷2)∑
k=1

Ai,k ∗Bk,j


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Lemat 6.10.
Z prawdziwo±ci lematów 1 i 2 wynika, »e nast¦puj¡ca formuªa jest prawdziwa

for i := 1 to n
do

for j := 1 to n
do
s := 0;
for k:= 1 to m
do
s := (A[i, 2 ∗ k − 1] +B[2 ∗ k, j])
∗(B[2 ∗ k − 1, j] +A[i, 2 ∗ k]) + s;

od;
C[i, j] := s−W [i]− V [j];
if not p
then

C[i, j] := C[i, j] +A[i, n] ∗B[n, j]
fi;

od
od



(
∀

1≤i≤n
∀

1≤j≤n
Ci,j =

n∑
k=1

Ai,k ∗Bk,j
)

Dowody lematów

Dowód lematu 6.5

Dowód. W dowodzie wykorzystujemy nast¦puj¡c¡ wªasno±¢ programów for:
niech napis ω(i) oznacza wyra»enie arytmetyczne (zmienna i mo»e, ale nie musi,
w nim wystepowa¢) 

s := 0
for i := 1 to n
do
s := ω(i) + s

od


(
s =

n∑
i=0

ω(i)

)

Pozostaje skorzysta¢ z aksjomatu instrukcji przypisania(
s =

n∑
i=0

ω(i)

)
=⇒ {W [j] := s}

(
W (j) =

n∑
i=0

ω(i)

)

Dowody lematów 2 i 3 przebiegaj¡ podobnie.

Dowód lematu 6.9

Dowód. Nale»y udowodni¢

(s =

n÷2∑
k=1

(Ai,2k−1+B2k,j)∗(B2∗k−1,j+Ai,2k) =⇒ (s−W [i]−V [j] =

2(n÷2)∑
k=1

Ai,k∗Bk,j)
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Rozwi«my mno»enie i zastosujmy rozdzielno±¢ mno»enia wzgledem dodawania

n÷2∑
k=1

(Ai,2k−1 +B2k,j) ∗ (B2∗k−1,j +Ai,2k)

=
n÷2∑
k=1

[Ai,2k−1 ∗B2∗k−1,j +Ai,2k−1 ∗Ai,2k +B2k,j ∗B2k−1,j +B2k,j ∗Ai,2k]

=
n÷2∑
k=1

Ai,2k−1 ∗B2∗k−1,j +

n÷2∑
k=1

Ai,2k−1 ∗Ai,2k︸ ︷︷ ︸
=W [i]

+

n÷2∑
k=1

B2k,j ∗B2k−1,j︸ ︷︷ ︸
=V [j]

+
n÷2∑
=1

B2k,j ∗Ai,2k

Skorzystamy z lematów 6.6 oraz 6.7

n÷2∑
k=1

(Ai,2k−1+B2k,j)∗(B2∗k−1,j+Ai,2k)−W [i]−V [j] =

n÷2∑
k=1

Ai,2k−1∗B2∗k−1,j+

n÷2∑
k=1

B2k,j∗Ai,2k

Wykorzystujemy przemienno±¢ mno»enia i ª¡czno±¢ dodawania

n÷2∑
k=1

Ai,2k−1 ∗B2∗k−1,j +

n÷2∑
k=1

B2k,j ∗Ai,2k =

2(n÷2)∑
k=1

Ai,k ∗Bk,j

Dowód lematu 6.10

Dowód. Trzeba wykaza¢, »e

(s =

2(n÷2)∑
k=1

Ai,k∗Bk,j) =⇒


if not p
then

C[i, j] := C[i, j] +A[i, n] ∗B[n, j]
fi;

 (s =

n∑
k=1

Ai,k∗Bk,j)

Pami¦tamy, »e p= (n mod 2 =0). Je»eli n jest liczb¡ parzyst¡ to 2(n÷ 2) = n i

Ci,j =

n∑
k=1

Ai,k ∗Bk,j

W przeciwnym przypadku (tzn. gdy not p) sumowanie zakonczyªo si¦ dla k =
n− 1. Trzeba wi¦c doda¢ warto±¢ iloczynu A[i, n] ∗B[n, j].

6.8 Namawiamy do notacji matematycznej

Zauwa», »e przyj¦cie konwencji zaproponowanej w poprzednim rozdziale por.5.8.1,
upraszcza zapis algorytmów macierzowych.
Mno»enie macierzy (zwykªe) zapisuje si¦ tak
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\[\bigl\{\mathop{\forall}_{1\leq i \leq n} \, \mathop{\forall}_{1\leq j \leq n}

 C_{ij}\leftarrow \sum_{1\leq k \leq n }A_{ik}*B_{kj}

 \bigr\} \] 

co daje w druku taki efekt{
∀

1≤i≤n
∀

1≤j≤n
Cij ←

∑
1≤k≤n

Aik ∗Bkj
}

a po zastosowaniu najpierw TeX'a (z odpowiednim stylem, mo»e stworzysz taki
styl?) da program z potrójn¡ p¦tl¡ for.

for i := 1 to n do
for j:= 1 to n do
s := 0;
for k :=1 to n do s := s+ A[i,k]*B[k,j] od;
C[i,j] := s

od
od

Algorytm Winograda tak»e zapisze si¦ krócej

m← ndiv 2;

∀1≤j≤n Vj ←
∑

1≤i≤m(B2∗i−1,j ∗B2∗i,j);

∀1≤j≤nWj ←
∑

1≤i≤m(Ai,2∗j−1 ∗Ai,2∗j);

∀1≤i≤n
∀1≤j≤n


s←

∑
1≤k≤m(Ai,2∗k−1 +B2∗k,j) ∗ (B2∗k−1,j +Ai,2∗k);

Cij ← s−Wi − Vj ;
if odd(n) then Cij ← Cij +Ain ∗Bnj fi




Zapis dla druku jest zwi¦zªy i czytelny. Jest te» czterokrotnie krótszy od kodu.

6.9 Obiekty tablicowe � Podsumowanie

Tablice s¡ tworzone, wspóªdzielone, odczytywane, mody�kowane, usuwane wresz-
cie.

1. Deklaracja zmiennej

var A: array of T

jest równoczesnie deklaracj¡ typu tablicowego. Mo»esz ª¡czy¢ deklaracje:

var A: array of T; var B: array of T;

i zast¡pi¢ je przez jedn¡ deklaracj¦

var B,A: array of T;

Oznacza to, »e typy bywaj¡ zgodne.

2. Opisz relacj¦ zgodno±ci typów
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3. Instrukcja

array A dim(low: up);

tworzy obiekt tablicowy. Oto co wiemy po wykonaniu takiej instrukcji:

� A 6= none,

� lower(A) = lower

� upper(A) = up

� ∀(lower(A) ≤ i ≤ upper(A)) =⇒ A(i) = initval init val dla typu
integer i real jest 0, dla typu boolean jest false, dla typu char jest ...,
dla typu tablicowego lub zadeklarowanego jako klasa jest none,

4. zmienne A i B mog¡ si¦ dzieli¢ obiektem tablicowym gdy wykonano in-
strukcj¦
B:=A;
w efekcie zachdzi relacja A=B i konskwentnie...

5. instrukcja kopii
B:=copy(A);
ma nast¦puj¡cy efekt ...

6. instrukcja
kill(A)
usuwa obiekt tablicowy
niezmiennik:

7. operacje na elementach tablicy ...



Rozdziaª 7

L5 Programowanie z while

7.1 skªadnia i semantyka

L0  L1  L2  L3  L4  L5  L6  L7  L8  L9  L10

J¦zyk L5 jest bogatszy od poprzedniego o jeden tylko rodzaj instrukcji: in-
strukcj¦ while. Rozszerzenie j¦zyka wydaje si¦ niepozorne. Ale pojawiaj¡ si¦
nowe zjawiska obliczeniowe.

Do tej pory nie mieli±my problemu z zapewnieniem wªasno±ci stopu pro-
gramu. Ka»dy program, omawiany we wcze±niejszych rozdziaªach, ma oblicze-
nie sko«czone. Wprowadzenie do j¦zyka programowania instrukcji iteracji while,
z jednej strony w istotny sposób zwi¦ksza zbiór funkcji obliczalnych, z drugiej
strony tracimy gwarancj¦, »e obliczenie programu b¦dzie sko«czone. Pojawia
si¦ konieczno±¢ udowodnienia, »e obliczenia programu b¦d¡ sko«czone. A to
nie zawsze jest ªatwe i czasami stanowi wyzwanie dla pokole« badaczy. W lat-
ach 30 dwudziestego wieku Ackermann zde�niowaª, funkcj¦, która rósnie bardzo
szybko i wykazaª, »e nie jest ona funkcj¡ pierwotnie rekurencyjn¡. W przetªu-
naczeniu na dzisiejszy j¦zyk oznacza to tyle, »e funkcji Ackermana nie mo»na
zaprogramowa¢ ograniczaj¡c si¦ do instrukcji for.

7.2 Skªadnia

Zbiór programów iteracyjnych ró»ni si¦ tym od poprzednio opisanego zbioru
programów z tablicami, »e w ci¡gu instrukcji takiego programu mog¡ pojawia¢
si¦ instrukcje while.

Skªadnia 7.1. Zbiór instrukcji programów iteracyjnych jest to najmniejszy
zbiór P napisów taki, »e

i) ka»da instrukcja atomowa (drukowania, przypisania oraz instrukcja dzi-
aªania na tablicach) nale»y do zbioru P,

ii) zbiór P jest zamkni¦ty z wzgl¦du na operacje: zªo»enia, powtarzania � for
oraz rozgaª¦zienia,

83
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iii) je±li napis γ jest formuª¡ boolowsk¡ i napis K jest instrukcj¡, to napis
while γ do K od jest instrukcj¡ iteracji

TODO Poprawi¢ t¦ de�nicj¦.
Przykªady

while x<y do x:=x+1; u:=3*u od
while ¬ empty(s) do e:= top(s); s := pop(s);t:=push(e,t) od

7.3 Semantyka

Mody�kujemy odpowiednio de�nicj¦ obliczenia tak by obj¦ªa ona programy z
j¦zyka L5.

De�nicja 7.2. Relacja bezpo±redniego nast¦pstwa kon�guracji (tj. stanów oblicze«)
...
Bezpo±rednim nast¦pnikiem stanu 〈v,while γ do K od; s〉 jest stan okre±lony
poni»ej

〈v,while γ do K od; s〉 7→

{
〈v, s〉 gdy γ(v) = false

〈v,K; while γ do K od; s〉 gdy γ(v) = true

7.4 Komputer K5

Komputer K5 potra� wykonywa¢ wszystkie polecenia z repertuaru komputera
K4 i ponadto potra� wykona¢ polecenie while. Zapewniaj¡c przy tym, »e re-
alizacja polecenia while b¦dzie zgodna z de�nicj¡ bezpo±redniego nast¦pstwa
kon�guracji, zob. powy»ej.

7.5 Aksjomat i reguªa wnioskowania

Znaczenie instrukcji while opisuje aksjomat i reguªa wnioskowania.
Aksjomat while

while γ do K odα⇔
(
(¬γ ∧ α) ∨ (γ ∧ {K; while γ do K od}α)

)
Zwró¢ uwag¦ � ten aksjomat nie eliminuje instrukcji while. Nie daje te» »ad-
nej wskazówki pozwalaj¡cej ograniczy¢ liczb¦ powtórze« iterowanej instrukcji
K. St¡d wynika konieczno±¢ wzbogacenia rachunku programów o nast¦puj¡c¡
reguª¦ wnioskowania.
Reguªa wnioskowania � wprowadzanie while w poprzedniku implikacji.{

M(if γ then K �)i α =⇒ β
}
i∈N

{M ; while γ do K od}α =⇒ β

7.6 Programowanie z instrukcj¡ while

TODO
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,v, t,f

,v,

,v,

,v′,

{while γ do K od}α
if¬γ

ifγ

K

{while γ do K od}α

α

Rysunek 7.1: Aksjomat instrukcji while Ax20 (schemat)

� prawo Archimedesa, zasada wyczerpywania Eudoksosa, ...

� opisz obliczanie zera wielomianu wy»szego stopnia � przygotowanie do
bisekcji,

� obliczanie caªki oznaczonej,

� przykªad funkcji obliczalnej, ale nie pierwotnie rekurencyjnej czyli funkcja
Ackermanna na ten temat mo»na napisa¢ sporo:

� przykªady: program PF (Fermat) i program CollatzForAllN. Te programy
nie maj¡ obliczenia sko«czonego.
Zastanów si¦: to nie jest takie oczywiste. W przypadku Fermata zaj¦ªo to
ponad 300 lat pracy wielu matematyków, w przypadku Collatza dziesiatki
tysi¦cy informatyków i matematyków pracuja i ... nic.
Instrukcja while (odp. operator minimum efektywnego) to narz¦dzie trudne
do opanowania.

7.6.1 Czy to wystarczy?

Do tej pory omówili±my wszystkie niezb¦dne konstrukcje programotwórcze. Pro-
gramowanie w strukturze liczb caªkowitych z wykorzystaniem instrukcji przyp-
isania, zªo»enia (tj. ±rednika ;), oraz instrukcji while pozwala zaprogramowa¢
ka»d¡ funkcj¦ obliczaln¡. Twierdzenie o takiej tre±ci (ale innymi sªowami)
wypowiedziaª i udowodniª Stephen C. Kleene w roku 1936 [19].

Twierdzenie 7.1. Prawdziwe s¡ inkluzje:

(i) Ka»da funkcja f obliczalna w dziedzinie liczb caªkowitych jest programowalna
w j¦zyku L5.

(ii) Ka»da funkcja f programowalna w j¦zyku L5, (zakªadamy, dla uproszczenia,
»e w programie j¡ de�niuj¡cym nie wyst¦puj¡ wyra»enia typu real) jest
obliczalna w dziedzinie liczb caªkowitych.
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Okazuje si¦, »e w j¦zyku L5 i dziedzinie liczb caªkowitych (nieujemnych) po-
tra�my zaprogramowa¢ ka»d¡ funkcj¦ obliczaln¡ (porównaj []) i ka»da funkcja
obliczalna mo»e by¢ zaprogramowana w tym j¦zyku. Jest to fragment ªa«cucha
twierdze« uzasadniaj¡cych tez¦ Churcha-Turinga. []. J¦zyki programowania za-
wieraj¡ ponadto inne narz¦dzia: procedury, funkcje, klasy, wspóªprogramy i pro-
cesy. Narz¦dzia te uªatwiaja prac¦ ludzi tworz¡cych oprogramowanie, pozwalaj¡
na oszcz¦dno±ci w gospodarce czasem i zasobami komputera. Zajmiemy si¦ nimi
w dalszej cz¦±ci tej ksi¡»ki.

Pytania

Sformuªujemy tu kilka pyta« jakie nasuwaj¡ si¦ czªowiekowi my±l¡cemu:

� Je±li programy while pozwalaj¡ zaprogramowa¢ obliczenie ka»dej funkcji
obliczalnej, to po co wprowadza¢ deklaracje moduªów procedury, funkcji,
klasy, wspóªprogramu, procesu? Czy nie sa one zb¦dnym dodatkiem?

� Programy while pozwalaj¡ zaprogramowa¢ obliczenia funkcji obliczalnych,
które nie s¡ pierwotnie rekurencyjne. To dobrze. Ale czy na pewno?
Przykªady skonstruowane przez Ackermanna, Sudana, Rozs¦ Peter i in-
nych wskazuj¡ na to, »e te funkcje s¡ niepraktyczne. Ro±n¡ one tak szy-
bko, »e ju» dla niewielkich argumentów np. n=6 ich obliczenie mogªoby
trwa¢ tak dªugo, »e ko«ca oblicze« nie doczekaªaby si¦ ludzko±¢. A wi¦c
poco instrukcja while? Czy gra jest warta ±wieczki?

� Jak to zobaczymy w praktyce programowania mamy cz¦sto (najcz¦±ciej)
z przetwarzaniem sko«czonych zbiorów informacji. W zastosowaniach w
bankowo±ci, administracji, wojsku, wywiadzie i policji, medycynie , etc.
programy przetwarzaja zbiory informacji zmagazynowane w pami¦ci kom-
puterów. Programi±ci odczuwaj¡ potrzebe konstrukcji forall. Instrukcja
taka powinna by¢ podobna do instrukcji for.
Niech S b¦dzie zbiorem elementów, obiektów, informacji. Niech e b¦dzie
zmienn¡ typu element. Wtedy instrukcja

forall e in S do I od

zapewniaªaby powtórzenie ci¡gu instrukcji I dla ka»dego elementu wys-
t¦puj¡cego w sko«czonym zbiorze S. Niewiele j¦zyków programowania
oferuje taka instrukcj¦. Wi¦cej na ten temat napiszemy w drugiej cz¦sci
tej ksi¡»ki.

7.7 Wªasno±ci instrukcji while

Instrukcja while jest idempotentna

{while γ do M od}α⇔ {while γ do M od;while γ do M od}α

A wi¦c nie warto powtarza¢ tej instrukcji dwukrotnie.
Instrukcja while zawiera w sobie instrukcj¦ if

{if γ then M �;while γ do M od}α⇔ {while γ do M od}α
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{while γ do M od; if γ then M �}α⇔ {while γ do M od}α
I tak jest dla ka»dej iteracji instrukcji warunkowej if. Dla ka»dej liczby i ∈ N
zachodz¡ nast¦puj¡ce równowa»no±ci

{(if γ then M �)i;while γ do M od}α⇔ {while γ do M od}α

{while γ do M od; (if γ then M �)i}α⇔ {while γ do M od}α
Pomocnicza reguªa wnioskowania

α =⇒ β

while β do M od true =⇒ while α do M od true

Jeszcze inna reguªa

while γ do M odα, Kγ ⇔ γ

while γ do M ;K odα

p¦tle do � od

P¦tla
do K; if γ then exit � od

jest równowa»na programowi

{K; while γ do K od}

W niektórych j¦zykach programowania mo»na znale¹¢ instrukcj¦ repeat

repeat K until γ ;

Wprowadzaj¡c polecenie do ... od oraz instrukcje exit i repeat stwarzamy
mo»liwo±¢ samodzielnego projektowania nowych instrukcji iteracyjnych. Np.

7.8 Algorytmiczne teorie typów pierwotnych

Rozszerzeniu j¦zyka programowania odpowiada rozszerzenie j¦zyka formuª al-
gorytmicznych. Okazuje si¦, »e tak wzbogacony j¦zyk pozwala sformuªowa¢
wªasno±ci struktur danych.

7.8.1 Aksjomatyczna teoria AT I
W rozdziale 3 o wyra»eniach podali±my aksjomaty opisuj¡ce typ integer jako
aksjomaty pier±cienia z doª¡czonym aksjomatem dobrego ufundowania. Ten os-
tatni aksjomat jest kªopotliwy, poniewa» wyst¦puje w nim kwanty�kator wi¡»¡cy
podzbiory zbioru liczb caªkowitych. Wmiejsce aksjomatu nale»y(!) u»y¢ nast¦pu-
j¡cej formuªy algorytmicznej

∀x≥0 {y ← 0; while y 6= x do y ← y + 1 od}(y = x) (Std)

wszystkie pozostaªe aksjomaty zostaj¡ zachowane.
Ta aksjomatyzacja ma wiele zalet, najwa»niejsz¡ z nich jest zapewnienie, »e pro-
gram wymieniony w aksjomacie algorytmicznym na pewno ko«czy obliczenia.
Z tego faktu mo»na wyprowadza¢ inne podobne twierdzenia dotycz¡ce algoryt-
mów. Np. prawo Archimedesa, wªasno±¢ stopu algorytmu Euklidesa itp.
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Twierdzenie 7.2. (prawo Archimedesa jest twierdzeniem algorytmicznej teorii
typu integer AT I)

AT I ` ((0 < y ∧ y < x) =⇒ {t← y; while t ≤ x do t← t+ y od}(t > x))
(ArchI)

Twierdzenie 7.3. W algorytmicznej teorii typu integer mo»na udowodni¢ poprawno±¢
algorytmu Euklidesa.

AT I ` ∀n,m > 0{while n 6= m do if n > m then n := n−m else m := m−n fi od}(n = m)

Mo»na te» udowodni¢ kategoryczno±¢ teorii AT I

Twierdzenie 7.4. Ka»de dwa modele teorii AT I s¡ izomor�czne.

7.8.2 Aksjomaty typu real

Do poprzednio wymienionych aksjomatów ciaªa mo»emy teraz doda¢ aksjomat
(prawo?) Archimedesa

((0 < y ∧ y < x) =⇒ {t← y; while t ≤ x do t← t+ y od}(t > x)) (Arch)

Erwin Engeler [] udowodniª, »e dla ka»dej formuªy algorytmicznej postaci Kα
formuªa taka jest prawdziwa w ciele liczb rzeczywistych z porz¡dkiem wtedy i
tylko wtedy gdy jest prawdziwa w ka»dym ciele uporz¡dkowanym speªniaj¡cym
aksjomat Archimedesa.

Wykorzystuj¡c twierdzenie o peªno±ci logiki algorytmicznej (tj. rachunku
programów) mo»emy twierdzenie Engelera sformuªowa¢ tak.

Twierdzenie 7.5. Niech Z oznacza zbiór formuª algorytmicznych na który
skªadaj¡ si¦ aksjomaty ciaªa uporz¡dkowanego oraz aksjomat Archimedesa Arch.
Niech ψ oznacza Boolowsk¡ kombinacj¦ formuª algorytmicznych (tj. formuª
postaci Kα). Formuªa ψ jest prawdziwa w uporz¡dkowanym ciele RO liczb
rzeczywistych wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dowód tej formuªy z aksjomatów
zbioru Z.

RO |= Kα wtedy i tylko wtedy, gdy Z ` ψ

Sens tego twierdzenia sprowadza si¦ do nast¦puj¡cej obserwacji, dla seman-
tycznej wªasno±ci wψ programów z j¦zyka L5 realizowanych w ciele liczb rzeczy-
wistych z porz¡dkiem, je±li wªasno±¢ wψ jest prawdziwa w ciele RO to jest
dowodliwa z aksjomatów zbioru Z. Jest tak, poniewa» widzieli±my, »e wªasno±ci
semantyczne takie jak stop programu, poprawno±¢ programu, wªasno±¢ fault,
równowa»no±¢, etc. s¡ wyra»alne formuªami b¦d¡cymi boolowskimi kombinac-
jami formuª postaci Kα.

7.9 Przykªady

W tym podrozdziale przytoczymy kilka dowodów ...
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7.9.1 Eudoksosa zasada wyczerpywania

Eudoksos w III wieku p.n.e, a pó¹niej Archimedes, dokonywali oblicze« wielko±ci
pola (lub obj¦to±ci bryªy) posªuguj¡c si¦ nast¦puj¡c¡ zasad¡ wyczerpywania:
Zaªó»my, »e x jest poszukiwan¡ wielko±ci¡ pola �gury F . Skonstruujmy ci¡g
�gur F1, F2, . . . , o polach p1, p2, . . . i taki, »e dla ka»dego i, zachodzi nierówno±¢
x− pi < x/2i. Mo»emy wi¦c obliczy¢ pole �gury F z bª¦dem dowolnie maªym
x− pi < ε.

Zasada wyczerpywania jest równowazna prawu Archimedesa. Antoni Kreczmar
[23] zapisaª t¦ zasad¦ w postaci schematu formuª algorytmicznych H(K).
Niech K b¦dzie programem, niech x b¦dzie jedyn¡ zmienn¡ wej±cia-wyj±cia tego
programu. Wybierzmy trzy zmienne t, u, z nie wyst¦puj¡ce w programie K.
Ka»da formuªa H(K) o podanym poni»ej schemacie jest instancj¡ zasady wycz-
erpywania.

∀
t,u,y>0

((
(x = t ∧ z = y)⇒

⋂
{K; z ← z

2
}(0 ≤ x ≤ z)

)
⇒ {x← t}

⋃
K(x ≤ u)

)
Formuª¦ t¦ mo»na wyprowadzi¢ z aksjomatów pierwotnego typu real. Przypom-
nijmy jednym z aksjomatów jest prawo Archimedesa. Mo»emy tak»e napisa¢
reguª¦ wnioskowania

AT R ` (x = t)⇒ {K(x)}(x < t/2)

whilex ≥ εdo {K(x)}od (x < ε)

i przekona¢ si¦ o jej poprawno±ci.

7.9.2 Obliczanie
√
a z »¡dan¡ dokªadno±ci¡

Twierdzenie 7.6. Program{
x := (a+ 1)/2;
while (x− a/x) ≥ ε do x := (x+ a/x)/2 od

}
(7.1)

oblicza pierwiastek z liczby dodatniej a > 0 z dokªadno±ci¡ do ε.

Dowód. Rozwa»my program

d := ε;
while d ≥ ε do

I :


if d = ε
then x := (a+ 1)/2
else x := (x+ a/x)/2
fi;
d := (x− a/x)/2


od


(7.2)

Ten program oblicza warto±¢ zmiennej x w taki sam sposób jak program poprzedni
lub oba programy maj¡ obliczenie niesko«czone. Wystarczy wykluczy¢ t¦ drug¡
mo»liwo±¢, tzn. wykaza¢, wªasno±c stopu programu 7.2. Warto±¢ zmiennej d
jest obliczon¡ dokªadno±ci¡. Wyka»emy, »e dla ka»dej pary liczb a i ε takiej, »e
a > 0 i ε > 0 program ten ma obliczenie sko«czone.
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Zastosujemy zasad¦ wyczerpywania. Najpierw wyka»emy, »e prawdziwa jest
formuªa

{d := ε; z := a+ ε+ 1}
⋂
{I; z := z/2}(0 ≤ d ≤ z)). (7.3)

Nale»y wi¦c wykaza¢, »e dla ka»dej liczby naturalnej i ∈ N zachodzi formuªa

{d := ε; z := a+ ε+ 1}{I; z := z/2}i(0 ≤ d ≤ z)). (7.4)

Dla i = 0 rzeczywi±cie zachodzi formuªa

{d := ε; z := a+ ε+ 1}(0 ≤ d ≤ z)). (7.5)

Dla sprawdzenia wystarczy zastosowa¢ aksjomat instrukcji przypisania i fakt,
»e

0 ≤ ε ≤ a+ ε+ 1. (7.6)

Dla i = 1 skorzystamy z nast¦puj¡cego faktu

((a+ 1)/2)2 ≥ a ∧ 0 ≤ (a− 1)2/2/(a+ 1) ≤ (a+ ε+ 1) (7.7)

a wi¦c

{d := ε; z := a+ ε+ 1} =⇒ {I; z := z/2}(x2 ≥ a ∧ 0 ≤ d ≤ z ∧ d = x− a/x)).
(7.8)

Dla kroku indukcyjnego, najpierw sprawdzamy, »e zachodzi formuªa

(x2 ≥ a ∧ 0 ≤ (x− a/x) ≤ z) =⇒
(((x+ a/x)/2)2 ≥ a ∧ 0 ≤ (x+ a/x)/2− a/(x+ a/x)/2 ≤ z/2)

(7.9)

St¡d i z wªasno±ci programu I otrzymujemy

(x2 ≥ a ∧ 0 ≤ d ≤ z ∧ d = x− a/x)︸ ︷︷ ︸ =⇒

({I; z := z/2} (x2 ≥ a ∧ 0 ≤ d ≤ z ∧ d = x− a/x)︸ ︷︷ ︸) (7.10)

Wykazali±my, »e formuªa (x2 ≥ a∧0 ≤ d ≤ z∧d = x−a/x) jest niezmiennikiem
programu {I; z := z/2}. �¡cz¡c ten fakt i implikacj¦ 7.8 dowodzimy, »e
dla ka»dej liczby naturalnej i ∈ N

{d := ε; z := a+ ε+ 1}; {I; z : +z/2}i(0 ≤ d ≤ z) (7.11)

Wynika st¡d, »e mo»emy wprowadzi¢ ogólny kwanty�kator iteracji i otrzyma¢
poprzednik w zasadzie wyczerpywania

{d := ε; z := a+ ε+ 1}
⋂
{I; z := z/2}(0 ≤ d ≤ z). (7.12)

A wi¦c, stosuj¡c zasad¦ wyczerpywania,wykazali±my, »e prawdziwa jest formuªa

a > 0 ∧ ε > 0 =⇒ {d := ε}
⋃

I(d < ε) (7.13)

Wykorzystamy nast¦puj¡ce twierdzenie rachunku programów (zob. formuªa (2)
str. 62 [31])

while γ do M odα⇔
⋃
{if γ then M fi}(¬γ ∧ α) (7.14)

i z jego pomoc¡ wprowadzimy operator while

a > 0 ∧ ε > 0 =⇒ {d := ε; while d ≥ ε do I od} (d < ε) (7.15)

Udowodnili±my wi¦c, »e nasz program 7.2 ko«czy obliczenia i wobec tego pro-
gram 7.1 te» ko«czy obliczenia.
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7.9.3 Bisekcja

Zadanie, które teraz omówimy, polega na znalezieniu przybli»onej warto±ci zera
funkcji f . O funkcji f zakªadamy, »e jest funkcj¡ jednej zmiennej rzeczywistej
o warto±ciach rzeczywistych, »e f jest funkcj¡ ci¡gª¡ na odcinku [a, b], »e na
ko«cach przedziaªu przyjmuje ró»ne znaki f(a) ∗ f(b) < 0 i »e funkcja f jest
obliczana przez pewien program M .

Twierdzenie 7.7. Zaªo»enia. Funkcja f jest ci¡gªa, jest obliczana przez pro-
gram M tzn. jest prawd¡, »e {x := l; M}(y = f(l)), znaki funkcji f na ko«cach
przedziaªu [a, b] s¡ ró»ne, tj. f(a) ∗ f(b) < 0.
Teza. Nast¦puj¡ca formuªa jest twierdzeniem algorytmicznej teorii liczb rzeczy-
wistych.

x := a; M ; fa := y;
x := b; M ; fb := y;
while (b− a) ≥ ε do
x := (a+ b)/2; M ;
if y = 0 then exit
else

if y ∗ fa < 0
then b := x; fb := y
else a := x; fa := y
fi

fi
od



(f(s) = 0 ∨ ((b− a) < ε) ∧ f(a) ∗ f(b) < 0)

(7.16)

Zauwa»yªe±, »e ten program jest rozwlekªy i trzykrotnie powtarza program
M . Wybiegaj¡c troch¦ naprzód wprowadzimy pewne rozszerzenie j¦zyka. Je»eli
potra�my udowodni¢ prawdziwo±¢ formuªy wytªumacz f

AT R ` (x = l) =⇒ {M}(y = f(l))

to wolno nam wprowadzi¢ deklaracj¦ tj. de�nicj¦ nowego funktora
i program przyjmie prostsz¡ posta¢

h : function(x : real) : real
begin
M ; result := y

end
fa := h(a);
fb := h(b);
while (b− a) ≥ ε do
x := (a+ b)/2; y := h(x);
if y = 0 then a, b := x
else

if y ∗ fa < 0
then b := x; fb := y
else a := x; fa := y
fi

fi
od



(
(b− a) < ε)∧
f(a) ∗ f(b) ≤ 0

)
(7.17)
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Naszym celem jest analiza poprawno±ci. Nieco pó¹niej skrócimy ten pro-
gram.

Dowód. W dowodzie wykorzystujemy prawo Archimedesa i inne aksjomaty ciaªa
liczb rzeczywistych.

sprowadza si¦ do wyprowadzenia naszej formuªy z aksjomatu Arch. Na-
jpierw jednak udowodnimy, »e z aksjomatu Arch wynika inna, wygodniejsza w
zastosowaniu formuªa:

Lemat 7.8.

Rarch ` ((0 < a ∧ a < b) =⇒ {while a < b do b := b/2 od}(b < a))

Udowodnimy, »e ka»da formuªa zbudowana wedªug poni»szego schematu

({t := a; if t < b then t := 2∗t �n}(b < t)) =⇒ {if a < b then b := b/2 �}n(b < a))

gdzie n ∈ N jest dowoln¡ liczb¡ naturaln¡

posiada dowód z aksjomatów ciaªa uporz¡dkowanego. Tzn., »e dla ka»dej liczby
naturalnej n mo»na udowodni¢, »e

R< ` ({t := a; if t < b then t := 2∗t �n}(b < t)) =⇒ {if a < b then b := b/2 �}n(b < a))

Gdy to zostanie udowodnione to najpierw korzystamy z aksjomatu instrukcji
while i mamy dla ka»dej liczby naturalnej n mozna udowodni¢, »e

R< ` ({t := a; if t < b then t := 2∗t �n}(b < t)) =⇒ {while a < b do b := b/2 od}(b < a))

Teraz mo»na zastosowa¢ reguª¦ R3 i uzyskamy

R< ` ({t := a; while t < b do t := 2∗t od}(b < t)) =⇒ {while a < b do b := b/2 od}(b < a))

Poprzednik implikacji to aksjomat Archimedesa. Udowodnili±my wi¦c, »e

RArch ` {while a < b do b := b/2 od}(b < a)).

Wracamy do wykazania ... Dla n = 0 bez trudu stwierdzamy, »e formuªa

({t := a}(b < t)) ≡ (b < a))

jest tautologi¡, wystarczy zastosowa¢ aksjomat instrukcji przypisania
a wi¦c

R ` ({t := a}(b < t)) =⇒ (b < a)).

Zaªó»my, »e dla k ≤ n jest prawd¡, »e

R ` ({t := a; if t < b then t := 2∗t �k}(b < t)) =⇒ {if a < b then b := b/2 �}k(b < a))

Zbadajmy implikacj¦

({t := a; if t < b then t := 2∗t �n+1}(b < t)) =⇒ {if a < b then b := b/2 �}n+1(b < a))
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Z de�nicji iteracji Kn programu K mamy

` ({t := a; if t < b then t := 2 ∗ t �n+1}(b < t)) ≡
({t := a; if t < b then t := 2 ∗ t �n;

if t < b then t := 2 ∗ t �}(b < t))

(7.18)

Z aksjomatu instrukcji warunkowej if otrzymujemy

` ({t := a; if t < b then t := 2 ∗ t �n+1}(b < t)) ≡(
{t := a; if t < b then t := 2 ∗ t �n}

((t < b) ∧ {t := 2 ∗ t}(b < t) ∨ ¬(t < b) ∧ (b < t)
) (7.19)

Z aksjomatu Archimedesa - w jego zmienionej postaci wynika, »e nast¦puj¡cy
program si¦ zatrzymuje.

Lemat 7.9.

R< ` ((f(a) ∗ f(b) < 0) =⇒


c := (a+ b)/2;
if f(a) ∗ f(c) < 0

then b := c
else a := c

�

 (f(a) ∗ f(b) < 0) (i)

R< ` ((b− a) = k) =⇒


c := (a+ b)/2;
if f(a) ∗ f(c) < 0

then b := c
else a := c

�

 ((b− a) =
k

2
) (ii)

Dowód. Dowody wªasno±¢i (i) oraz (ii) s¡ bardzo ªatwe. Napisac je?

Z wªasno±ci (ii) wynika

Lemat 7.10.

RArch ` ((b− a) > δ) =⇒



while (b− a) > δ do
c := (a+ b)/2;
if f(a) ∗ f(c) < 0

then b := c
else a := c

�

od


((b− a) < δ)

Wykorzystamy wªasno±¢ (i) lematu 7.9 by otrzyma¢ po»¡dane

Twierdzenie 7.11.

RArch `
(

(b− a) > δ ∧
(f(a) ∗ f(b) < 0

)
=⇒



while (b− a) > δ do
c := (a+ b)/2;
if f(a) ∗ f(c) < 0

then b := c
else a := c

�

od


(

(b− a) < δ ∧
(f(a) ∗ f(b) < 0

)
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Uwagi

Czytelnik mo»e zapyta¢, po co tak si¦ m¦czy¢? Przecie» jest oczywiste, »e ten
program jest poprawny. Naprawd¦? Wyobra¹my sobie, »e obliczenia programu
bisekcja wykonywane s¡ w ciele niearchimedesowskim. Co wtedy? Przypomni-
jmy, a» do poªowy XIX wieku wierzono, »e ka»de ciaªo liczbowe jest archimedes-
owskie. Odkrycie, »e mo»e by¢ inaczej, byªo wstrz¡sem tylko nieco sªabszym od
odkrycia geometrii nieeuklidesowej. Pytanie: czy mo»na zaprogramowa¢ struk-
tur¦ ciaªa niearchimedesowskiego?
Wykonali±my pewne do±wiadczenie my±lowe(por. niem. gedanken experiment).
Jakie wnioski mo»na wyci¡gn¡¢ przypatruj¡c si¦ drodze jak¡ przebyli±my?

� Sk¡d wiemy, »e znale»li±my (przybli»on¡) warto±¢ miejsca zerowego funkcji
f? Aha, potrzebne dodatkowe zaªo»enie, »e funkcja f jest ci¡gªa.

� Wydaje si¦, »e wiedzy o ci¡gªo±ci funkcji nie da si¦ wª¡czy¢ do kompilatora.

� Mamy jednak nadziej¦, »e przyszªe systemy wspomagania programisty
znajd¡ sposób by wesprze¢ go w tym zadaniu.

� Z drugiej strony zawsze pewna praca czªowieczego mózgu b¦dzie niezb¦d-
nym skªadnikiem zawodu programisty. Dzi¦ki temu zawód ten nie zostanie
wyeliminowany przez komputery.

7.9.4 Algorytm Euklidesa

Algorytm Euklidesa zapisujemy stosuj¡c instrukcj¦ powtarzania while. while n 6= m do
if n > m then n := n−m else m := m− n �
od

︸ ︷︷ ︸
algorytm Euklidesa

(E)

Dowód wªasno±ci stopu

∀n 6=0 ∀m 6=0



while n 6= m do
if n > m
then n := n−m
else m := m− n
�
od


(n = m)

︸ ︷︷ ︸
formula stopu algorytmu Euklidesa

(H)

przeprowadzamy w algorytmicznej teorii liczb naturalnych AT N .

7.9.5 Obliczanie pot¦gi xn

Bardzo szybko mo»emy napisa¢

P : p := 1; for i := 1 to n do p := p ∗ x od.
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Ten algorytm wykonuje n mno»e«. Mo»na jednak znacznie zmniejszy¢ liczb¦
dziaªa«.

BP :



z := x; y := 1; m := n;
while m 6= 0 do

if odd(m) then y := y ∗ z fi;
m := mdiv 2;
z := z ∗ z

od


7.9.6 Pewna wªasno±¢ drzew binarnych poszukiwa«

W algorytmicznej teorii kolejek priorytetowych nale»y udowodni¢, »e ...

�wiczenia

Zadanie 7.1. Udowodnij, dla ka»dej pary liczb a > 0 i ε > 0 warto±ci zmiennej
x obliczone przez programy 7.1 i 7.2 s¡ równe.

Zadanie 7.2. Udowodnij, »e w ciele liczb rzeczywistych prawdziwa jest nast¦pu-
j¡ca implikacja

t := x;
while t ≤ y do
t := t+ x

od

 (x > y)⇒


u := z;
while u ≥ ε do
u := u/2

od

 (u < ε) (7.20)
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Rozdziaª 8

Rachunek programów

Widzieli±my, »e wiele wªasno±ci semantycznych programów mo»na wyrazi¢ jako
formuªy algorytmiczne. W tym rozdziale odpowiadamy na kilka podstawowych
pyta«:

� czy podane wcze±niej aksjomaty i reguªy wnioskowania o programach
stanowi¡ kompletny zestaw narz¦dzi?
Problem ten zajmowaª nas od poczatku. Kilka prac zawiera twierdzenie o
peªno±ci rachunku programów [29, 30, 5, 22]

� czy aksjomaty rachunku programów opisuj¡ semantyk¦ programów w sposób
jednoznaczny?

� jakie wnioski mo»na wyci¡gn¡¢ z twierdzenia o peªno±ci rachunku pro-
gramów tj. logiki algorytmicznej?

8.1 Rachunek programów

Rachunek programów jest rachunkiem logicznym (zob. Rys.1 str. xi) b¦d¡cym
rozszerzeniem rachunku predykatów. U»ywamy zamiennie nazw logika algoryt-
miczna i rachunek programów.
Rachunek programów AL to zbiór systemów formalnych. Na ka»dy taki system
skªadaj¡ si¦ j¦zyk L i operacja konsekwencji syntaktycznej (logicznej) C. System
〈L, C〉 nazywa¢ b¦dziemy systemem dedukcyjnym. Wszystkie j¦zyki rachunku
programów (mówimy te» j¦zyki algorytmiczne) maj¡ podobn¡ struktur¦. Ka»dy
j¦zyk rachunku ma t¦ sam¡ gramatyk¦. Ró»nica pomi¦dzy dwoma j¦zykami al-
gorytmicznymi mo»e wynika¢ z przyj¦cia innego alfabetu. Alfabet A czyli zbiór
symboli atomowych dzieli si¦ na podzbiory wedªug wspólnego schematu: zbiór V
zmiennych, zbiór Φ funktorów, zbiór R predykatów, zbiór spójników logicznych,
zbiór operatorów programotwórczych, zbiór symboli pomocniczych,

A = {V ∪ Φ ∪R ∪ ...}

...

Oprócz systemów dedukcyjnych rozpatrywane s¡ te» teorie. Teoria T =
〈L, C,A〉. Ostatni element trójki A to zbiór formuª innych niz aksjomaty logiki.
Mówimy aksjomaty specy�czne teorii T .

97
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8.1.1 J¦zyk rachunku predykatów

W poprzednich rozdziaªach wprowadzali±my wiele elementów j¦zyka.
Teraz trzeba doda¢ kwanty�katory iteracji...

8.1.2 Semantyka

Przypominamy znaczenie Kα i wprowadzamy znaczenie kwanty�katów iteracji
Warto±¢ formuªy algorytmicznej postaci Kα gdzie napis K jest oznaczeniem
programu, a napis α oznacza formuª¦ wyznacza si¦ wedªug nast¦puj¡cego wzoru

(Kα)A(v) =

{
αA(KAv) gdy wynik KA(v) programu K jest okre±lony,

0 w przeciwnym przypadku warto±ci¡ formuªy jest faªsz.

Warto±ci formuª zawieraj¡cych kwanty�katory iteracji okre±la si¦ nast¦puj¡cymi
wzorami (⋃

Kα
)
A(v) = sup

i∈N
{(Ki α)A(v)}

tj. formuªa
⋃
Kα przyjmuje warto±¢ prawda wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje

iteracja Ki programu K taka, »e po wykonaniu programu Ki zachodzi formuªa
α,
oraz (⋂

Kα
)
A(v) = inf

i∈N
{(Ki α)A(v)}

tj. formuªa
⋂
Kα przyjmuje warto±¢ prawda wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dej

iteracji Ki programu K, po wykonaniu programu Ki zachodzi formuªa α.
Zauwa», tautologi¡ rachunku programów jest formuªa

{while γ do K od}α⇔
⋃
{if γ then K fi}(¬γ ∧ α)

Zadanie 8.1. Czy potra�sz wyprowadzi¢ to twierdzenie z aksjomatów AL po-
danych poni»ej?

Zadanie 8.2. Porównaj t¦ formuª¦ z wzorem podanym przez Dijkstr¦ w [11]
str. 36 (oraz 40) i zechciej skomentowa¢.

8.1.3 Aksjomaty rachunku programów

De�nicja 8.1. Aksjomatem rachunku programów jest ka»da formuªa, której
struktura jest zgodna z jednym z poni»szych schematów aksjomatów Ax1 � Ax23.

Przykªad 8.2. Jest aksjomatem formuªa

(x < y︸ ︷︷ ︸
α

∧ z2 < 0︸ ︷︷ ︸
β

=⇒ z2 < 0︸ ︷︷ ︸
β

) .

Wska», który to aksjomat.

wi¦cej
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Aksjomaty rachunku programów

Ax1 ((α⇒ β)⇒ ((β ⇒ δ)⇒ (α⇒ δ)))

Ax2 (α⇒ (α ∨ β))

Ax3 (β ⇒ (α ∨ β))

Ax4 ((α⇒ δ) ⇒ ((β ⇒ δ) ⇒ ((α ∨ β)⇒ δ)))

Ax5 ((α ∧ β)⇒ α)

Ax6 ((α ∧ β)⇒ β)

Ax7 ((δ ⇒ α)⇒ ((δ ⇒ β)⇒ (δ ⇒ (α ∧ β))))

Ax8 ((α⇒ (β ⇒ δ)) ≡ ((α ∧ β)⇒ δ))

Ax9 ((α ∧ ¬α)⇒ β)

Ax10 ((α⇒ (α ∧ ¬α))⇒ ¬α)

Ax11 (α ∨ ¬α)

Ax12 ((x := τ)true⇒ ((∀x)α(x)⇒ (x := τ)α(x))),
gdzie term τ jest tego samego typu co zmienna x

Ax13 (∀x)α(x) ≡ ¬(∃x)¬α(x)

Ax14 K((∃x)α(x)) ≡ (∃y)(Kα(x/y)), dla y /∈ V (K)

Ax15 K(α ∨ β) ≡ ((Kα) ∨ (Kβ))

Ax16 K(α ∧ β) ≡ ((Kα) ∧ (Kβ))

Ax17 K(¬α)⇒ ¬(Kα)

Ax18 ((x := τ)γ ≡ (γ(x/τ) ∧ (x := τ)true)) ∧ ((q := γ′)γ ≡ γ(q/γ′))

Ax19 begin K;M endα ≡ K(Mα)

Ax20 if γ then K else M �α ≡ ((¬γ ∧Mα) ∨ (γ ∧Kα))

Ax21 while γ do K od α ≡ ((¬γ ∧ α) ∨ (γ ∧K(while γ do K od(α))))

Ax22
⋂
Kα ≡ (α ∧ (K

⋂
Kα))

Ax23
⋃
Kα ≡ (α ∨ (K

⋃
Kα))

Reguªy wnioskowania

De�nicja 8.3. Reguªa wnioskowania to relacja (operacja) ...
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R1
α, (α⇒ β)

β

R2
(α⇒ β)

(Kα⇒ Kβ)

R3
{s(if γ then K fi)i(¬γ ∧ α)⇒ β}i∈N

(s(while γ do K od α)⇒ β)

R4
{(Kiα⇒ β)}i∈N

(
⋃
Kα⇒ β)

R5
{(α⇒ Kiβ)}i∈N

(α⇒
⋂
Kβ)

R6
(α(x) ⇒ β)

((∃x)α(x) ⇒ β)

R7
(β ⇒ α(x))

(β ⇒ (∀x)α(x))

W reguªach R6 i R7, przyjmuje si¦, »e x nie jest zmienn¡ woln¡ w formule β,
t.j. x /∈ FV (β). Reguªa R6 jest reguª¡ wprowadzania kwanty�katora egzys-
tencjalnego w poprzedniku implikacji. Reguªa R7 jest reguª¡ wprowadzania
kwanty�katora ogólnego w nast¦pniku implikacji.
Reguªy R4 i R5 s¡ algorytmicznymi odpowiednikami reguª R6 i R7, pozwalaj¡
wprowadzi¢ kwanty�kator iteracji. Reguªa R4 wprowadza szczegóªowy kwanty-
�kator iteracji w poprzedniku implikacji. Reguªa R5 wprowadza ogólny kwan-
ty�kator iteracji w nast¦pniku implikacji. Reguªy te maj¡ jednak inny charak-
ter, poniewa» zbiory ich przesªanek s¡ zbiorami niesko«czonymi. Reguªa R3

wprowadzania instrukcji while w poprzedniku implikacji te» ma niesko«czony
zbiór przesªanek. Reguªy R3, R4, R5 s¡ nazywane reguªami ω.

Operacja syntaktycznej konsekwencji C

De�nicja 8.4. Niech X b¦dzie zbiorem formuª ustalonego j¦zyka L. Zbiór C(X)
syntaktycznych konsekwencji zbioru X jest to najmniejszy zbiór formuª taki, »e

� Zbiór C(X) zawiera wszystkie aksjomaty rachunku programów Ax, i

� zbiór C(X) zawiera wszystkie formuªy ze zbioru X, i

� je±li do zbioru C(X) nale»¡ wszystkie przesªanki pewnej reguªy wnioskowa-
nia Ri, i = 1, . . . , 7 to do zbioru C(X) nale»y te» konkluzja tej reguªy.

Wªasno±ci operacji konsekwencji C

c1) X ⊂ C(X),

c2) X ⊂ Y poci¡ga C(X) ⊂ C(Y ),

c3) C(X) =C(C(X))

Niech T = 〈L, C,A〉 b¦dzie teori¡ algorytmiczn¡.
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De�nicja 8.5. Twierdzeniem teorii T jest ka»da formuªa α nale»¡ca do zbioru
C(A).

Na oznaczenie tego faktu mo»na stosowa¢ ró»ne zapisy:

A ` α � co si¦ czyta formuªa α posiada dowód ze zbioru A, lub

α ∈ C(A) � formuªa α jest konsekwencj¡ zbioru A.

Przykªad 8.6. tu przykªady

8.2 Peªno±¢ AL

W tym miejscu zastanowimy si¦ nad mnast¦puj¡cymi pytaniami:

� czy je±li udowodni¦ formuª¦ α, to czy jest ona prawdziwa?

� czy formuªa prawdziwa posiada dowód?

� czy formuªa wyprowadzona przy pomocy rachunku programów i aksjo-
matów struktury liczb caªkowitych jest prawdziwa w tej strukturze?

� czy ka»dy model algorytmicznej teorii liczb caªkowitych jest izomor�czny
z modelem wzorcowym (lepiej powiedz, modelem standardowym)?

� czy teoria niesprzeczna posiada model?

Tw. o peªno±ci i co z niego wynika

Twierdzenie 8.1. (o peªno±ci rachunku programów)
Niech T = 〈L, C,A〉 b¦dzie teori¡ niesprzeczn¡, niech α b¦dzie formuª¡ w j¦zyku
tej teorii.
Nast¦puj¡ce zdania s¡ równowa»ne:

i) Formuªa α jest twierdzeniem teorii T , A ` α

ii) formuªa α jest prawdziwa w ka»dym modelu teorii T , A |= α.

Przykªad. Poprawno±¢ programu swap - w ka»dej strukturze danych program
swap jest poprawny. Nawet w tych o których dopiero b¦dziemy mówi¢.
Zauwa», »e dowód poprawno±ci algorytmu swap korzysta wyª¡cznie z dwóch
aksjomatów rachunku programów i »adnego aksjomatu jakiej± struktury danych.
Zgodnie z twierdzeniem o peªno±ci wªasno±¢ algorytm swap zamienia miejscami
warto±ci zmiennych x i y jest prawdziwa w kazdej strukturze danych.

Algorytm Euklidesa - poprawno±¢ nie jest tautologi¡. (Szok Pitagorejcyków)
Ale alg. Euklidesa zatrzymuje sie w strukturze liczb caªkowitych i potra�my to
udowodni¢.
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8.3 AL de�niuje semantyk¦ programów while

W tym podrozdziale kontynuujemy dyskusj¦ na temat zwi¡zku semantyki j¦zyka(-
ów) programowania i rachunku programów. Wcze±niej ustalili±my taki zwi¡zek
pomi¦dzy operacjami syntaktycznej i semantycznej konsekwencji. Obecnie, pode-
jmujemy prób¦ zrozumienia w jaki sposób przyj¦cie systemu formalnego logiki
algorytmicznej (tj. rachunku programów) mo»e wpªyn¡¢ na realizacj¦ maszyny
wirtualnej i kompilatora j¦zyka programowania. Mogli±my wcze±niej zaobser-
wowa¢, »e semantyczne reguªy obliczania warto±ci formuª i/lub wykonywania
programów znajduj¡ swoje odpowiedniki w schematach aksjomatów.
Gªównym pytaniem, jakie stawiamy w tym podrozdziale jest: w jakim stopniu
aksjomaty determinuj¡ sposób wykonywania programów, tj ich semantyk¦. Czy
mo»na przyj¡¢ system dedukcyjny logiki algorytmicznej jako de�nicj¦ semantyki
programów (napisanych w j¦zyku L5).

De�nicja 8.7. Struktur¡ semantyczn¡ dla algorytmicznego j¦zyka L nazywa¢
b¦dziemy trójk¦ 〈A, I, |= 〉, gdzie,

A jest struktur¡ algebraiczn¡,

I jest interpretacj¡ programów (tj. funkcj¡, która ka»demu programowi przy-
porz¡dkowuje pewna relacj¦ binarn¡ w zbiorze warto±ciowa« zmiennych w struk-
turze A) i
|= jest relacj¡ speªnialno±ci,

przy czym trójka 〈A, I, |= 〉 ma nast¦puj¡ce wªasno±ci

(1) Struktura algebraiczna A jest ekspresywna, tj. dla ka»dego elementu a ∈ A
istnieje taki term τa w j¦zyku L, »e τaA(v) = a, miezale»nie od wartosciowa-
nia v.

(2) Interpretacja termów i formuª pierwsego rzedu jest zde�niowana tak jak w
logice pierwszego rz¦du (por.).

(3) Nastepuj¡ca wªasno±¢ relacji speªnialno±ci zachodzi dla ka»dego warto±-
ciowania v w A

A, v |= Mα i� (∃v′)(v, v′ ∈ I(M) and A, v′ |= α.

W przeciwie«stwie do semantyki opisanej w poprzednich rozdziaªach nie
b¦dziemy zakªada¢ niczego o mechanizmach oblicze« ani o interpretacji opera-
torów programotwórczych. Krótko mówi¡c nie znamy komputera K5.
Jedyne zaªo»enie jakie przyjmiemy to, »e ka»dy program wyznacza relacj¦ bina-
rn¡ w zbiorze warto±ciowa« zmiennych.

Niech trójka 〈A, I, |= 〉 b¦dzie struktur¡ semantyczn¡. Wtedy ma miejsce
nast¦puj¡ca wªasno±¢ separowalno±ci.

Lemat 8.2. Dla ka»dej pary warto±ciowa« zmiennych v, v′ in A, warto±ciowa-
nia te s¡ ró»ne, v 6= v′ wtedy i tylko wtedy gdy istnieje pewna formuªa α je
odró»niaj¡ca tj. taka, »e A, v |= α i A, v′ |= ¬α.

Dowód. Niech v, v′ b¦da dwoma ró»nymi warto±ciowaniami w strukturze A,
v 6= v′. Istnieje wtedy zmienna z taka, »e v(z) 6= v′(z). Je±li zmienna z jest
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zmienn¡ zdaniow¡, to kªad¡c α = z (lub α = ¬z), uzyskujemy A, v |= α i
A, v′ |= ¬α.
Je±li z jest zmienn¡ indywiduow¡ and v(z) = a, to kªad¡c α = (τa = z) (przy-
pomnijmy, struktura danych (A) jest ekspresywna � zob. zaªo»enie (1)), otrzy-
mujemy, »e A, v |= (τa = z) i non A, v′ |= (τa = z).
�atwiej udowodni¢ implikacj¦ odwrotn¡. Jesli v = v′, tj. gdy dla ka»dej zmien-
nej z, v(z) = v′(z), to dla ka»dej formuªy α, A, v |= α wttw gdy A, v′ |= α.

De�nicja 8.8. Struktura semantyczna 〈A, I, |=〉 jest standardowa je±li speªnione
s¡ nast¦puj¡ce warunki dla ka»dej pary programów K,M ∈ P , dla ka»dej for-
muªy otwartej γ ∈ Fo i dla ka»dej zmiennej x ∈ V i dla dowolnego wyra»enia
ω, where idA(γ) = {(v, v) : A, v |= γ}

I(x := ω) = {(v, v′) : v′(x) = ωA(v), v′(z) = v(z) for z 6= x}
I(begin K;M end) = I(K) ◦ I(M)

I(if γ then K else M fi) = idA(γ) ◦ I(K) ∪ idA(¬γ) ◦ I(M)

I(while γ do Kod) =
⋃
I(ifγ then K fi)i ◦ idA(¬γ).

Lemat 8.3. Jesli 〈A, I, |=〉 jest standardow¡ struktur¡ semantyczn¡, to dla
dowolnego programu M i dla dowolnych warto±ciowa« v, v′ w strukturze A,

(v, v′) ∈ I(M) wtedy i tylko wtedy gdy (v, v′) ∈MA.

tj. relacja I(M) jest równa relacji wyznaczonej przez standardowe obliczenia
programu M w strukturze danych A.

Dowód wynika wprostt z przyj¦tych de�nicji.

De�nicja 8.9. Struktura semantyczna 〈A, I, |=〉 jest modelem systemu formal-
nego AL(Π) je±li

a) dla ka»dego aksjomatu α z systemu AL(Π),zachodzi A |= α ,

b) dla ka»dej reguªy r wnioskowania z systemu AL(Π), prawdziwo±¢ wszyst-
kich przesªanek reguªy r poci¡ga prawdziwo±¢ konkluzji w tej regule.

Nast¦puj¡ce twierdzenie wynika bezpo±rednio z lematu 8.3 i z twierdzenia o
peªno±ci ??.

Twierdzenie 8.4. Ka»da standardowa struktura semantyczna jest modelem sys-
temu formalnego AL(Π) rachunku programów (tj. logiki algorytmicznej).

W pozostaªej cz¦±ci tego podrozdziaªu b¦dziemy dowodzi¢ implikacji odwrot-
nej badaj¡c jak speªnianie aksjomatów rachunku programów wymusza okreslone
wªasno±¢i interpretacji I.

Lemat 8.5. Je±li struktura semantyczna 〈A, I, |=〉 jest modelem wszystkich for-
muª postaci wymienionej w aksjomacie Ax16

Ax16 : M(α ∧ β) ≡ (Mα ∧Mβ)

gdzie wyra»enia α, β s¡ dowolnymi formuªami algorytmicznymi, to dla kazdego
programuM, I(M) jest funkcj¡ cz¦±ciow¡ na zbiorzeW wszystkich warto±ciowa«
w ten sam zbiór.
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Dowód. Zaªó»my, »e dla pewnych warto±ciowa« v, v′, v′′ mamy (v, v′′) ∈ I(M) i
(v, v′) ∈ I(M) oraz v′′ 6= v′, . Wtedy z lematu 8.2 wynika, »e istnieje formuªa
α0 taka, »e A, v′ |= α0 i A, v′′ |= ¬α0. A wi¦c A, v |= Mα0 i A, v |= M¬α0.
Stosuj¡c aksjomat Ax16 otrzymujemy A, v |= M(α0∧¬α0), sprzeczno±¢. W ten
sposób wykazali±my, »e dla ka»dego waro±ciowania v, istnieje conajwy»ej jedno
warto±ciowanie v′ takie, »e (v, v′) ∈ I(M), oznacza to, ze dla ka»dego programu
M , jego interpretacja I(M) jest funkcj¡ cz¦±ciow¡.

Lemat 8.6. Je±li struktura semantyczna 〈A, I, |=〉 jest modelem dla aksjomatów
Ax16 i Ax19

Ax19 begin K;M end α ⇐⇒ K(Mα),

to dla ka»dej pary programów K i M ,

I(begin K;M end) = I(K) ◦ I(M),

tj. interpretacja zªozenia programów K i M , jest superpozycj¡ interpretacji
I(K) oraz I(M).

Dowód. Niech (v, v′) ∈ I(begin K;M end) i A, v′ |= α. Wtedy

A, v |= begin K;M end α ,

i na mocy aksjomatu Ax19, A, v |= K(Mα). Z de�nicji struktury semantycznej
wynika, »e istniej¡ warto±ciowania v2, v3 takie, »e (v, v2) ∈ I(K), (v2, v3) ∈ I(M)
oraz A, v3 |= α. Na mocy lematu 8.5, warto±ciowania v2 i v3 s¡ wyznaczone
jednoznacznie. niezale»nie od formuªy α. Mo»emy powtórzyc ten argument
dla dowolnej formuªy β, i dowie±¢, »e A, v′ |= β implikuje A, v3 |= β. Tak
wi¦c, z lematu 8.2, otrzymamy (v, v2) ∈ I(K), (v2, v

′) ∈ I(M) i v3 = v′. W
konsekwencji (v, v′) ∈ I(K) ◦ I(M). Zawieranie w drug¡ stron¦ dowodzimy w
podobny sposób.

Lemat 8.7. Je±li struktura semantyczna 〈A, I, |=〉 jest modelem aksjomatów
Ax19, Ax16 i Ax20

Ax20 : if γ then K else M fiα ⇐⇒ (γ ∧Kα) ∨ (¬γ ∧M α),

to dla dowolnych programów K,M i dla dowolnej formuªy otwartej γ,

I(if γ then K else M fi) = idA(γ) ◦ I(K) ∪ idA(¬γ) ◦ I(M).

Zadanie 8.3. Udowodnij powy»szy lemat.

Lemat 8.8. Je±li struktura semantyczna 〈A, I, |=〉 jest modelem aksjomatów
Ax16, Ax19, Ax20 i

Ax21 : while γ do K odα⇐⇒ ((¬γ ∧ α) ∨ (γ ∧K(while γ do K odα))),

to dla dowolnej formuªy otwartej γ i dla dowolnego programu M zachodzi⋃
i∈N

I((if γ then M fi)i) ◦ idA(¬γ) ⊂ I(while γ do M od).

.
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Dowód. Zaªó»my, »e (v, v′) ∈
⋃
i∈N

I((if γ then M fi)i) ◦ idA(¬γ). Wynika st¡d,

»e istnieje liczba naturalnam taka, »eA, v′ |= ¬γ i (v, v′) ∈ I((if γ then M fi)m).
Je±li, dla pewnej formuªy α, zachodzi A, v′ |= α, to zachodzi te» A, v |=

(if γ then M fi)m(¬γ∧α) i z prawdziwo±ci aksjomatu Ax21 w naszej strukturze
semantycznej, mamy

A, v |= while γ do M od α.

Wynika st¡d, »e istnieje warto±ciowanie v′′, które jest wyznaczone jednoznacznie
(zob. lemat 8.5) i takie, »e (v, v′′) ∈ I(while γ do M od) and A, v′′ |= α.
Poniewa» powy»szy argument mo»e byc powtórzony dla dowolnej formuªy α, to
na mocy lematu 8.2 otrzymujemy równo±¢ v′ = v′′. A wi¦c

(v, v′) ∈ I(while γ do M od).

Lemat 8.9. Je±li struktura semantyczna 〈A, I, |=〉 jest modelem aksjomatów
Ax16, Ax19, Ax20, Ax21 i je±li reguªa wnioskowania R3 jest poprawna w tej
strukturze, to

I(while γ do K od) =
⋃
i∈N

I((if γ then K fi)i) ◦ idA(¬γ).

.

Dowód. Niech (v, v′) ∈ I( while γ do M od) i niech A, v′ |= α. Zaªó»my,
»e x1, x2, ..., xk s¡ wszystkimi zmiennymi indywiduowymi i q1, ..., ql s¡ wszys-
tkimi zmiennymi zdaniowymi, które wyst¦puj¡ w formule while γ do M odα.
Przyjmijmy ponadto, »e v(xj) = aj dla 1 ≤ j ≤ k. Niech β b¦dzie formuª¡
opisuj¡c¡ warto±ciowanie v zmiennych x1, x2, ..., xk, q1, ..., ql , np.

β = (x1 = a1) ∧ (x2 = a2) ∧ ... ∧ (xk = ak) ∧ q′1 ∧ ... ∧ q′l,

gdzie podformuªa q′i oznacza qi je±li v(qi) = 1 a podformuªa q′i jest postaci ¬qi
je±li v(qi) = 0. A wi¦c mamy A, v |= β i A, v |= while γ do M odα i, wobec
tego, A, v 2|= while γ do M odα =⇒ ¬β). Stosuj¡c reguª¦ R3, stwierdzamy
istnienie takiej liczby naturalnej m, »e nonA |= (if γ then M fi)m(α∧¬γ) ¬β.
A wi¦c istnieje warto±ciowanie v′′ takie, »e A, v′′ |= (if γ then M fi)m(α ∧ ¬γ)
i A, v“ |= β, sk¡d wynika, na mocy przyj¦tej de�nicji formuªy β, »e A, v |=
(if γ then M fi)m(α ∧ ¬γ). Przyjmijmy, »e m jest najmniejsz¡ liczb¡ nat-
uraln¡ o tej wªasno±ci. A wi¦c istnieje warto±ciowanie v′′, takie, »e (v, v“) ∈
I(if γ then M fi)m i A, v“ |= (a ∧ ¬g).

Udowodnimy teraz, »e dla dowolnehj formuªy δ, A, v′ |= d implies A, v“ |=
(δ∧¬γ). Powtarzaj¡c powy»sze rozumowanie uzyskujemyA, v |= if γ thenM fi)j(δ∧
¬γ) dla pewnej liczby naturalnej j. Z zaªo»enia o liczbie m i z aksjomatu Ax20
wynika, »e m ≤ j. A wi¦c A, v |= if γ then M fi)m(δ ∧ γ). Na mocy lematu
8.5 i de�nicji warto±ciowania v′′, otrzymujemy A, v“ |= (δ ∧ ¬γ).

Udowodnili±my wi¦c, »e istnieje liczba naturalnam i warto±ciowanie v′′ takie,
»e (v, v′′) ∈ Iif γ then M fi)m i dla dowolnej formuªy δ, je±li A, v′ |= δ to
A, v′′ |= (δ ∧ ¬γ). Z lematu 8.2 v′′ = v′ a wi¦c

(v, v′) ∈ I(if γ then M fi)m ◦ idA(¬γ).
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Lemat 8.10. Je±li struktura semantyczna 〈A, I, |=〉 jest modelem dla aksjomatu
Ax18

Ax18 : (x := τ)γ(x) ≡ γ(x/τ) ∧ (τ = τ)(q := γ)γ(q) ≡ γ(q/γ),

, to dla ka»dej zmiennej indywiduowej x i dla dowolnego termu τ okre±lony jest
wynik I(x := τ) = {(v, v′) : τA(v) i v′(x) = τA(v), oraz v′(z) = v(z) for z 6= x}.
i dla ka»dej zmiennej zdaniowej q oraz dowolnej formuªy otwartej γ′ zachodzi

pamietaj
o termach
czesciowych, czy
je tu mamy??

I(q := g′) = {(v, v′) : v′(q) = gA(v) i v′(z) = v(z) dla z 6= q}.

Dowód. Niech (v, v′) ∈ I(x := t), v′(x) = a i v′(z) = b for some variable z 6= x.
By part (1) of the de�nition of a semantic structure, there exist terms τa and
τb without free variables such that

A, v′ |= (x = ta) ∧ (z = tb).
Thus
A, v |= (x := t)((x = ta) ∧ (z = tb)).
Applying axiom Ax18, we obtain
A, v |= (ta = ta) ∧ (tb = tb) ∧ (t = t),
which means that tA(v) is de�ned and tA(v) = taA(v) = a = v′(x) and

v(z) = tbA(v) = b = v′(z). Hence the inclusion ⊂ has been demonstrated.
To prove the inverse inclusion let tA(v) be de�ned and v′(x) = a = tA(v), v′(z) =

v(z) = b. By the de�nition of a semantic structure, there exist ta and tb which
are de�nitions of elements a and b of the universe of A. Thus

A, v′ |= (x = ta) ∧ (z = tb) ∧ (t = t)

Substituting g in axiom Ax18 by the formula (x = ta) ∧ (z = tb) gives
A, v |= (x := t)((x = ta) ∧ (z = tb)). By the de�nition of the satis�ability
relation, there exists a valuation v“ such that

(v, v“) ∈ I(x := t) andA, v“ |= (x = ta) ∧ (z = tb),
i.e.
v“(x) = tav“(z) = tb.
From our assumptions, we have v“(x) = v′(x) and v“(z) = v′(z). Since z

was an arbitrary variable such that z 6= x, we can deduce that v“ = v′, and
therefore (v, v′) ∈ I(x := t).

The analogous proof for the assignment instruction of the form (q := γ) is
left to the reader.

Z powy»szych faktów wynika natychmiast gªówny wynik tego podrozdziaªu.

Twierdzenie 8.11. Ka»da struktura semantyczna, która jest modelem formal-
nego systemu rachunku programów jest struktur¡ standardow¡.

We have proved in this way that axioms of the system AL(Π) determine
properties of interpretation which guarantee that interpretation of programs is
standard. By lemma 4.5.2 we have proved therefore the equivalence of the no-
tion of model of AL(Π) and of standard semantic structure. Thus by lemma
8.2 axioms of algorithmic logic AL(Π) uniquely determine the semantics of pro-
grams of the class Π. Moreover this is just the semantics de�ned by the notion
of computation in the section ??.

dopiszmy cos o
innym podejsciu
do semantyki ak-
sjomatycznej!!!!!
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8.4 De�nicje

� W j¦zyku L5 mozna zaprogramowa¢ ka»d¡ funkcj¦ obliczaln¡ (teza Turinga-
Churcha). Dlaczego wi¦c w j¦zykach programowania wyst¦puja deklaracje
funkcji, procedur, klas? Jak¡ rol¦ one odgrywaj¡?

� W logice matematycznej omawia si¦ poj¦cie de�nicji i ustala sie kilka
wa»nych faktów. O czym piszemy poni»ej. Przyjmuje si¦, »e de�nicj¡ jest
para wyra»e«

〈definiens〉 ⇔ 〈definiendum〉

De�niens czyli wyra»enie de�niowane, ma posta¢ albo formuªy atomowej
ρ(x1, . . . , xn) albo termu φ(x1, . . . , xm). De�niendum czyli wyra»enie de�ni-
uj¡ce (odpowiednio formuªa lub term), jest wyra»eniem o takim samym
zbiorze zmiennych wolnych.

� W rachunku programów jest troch¦ inaczej poniewa» de�niendum mo»e
by¢ formuª¡ algorytmiczn¡ tj. w de�nicji mo»e pojawi¢ si¦ algorytm.
Pomi¦dzy jawn¡ i niejawn¡ de�nicj¡ funktora mozna umie±ci¢ wiele ró»nych
postaci de�nicji

φ(x1, ..., xn)
df
= K τ , w termie algorytmicznym nie wyst¦puje symbol

de�niowany φ(x1, ..., xn).
... j.w. ale dopuszczalne jest by po prawej stronie de�nicji wyst¦powaª
symbol de�niowany

dla relacji ρ(x1, ..., xn)
df
≡Mα podobnie

jawna de�nicja predykatu ρ wymaga by po prawej stronie nie wyst¦powaª
ten symbol,
niejawna de�nicja ...
Sformuªowa¢ warunki konieczne by zachodziªy twierdzenia o istnieniu mod-
elu i o nieistotno±ci de�nicji. Poda¢ kontrprzykªady.

� xxx ...

Zwracamy uwag¦ na podobie«stwo de�nicji (jakie przyjmuje si¦ w trakcie
rozwijania teorii matematycznych) i deklaracji funkcji, jakie wyst¦puj¡ w pro-
gramach.

Przypomnijmy par¦ istotnych faktów znanych w podstawach matematyki.
Rozpatrujemy rachunek predykatów i teorie elementarne (pierwszego rz¦du).
Dodanie do pewnej teorii matematycznej T , która jest wyznaczona przez jej
j¦zyk L, operacj¦ konsekwencji C i zbiór aksjomatów nieb¦d¡cych aksjomatami
logiki A

T = 〈L, C,A〉

pewnych de�nicji nowych funktorów i predykatów ka»e nam mówi¢ o nowej teorii
T ′ = 〈L′, C′,A′〉. J¦zyk L′ nowej teorii jest bogatszy od j¦zyka L poniewa»
wprowadzono nowe symbole funktorów i predykatów. Odpowiednio bogatsze s¡
zbiory termów i formuª . L * L′
Operacja konsekwencji zachowuje wszystkie schematy aksjomatów i reguª wnios-
kowania, ale w poniewa» j¦zyk L′ jest bogatszy od j¦zyka L, to mamy nowe
aksjomaty logiki i nowe reguªy wnioskowania.
Zbiór A′ aksjomatów teorii T ′ powstaje przez dodanie do zbioru A zestawu
doª¡czanych de�nicji. A * A′.
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O logice pierwszego rz¦du, a wªa±ciwie o teoriach pierwszego rz¦du dowodzi si¦
dwu faktów:

T1) Je±li teoria T posiada model, to teoria T ′ te» posiada model, a wi¦c jest
niesprzeczna.

T2) Ka»de twierdzenie α nowej teorii T ′ = 〈L′, C′,A′〉, które jest formuª¡
j¦zyka L starej teorii jest twierdzeniem teorii T .

C(A) = C′(A′) ∩ F

Twierdzenie T2 nazywane jest twierdzeniem o nieistotno±¢i de�nicji. W j¦zyku
angielskim u»ywany jest zwrot conservative extension. Czyli teoria T ′ jest ...

Kolejny fakt o podobnej wymowie zostaª wypowiedziany i udowodniony
przez S. Kleenego [19].

T3) Ka»da funkcja rekurencyjna jest µ-rekurencyjna.

Oznacza to tyle, »e ka»da funkcja obliczalna okre±lona na zbiorze liczb caªkow-
itych dodatnich, jest programowalna w j¦zyku L5. Podkre±lmy, funkcja ma by¢
obliczalna tzn. dla ka»dego argumentu ma istnie¢ okre±lony wynik. Ten warunek
jest fundamentalny. Niespeªnienie tego warunku mo»e spowodowa¢ sprzeczno±¢
w systemie wykorzystuj¡cynm formalizm Hoare'a. Pisali o tym M. Wand [46] i
M. O'Donnell[34].
Jeste±my przekonani, »e te twierdzenia T1) i T2) mówi¡ nam, »e je±li program
(lub jaki± jego moduª) zawiera deklaracje funkcji, to

� oznacza to tyle, »e wzbogacamy j¦zyk,

� struktura algebraiczna (model) zostaje wzbogacona,

� rozszerzenie jest nieistotne, w tym sensie, »e dodanie deklaracji nowych
funkcji nie wzbogaca zbioru twierdze«,

� wzbogacenie struktury danych jest obliczalne w terminach dotychczasowej
struktury danych. Tzn. jesli dotychczasowa struktura danych byªa obliczalna
to nowa struktura jest te» struktur¡ obliczalna

Pami¦tajmy, »e rachunek programów, czyli logika algorytmiczna, ma nast¦pu-
j¡ca wªasno±¢:
Twierdzenie (Skolema-Loevenheima) Je±li teoria algorytmiczna ma model to
posiada te» model przeliczalny w dziedzinie liczb naturalnych.

Warto te» wspomnie¢ wynik Laszlo Kalmára [18], ...
W tym miejscu wyka»emy nieistotno±c jawnych de�nicji w rachunku pro-

gramów.

2 twierdzenia i
dowody

Natomiast wprowadzanie de�nicji niejawnych (programi±ci nazywaj¡ takie
de�nicje rekurencyjnymi) wymaga wielkiej ostro»no±ci.

Zbiór de�nicji niejawnych mo»e zawiera¢ sprzeczno±ci. W takim przypadku
nie mo»na udowodnic wªasno±ci T1).

Zbiór de�nicji niejawnych, a nawet de�nicji algorytmicznych mo»e byc czczy
tzn. de�nicje mog¡ by¢ speªniane przez wiele ró»nych funkcji.

Wreszcie de�nicje powinny gwarantowac istnienie warto±ci de�niowanej funkcji.
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Ka»da z tych wªasno±ci semantycznych jest bardzo wa»na i naruszenie które-
jkolwiek z nich mo»e zako«czy¢ si¦ niepowodzeniem oblicze«.

Wªasno±¢ niesprzeczno±ci (niejawnych tj. rekurencyjnych) deklaracji funkcji
nie jest to»sama z wªasno±cia stopu programu.
Dlaczego?

Podobnie z wªasnoscia semantyczn¡: niejawne(rekurencyjne) deklaracje funkcji
z pewnego zbioru deklaracji Z, nie gwarantuj¡ jednoznaczno±ci takich funkcji.
Tego typu wªasno±¢ semantyczna powinna by¢ rozpoznana i nsprawiona w miar¦
mozliwo±ci. Nie jest to wªasno±c to»sama z brakiem wªasno±ci stopu. Dlaczego?

Inaczej mówi¡c, programista wprowadzaj¡cy deklaracj¦ funkcji f , lub zestawu
Z deklaracji funkcji powinien przeprowadzi¢ dowód, »e taki zestaw deklaracji
jest niesprzeczny ( a wi¦c ma rozwi¡zanie) i »e rozwi¡zanie jest tylko jedno.

Zwrócimy te» uwag¦ na problem niesprzeczno±ci wprowadzanych de�nicji.
Ma to istotne znaczenie dla programowania z funkcjami.

tu przenie± z
sekcji funkcje
I
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Rozdziaª 9

L6 Bloki

L0  L1  L2  L3  L4  L5  L6  L7  L8  L9  L10

Instrukcje bloku maj¡ tak¡ posta¢ jak program (w wersji zaczynaj¡cej si¦ od
sªowa block). Znane s¡ co najmniej trzy powody dla których warto stosowa¢
instrukcje bloku:

� gdy chcemy podzieli¢ prac¦ nad programem na dwa zespoªy pracuj¡ce
niezale»nie wtedy ka»dy z nich mo»e opracowywa¢ swój blok. Powstaªe
bloki B1 i B2 mog¡ korzysta¢ z wspólnych deklaracji programu, a ka»dy
z nich mo»e dla swoich potrzeb wprowadzi¢ deklaracje D1 (odp. D2).

rys.

� pewne instrukcje I wykorzystuj¡ dodatkowe zasoby (wprowadzane przez
lokalne deklaracje) D,

� gdy trzeba wykona¢ pewien algorytm w ±rodowisku zadeklarownaym przez
klas¦ o nazwie K stosujemy instrukcj¦ bloku pre�ksowanego
pref K block D begin I end. O tej instrukcji napiszemy obszerniej
w nast¦pnej cz¦±ci Programuj z klas¡.

9.1 Skªadnia

Do zbioru instrukcji dodajemy napisy zbudowane w nast¦puj¡cy sposób.

block
D

begin
I

end

gdzie symbol D oznacza ci¡g deklaracji, a symbol I oznacza ci¡g instrukcji.
Poni»szy przykªad ukazuje pewn¡ motywacj¦ dla wprowadzenia instrukcji bloku.
Je»eli chcemy napisa¢ pewien ci¡g instrukcji I, i w tym ciagu potrzebujemy
zmiennych roboczych, to instrukcja bloku pozwoli nam wprowadzi¢ takie zmi-
enne bez naruszenia (tj. bez kon�iktu) dotychczas u»ywanych zmiennych. To
jest wa»ne, bowiem pozwala rozdzieli¢ prac¦ w zespole. Gdy jeden zespóª
ma zaprogramowa¢ blok B1, a drugi ma za zadanie napisa¢ blok B2, to w
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obu blokach mo»na u»ywa¢ otoczenia wspóªdzielonego i w ka»dym bloku, bez-
piecznie, bezkon�iktowo u»ywa¢ wªasnego ±rodowiska. W blokuB1 wprowadzamy
jego ±rodowisko lokalne poprzez deklaracjeD1. W bloku B2 deklaracjeD2 rozsz-
erzaja wspólne ±rodowisko w inny spsób.rysunek?

Przykªad 9.1. W poni»szym programie zawarty jest moduª bloku

program SWAPzBlokiem;
const k= -12 , l=35 ;
var x, y, t: integer;

begin

x := k; y:= l; t:=x+y;
block

var t: integer
begin

t :=x;
x:=y;
y := t;

end;
writeln(�x= �,x,�y= �,y, �t=�,t)

end
Struktur¦ programu mo»na przedstawi¢ gra�cznie tak

program SWAPzBlokiem;
const k= -12 , l=35 ;
var x = 0
var y = 0
var t = 0

begin

x := k; y:= l; t:=x+y;

block

var t: integer
begin

t :=x;
x:=y;
y := t;
end;

writeln(�x= �,x,�y= �,y, �t=�,t)
end

Gdy wskazane jest by zmienna i u»ywana w instrukcji for nie byªa u»yta
poza t¡ instrukcj¡, to mo»emy ograniczy¢ jej zasi¦g w taki sposób.

Przykªad 9.2.

s:= 0;
block

var i: integer
begin

for i:= 1 to n do s := s+ A(i)*B(i) od
end

W niektórych j¦zykach programowania ka»da instrukcja for jest takim blok-
iem.

9.2 Komputer K6

Do zbioru jednostek dynamicznych dodawana jest nowa jednostka. Jej struk-
tura jest podobna do struktury rekordu aktywacji programu gªównego Main.
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Ale taka jednostka jest wyposa»ona w strzaªk¦ SL , która przydaje si¦ gdy
wykonanie instrukcji napotyka na zmienn¡ nielokaln¡. Rekord aktywacji bloku
wyposa»ony jest w jeszcze jedn¡ strzaªk¦ DL.

Przykªady
Popatrzmy jak przebiega wykonanie tego programu, stan pocz¡tkowy.

program SWAPzBlokiem;
const k= -12 , l=35 ;
var x = 0
var y = 0
var t = 0

begin

x := k; y:= l; t:=x+y;
block

. . .
end;
writeln(�x= �,x,�y= �,y, �t=�,t)

end

Procesor

Nast¦pny stan, po wykonaniu polecenia x:=k
program SWAPzBlokiem;
const k= -12 , l=35 ;
var x = -12
var y = 0
var t = 0

begin

x := k; y:= l; t:=x+y;
block

. . .
end;
writeln(�x= �,x,�y= �,y, �t=�,t)

end

Procesor

Nast¦pny stan, po wykonaniu polecenia y:=l
program SWAPzBlokiem;
const k= -12 , l=35 ;
var x = 35
var y = 0
var t = 0

begin

x := k; y:= l; t:=x+y;
block

. . .
end;
writeln(�x= �,x,�y= �,y, �t=�,t)

end

Procesor

Nast¦pny stan, po wykonaniu polecenia t:=x+y.

program SWAPzBlokiem;
const k= -12 , l=35 ;
var x = -12
var y = 35
var t = 23

begin

x := k; y:= l; t:=x+y;
block

. . .
end;
writeln(�x= �,x,�y= �,y, �t=�,t)

end

Procesor

Nast¦pny stan, rozpoczynamy wykonywanie instrukcji bloku
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program SWAPzBlokiem;
const k= -12 , l=35 ;
var x = -12
var y = 35
var t = 23

begin

x := k; y:= l; t:=x+y;
block

. . .
end;
writeln(�x= �,x,�y= �,y, �t=�,t)

end

block

var t = 0
begin

t :=x;
x:=y;
y := t;

end;

SL

DL

Procesor

Na rysunku wida¢, »e komputer utworzyª now¡ jednostk¦ dynamiczn¡ (jej struk-
tura jest podobna do rekordu aktywacji programu Main). Rekord aktywacji
bloku jest wyposa»ony w dwie strzaªki SL i DL. Ich znaczenie oka»e si¦ za
chwil¦. Procesor zaczyna wykonywanie instrukcji bloku.

Przyst¦pujemy do wykonania pierwszej instrukcji. Gdzie jest zmienna t? Pro-
cesor szuka zmiennej t w bloku i znajduje. Zmienna x? Nie ma jej w±ród
zmiennych zadeklarowanych w bloku � szukamy dalej przechodz¡c po strzaªce
SL. Znaleziono. Oto co widzimy po wykonaniu instrukcji t:=x.

program SWAPzBlokiem;
const k= -12 , l=35 ;
var x = -12
var y = 35
var t = 23

begin

x := k; y:= l; t:=x+y;
block

. . .
end;
writeln(�x= �,x,�y= �,y, �t=�,t)

end

block

var t = -12
begin

t :=x;
x:=y;
y := t;

end;

SL

DL

Procesor

Teraz druga instrukcja. �atwo si¦ domy±li¢ co si¦ dzieje. Zmiana dokonuje si¦
w rekordzie aktywacji Main. Oto co widzimy po wykonaniu instrukcji x:=y.

program SWAPzBlokiem;
const k= -12 , l=35 ;
var x = 35
var y = 35
var t = 23

begin

x := k; y:= l; t:=x+y;
block

. . .
end;
writeln(�x= �,x,�y= �,y, �t=�,t)

end

block

var t = -12
begin

t :=x;
x:=y;
y := t;

end;

SL

DL

Procesor

Ostania instrukcja bloku. Po wykonaniu polecenia y:=t widzimy taki obraz.
program SWAPzBlokiem;
const k= -12 , l=35 ;
var x = 35
var y = -12
var t = 23

begin

x := k; y:= l; t:=x+y;
block

. . .
end;
writeln(�x= �,x,�y= �,y, �t=�,t)

end

block

var t = 0
begin

t :=x;
x:=y;
y := t;

end;

SL

DL

Procesor

Zako«czono wykonywanie bloku. Strzaªka SL staje si¦ zb¦dna. Gdzie nale»y
kontynuowa¢? Procesor przesuwamy wzdªu» strzaªki DL. Mo»na usun¡¢ rekord
aktywacji bloku. Za chwil¦, w nast¦pnym rozdziale zobaczymy, »e osobna strza-
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ªka DL jest niezb¦dna. Tylko w przypadku instrukcji bloku strzaªki SL i DL
maj¡ ten sam pocz¡tek i koniec.

program SWAPzBlokiem;
const k= -12 , l=35 ;
var x = 35
var y = -12
var t = 23

begin

x := k; y:= l; t:=x+y;
block

. . .
end;
writeln(�x= �,x,�y= �,y, �t=�,t)

end

block

var t = 0
begin

t :=x;
x:=y;
y := t;

end;

DL

Procesor

Teraz mo»na wydrukowa¢ wyniki.
program SWAPzBlokiem;
const k= -12 , l=35 ;
var x = 35
var y = -12
var t = 23

begin

x := k; y:= l; t:=x+y;
block

. . .
end;
writeln(�x= �,x,�y= �,y, �t=�,t)

end

Procesor

Zapami¦tajmy:

� procesor wskazuje na jeden rekord aktywacji: rekord aktywacji programu
gªównego Main lub rekord aktywacji jakiego± bloku.

� SL � ta strzaªka wskazuje gdzie jest rozszerzenie pami¦ci.

� DL � ta strzaªka wskazuje procesorowi gdzie nale»y kontynuowa¢ wykony-
wanie polece« po wypeªnieniu wszystkich zada« z bie»¡cego rekordu ak-
tywacji.

� bind � funkcja przyporz¡dkowuj¡ca wyst¡pieniu zmiennej x w instrukcji
i zawartej w module m programu taki moduª m′ tego programu, który
zawiera deklaracj¦ zmiennej x i jest przy tym najmniejszym moduªem
zawieraj¡cym moduª m.

bind(x,m)
df
=


m′ najmniejszy moduª m′, taki, »e m′ zawiera m

i w module m′ znajduje si¦ deklaracja zmiennej x

ERR tj. sygnaª bª¦du, w pozostaªych przypadkach

W naszym przykªadzie . . .Wystarczy zapami¦ta¢ ile razy
nale»y przej±¢ do moduªu obejmuj¡cego dany moduª. Liczba
ta zostanie wykorzystana przez komputerK6 podczas wykony-
wania programu.

� �nd � funkcja przyporz¡dkowuj¡ca wyst¡pieniu zmiennej x w instrukcji
i odpowiedni rekord aktywacji, w którym instrukcja i mo»e zapisa¢ now¡
warto±¢ zmiennej x, lub z którego instrukcja i odczyta warto±¢ zmiennej
x.
Dokªadniejszy opis tej funkcji podamy w nast¦pnych rozdziaªach.



116 ROZDZIA� 9. L6 BLOKI

9.3 Semantyka

Jak napisa¢ aksjomat instrukcji bloku?
Wygl¡da na to, »e ka»dy moduª (odp. ka»da jednostka dynamiczna) powinien
by¢ analizowany w nowej teorii. Dlaczego? Instrukcja bloku zawiera wyra»enia i
instrukcje zawieraj¡ce nowe zmienne (i zasªaniaj¡ce niektóre zmienne zadeklarowane
w module lub moduªach obejmuj¡cych instrukcj¦ bloku. Dalej, w bloku mo»emu
zadklarowa¢ nowe procedury i funkcje, a nawet klasy. Oznacza to przyj¦cie
nowego zestawu de�nicji. De�nicje te powinny by¢ niesprzeczne (s¡ to bowiem
aksjomaty de�niuj¡ce nowe nowe operacje) z tymi de�nicjami, które nie s¡ za-
sªoni¦te przez nowo deklarowane funkcje i procedury.

obmy±l przykªad,
w którym
nowowprowad-
zone funkcje
s¡ sprzeczne ze
zbiorem de�nicji
w obejmuj¡-
cym module,
ale gdy uwzgl¦d-
nimy zasªanianie
nazw to nie ma
sprzeczno±ci! Zacznijmy od nast¦puj¡cego schematu: ka»da formuªa nast¦puj¡cej postaci jest

tautologi¡.

{block var x : T begin I(x) end}α⇔ {block var y : T begin I(x/y) end}α

gdzie zmienna y jest dobrana tak, »e nie wyst¦puje w instrukcjach I(x). Formuªa
α jest dowolna. Ale to nie opisuje caªej prawdy Mo»esz przyj¡¢ nast¦puj¡cy
schemat aksjomatów bloku

{block var x : T begin I(x) end}α⇔ {I(x/y)}α

gdzie zmienna y nie wyst¦puje w instrukcjach I.
Gra»yna zauwa»yªa, »e nie napisano nic o pozostaªych zmiennych i innych deklarac-
jach.

9.3.1 Eliminacja bloku

Instrukcja bloku zawarta w zewn¦trznym (tj. obejmujacym j¡) bloku mo»e by¢
wyeliminowana w ten sposób:

block

const k= -12 , l=35 ;
var x = 0
var y = 0
var t = 0

begin

x := k; y:= l; t:=x+y;

block

var t: integer
begin

t :=x;
x:=y;
y := t;
end;

writeln(�x= �,x,�y= �,y, �t=�,t)
end

block

const k= -12 , l=35 ;
var x = 0
var y = 0
var t = 0
var t2 = 0

begin

x := k; y:= l; t:=x+y;

t2 :=x;
x:=y;
y := t2;

writeln(�x= �,x,�y= �,y, �t=�,t)
end

W ten sam sposób mozna usun¡¢ instrukcj¦ bloku zawartego w ka»dym innym
module,procedury, funkcji, klasy, wspóªprogramu, procesu.
Nie jest to jednak najlepsza metoda. Po pierwsze jeste±my zobowi¡zani dokona¢
kªopotliwej dla naszej pami¦ci transformacji tekstu. Nale»y kazd¡ zmienn¡
zadeklarowan¡ w bloku wewn¦trznym zast¡pi¢ now¡ zmienn¡ jaka nie wyst¦puje
w bloku zewn¦trznym. W naszym przypadku niech to b¦dzie t2. Do deklaracji
bloku zewn¦trznego nale»y doda¢ deklaracj¦ nowej zmiennej. Usun¡¢ deklaracj¦
zmiennej t oraz sªowa block, begin oraz end.
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Je±li nasz program ma wi¦cej bloków wewn¦trznych to ªatwo popeªni¢ bª¡d.
Po drugie ta metoda nie daje si¦ zastosowa¢ w przypadku gdy mamy do czynienia
z instrukcj¡ procedury, zob. nast¦pny rozdziaª.

9.3.2 Udowodnij lemat

Udowodnij lemat o nast¦puj¡cym schemacie

α =⇒ {I(x/z)}β

gdzie formuªa α ...
Pozwoli Ci to na udowodnienie nowej formuªy zawieraj¡cej instrukcj¦ bloku

δ =⇒



block
D

begin
I1;
block var x begin I(x) end;
I2;

end


γ

Przykªad...
Wydaje si¦, »e brakuje mi pomysªu jak opisa¢ ±rodowisko.

W opisie komputera to si¦ pokazuje, ale w formuªach?

9.4 Teoria T6

A jak napisa¢ aksjomat programu??

Je±li w programie wyst¦puj¡ bloki, deklaracje funkcji, procedur, klas to
mamy do czynienia z przechodzeniem od jednej teorii do teorii wi¦kszej w
tym sensie, »e jej j¦zyk jest bogatszy o: nowo zadeklarowane zmienne, nowe
zadeklarowane funkcje etc.

Jak to si¦ ma odzwierciedli¢ w rachunku programów?
Mo»emy formalizm podzieli¢ na warstwy: wprowadzaj¡c de�nicje (przez in-

dukcj¦) kolejnych warstw [troch¦ to mo»e przypomina¢ prac¦ Helmuta Thiele.]

Wniosek. Ka»dy program de�niuje swoj¡ wªasn¡ teori¦ poniewa» deklaracje
to forma zde�niowania: zbioru zmiennych, zbioru de�niowanych funkcji, zbioru
de�niowanych instrukcji (instrukcje procedury!), zbioru de�niowanych typów
obiektowych.

Co wi¦cej, Struktura zagnie»d»e« moduªów ujawnia, »e mamy do czynienia
z sekwencj¡ teorii. W ka»dym module obowi¡zuje inny alfabet etc.

Informacja o gra�e moduªów i relacjach decl oraz inh jest bardzo wa»na.
Stosuj¡c instrukcj¦ bloku:

� programista zmienia teori¦ � rozszerza zbiór zmiennych, dodaje nowe
de�nicje , etc.

� mo»na tak»e potraktowa¢ t¦ instrukcj¦ bloku I jako wªa±nie now¡ in-
strukcj¦

α =⇒ Iβ
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jesli to mo»e pomóc to warto udowodni¢ taki lemat (α =⇒ Iβ)

� instrukcja bloku umo»liwia ªatwe i dokªadne okre±lenie zbioru zmiennych
nieistotnych dla pewnej cz¦±ci programu. Mianowicie instrukcja bloku
block
var x,y,z:T

begin
M

end
pozwala wykona¢ algorytm M zapewniaj¡c przy tym, »e warto±ci tych
trzech zmiennych nie wpªyn¡ na dziaªanie innych instrukcji programu, ani
na wykonanie algorytmu M .



Rozdziaª 10

L8 Funkcje

W matematyce wprowadzamy de�nicje symboli funkcyjnych i relacyjnych, po
to, by operowa¢ krótszymi formuªami. Formalnie rzecz bior¡c, dodanie nowej
de�nicji oznacza zmian¦ (rozszerzenie) j¦zyka teorii w której prowadzimy rozu-
mowania. W naturalny sposób pojawiaj¡ si¦ pytania: 1°czy przyj¦cie nowej
de�nicji nie prowadzi do sprzeczno±ci? 2°czy przyj¦cie nowej de�nicji pozwala
udowodni¢ co± nowego (jaki± nowy fakt) o poj¦ciach starej teorii, czego nie
mo»na udowodni¢ w starej teorii? W zwi¡zku z tym, wprowadzenie nowej
de�nicji jest obªo»one pewnymi warunkami.

W ±rodowisku programistów, stwierdzamy to ze smutkiem, nikt nie zadaje
sobie takich pyta«, a powinien. Rozwiniemy ten temat poni»ej.

funkcja nieokres-
lona

jednoznaczno±¢ f.Przykªad 10.1. W strukturze danych liczby caªkowite, czyli dla programistów
w typie integer, mo»na okre±li¢ relacj¦ parzyste i operacj¦ div2.
Matematyk zapisze to tak:

even(n)
df⇔ ∃z(n = z + z)

ndiv2 = y
df⇔ (n = y + y) ∨ (n = y + y + 1)

Programista napisze algorytmy, na przykªad tak:
unit div2: function(n: integer): integer;
var i,j: integer

begin
i:=0; j:=0;
while i<n do
i:=i+2; j:=j+1;

od
result := j;

end div2

unit even: function(n: integer): Boolean;
var i: integer

begin
i:=0;
while i<n do
i:=i+2;

od
result := i=n;

end div2

Obaj (mniej lub bardziej ±wiadomie) wykorzystuj¡ dwa twierdzenia teorii liczb

∀n∃z((n = z + z) ∨ (n = z + z + 1))

∀n, x, y(n = x+ x ∧ n = y + y) =⇒ x = y

�

Zajmiemy si¦ najpierw de�nicjami funkcji i relacji wedªug wzoru znanego z
podstaw matematyki.

119
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Niech napis α(x1, . . . , xm) b¦dzie wyra»eniem boolowskim (tj.formuª¡ ot-
wart¡ (por. 3.3.2), tak¡, »e ci¡g x1, . . . , xm zawiera wszystkie zmienne wyst¦pu-
j¡ce w formule α(x1, . . . , xm). Niech napis ρα b¦dzie identy�katorem, który nie
wyst¦puje w formule α.

De�nicja 10.2. Napis zbudowany wedªug nast¦puj¡cego schematu jest deklaracj¡
funkcji boolowskiej

unit ρα: function(x1 : T1, . . . , xm : Tm):Boolean
begin
result:= α(x1, . . . , xm)

end ρα

Przykªad 10.3. Funkcj¦ charakterystyczn¡ relacji liczba x jest dzielnikiem liczby y

mo»na zadeklarowa¢ w nast¦puj¡cy sposób

unit JestDzielnikiem: function(x,y: integer): Boolean;
begin

result := (y mod x = 0)
end JestDzielnikiem

i mo»na wykorzystywa¢ do budowania wyra»e« boolowskich, np.

(JestDzielnikiem(2,x) or JestDzielnikiem(2,3x+1)).

Niech napis τ(x1, . . . , xm) b¦dzie wyra»eniem caªkowito-liczbowym (por. 3.3.2),
takim, »e ci¡g x1, . . . , xm zawiera wszystkie zmienne wyst¦puj¡ce w wyra»eniu
τ(x1, . . . , xm). Niech napis φτ b¦dzie identy�katorem, który nie wyst¦puje w
formule τ .

De�nicja 10.4. Napis zbudowany wedªug nast¦puj¡cego schematu jest deklaracj¡
funkcji typu integer

unit φτ : function(x1 : T1, . . . , xm : Tm):integer
begin
result:= τ(x1, . . . , xm)

end φτ

Gdzie mo»na umie±ci¢ deklaracj¦ funkcji?

Deklaracja funkcji mo»e wyst¡pi¢ w±ród deklaracji dowolnego moduªu, a wi¦c:
programu, bloku, procedury, funkcji, klasy, wspóªprogramu, procesu i moduªu
obsªugi sygnaªu. Je±li w pewnym module znajduj¡ si¦ dwie deklaracje funkcji
o tej samej nazwie to program zawiera bª¡d sprzeczno±ci. Inaczej mówi¡c, w
ka»dym module poprawnego programu ka»da zadeklarowana w nim wielko±¢ jest
zadeklarowana jeden raz.

Nieistotno±¢ de�nicji

Twierdzenie o rozszerzaniu modelu poprzez przyj¦cie zestawu de�nicji.
Niech T = 〈L,C,A〉 b¦dzie pewn¡ teoria algorytmiczn¡ okre±lon¡ przez j¦zyk
L, operacj¦ syntaktycznej konsekwencji C i zbiór specy�cznych dla tej teori
aksjomatów A. Niech DF b¦dzie zestawem de�nicji. Dodatkowe zaªo»enie o
de�nicjach ze zbioru DF brzmi ... Przyj¦cie takiego zestawu pozwala okre±li¢
now¡ teori¦ T = 〈L′, C ′, A′〉, gdzie j¦zyk L′ ...uzupeªni¢
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Twierdzenie 10.1. Ka»dy model A teorii T mo»na rozszerzy¢ do modelu dla
teorii T ′.

Dowód. Dowód przebiega podobnie do dowodu w ksi¡»ce Rasiowej i Sikorskiego
str. 322

Dyskusja.

Twierdzenie 10.2. Teoria T ′ otrzymana z niesprzecznej teorii T przez przyj¦-
cie zbioru de�nicji ... jest jej nieistotnym rozszerzeniem.

C(A) = C′(A′) ∩ F

Dowód. Nale»y udowodni¢, »e zbiór twierdze« starej teorii T jest równy podzbiorowi
zbioru twierdze« nowej teorii T , który zawiera tylko formuªy F z j¦zyka starej
teorii. Por. Ras-Sik str. 203 i str. 322

Jakie warunki maj¡ byc speªnione by twierdzenie byªo prawdziwe. Lub in-
aczej, co si¦ stanie gdy np. zrezygnujemy z wymagania by symbol ρα de�n-
iowanej funkcji nie wyst¦powaª w formule α.

Rozpatrzmy nast¦puj¡c¡ deklaracj¦

Przykªad 10.5.

unit Fb: function(x: integer): Boolean;
begin
result := ¬ Fb(x)

end Fb
Zauwa»my, »e nie istnieje funkcja Fb speªniaj¡ca równowa»no±¢ Fb(x)⇔ ¬Fb(x).
Przyj¦cie takiej deklaracji powoduje przej±cie do teorii T ′ sprzecznej.

Kolejny przykªad.
Rozpatrzmy nast¦puj¡c¡ deklaracj¦

Przykªad 10.6.

unit Fc: function(x: integer): Boolean;
begin
result := Fc(x)

end Fc
Dowolna funkcja Fc(x) speªnia równowa»no±¢ Fc(x)⇔ Fc(x).

Przykªadów podobnych do tych dwóch, mo»na poda¢ bardzo wiele. Wnioski
z nich wypªywaj¡ce s¡ takie: 1° Przyj¦cie deklaracji, które prowadz¡ do nowej
sprzecznej teorii jest bezsensowne, jest strat¡ czasu. Zadbajmy o to, by zestaw

dlaczego? wy-
ja±nij!

deklaracji funkcji byª niesprzeczny! 2° Zadbajmy te» o to, by ukªad funkcji
wyznaczony przez zestaw deklaracji byª wyznaczony jednoznacznie. W przeci-
wnym wypadku stracimy czas na naprawianie takiego bª¦du w projektowaniu
wymaga« na oprogramowanie.

przeczytaj str.
203 i 324 ksi¡»ki
RS

Obliczalno±¢

W odró»nieniu od rozwa»a« przeprowadzanych w podr¦cznikach logiki matem-
atycznej, musimy si¦ zastanowi¢ nad efektywno±ci¡ deklarowanych funkcji. Nie
wystarczy bowiem stwierdzi¢, »e funkcja istnieje, nale»y wykaza¢, »e przyj¦cie
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deklarcji funkcji prowadzi od struktury obliczalnej A do struktury obliczalnej
A′. W zwi¡zku z tym w de�nicjach funkcji boolowskich (tj. relacji) rodzaju
pierwszego, b¦dziemy wymaga¢ by de�niens byª formuª¡ postaci M γ. I rzeczy-
wi±cie, w nieuwikªanych deklaracjach funkcji boolowskich mo»emy przyj¡¢, »e
sa one postaci
unit ρ: function(params): boolean;
D

begin
I
result := γ

end
Co to znaczy nieuwikªane? Nale»y jeszcze wraz z tak¡ deklaracj¡ doª¡czycobja±«

dowód, »e algorytm opisany instrukcjami B nie zap¦tli si¦ i nie zerwie obliczenia.
Tzn. wymagamy by jego obliczenia byªy sko«czone i udane.

Podobnie je±li de�nicja funkcji jest uwikªana (znaczy to mniej wi¦cej to samo
co funkcja rekurencyjna (w slangu programistów) to wraz przyj¦ciem takiej
de�nicji nale»y doª¡czy¢ dowód, »e obliczenia b¦da udane i sko«czone. Je±li
tego nie zrobimy, to mo»e okaza¢ si¦, »e nie istnieje wynik. A co zatem idzie nie
istnieje model dla nowej teorii. Trzeba te» udowodni¢, »e dla ka»dego zestawu
argumentów istnieje conjwy»ej jeden wynik. To jest znacznie ªatwiejsze.

Deklaracje uwikªane

Niech napis K τ(x1, . . . , xm) b¦dzie wyra»eniem caªkowito-liczbowym (por. ??),
takim, »e ci¡g x1, . . . , xm zawiera wszystkie zmienne wyst¦puj¡ce w wyra»eniu
K τ(x1, . . . , xm). Niech napis φτ b¦dzie identy�katorem, który nie wyst¦puje w
formule τ . Do wprowadzenia de�nicji wedªug poni»szego schematu wymagane
jest by formuªa stopu programu K, np. K true byªa twierdzeniem teorii T w
której pracujemy.wytªumacz!

De�nicja 10.7. Napis zbudowany wedªug nast¦puj¡cego schematu jest deklaracj¡
funkcji typu integer

unit ψτ : function(x1 : T1, . . . , xm : Tm):integer
begin
K;
result:= τ

end ψτ

Zobaczmy par¦ przykªadów

Przykªad 10.8. Tu wstawi¢ par¦ funkcji wywoªuj¡cych si¦ nawzajem.

Kolejne pytanie jakie si¦ pojawia, to czy tego rodzaju de�nicje pozwalaj¡ na
istotne wzbogacenie mocy obliczeniowej?

Jawne i niejawne de�nicje
De�nicje niejawne a rekursja
Jak si¦ ma jedno do drugiego?
De�nicje w których de�niens jest termem algorytmicznym postaci Mτ lub

formuª¡ algorytmiczn¡ postaci Kα gdzie α jest formuª¡ otwart¡.
Je±li de�nicje s¡ takie..., to rozszerzenie modeluA teorii T do nowego modelu

jest obliczalne (o ile model A byª obliczalny).
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L7 Procedury

Naturalnym wzbogaceniem(?) poj¦cia bloku jest procedura. Koncepcja bloku
jest przydatna, ale do±¢ ograniczona. Instrukcja bloku jest instrukcj¡ atomow¡,
równoczesnie blok mo»e mie¢ zªo»on¡ budow¦. Wielu programistów uwa»a,
»e jest to uj¦cie pewnego ci¡gu polece« w nawiasy. I byªoby to poprawne,
gdyby nie fakt, »e blok mo»e zawierac te» deklaracje: zmiennych, procedur i
funkcji, a nawet typów. Analiza semantyki instrukcji bloku wymaga przej±cia
od pocz¡tkowej teorii T do nowej teorii T ′.

Deklaracja procedury jest de�nicj¡ nowej instrukcji atomowej zde�niowanej
w programie. Instrukcja procedury . . . Z wprowadzeniem procedur wi¡»e si¦
wiele pyta« i niebanalnych problemów. Problemy te powstaj¡, gdy chcemy
mie¢ coraz bardziej abstrakcyjne narz¦dzia.
Najpierw omówimy deklaracje procedur bezparametrowych i wykonywanie odpo-
wiednich instrukcji procedury.
Potem omówimy protokóª przekazywania parametrów aktualnych i odbierania
wyników. Nasz pomysª: protokóª wykonywania instrukcji procedury:

1. utwórz paczk¦ parametrów aktualnych (chciaªbym powiedzie¢ obiekt -
sygnaª),

2. prze±lij j¡ w poszukiwaniu procedury o nazwie P wzdªu» ±cie»ki SL,

3. po znalezieniu deklaracji procedury P utwórz blok (zmody�kowan¡ tre±¢
procedury P) i wykonaj ten blok. Rekord aktywacji tego bloku ma strza-
ªk¦ SL prowadz¡c¡ do rekordu aktywacji w którym znale»iono deklaracj¦
procedury P oraz strzaªk¦ DL prowadz¡c¡ do rekordu aktywacji w którym
wykonano instrukcj¦ procedury.

Nie zapomnij!
Call P(args) jest protokoªem wspóªpracy rekordu aktywacji zawieraj¡cego in-
strukcj¦ procedury i rekordu aktywacji procedury wywoªywanej. Opis przesyªa-
nia parametrów i odbierania wyników: podobnie jak w CSP, jeden wysªa
drugi odbiera. Wykonanie zmody�kowanego bloku tre±ci procedury P poprzedzane
jest przez ci¡g par . . .

Omówimy cz¦±¢ z nich (tzn. tych problemów) na przykªadzie procedury
swap. Struktura

� Przykªad

123
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� Skªadnia

� Semantyka

� Komputer

� Analiza przykªadów

11.1 Przykªady procedur

Krótki przykªad to procedura Swap. Przypomnij sobie program Swap i zobacz
jak mo»na wielokrotnie wykorzysta¢ zde�niowan¡ tam operacj¦ zamiany warto±-
ciami zmiennych x i y.

Przykªad 11.1.

program sortuj3elementy;
var a, b, c: integer;
unit: Swap procedure(inout x,y: integer);
var t: integer

begin

t :=x; x:=y; y := t;
end Swap;

begin

readln(a, b, c);
if a > b then call Swap(a,b) �;
if b > c then call Swap(b,c) �;
if a > b then call Swap(a,b) �;
writeln(�a= �,a,�b= �,b, �c=�,c)

end

Drugi przykªad ... mergesort? quicksort? search w BST?obmy±l

Trzeci przykªad to procedura WHILE � tak! procedura równowa»na instrukcji
while. Pokazuje »e mo»na si¦ oby¢ bez instrukcji while. Je±li kto± tak lubi ...
We» jaki± program z while i przerób go na procedur¦. Np. bisection

Popatrzmy jak przebiega wykonanie tego programu, stan pocz¡tkowy.
program sortuj3elementy;
var a = 0
var b = 0
var c = 0
unit Swap: procedure(x,y: integer;
end swap;

begin

readln(a,b,c);
if a > b then call Swap(a,b) �;
if b > c then call Swap(b,c) �;
if a > b then call Swap(a,b) �;
writeln(�a= �,a,�b= �,b, �c=�,c)

end

Procesor

Nast¦pny stan, po wykonaniu polecenia readln(a,b,c). Oznaczmy wczytane
wielko±ci przez, odpowiednio, l1, l2 i l3.
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program sortuj3elementy;
var a = l1
var b = l2
var c = l3
unit Swap: procedure(x,y: integer; . . .

begin

readln(a,b,c);
if a > b then call Swap(a,b) �;
if b > c then call Swap(b,c) �;
if a > b then call Swap(a,b) �;
writeln(�a= �,a,�b= �,b, �c=�,c)

end

Procesor

Je±li l1 ≤ l2 to nast¦pny stan wygl¡da tak.
program sortuj3elementy;
var a = l1
var b = l2
var c = l3
unit Swap: procedure(x,y: integer; . . .

begin

readln(a,b,c);
if a > b then call Swap(a,b) �;
if b > c then call Swap(b,c) �;
if a > b then call Swap(a,b) �;
writeln(�a= �,a,�b= �,b, �c=�,c)

end

Procesor

Natomiast je±li l1 > l2 to nast¦pny stan wygl¡da tak.
program sortuj3elementy;
var a = l1
var b = l2
var c = l3
unit Swap: procedure(x,y:integer;

begin

readln(a,b,c);
if a > b then call Swap(a,b) �;
if b > c then call Swap(b,c) �;
if a > b then call Swap(a,b) �;
writeln(�a= �,a,�b= �,b, �c=�,c)

end

block

var x = 0
var y = 0
var t = 0

begin

x:=a; y:=b; in

t :=x;
x:=y;
y := t;

a:=x; b:=y; out

end;

SL

DL

Procesor

Pojawiªa si¦ nowa jednostka dynamiczna: rekord aktywacji procedury Swap. Ut-
worzono j¡ wedªug nast¦pujacej reguªy kopii : Deklaracj¦ procedury przeksztaªca
si¦ w instrukcj¦ bloku. Parametry formalne staj¡ si¦ wielko±ciami (lokalnymi)
zadeklarowanymi wewn¡trz bloku. W tre±ci bloku pojawiaj¡ si¦ najpierw in-
strukcje przypisania, tak by parametrowi formalnemu fi przypisac warto±¢ parame-
try aktualnego ai, o ile i-ty parametr formalny zostaª zadeklarowany z mody�ka-
torem in. Potem w tre±ci bloku pojawia si¦ tre±c procedury (tu trzy instrukcje).
Potem pojawiaja sie instrukcje przypisania przekazuj¡ce warto±ci parametrów
formalnych zadeklarowanych z mody�katorem out odpowiednim parametrom
aktualnym.
Sprawd¹, »e wykonanie instrukcji procedury call Swap(a,b) doprowadziªo do
utworzenia pokazanego na powy»szym rysunku rekordu aktywacji procedury
Swap.
Efektem wykonania dwu polece« x:=a; y:=b; przekazuj¡cych parametry aktu-
alne parametrom formalnym jest stan pokazany na nast¦pujacym rysunku.
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program sortuj3elementy;
var a = l1
var b = l2
var c = l3
unit Swap: procedure(x,y: integer; . . .

begin

readln(a,b,c);
if a > b then call Swap(a,b) �;
if b > c then call Swap(b,c) �;
if a > b then call Swap(a,b) �;
writeln(�a= �,a,�b= �,b, �c=�,c)

end

block

var x = l1
var y = l2
var t = 0

begin

x:=a; y:=b;
t :=x;
x:=y;
y := t;
a:=x; b:=y;

end;

SL

DL

Procesor

Po wykonaniu trzech kolejnych instrukcji przypisania zawartych w tre±ci proce-
dury Swap, na kolejnym rysunku zobaczymy taki obraz.

program sortuj3elementy;
var a = l1
var b = l2
var c = l3
unit Swap: procedure(x,y: integer; . . .

begin

readln(a,b,c);
if a > b then call Swap(a,b) �;
if b > c then call Swap(b,c) �;
if a > b then call Swap(a,b) �;
writeln(�a= �,a,�b= �,b, �c=�,c)

end

block

var x = l2
var y = l1
var t = l1

begin

x:=a; y:=b;
t :=x;
x:=y;
y := t;
a:=x; b:=y;

end;

SL

DL

Procesor

Ko«czymy wykonywanie procedury Swap. Przekazujemy warto±ci parametrów
formalnych oznaczonych mody�katorem out odpowiednim parametrom aktual-
nym.

program sortuj3elementy;
var a = l2
var b = l1
var c = l3
unit Swap: procedure(x,y: integer; . . .

begin

readln(a,b,c);
if a > b then call Swap(a,b) �;
if b > c then call Swap(b,c) �;
if a > b then call Swap(a,b) �;
writeln(�a= �,a,�b= �,b, �c=�,c)

end

block

var x = l2
var y = l1
var t = l1

begin

x:=a; y:=b;
t :=x;
x:=y;
y := t;
a:=x; b:=y;

end;

SL

DL

Procesor

Usuwamy rekord aktywacji procedury Swap. Procesor wznawia dziaªanie w
rekordzie aktywacji wskazanym przez strzaªk¦ DL.

program sortuj3elementy;
var a = l2
var b = l1
var c = l3
unit Swap: procedure(x,y: integer; . . .

begin

readln(a,b,c);
if a > b then call Swap(a,b) �;
if b > c then call Swap(b,c) �;
if a > b then call Swap(a,b) �;
writeln(�a= �,a,�b= �,b, �c=�,c)

end

Procesor

Do tego miejsca mo»na doj±¢ dwoma ró»nymi drogami. Oto, jak zapisa¢ wspólne
cechy stanu jaki widzimy powy»ej.
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program sortuj3elementy;
var a = min(l1,l2)
var b = max(l1,l2)
var c = l3
unit Swap: procedure(x,y: integer; . . .

begin

readln(a,b,c);
if a > b then call Swap(a,b) �;
if b > c then call Swap(b,c) �;
if a > b then call Swap(a,b) �;
writeln(�a= �,a,�b= �,b, �c=�,c)

end

Procesor

Wpodobny sposób przekonujemy si¦, »e po wykonaniu drugiej instrukcji warunk-
owej if b >c . . . � zachodzi równo±¢ c = max(max(a, b), c). Natomiast nie
wiadomo czy a < b.

program sortuj3elementy;
var a = min(l1,l2)
var b = max(l1,l2)
var c = max(max(l1,l2),c)
unit Swap: procedure(x,y: integer; . . .

begin

readln(a,b,c);
if a > b then call Swap(a,b) �;
if b > c then call Swap(b,c) �;
if a > b then call Swap(a,b) �;
writeln(�a= �,a,�b= �,b, �c=�,c)

end

Procesor

Po wykonaniu trzeciej instrukcji warunkowej speªnione s¡ dwie relacje a ≤ b i
c = max(max(l1, l2), l3). Wobec tego instrukcja writeln(�a= �,a,�b= �,b, �c=�,c)
wydrukuje warto±ci a, b, c w porz¡dku niemalej¡cym. Chcesz to sprawd¹. Ale
co dla Ciebie znaczy sªowo sprawd¹?

program sortuj3elementy;
var a = min(l1,min(l2,l3))
var b = max(min(l1,l2),min(l2,l3))
var c = max(max(l1,l2),l3)
unit Swap: procedure(x,y: integer; . . .

begin

readln(a,b,c);
if a > b then call Swap(a,b) �;
if b > c then call Swap(b,c) �;
if a > b then call Swap(a,b) �;
writeln(�a= �,a,�b= �,b, �c=�,c)

end

Procesor

Rozpatrzmy kolejny przykªad

11.2 Skªadnia

Zaczynamy od procedur z parametrami in, out, inout. Bez procedur i typów
jako parametrów.
Kªopoty z procedurami jako parametrami � problemy powierzchowne (�atwiejsze)
zapobiega¢ wywoªaniu z parametrem P o nieprawidªowej liczbie argumentów, ty-
pach argumentów. Problemy trudniejsze � pojawiaj¡ si¦ wtedy gdy autor pro-
cedury zakªada, ze parametr aktualny speªnia jaki± warunek, a uzytkownik (tj.
autor instrukcji procedury) nie dopilnowaª by warunek ten zostaª zapewniony.
WYMY�L przykªad.
Struktura deklaracji procedury jest podobna do struktury bloku.

De�nicja 11.2. Niech Ψ, κ1, ..., κn b¦d¡ identy�katorami, µ1, ..., µn b¦d¡ sªowami
z trójelementowego zbioru {in, out, inout} ...
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Deklaracja procedury Ψ ma nast¦puj¡c¡ posta¢

nazwa︷ ︸︸ ︷
unit Ψ : procedure

lista parametrów formalnych︷ ︸︸ ︷
(µ1 κ1 : T1, . . . , µn κn : Tn);︸ ︷︷ ︸

nagªówek procedury

D begin I end Ψ︸ ︷︷ ︸
tre±¢ procedury

Identy�kator Ψ jest nazw¡ zadeklarowanej procedury, Ci¡g napisów µ1 κ1 :
T1, µn κn : Tn jest list¡ parametrów formalnych procedury Ψ. Identy�kator κi
jest formalnym i-tym parametrem typu pierwotnego lub tablicowego Ti. Sªowo
µi okresla sposób przekazywania parametru aktualnego � obja±nimy to nieco
dalej.
Lista deklaracji lokalnych D, zarówno programu jak i procedury mo»e zawiera¢
deklaracje procedur i deklaracje zmiennych i staªych.
Struktura moduªów programu. Zbiór bloków i procedur zadeklarowanych w
programie wraz z relacj¡ decl jest drzewem.

Przykªad 11.3.

program Pr7;
unit P2: procedure();

unit Pw: procedure();
begin
call P3();

end Pw;
begin
...
call Pw(0);
...

end P2;
. . .
unit P3: procedure();
. . .
end P3;

begin
...
call P2();

end

Ci¡g instrukcji I mo»e zawiera¢ instrukcje znane nam wcze±niej oraz in-

rys. graf moduªy
+ decl

strukcje procedury. ...obj.

De�nicja 11.4. Instrukcja procedury ma nast¦puj¡c¡ budow¦

call Ψ (ω1, . . . , ωn)︸ ︷︷ ︸
lista par.aktualnych

Ka»dy parametr aktualny ωi ma by¢ wyra»eniem typu Ti wymienionego w deklaracji
procedury Ψ.
Je±li sposób przekazania i-tego parametru jest out lub inout to wyra»enie ωi
musi by¢ zmienn¡ (prost¡ lub indeksowan¡) typu Ti.

Zbiór procedur zadeklarowanych w programie wraz z relacja call jest grafem
wywoªa«.

rys. moduªy +
call
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11.3 Komputer K7

KomputerK7 zachowuje zdolno±¢ wykonywania polece« znanych z wcze±niejszych
wersji abstrakcyjnego komputera K6. Nowa umiej¦tno±¢ to

Instrukcja procedury

Komputer oblicza parametry aktualne i skªada je na stos. Nast¦pnie tworzy
now¡ jednostk¦ dynamiczn¡ tj. rekord aktywacji procedury i przenosi procesor
do wykonywania instrukcji w tej jednostce. Return - instrukcja zako«czenia
oblicze« w rekordzie aktywacji procedury. Odesªanie obliczonych warto±ci do
parametrów aktualnych okre±lonych jako out lub inout.

11.4 Semantyka

Znaczenie instrukcji procedury nie jest oczywiste. Przez pewien czas przyj-
mowano, »e instrukcja procedury da si¦ wytªumaczy¢ przy pomocy tzw. reguªy
kopii, zobacz poni»ej. W przypadkach bardziej zªo»onych ta reguªa nie wystar-
cza. Ogólny przypadek instrukcji procedury obja±nimy opisuj¡c protokóª wspóªpracy
jednostki dynamicznej zawieraj¡cej instrukcj¦ procedury z rekordem aktywacji
procedury. Reguªa kopii � pierwsze przybli»enie.
Wykonanie instrukcji procedury jest równowa»ne wykonaniu instrukcji pewnego
bloku skonstruowanego z parametrów aktualnych i tre±ci procedury. Zamieni-
amy instrukcj¦ procedury przez odpowiednio zbudowany blok. Najpierw przykªad

Przykªad 11.5. Program zawiera deklaracj¦ pewnej procedury Psi i jedn¡
lub wi¦cej instrukcj¦ procedury call Psi(...).

program PrA;
var x, y : integer, z : real;

unit Psi : procedure(in a : integer, out b : real, inout c : integer);
var u : integer;

begin
b := a+ c; u := −11; c := a− u
end Psi;


begin
x := 7; z := x− 5;

call Psi(x*4,y,z) ;

writeln(“z =′′, z, “y =′′, y)
end
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Ten program jest równowa»ny programowi napisanemu poni»ej

program PrAMod;
var x, y : integer, z : real;

unit Psi : procedure( in a:integer,out b:real, inout c: integer );

var u: integer;

begin

b:=a+c; u:=-11; c:=a-u

end Psi;


begin
x := 7; z := x− 5;

block
var a : integer, b : real, c : integer;
var u : integer

begin
a := x ∗ 4; c := z; (∗ pobranie parametrów in: a i c ∗)
b := a+ c; u := −11; c := a− u (∗ to jest tre±¢ Psi ∗)
y := b; z := c (∗odesªanie parametrów out: b i c, ∗)

end


(∗ ≡ callPsi...∗)

writeln(“z =′′, z, “y =′′, y)
end

Kolejny przykªad

Przykªad 11.6. W tym przykªadzie poka»emy, »e mo»e istnie¢ kon�ikt nazw:
lokalna nazwa parametru formalnego i nielokalna zmienna wyst¦puj¡ca w parametrze
aktualnym.
Transmisja parametru aktualnego do parametru formalnego budzi w tym przy-
padku w¡tpliwo±ci.
a := (y+3)*a
Warto±¢ wyra»enia (y+3)*a powinna by¢ obliczona przed przekazaniem parametru
do procedury. A przypisanie do parametru formalnego (wielko±ci lokalnej reko-
rdu aktywacji procedury) ju» wewn¡trz tego rekordu. Jak post¡pi¢?
1. oblicz warto±¢ parametru aktualnego i przypisz zmiennej pomocniczej (ró»nej
od do tej pory zadeklarowanych zmiennych) np. aux := (y+3)*a,
2. zmie« nieco instrukcj¦ procedury, np. call Psi(...,aux, ...)

W kolejnym przykªadzie poka»emy, »e strzaªki DL i SL nie zawsze musz¡
mie¢ ten sam pocz¡tek i koniec.
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Przykªad 11.7.

program Pr7;
unit P2: procedure();

unit Pw: procedure();
begin
call P3();

end Pw;
begin
...
call Pw(0);
...

end P2;
. . .
unit P3: procedure();
. . .
end P3;

begin
...
call P2();

end

Statyczna struktura moduªów tego programu jest widoczna na rysunku poni»ej.
Zielone prostok¡ty reprezentuj¡ procedury (lub bloki). Strzaªka decl prowadzi
od moduªu A do moduªu B gdy ten ostatni jest zadeklarowany w module B. W
przypadku gdy moduª A jest blokiem, strzaªka decl prowadzi do moduªu zaw-
ieraj¡cego ten blok w±ród swoich instrukcji.

Program

P2

Pw

P3

decl decl

decl

Graf wywoªa« zawiera moduªy programu. Strzaªka call ª¡czy moduª A z mod-
uªem B je±li w±ród instrukcji moduªu A wyst¦puje instrukcja procedury call
B(. . . ) lub, w przypadku gdy moduª B jest blokiem, gdy blok ten wyst¦puje
pomi¦dzy instrukcjami moduªu A..

Prograam

P2

Pw

P3

call P2 call Pw

call P3

W pewnym momencie oblicze« istniej¡ cztery rekordy aktywacji.

Main P2 Pw P3

Procesor

SL

DL

SL

DL

SL

DL

Relacja decl pomi¦dzy moduªami w statycznym gra�e moduªów daje podstawy
do stworzenia relacji SL pomi¦dzy jednostkami dynamicznymi moduªów.
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Relacja call (graf wywoªa« procedur w Twoim obecnym stanie wiedzy o mod-
uªach) jest relacj¡ odwrotn¡ do relacji DL pomi¦dzy jednostkami dynamicznymi.

def. ªa«cucha
dynamicznego

A oto reguªa kopii. Instrukcja procedury call P(a,b,c) ma ten sam efekt
co instrukcja bloku zbudowanego na podstawie tre±ci deklaracji procedury P i
postaci parametrów aktualnych a, b, c.

call P (a, b, c)α⇔



block
oblicz warto±ci a, b i c,
zªó» je na stos
block
tre±¢ tego bloku we¹ z deklaracji P;
mody�kuj¡c j¡ w ten sposób:
przypisz warto±ci ze stosu
a, b i c parametrom formalnym
tu wstaw tre±¢ P
zako«czenie � odebranie wyników
end
end



α

Problemy i pytania
Czy to musi by¢ takie skomplikowane?
Zauwa», obliczenie warto±¢i parametrów ma miejsce tam gdzie jest instrukcja
procedury, ale ci¡g dalszy oblicze« ma miejsce w rekordzie aktywacji procedury
P. Je±li parametry aktualne s¡ zmiennymi lub staªymi to reguªa kopii jest prost-
sza:
call P(a, b, c) zastap przez {f1:=a;f2:=b; tre±¢ P; b:=f2;c:=f3 }
zakªadam tu »e w deklaracji procedury P, a jest in, b inout, c out. Je±li w
instrukcji procedury jest wyra»enie ω to instrukcj¦ procedury call P(a, ω, c)
zastap przez {z← ω; call P(a,z,c) }

11.4.1 Procedury rekurencyjne

W tym miejscu przedstawimy dwa przykªady: procedur¦ rekurencyjn¡ oblicza-
nia silni oraz procedur¦ ustawiaj¡c¡ 8 hetmanów na szachownicy.

Przykªad 11.8.

program PrS;
var a, w: integer;
unit fact: procedure(in n: integer; out f: integer);
var aux: integer; begin
if n=0 then result :=1
else call fact(n-1, aux); result := aux*n
�

end fact;
begin
read(a);
call fact(a,w);
writeln(�argument= �, a, � silnia= �, w)

end
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Je±li wczytano a=3 to kolejne migawki obliczenia mog¡ wygl¡da¢ tak:
program PrS;
var a, w: integer;
unit fact: procedure(in n: integer; out f: integer);
var aux: integer; begin
if n=0 then result :=1
else call fact(n-1, aux);
result := aux*n

�
end fact;

begin
read(a);
call fact(a,w);
writeln(�argument= �, a, � wynik= �, w)

end

n = 3
f = 0
aux =

begin
n := a ;
block
aux1 = 0

begin
aux1 := n-1;
call fact(aux1, aux);
f := n* aux;

end

w :=f
end fact;

n = 2
f = 0
aux = 0

begin

n := aux1 ;
block
aux1 = 0

begin
aux1 := n-1;
call fact(aux1, aux);
f := n* aux;

end

w :=f
end fact;

n = 1
f = 0
aux = 0

begin

n := aux1 ;
block
aux1 =0

begin
aux1 = n-1;
call fact(aux1, aux);
f := n* aux;
end

aux :=f
end fact;

Procesor

SL

DL

SL

DL

SL

DL

Wida¢, »e dotychczasowy model instrukcji procedury zaªamuje si¦. Nie jest

ta koncepcja
reguªy kopii jest
b¦dna!

poprawny. Jak to naprawi¢?
W kompilatorze instrukcja procedury jest realizowana wedªug pwnego protokoªu.
Mówi si¦ o sekwencji wywoªuj¡cej.
instrukcja call P(a1, . . . ,an) jest realizowana przez wykonanie ci¡gu nast¦puj¡-
cych instrukcji
oblicz warto±¢ parametru a1 i wªó» na stos
. . .
oblicz warto±¢ parametru an i wªó» na stos
przejd» do wykonywania (zmody�kowanej) tre±ci procedury P.
Po stronie procedury P:
uto»sam stos z parametrami formalnymi (ten zabieg pozwala zaoszcz¦dzi¢ ci¡g
instrukcji
we¹ ze stosu i przypisz paramatrowi formalnemu fn−i [dla i= 1, ..., n]
wykonaj tre±¢ procedury
powró¢ do jednostki dynamicznej wywoªuj¡cej procedur¦ P.
odbierz warto±ci przekazane dla wyniku.
koniec protokoªu Czytelnik zechce zauwa»y¢, »e par¦ zwrotów w powy»szym
protokole pozostaªo niejasnych. Twórcy kompilatorów wiedz¡ o co chodzi.
Jak nale»y rozumie¢ sªowa uto»samiamy stos warto±ci parametrów aktualnych z
lista parametrów formalnych?
Jak nale»y rozumie¢ zwrot odbierz warto±ci parametrów formalnych oznaczone
mody�katorem out lub inout?
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11.4.2 Protokóª call - realizacja instrukcji procedury

Poni»ej opisujemy protokóª realizacji polecenia call. Do zrozumienia jak on dzi-
aªa wystarczy, »e opiszemy go dla przypadku gdy procedura P jest zadeklarowana
w ten sposób:

unit P: procedure(in a: integer, inout b: integer, out c: real);
var x: real, y: boolean;z: integer;

begin

M (* M oznacza tre±¢ procedury P *)
end P

� Niech J oznacza jednostk¦ dynamiczn¡ , w której nale»y wykona¢ polece-
nie

call P(t+u, v,w)

wystawiamy ci¡g poªowicznych instrukcji przypisania

(t+u)!, v!

� utwórz rekord aktywacji procedury P i przejd¹ do niego

� wyznacz jednostk¦ dynamiczn¡ J ′, która zawiera deklaracj¦ proce-
dury P,
Niech i= min(j: j.d. SLj(J) zawiera deklaracj¦ procedury P). J'=
SLi(J)

� utwórz now¡ jednostk¦ dynamiczn¡ � rekord aktywacji procedury P,
oznaczmy j¡ K.
K.SL := J'
K.DL:= J

� W rekordzie aktywacji procedury P:

� odbierz parametry aktualne

a? c?

w ten sposób dopeªni si¦ wykonywanie polece« a:= t+u;c:=w.
Zwró¢ uwag¦ obliczenie warto±ci wyra»e« (t+u) oraz w wykonuje
si¦ w otoczeniu rekordu aktywacji, w którym znajduje si¦ polecenie
call, a doko«czenie instrukcji przypisania dokonuje si¦ w rekordzie
aktywacji procedury P.

� wykonaj instrukcje M procedury P,
podczas wykonywania polece« M tre±ci procedury, mo»e doj±¢ do
odczytywania warto±ci parametrów formalnych a i c (a tak»e b), mo»e
tez doj±¢ do przypisywania tym parametrom nowych warto±ci

� wy±lij wyniki b!c! ,

� powró¢ do wykonywania polece« w miejscu wyst¡pienia instrukcji
procedury, tzn. procesor powraca do wykonywania instrukcji w jed-
nostce dynamicznej J.

� W jednostce dynamicznej J :
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� odbierz wyniki v? i w?
w ten sposób dopeªni si¦ wykonywanie polece« v:=b;w:=c

� kontynuuj obliczenie (rekord aktywacji procedury P b¦dzie usuni¦ty)

rysunek

Historia obrazkowa.
1. Pocz¡tek wykonywania instrukcji call.

before;

call P (t+ y, v, w) ≡


(t+ u)!
v!
call P
v?
w?


after

Procesor

2. Obliczono warto±¢ wyra»enie t = u i wystawiono do odebrania.

before;

call P (t+ y, v, w) ≡


(t+ u)!
v!
call P
v?
w?


after

Procesor

3. Obliczono warto±¢ wyra»enia v i wystawiono do odebrania.

before;

call P (t+ y, v, w) ≡


(t+ u)!
v!
call P
v?
w?


after

Procesor

4. Przej±cie do wykonywania procedury P.

before;

call P (t+ y, v, w) ≡


(t+ u)!
v!
call P
v?
w?


after

block

var a |f m|
var b |o a|
var c |r l |
var t

begin

a?; b?;
t :=a;
a:=b;
b := t;
b!; c!;

end;

SL

DL

Procesor

5. Pobranie dwu kolejnych wystawionych warto±ci i przypisanie ich parametrom
formalnym (to s¡ zmienne) a i b.
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before;

call P (t+ y, v, w) ≡


(t+ u)!
v!
call P
v?
w?


after

block

var a |f m|
var b |o a|
var c |r l |
var t

begin

a?; b?;
t :=a;
a:=b;
b := t;
b!; c!;

end;

SL

DL

Procesor

6. Rozpocz¦cie wykonywania tre±ci procedury P.

before;

call P (t+ y, v, w) ≡


(t+ u)!
v!
call P
v?
w?


after

block

var a |f m|
var b |o a|
var c |r l |
var t

begin

a?; b?;
t :=a;
a:=b;
b := t;
b!; c!;

end;

SL

DL

Procesor

Wykonanie kolejnej instrukcji tre±ci procedury P.

before;

call P (t+ y, v, w) ≡


(t+ u)!
v!
call P
v?
w?


after

block

var a |f m|
var b |o a|
var c |r l |
var t

begin

a?; b?;
t :=a;
a:=b;
b := t;
b!; c!;

end;

SL

DL

Procesor

Realizacja tego protokoªu mo»e byc ta«sza

W istniejacych instalacjach wystawianie warto±ci jest realizowane przez wstaw-
ianie do stosu. Natomiast odbieranie parametrów aktualnych i przypisywanie
warto±ci parametrom formalnym nie kosztuje NIC!.

Przekazywanie procedur, funkcji, klas

Je±li parametrem aktualnym jest funkcja to przekazywana jest para: <nazwa
funkcji, rekord aktywacji w którym zawarta jest deklaracja funkcji>

11.4.3 Sprzeczno±¢

W tym miejscu warto zwróci¢ uwag¦ na mo»liwo±¢ zadeklarowania procedur
wzajemnie sprzecznych.



Rozdziaª 12

Le Sygnaªy i ich obsªuga

L0  L1  L2  L3  L4  L5  L6  L7  Le  L8  L9  L10

Ten rozdziaª poswi¦camy sygnaªom, wyj¡tkom i ich obsªudze. Mówi¡c naj-
krócej moduª obsªugi sygnaªu ma struktur¦ podobn¡ do tre±ci procedury. Dek-
laracja sygnaªu jest podobna do nagªówka deklarowanej procedury.
Polecenie raise uruchamia protokóª o takiej nazwie. Protokóª raise ró»ni si¦ od
protokoªu call realizuj¡cego instrukcj¦ procedury tym, »e moduª obsªugi syg-
naªu wyszukiwany jest wzdªu» ±cie»ki strzaªek DL.
Ma to znaczenie dla inzynierii programowania � pozwala bowiem reagowa¢ na
bª¦dy jakie mog¡ pojawia¢ si¦ w trakcie wykonywania programu. Uruchamianie
protokoªu raise jest raczej kosztowne i nie zalecamy stosowania instrukcji raise
bez istotnej przyczyny.

Przykªad 12.1. Reakcja na dzielenie przez zero.
Reakcja na polecenie tablicy o ujemnej dªugo±ci.
Reakcja na prób¦ odczytania/zmody�kowania elementu tablicy spoza jej zasi¦gu.

12.0.4 Skªadnia

deklaracja sygnaªu
deklaracja moduªu obsªugi sygnaªów
instrukcja zgªoszenia sygnaªu raise

12.0.5 Semantyka

Protokóª raise Paczka zgromadzonych parametrów aktualnych w¦druje wzdªu»
scie»ki DL w poszukiwaniu jednostki dynamicznej zawieraj¡cej moduª obsªugi
podniesionego sygnaªu
rysunek

12.0.6 Przykªady

xxx
Rysunki

137



138 ROZDZIA� 12. LE SYGNA�Y I ICH OBS�UGA

12.0.7 Wnioski

yyyy



Cz¦±¢ II

Programuj z klas¡

lub

programowanie obiektowe
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Rozdziaª 13

Klasy i obiekty L7

W tej cz¦±ci zajmiemy si¦ klasami i obiektami. Przedstawimy te» dziedziczenie
klas.

13.1 Klasa

Deklaracja klasy K jest de�nicj¡ odpowiedniej struktury algebraicznej SK . W
dalszym ci¡gu zobaczymy jak bardzo skomplikowane mog¡ by¢ struktury opisy-
wane przez klasy.

Skªadnia deklaracji klasy jest podobna do deklaracji procedury

unit K : class(args); D begin I end K

Jak wida¢ zamiast sªowa procedure wyst¦puje sªowo class.
Odpowiednio, zamiast instrukcji procedury call, w u»yciu b¦dzie sªowo new.
Wyra»enie new K(params) jest wyra»eniem obiektowym. Jego warto±ci¡ jest
pewien obiekt klasy K. Na rysunku dostrze»esz jak wykonanie instrukcji przyp- rys. obiekt

isania x:= new K(params) skutkuje utworzeniem obiektu o (klasy K) i przyp-
isaniem go jako warto±ci zmiennej x.

Niezmiennik systemu Loglan. Nast¦puj¡ca formuªa jest aksjomatem j¦zyka
Loglan

typeof(x) = K =⇒ {x := newK(params)}(x inK)

Klasy stanowi¡ budulec z którego tworzymy programy obiektowe. W danym
programie klasa jest niezmienna.
Klasa wyznacza nowy typ. Czyli struktur¦ algebraiczn¡. Taka struktura mo»e

deklaracja
klasy to do-
danie nowego
typu, tzn. nowej
struktury alge-
braicznej i jej
teorii!

by¢ jednak bardziej skomplikowana od struktur badanych przez matematyków.
Co prawda, klasa complex de�niuje ciaªo liczb zespolonych. Ale moduª klasy
pozwala zde�niowa¢ bardzo skomplikowane struktury algebraiczne.
Klasa C umo»liwia deklarowanie zmiennych typu C :
var z1,z2: C

Niezmiennik systemu Loglan. W trakcie oblicze« programu warto±¢ ka»dej
zmiennej jest albo warto±ci¡ pewnego typu prostego albo obiektem pewnej klasy
(lub tablicy) albo jest specjaln¡ staª¡ none.

141
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Typ wyznaczony przez deklaracj¦ klasy C jest to zbiór wszystkich obiektów
jakie speªniaj¡ relacj¦ in pomi¦dzy obiektami i klas¡, wraz z operacjami na
obiektach tego typu i relacjami pomi¦dzy obiektami tego typu.
Przykªad

Zbiór |complex| obiektów klasy complex z dziaªaniami add i mult opisanymi w
tej klasie.

C = 〈|complex|, add,mult,=〉

stanowi algebr¦, któr¡ oznaczyli±my C.
No tak, ale czym s¡ obiekty klasy complex?

13.2 Obiekty

Obiekty klas s¡ jednostkami dynamicznymi � tzn. powstaj¡ w trakcie wykony-
wania programu. Po jego zako«czeniu znikaj¡.
Obiekty s¡ warto±ciami zmiennych zadeklarowanych jako zmienne odpowied-
niego typu opisanego klas¡. Obiekt mo»e zmienia¢ si¦ w trakcie oblicze«. Jest
jednostk¡ dynamiczn¡.

13.3 Scenariusz obiektu

Obiekty:

� powstaj¡ - w efekcie obliczenia warto±ci wyra»enia new C(params), i staj¡
si¦ warto±¢ia zmiennej odpowiedniego typu, por. x:=new C(params)

� s¡ wspóªdzielone przez ró»ne zmienne � w efekcie wykonania instrukcji
przypisania y:=x,

� s¡ dost¦pne dla operacji:

� odczytu warto±ci atrybutu,

� zapisu (mody�kacji) warto±ci atrybutu,

� usªugi (serwisu),

� staj¡ si¦ niedost¦pne (staj¡ si¦ �±mieciami�) gdy nie wskazuje na nie »adna
zmienna,

� s¡ usuwane np. przez polecenie kill(x)

Obiekt jako argument operacji.
Obiekt jako posiadacz stanu pami¦ci.
Przykªady
zmiana promienia okr¦gu
wstawienie elementu do kolejki
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13.4 Uwagi o od±miecaniu i defragmentacji

Od±miecanie jest kosztownym procesem. W fazie �sweep� trzeba przejrze¢ caª¡
pami¦¢. Nast¦pna faza te» jest kosztowna.
Czy nie mo»na by zmniejszyc potrzeby od±miecania przez cz¦stsze kompre-
sowanie wolnej pami¦ci? Wystarczyªoby by porzucaj¡c wykorzystany obiekt
pomocniczy protokóª ... wpisywaª ten obiekt na list¦ wolnej pami¦ci. Jak to
zrobi¢?

Od±miecanie nie jest koniecznym elementem systemu zarz¡dzania obiektami!
Je±li pami¦tasz nazw¦ obiektu, który za chwil¦ stanie si¦ smieciem, to zrób kill!

Klasa GaussC � liczb zespolonych caªkowitych

Karl Gauss rozwa»aª zbiór liczb zespolonych caªkowitych.Por. [40], rozdz. XVI
str. 383

unit GaussC: class(re, im: integer);
unit add: function(z: GaussC): GaussC;
begin

result:= new GaussC(re+z.re, im+z.im)
end add;
unit sub: function(z: GaussC): GaussC;
begin

result:= new GaussC(re-z.re, im-z.im)
end sub;
unit mult: function(z: GaussC): GaussC;
begin

result:= new GaussC(re*z.re-im*z.im, im*z.re+z.im*re)
end mult;
unit divi: function(z: GaussC): GaussC;
var rz, ur: integer;

begin

rz := (re*z.re - im*z.im) div(z.re*z.re = z.im*z.im) ;
ur := (im*z.re + re*z.im) div(z.re*z.re = z.im*z.im) ;
result:= new GaussC(rz, ur)

end divi;
unit remi: function(y,z: gaussC): GaussC;
begin

result:= y.sub(z.mult(y.divi(z)))
end remi;
unit equal: function(y,z: gaussC): Boolean;
begin
result:= (z.re=y.re and z.im=y.im)

end equal;
unit norm: function : real;
begin

result:=re*re+im*im
end norm;

end GaussC;
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Rozwa»my zbiór wszystkich mo»liwych obiektów klasy GaussC. Jest to zbiór
niesko«czony. Oznaczmy go przez |GaussC|. Struktura na któr¡ skªada si¦
zbiór |GaussC| obiektów tej klasy z dziaªaniami add i mult opisanymi w tej
klasie

CI = 〈|GaussC|, add,mult〉

jest pier±cieniem.

Zadanie 13.1. Udowodnij, »e struktura CI jest pier±cieniem.

Zadanie 13.2. Udowodnij, »e struktury tej nie da si¦ wzbogaci¢ »adn¡ relacj¡
(funkcj¡ boolowsk¡) tak by zachowane byªy aksjomaty pier±cienia i ponadto wªas-
no±ci z < x =⇒ z + y < x+ y.

Popatrzmy na program wykorzystuj¡cy klas¦ GaussC.
program EuGaussC;

unit GaussC: class ...
var z1, z2, z3, zero : GaussC;

begin

zero := new GaussC(0,0);
z1:= new GaussC(); (* jaki± z1 *)
z2 := new GaussC(); (* jaki± z2 *)
z3 := remi(z1,z2);
while z3.norm =/= 0 do

z1 := z2 ;
z2 := z3 ;
z3 := remi(z1, z2);

od ;
end

Co mo»na powiedzie¢ o wyniku

obliczenia w przypadku gdy program ko«czy obliczenie? Czy ten program ma
obliczenia niesko«czone?

Mno»enie macierzy liczb zespolonych

Osiem ró»nych wersji
Zadanie: oblicz iloczyn dwu macierzy kwadratowych liczb zespolonych mozna
rozwi¡za¢ na przynajmniej osiem sposobów:

� Algorytm mo»enia macierzy � mo»esz uzyc algorytm zwyczajny lub algo-
rytm Winograda.

� Mno»enie liczb zespolonych � mo»esz u»y¢ zwyczajnego mno»enia

(a+ bi) · (c+ di)
df
= (ac− bd) + (ad+ bc)i

lub algorytmu sprytnego
t1 ← a ∗ c;
t2 ← b ∗ d;
t3← (a+ b) ∗ (c+ d);
Re← t1− t2;
Im← t3− t1− t2


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� Sposób przedstawienia danych � mo»esz tablice A i B zapisa¢ jako typu
arrayof arrayof complex lub jako pary macierzy liczb rzeczywistych A =
Are +Aim · i i B = Bre +Bim · i.

Nale»y: a) zaprogramowa¢ ka»dy z o±miu algorytmów, b) udowodni¢ jego
poprawno±¢, c) wyznaczy¢ funkcj¦ kosztu i na podstawie eksperymentów, obliczy¢
wspóªczynniki w odpowiednim wielomianie.
Zadanie to nadaje sie do przeprowadzenia w grupie studentów. Na koniec
sªuchacze mog¡ podczas mini-sympozjum przedstawi¢ wyniki swoich prac i porów-
na¢ je.

Klasa GeometriaPlanarna

J¦zyk programowania zorientowany do rozwi¡zywania problemów geometrii cyrkla
i linijki.

Zadanie Okr¡g opisany na trójk¡cie
Zadanie Inwersja wzgl¦dem okr¦gu
Zadanie
Teza Algorytm geometrii cyrkla i linijki, który si¦ nie zap¦tla nie potrzebuje

instrukcji while.

odszukaj gdzie to
jest napisane

Kolejki

Ka»dy spotkaª si¦ ze struktur¡ kolejek. Jaka to algebra?
Specy�kacja kolejek � niesprzeczno±¢, zupeªno±¢.

13.5 Stosy
opisa¢ stosy w
tablicach, stosy-
listy, stosy w N

aksjomaty stosów

13.6 Komputer K7

Komputer K7 tworzy obiekty, umo»liwia dost¦p do ich atrybutów, usuwa obiekty
(kill).

13.6.1 Struktura danych do zarz¡dzania obiektami

Obiekty s¡ warto±ciami zmiennych (odpowiednich typów). Komputer K7 zapew-
nia przy tym zachowanie nast¦puj¡cej wªasno±ci Je±li zmienna z jest zadeklarowana
jako typu T (np. unit T; class ...) to jej warto±ci¡ jest obiekt klasy T lub warto±-
ci¡ jest none.

13.6.2 lokalizacja potrzebnej zmiennej ...

Komputer K7 umie znale¹¢ zmienn¡, która jest potrzebna do obliczenia warto±ci
wyra»enia lub do wykonania instrukcji przypisania. Problem pojawia si¦ gdy
szukana zmienna nie jest zmienn¡ lokalna.
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13.7 obietnice ...

It turns out that the combination of inheritance and inner classes o�ers many
interesting possibilities:
� it allows to obtain most of the e�ects of multiple inheritance c.f. [19, Chapter
10],
� instead of passing classes as parameters one can extend abstract inner classes
which serve as counterparts of formal parameters [20 p. 176],
� provides a convenient way to express call back objects [19],
� allows to inherit certain patterns of architecture, e.g. a class pattern of the
model-view-controller system can be de�ned and extended by inheriting classes
[2,19],
� allows to inherit protocols [2 p. 112�113],
� enables inheritance of a class put earlier into a tree-like library of classes,
� and many others
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Dziedziczenie klas L8

Dziedziczenie klas zwane te» rozszerzaniem (ang.extending) jest narz¦dziem
pot¦»nym, sªabo rozumianym i rzadko w peªni wykorzystywanym. Deklaracja
klasy wprowadza nowy typ danych, jest jego de�nicj¡. Dziedziczenie czyli rozsz-
erzanie de�nicji klasy pozwala tworzy¢ hierarchie typów. Dwie deklaracje klas

unit A : class(argsA); DA begin IA end A

oraz
unit B : class(argsB); DB begin IB end B

mog¡ znale¹¢ si¦ w relacji dziedziczenia, w taki oto sposób

unit B : A class︸ ︷︷ ︸
klasa B rozszerza A

(argsB); DB begin IB end B

W takiej sytuacji mówimy, »e klasa B dziedziczy z klasy A lub klasa B rozszerza
klas¦ A. W najwi¦kszym skrócie i z wieloma zastrze»eniami, nale»y rozumie¢,
»e klasa B jest faktycznie zadeklarowana w taki sposób

unit B : class(argsA, argsB); DA; DB begin IA; IB end B

Mówimy, »e relacja rozszerzania klas jest opisana przez reguª¦ konkatenacji klas.
Deklaracja klasy B jest wynikiem konkatenacji deklaracji klasy A i deklaracji
klasy B. Przypominamy, podana powy»ej wersja reguªy konkatenacji klas jest
znacznie uproszczona w stosunku do jej peªnej wersji.

14.1 Przykªady

hierarchia klas: przykªad klasa rachunek

14.2 Wyznaczanie klasy dziedziczonej

14.3 Reguªa konkatenacji klas

Reguª¦ konkatenacji klas obja±nimy w kilku odsªonach pokazuj¡c kolejne szczegóªy
tej reguªy.

147
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14.3.1 Skªadanie deklaracji - warstwy

14.3.2 inner

14.3.3 metody wirtualne

14.3.4 qua -

14.3.5 blok pre�ksowany

Przykªad � blok wyznaczaj¡cy ±rodek okr¦gu opisanego na trójk¡cie.
pref GeoPlan block ... end
Przykªad � algorytm mno»enia macierzy => blok A
Mno»enie macierzy w pier±cieniach egzotycznych i zwykªych
Klasa Complex ...
Klasa Egzo1 add= minimum , mult= dodawanie
Klasa Egzo2 add= maximum , mult= minimum
Instrukcje bloku pre�ksowanego w ró»nych otoczeniach
pref Complex block A end � mno»enie macierzy liczb zespolonych
pref Egzo1 block A end � najkrótsza droga od punktu do punktu
pref Egzo2 block A end � droga o przepustowo±ci ...
W przypadku Egzo1 macierz zawiera informacje o dªugo±ci drogi z punktu i do
punktu j.
W przypadku Egzo2 macierz zawiera informacj¦ aij= wysoko±¢ wiaduktu na
drodze od punktu i do punktu j.
Problem jak w bloku A zadeklarowa¢ zmienn¡? Jakiego ma by¢ ona typu?
Nale»aªoby powiedzie¢, w bloku A, zmienna s jest typu opisanego w pre�ksie.
Ale co to konkretnie znaczy?
A je±li pre�ks to GeoPlan to, który z typów zawartych w w tej klasie Okr¡g,
Linia, Punkt?
Jak to powi¡za¢? by zapewnic pewna uniwersalno±¢ bloku A?

Mo»e tak:
pref B(mójTyp) block A end
w deklaracji klasy B b¦dzie parametr formalny T, w bloku A moge napisa¢ var
s : T.
A w nowym j¦zyku LEM mo»na b¦dzie podstawiac na miejsce T dowolny pod-
typ typu T. Wtedy wyra»enia s.add() i s.mult(...) b¦d¡ mie¢ sens.

14.4 Relacja in

Par¦ sªów o algorytmicznej wersji teorii mnogo±¢i.

14.5 Struktura moduªów

Wcze±niej powiedzieli±my, »e struktura moduªów ka»dego poprawnego programu
jest grafem z dwoma relacjami: decl oraz inh. Wierzchoªkami grafu s¡ moduªy
programu. Relacja decl zachodzi pomi¦dzy moduªem m i m′ gdy moduª m
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jest zadeklarowany bezpo±rednio w module m′. decl jest funkcj¡ okreslon¡ dla
ka»dego moduªu oprócz programu gªównego.

decl : {Mod \main} →Mod

A wi¦c zbiór Mod moduªów programu wraz z funkcj¡ decl jest drzewem sko«c-
zonym. Podobnie relacja inh jest funkcj¡ okre±lon¡ dla wszystkich moduªów
programu oprócz main i Object.
Jest to wi¦c inne drzewo sko«czone z tym samym zbiorem wierzchoªków.

Oprócz tych dwu funkcji okreslone sa tez dwie relacje: call : Mod→Mod, dwa
moduªy znajduja si¦ w relacji call gdy w module m istnieje instrukcja callm′(...)
wywoªania metody . . .
Funkcja bind(occur − id,m) = m′ wyznacza dla danego wyst¡pienia occur − id
identy�katora id w module m taki moduª m′, »e . . .
Funkcja type dla danego wyst¡pienia wyra»enia ω w module m wyznacza typ
tego wyra»enia, a wi¦c klas¦ de�niuj¡ca ten typ.
Podsumowuj¡c algebraiczna struktura moduªów programu jest grafem:

� Zbiór Mod moduªów jest sko«czony. Sa to moduªy wypisane w programie
bezpo±rednio lub zaimportowane z biblioteki klas.

� Funkcja decl ...

� Funkcja inh ...

� Funkcja bind ...

� Funkcja type ...

� Relacja call ...

Zachodz¡ nast¦puj¡ce zwi¡zki (z pracy LSW ) wypisz aksjomaty

De�nicja 14.1. (A1) (baza indukcji 1). Dla ka»dej klasy K znaczeniem typu
pustego ε jest Object.

bind(ε in K)
df
= Object

(A2) (baza indukcji 2). Niech K b¦dzie klas¡. Znaczeniem identy�katora (klasy)
C jest klasa o nazwie C taka, »e

bind(CinK)
df
= (inhideclj(K)).C

gdzie para (j, i), j ≥ 0, i ≥ 0, jest najmniejsza par¡ , w porzadku lekskogra�cznym
par, tak¡, »e klasa (inhideclj(K)).C jest okre±lona. Pary liczb naturalnych sa
porównywane zgodnie z porz¡dkiem leksykogra�cznym tzn. »e para (j, i) jest
mniejsza ni» para (q, p) je±li j < q lub j = q i i < p. Warto±¢ wyra»enia
bind(C in K) jest nieokre±lona w pozostaªych przypadkach.
(B) (krok indukcyjny). Niech X 6= ε. Dla ka»dej klasy K znaczenie typu postaci
X.C w klasie K jest wyznaczone w ten sposób

bind(X.C in K)
df
= (inhi(bind(X in K)).C

gdzie i ≥ 0, jest najmniejsz¡ liczb¡ naturaln¡ tak¡, »e klasa (inhi(bind(XinK)).C
jest okre±lona, znaczenie wyra»enia bind(X.C in K) jest nieokre±lone w po-
zostaªych przypadkach.
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De�nicja 14.2. Relacja zale»enia dep

dep
df
= K, bind(ext(K)|i in decl(K)) : K ∈ Classes, 0 < i ≥ length(ext(K))forext(K) 6= εi = 0forext(K) = ε.

14.6 Applications

It turns out that the combination of inheritance and inner classes o�ers many
interesting possibilities:
� it allows to obtain most of the e�ects of multiple inheritance c.f. [19, Chapter
10],
� instead of passing classes as parameters one can extend abstract inner classes
which serve as counterparts of formal parameters [20 p. 176],
� provides a convenient way to express call back objects [19],
� allows to inherit certain patterns of architecture, e.g. a class pattern of the
model-view-controller system can be de�ned and extended by inheriting classes
[2,19],
� allows to inherit protocols [2 p. 112�113],
� enables inheritance of a class put earlier into a tree-like library of classes,
� and many others

14.7 przyczynek do teorii

Wczesniej widzieli±my, »e deklaracje funkcji sa niczym innym ni» de�nicjami.
Przygl¡daj¡c si¦ deklaracjom klas stwierdzamy, »e s¡ to de�nicje struk-

tur algebraicznych, cz¦sto b¦dziemy mówi¢ de�nicje struktur danych. W po-
dr¦cznikach podstaw matematyki nie znale¹li±my twierdze«, które odpowiadaªy
by na nasze pytania.

Uwaga.
Nast¦puj¡ca deklaracja

unit T: class;
var l,r: T;

end T;
mo»e by¢ pojmowana jako de�nicja typu drzewo binarne. Zob. []
Czy rzeczywi±cie? Czy istniej¡ niestandardowe modele? Modele czego? Czy
jest to de�nicja kompletna?
Co zyskujemy powiadaj¡c �najmniejszy model w kategorii wszystkich modeli
powy»ej de�nicji jest struktur¡ drzew binarnych.�
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Stosy

Ten rozdziaª po±wi¦camy strukturze stosów. Dwa s¡ powody by obszerniej zaj¡¢
si¦ tematem stosów:

� poniewa» struktura ta ma wiele zastosowa«, i

� poniewa» na przykªadzie struktury stosów przedstawimy problemy wi¡»¡ce
si¦ z specy�kowaniem klas i z przeprowadzaniem dowodów.

15.1 Specy�kacja stosów

Czym s¡ stosy? Jak Twoim zdaniem powinna brzmie¢ odpowied¹ na to pytanie?
Na ogóª nie zawracamy sobie gªowy tym problemem. W dawnej Polsce w en-

cyklopedii o tytule �Nowe Ateny� pod hasªem ko« czytamy ko« jaki jest ka»dy
widzi. I sªusznie. W tamtych czasach, je±li kto± umiaª czyta¢, to na pewno
widziaª konia.
Spróbuj jednak zapisa¢ de�nicj¦ stosu. A przynajmniej spróbuj napisa¢ wyma-
gania W na to by klasa K mogªa by¢ uznana za klas¦ de�niuj¡ca stosy liczb
caªkowitych.

Aha, nie jest to oczywiste. Programuj¡cy w Javie napisz¡ interfejs
interface StosI {
void push(int e)
void pop()
int top()

}
lub co± podobnego i powiedz¡ Stos ma trzy metody: push, pop i top. Porównaj
[]. �wietnie.
Czy nast¦puj¡ca deklaracja klasy jest poprawn¡ implementacj¡ tego interfejsu?

class Stos implements StosI {
private int[8] tabl;
private int i,j;
void push(int e) {tabl[j++] = e }
void pop() {i++ }
int top() {return tabl[i]}

}
Czy powy»sza klasa Stos implementuje interfejs StosI? Trzeba uzna¢, »e tak,
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poniewa» zawiera deklaracje trzech metod push, pop i top, a ponadto typy
argumentów i wyników s¡ zgodne dla ka»dej z tych metod. Kompilator Javy za-
akceptuje sªowo zdanie �class Stos implements (interface) StosI�. Czy jednak jest
to stos? Hmm! Przecie» ta klasa implementuje kolejki FIFO! Czego± zabrakªo
w naszej specy�kacji.
Zgadzamy si¦ co do tego, »e stosy musz¡ wykonywa¢ trzy dziaªania:

push : int× Stos→ Stos

pop : Stos→ Stos

top : Stos→ int

Ale takie wyliczenie to za maªo.
Powinni±my jeszcze opisa¢ efekty dziaªania tych operacji. Tak jak to zrobili±my
w rozdziale 3 Wyra»enia, opisuj¡c wªasno±ci dziaªa« na typach prostych. Pami-
etasz?
Co wi¦c nale»y poda¢ jako wªasno±¢i (aksjomaty?) stosów?

top(push(e, s)) = e

Powy»sz¡ formuª¦ czytamy: operacja top zastosowana do wyniku operacji push(e, s)
zwraca element e. Mo»emy j¡ poprzedzi¢ kwanty�katorem ogólnym.
Mamy wi¦c pierwszy aksjomat stosów

∀s ∀e top(push(e, s)) = e

Mo»na t¦ formuª¦ napisa¢ w ortogra�i programowania obiektowego w taki sposób:

∀s ∀e top(s.push(e)) = e

Dodajmy jeszcze podobn¡ formuª¦

∀s ∀e pop(push(e, s)) = s

oraz kolejne
empty(newStos)

∀s ∀e ¬empty(push(e, s))

Mamy ju» cztery aksjomaty. Czy to wystarczy?
Most of us knows what stack is. At least players of the game canasta know.

Any programmer used stacks at least once in his professional life. The shortest
description is LIFO. Elements are put into stack and extracted. The LIFO
means: Last In First Out.

Na chwil¦ odejd¹my od zaªo»enia, »e elementami stosu s¡ liczby naturalne.
Przyjmijmy, »e dana jest pewna klasa Elem i to wªa±nie obiekty tej klasy s¡
elementami stosów. Operacja push wkªada element e do stosu s a jej wynikiem
jest stos push(e, s). Inna operacja pop zdejmuje element ze stosu i zwraca stos
pop(s). Operacja top zwraca element top(s). Dwie ostatnie operacje nie s¡
zde�niowane gdy argument s jest stosem pustym, tj. gdy zachodzi empty(s).
Mo»emy to podsumowa¢ w ten sposób: struktura algebraiczna stosów ma swoje
uniwersum na które skªada si¦ unia dwu zbiorów, zbioru elementów E i zbioru
stosów S. Ponadto mamy trzy operacje: push, pop, top oraz dwa predykaty
empty i równo±¢ =.
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Tablica 15.1. Specy�kacja S1 struktury stosów

Sygnatura czyli interfejs Komentarze

Uniwersum = E ∪ S
E zbiór elementów
S zbiór stosów

Operacje
push : E × S −→ S wªó» element e do stosu s
pop : S −→ S zdejm wierzchoªek stosu

wynik jest okre±lony wttw gdy ¬empty(s)
top : S −→ E zwró¢ wierzhoªek stosu

wynik jest okre±lony wttw gdy ¬empty(s)
newStack :−→ S stos pusty

Relacje
empty : S −→ {true, false} czy stos jest pusty?
=: E × E ∪ S × S −→ {true, false} relacja równo±ci

Aksjomaty

s1) ∀e∈E∀s∈S ¬empty(push(e, s)) wynik operacji push jest stosem
niepustym

s2) ∀e∈E∀s∈S e = top(push(e, s)) element ostatnio wªo»ony na stos
jest na wierzchoªku stosu

s3) ∀e∈E∀s∈S s = pop(push(e, s)) po wykonaniu operacji push,
operacja pop odtwarza stos

s4) empty(newStack) nowy stos jest pusty

Zbiór S jest pojmowany zazwyczaj jako zbiór wszystkich obiektów jakie mo»na
utworzy¢ na podstawie klasy S, podobnie pojmowany jest zbiór E.
Zauwa», »e w tej tablicy posªu»yli±my si¦ ortogra�¡ odmienn¡ od przyj¦tej
w Javie dla zapisywania interfejsów. Nie ma to jednak wi¦kszego znaczenia
poniewa», ªatwo mo»na przetªumacy¢ interfejs zapisany w jednej konwencji do
drugiej.

Tabela 15.2 zawiera dwie implementacje specy�kacji S1 z tablicy 15.1. W
lewej kolumnie umie±cili±my klas¦ Stos implementuj¡c¡ specy�kacj¦ S1. Prawa
kolumna zawiera matematyczny model tej specy�kacji.
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Tablica 15.2 Dwa modele specy�kacji S1
Model dany przez klas¦ Stos Model matematyczny

unit Elem: class; ... end Elem;

unit Stos: class;

unit Linkage: class(e:elem, next: Linkage);

end Linkage

var Linkage topv;

unit push: function(Elem e, Stos s):Stos;

begin

result := new Stos;

result.topv := new Linkage(e, s.topv);

end push;

unit top: function(Stos s): Elem;

begin

if (s.topv=null) then raise EmptyStack

else result := s.topv.el �

end top

unit pop: function(Stos s): Stos;

begin

if (s.topv=null) then raise EmptyStack

else result := new Stos;

result.topv := s.topv �

end pop;

unit empty: function (Stos s): Boolean;

begin

result := (s.topv=null);

end empty;

unit equal: function (Stos s1,s2): Boolean;

var aux, aux1, aux2: Boolean;

begin

aux:=true;

aux1:=empty(s1); aux2:=empty(s2);

while not( aux1 or aux2 or aux) do

aux := (top(s1) = top(s2));

s1 := pop(s1); aux1 := empty(s1);

s2 := pop(s2); aux2 := empty(s2);

od

result := (aux1 and aux2 and aux);

end equal;

end Stos;

signal EmptyStack;

E = {a, b, c, ...}
S = set of all �nite sequences
over alphabet E,
the empty sequence λ .
newstack = λ

push(e, {e1, ..., en}) = {e, e1, ..., en}

top({e1, ..., en}) = e1
top(λ) nieokre±lone

pop({e1, e2, ..., en}) = {e2, ..., en}
pop({e1}) = λ
pop(λ) nieokre±lone

empty(s) ≡ s = λ
znak = oznacza relacj¦ identyczno±ci

stosy s¡ równe wttw gdy
maj¡ te same elementy
na tych samych pozycjach.

Model matematyczny nazywa¢ b¦dziemy modelem standardowym stosów. Dla
dowolnego zbioru E mo»na skonstruowa¢ model standardowy bazuj¡c na zbiorze
E. Wszytkie takie modele s¡ podobne. Nie musz¡ jednak by¢ izomor�czne.
Wystarczy rozwa»y¢ dwa modele standardowe, jeden zbudowany nad zbiorem
E1 i drugi nad zbiorem E2, przy czym zbiory te s¡ ró»nej mocy, card(E1) 6=
card(E2).

Wielu autorów przyjmuje formuªy zawarte w tabeli 15.1 jako specy�kacj¦
stosów np. [13], [1]. Jednak ten zbiór formuª nie mówi caªej prawdy o stosach.
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Wynika to z nast¦puj¡cego lematu.

Lemat 15.1. Formuªa

(∀s ∈ S) ¬empty(s)⇒ s = push(top(s), pop(s))

jest niezalezna od aksjomatów s1 - s4.
Formuªa ta mówi: dla ka»dego niepustego stosu s, wynik operacji push wªozenia
elementu top(s) do stosu pop(s) jest stosem s.

Dowód. Rozwazmy struktur¦ I2, opisan¡ w Tablicy 15.3. Nietrudno sprawdzi¢,
»e jest to model aksjomatów s1 - s4, tj. wszytkie cztery formuªy s¡ prawdziwe w
strukturze I2. Zobaczmy, »e formuªa wymienion w lemacie nie jest prawdziwa
w tej strukturze. Rozpatrzmy stos s = {e1, e2, e3, ..., en} taki, »e e1 6= e2.
Oczywi±cie top(s) = e1 and pop(s) = {e3, ..., en}. Ale push(top(s), pop(s) =
{e1, e1, e3, ..., en} 6= s.

Tablica 15.3 Model I2
E = {a, b, c}
S = zbiór wszystkich sko«czonych ci¡gów znaków ze zbioru E,
wª¡czaj¡c pusty ci¡g λ.
push(e, {e1, e2, ..., en}) = {e, e, e1, e2, ..., en}
top({e1, ..., en}) = e1
top(λ) niekre±lony
pop({e1, e2, e3, ..., en}) = {e3, ..., en}
pop({e1}) = pop({e1, e2}) = λ, pop(λ) nieokre±lony

Upowa»nia nas to do przedstawienia peªniejszej specy�kacji stosów, zob. Tablicza
15.4.

Tablica 15.4 Specy�kacja stosów S2

Sygnatura taka sama jak w S1
Aksjomaty

aksjomaty s1 - s4 oraz
s5) (∀s ∈ S) ¬empty(s)⇒ dla ka»dego niepustego stosu s
s = push(top(s), pop(s)) wynikiem operacji push na elemencie top(s) i

stosie pop(s) jest stos s

Kto± mo»e pomyslec, im wi¦cej formuª (dodamy do specy�kacji) tym lepiej.
To si¦ jednak mo»e sko«czy¢ ¹le. W wyniku mozna otrzyma¢ specy�kacj¦
sprzeczn¡.
Spójrzmy na nast¦puj¡cy przykªad S3 w tabeli 15.1.

Tablica 15.5 Specy�kacja stosów S3

Sygnatura
podobnie jak w specy�kacji S1,
powi¦kszona o dwie staªe a, b typu E

Aksjomaty

aksjomaty s1 - s5 oraz
sQ) ¬empty(s) =⇒ push(e, pop(s)) = pop(push(e, s))
oraz aksjomat
s2E) a 6= b
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Twierdzenie 15.2. Zbiór formuª {s1− s5, sQ, s2E} jest zbiorem sprzecznym.

Dowód. Aksjomat s2E) stwierdza, »e zbiór elementów E ma conajmniej dwa
elementy a i b ró»ne. Zaªó»my, »e s ∈ S jest stosem niepustym. Mamy wtedy:

(1) s1
df
= push(a, s) z de�nicji

(2) s2
df
= push(b, s) z de�nicji

(3) s = pop(s1) z (1) na mocy s3)
(4) s2 = push(b, pop(s1)) z (2) i (3), s jest niepusty
(5) s2 = pop(push(b, s1)) z (4) na mocy sQ)
(6) s2 = s1 z (5) na mocy s3)
(7) b = top(s2) = top(s1) = a z (6) na mocy s2)
Sprzeczno±¢! A wi¦c specy�kacja S3 jest sprzeczna.

Wniosek 15.3. Specy�kacja S3 nie ma »adnej implementacji.

Sk¡d wiadomo, »e tak jest? Wynika to z twierdzenia o peªno±ci rachunku pro-
gramów. Gdyby istniaªa jaka± implementacja tego zbioru aksjomatów, to musi-
aªaby równocze±nie speªnia¢ dwie formuªy a = b i ¬(a = b).
Stwierdzenie, »e specy�kacja pozwala wyprowadzi¢ zarówno pewn¡ formuª¦ α
jak i jej negacj¦ (a wi¦c, »e jest sprzeczna) to sygnaª alarmowy. W »adnymsprzeczno±¢→ Alarm
przypadku nie nale»y podejmowa¢ si¦ zlecenia na wytworzenie oprogramowa-
nia, które ma speªnia¢ wymagania sprzeczne. A je±li nie jeste±my pewni, »e
specy�kacja, która przecie» jest zaª¡cznikiem do umowy o dzieªo, jest wolna od
sprzeczno±ci, to wpiszmy do umowy odpowiedni kodycyl stanowi¡cy o wysoko±ci
odszkodowania dla zleceniobiorcy za utracony czas i inne szkody.

Wracamy do specy�kacji S2. Po dokªadniejszej analizie zauwa»amy, »e mo»na
dodac do tej specy�kacji niesko«czony zbiór dodatkowych formuª. Wszytkie
te formuªy maj¡ struktur¦ zgodn¡ ze schematem indukcji (strukturalnej) dla
stosów. W ten sposób dochodzimy do kolejnej specy�kacji S4, por. Tablica
15.6.

Tablica 15.6 Specy�kacja stosów S4

Sygnatura
taka sama jak w S1

Aksjomaty

aksjomaty s1 - s5 oraz
wszystkie formuªy o nast¦puj¡cym schemacie IS

α(s/s0) ∧ {(∀s∈S(∀e∈E(α(s) =⇒ α(s/push(e, s)))} =⇒ ∀s∈Sα(s)

gdzie α jest dowoln¡ formuª¡ pierwszego rz¦du i s0 = newStack

Schemat indukcji powiada: je±li formuªa α(x) jest prawdziwa dla stosu pustego
α(x/s0) i je±li dla dka»dego stosu s i dla ka»dego elementu e, α(x/s) implikuje
α(x/push(e, s)) to dla ka»dego stosu s zachodzi formuªa α(x/s).
The formula does not say that there are not pathological stacks. One may say:
we shall consider only standard stacks, i.e. the stacks obtained from the empty
stack in �nite number of operations push. But how to express this property as an
axiom? Instead, one may say: I am going to consider only programmable models
of speci�cation S4. Even adding such extra requirement we can not eliminate
pathological stacks. In fact papers [32, 26] prove that there exist pathological
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models of speci�cation S4. Pathological means here that there are stacks which
can be popped without end and no empty stack results.

Twierdzenie 15.4. Istnieje programowalny model specy�kacji S4 taki, »e dla
pewnego stosu s1 program

while ¬ empty(s1) do s1 := pop(s1) done

nie ko«czy oblicze«.

Model taki, nazywamy nieosi¡galnym. W oczywisty sposób jest to model
patologiczny. Dla dowodu zobacz prace [32, 26]. Druga z tych prac przynosi
dwa kolejne fakty

Twierdzenie 15.5. Niech E b¦dzie zbiorem sko«czonym. Niech S oznacza
struktur¦ stosów nad zbiorem E. Zbiór formuª pierwszego rz¦du prawdziwych w
strukturze S jest rozstrzygalny.

Wydaje si¦, »e jest to dobra wiadomo±¢. Dobrze jest miec procedur¦ rozstrzy-
gania o prawdziwo±ci formuª. Jednak, okazuje si¦, »e jest to zªa wiadomo±¢.
Wynika to z kolejnego twierdzenia.

Twierdzenie 15.6. Ka»da rozstrzygalna teoria pierwszego rz¦du T posiada
model programowalny i nieosi¡galny, a wi¦c patologiczny.

Wydaje si¦, »e jeste±my w impasie. �e nie mo»na skonstruowa¢ aksjomatyza-
cji dla struktur danych o niesko«czonym zbiorze. Okazuje si¦, »e logika al-
gorytmiczna przychodzi tu z pomoc¡ (zanotujmy niespeªniona obietnic¦ [12]).
Rozwa»my mianowicie nast¦puj¡ca specy�kacj¦ S5. Schemat indukcji zostaje
tu zast¡piony przez pojedyncz¡ formuª¦ algorytmiczn¡, por. Tabela 15.7.

Tablica 15.7 Specy�kacja S5

Sygnatura
taka sama jak w S1

Aksjomaty

aksjomaty s1 - s5 i
s6) ∀s∈Swhile ¬empty(s) do s := pop(s) done true
ten program nie zap¦tla si¦, tzn. ka»dy stos jest sko«czony

Poni»ej Nast¦puj¡ce twierdzenie o reprezentacji [31]

Twierdzenie 15.7. Ka»dy model specy�kacji S5 jest izomor�czny z pewnym
standardowym modelem stosów.

Twierdzenie to mówi, »e specy�kacja S5 uchwyciªa wszystkie wªasno±ci struk-
tury algebraicznej stosy. Dowolny model zbioru aksjomatów S5 jest izomor�czny
ze biorem sko«czonych ci¡gów elementów ze zbioru E, a operacje push, pop i
top s¡ okre±lone tak jak w tablicy 15.2.
Zauwa»yªe±, »e jeden z aksjomatów stwierdza, »e dla ka»dego stosu s program
wymieniony w aksjomatach zawsze ko«czy obliczenie. Ta wªasno±c oka»e si¦
bardzo przydatna w dowodach poprawno±ci innych algorytmów.

Widzieli±my ró»ne specy�kacje stosów. Pora by je porówna¢, zob. poni»sz¡
tablice 15.8.
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Tablica 15.8 Porównanie specy�kacji S1 - S5

Specy�kacja Uwagi
S1 informacja o stosach niekompletna,

np. formuªa s5 jest niezale»na od {s1, s2, s3, s4}
S1 ma zaskakuj¡ce modele por. implementacja I2

S2 je±li card(E) = k, k ∈ N ,
to teoria pierwszego rz¦du S2 jest rozstrzygalna,
niekompletna informacja, dopuszcza modele patologiczne

S3 specy�kacja sprzeczna, por. twierdzenie 15.2
nie istnieje »aden model

S4 rozstrzygalna, niekompletna informacja
dopuszcza implementacje patologiczne

S5 informacja kompletna, ka»dy model
jest izomor�czny z pewnym modelem standardowym
algorytmiczna teoria jest nierozstrzygalna.

Uwaga 15.8. Zbiór formuª pierwszego rz¦du prawdziwych w strukturze danych
stosów nad sko«czonym biorem zbiorem E elementów jest rozstrzygalny. Równocze±-
nie specy�kacje S2 i S4 maj¡ modele niestandardowe. W modelach tych polecenie
s:=pop(s) mo»e byc powtarzane dowolnie wiele razy i nie doprowadza do stosu
pustego empty(s).

15.2 Implementacje stosów

Znane s¡ dwie implementacje stosów: stos jako tablica i wska»nik, oraz stos jako
lista. Przedstawimy jeszcze jedn¡, mniej znan¡ implementacj¦ stosów � stosy
jako liczby.

15.2.1 Stosy jako tablice

15.2.2 Stosy jako listy

Ta implementacja � lepiej mówi¢ ten model, zostaªa opisana w tabeli 15.2. Klasa
Stosy jak¡ tam zamie±cili±my jest de�nicj¡ struktury algebraicznej Sl.

Sl
df
= 〈{|Elem| ∪ |Stos|}, push, pop, top, empty, equal〉

Zbiór |Elem| jest zbiorem obiektów o, które speªniaj¡ relacj¦ o is Elem. Podob-
nie, zbiór |Stos| jest zbiorem obiektów o, które speªniaj¡ relacj¦ o is Stos.
Oba zbiory nie s¡ zbiorami istnej¡cymi w trakcie wykonywania jakiegokolwiek
programu. My±limy o nich jako o abstrakcji, zbiorach potencjanych obiektów.
Deklaracje funkcji stanowi¡ de�nicje

dowód
poprawno±ci im-
plementacji por
ks. AL

15.2.3 Stosy jako liczby naturalne

Niech zbiór E elementów b¦dzie sko«czony. W szczególnym przypadku gdy
liczba elementów równa jest 10, mo»emy uto»samia¢ stosy z liczbami natural-
nymi l, takimi, »e l ≥ 10. Stos pusty jest liczb¡ 10. Niech stos s b¦dzie reprezen-
towany przez liczb¦ n. Wtedy wynik operacji push(e, s) b¦dzie reprezentowany
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przez liczb¦ n ∗ 10 + e. W tym przypadku rozwa»amy nast¦puj¡ca klas¦.
unit Stosy10: class;
const k=10;
signal Emptystack;
signal WrongElem;

unit Elem: class(l: integer);
begin
if l<0 orif l>k-1 then raise WrongElem �

end Elem;
unit Stos: class(l: integer);
unit push: function(e:Elem, s:Stos):Stos;
begin
result:=new Stos((s.l-k)*k+e.l+k+1);

end push;

unit pop: function(s:Stos):Stos;
begin
if not empty(s) then
result:= new Stos( ((s.l-k-1)div k)+k )
else
raise EmptyStack
�

end pop;

unit top: function(s:Stos):Elem;
begin
if not empty(s) then
result:= new Elem( (s.l-k-1)mod k )
else
raise EmptyStack
�

end top;

unit empty: function(s:Stos):Boolean;
begin
result:=s.l=k

end empty;

unit equal: function(s1,s2: Stos):Boolean;
begin
result:= s1.l=s2.l

end equal;

begin
if l<k then l := k �

end Stos
end Stosy10;

Klasa Stosy10 jest de�nicj¡ struktury algebraicznej S10. Na uniwersum tej
struktury skªadaj¡ sie dwa zbiory |Elem| oraz |Stos| opisane przez klasy Elem
i Stos. Dziaªania tej struktury s¡ zde�niowane przez metody (tj. funkcje)
push, pop, top, empty, equal.

S10
df
= 〈{|Elem| ∪ |Stos|}, push, pop, top, empty, equal〉
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Zbiór |Elem| zawiera dziesi¦¢ obiektów jakie mo»na utworzy¢ obliczaj¡c warto±¢
wyra»enia new Elem(i), i=0 1 . . . 9. Zbiór |Stos| jest niesko«czonym zbiorem
obiektów klasy Stos. Dziaªanie
push : |Elem|×|Stos| → |Stos| zde�niowali±my podaj¡c deklaracj¦ funkcji push.
Mo»na ªatwo sprawdzi¢ ka»dy z aksjomatów stosów. Czy dla ka»dych e ∈ Elem
i s ∈ Stos jest prawd¡, »e

top(push(e, s) = e

Wynik operacji push(e, s) jest obiektem typu Stos dla którego warto±¢ atrybutu
l jest równa (s.l − k) ∗ k + e.l + k + 1. Zastosujmy do tej liczby dziaªanie top.
A wi¦c obliczmy warto±¢ wyra»enia ((s.l − k) ∗ k + e.l + k + 1− k − 1)mod k.
Wida¢ »e jest to e.l. I to si¦ zgadza.
I tak po kilku krokach sprawdzimy »e ka»dy z aksjomatów stosów jest prawdziwy
w implementacji opisanej przez klas¦ Stosy10.

Zadanie 15.1. Sprawd¹ pozostaªe aksjomaty.

Wskazówka. Mo»esz si¦ zastanawia¢ w jaki sposób sprawdzi¢ »e dla ka»dego
stosu s program while not empty(s) do s:= pop(s) od zako«czy obliczenia tj. nie
zap¦tli sie? Przypomnij sobie odpowiedni aksjomat liczb caªkowitych.

Zadanie 15.2. Opisz zbiór |Stos|. Czy jest to drzewo? Sko«czone?

15.2.4 Implementacja specy�kacji S4

W tym miejscu podajemy dwie implementacje specy�kacji S4 por.15.1 zreal-
izowane jako klasa Stosy13 i klasa Stosy14. W obu klasach znajdujemy klas¦
Nat. klasa Nat zawarta w klasie Stosy13 ró»ni si¦ od klasy Nat zawartej w klasie
Stosy14.
Poni»ej znajdziesz specy�kacj¦ SNat.

A w tej tabeli s¡ dwie ró»ne implementacje specy�kacji SNat.

To jest implementacja I4.
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unit Stosy13: class; (* implementuje specy�kacj¦ S4 *)
const k=10;
signal Emptystack;
signal WrongElem, NegativeNat;

unit Nat: class(l: integer);
unit add: function(n: Nat): Nat;
begin
result:= new Nat(l+n.l)

end add;
unit zero: function : Nat;
begin
result:= new Nat(0)

end zero;
begin
if l < 0 then raise NegativeNat �;

end Nat;
unit Elem: class(l: Nat);
begin
if l.l<0 orif l.l>k-1 then raise WrongElem �

end Elem;
unit Stos: class(l: Nat);
unit push: function(e:Elem, s:Stos):Stos;
begin
result:=new Stos((s.l.l-k)*k+e.l.l+k+1);

end push;

unit pop: function(s:Stos):Stos;
begin
if not empty(s) then
result:= new Stos( ((s.l.l-k-1)div k)+k )
else
raise EmptyStack
�

end pop;

unit top: function(s:Stos):Elem;
begin
if not empty(s) then
result:= new Elem( (s.l.l-k-1)mod k )
else
raise EmptyStack
�

end top;

unit empty: function(s:Stos):Boolean;
begin
result:=s.l.l=k

end empty;

unit equal: function(s1,s2: Stos):Boolean;
begin result:= s1.l.l=s2.l.l
end equal;

begin
if l.l<k then l.l := k �

end Stos
end Stosy13;
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Implementacja I5 rózni si¦ od poprzedniej inn¡ de�nicj¡ klasy Nat.
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unit Stosy14: class;
var k: Nat, signal Emptystack, WrongElem, NegativeNat;

unit Nat: class(i,l,m: integer);
unit add: function(n: Nat): Nat;
begin result:= new Nat(i+n.i,l*n.m+n.l*m ,m*n.m)
end add;
unit zero: function : Nat;
begin result:= new Nat(0, 0, 1)
end zero;

begin
if l < 0 then raise NegativeNat �;

end Nat;
unit Elem: class(l: Nat);
begin if l.l<0 orif l.l>k-1 then raise WrongElem �
end Elem;
unit Stos: class(l: Nat);
unit push: function(e:Elem, s:Stos):Stos;
begin
result:=new Stos((s.l.l-k)*k+e.l.l+k+1);

end push;

unit pop: function(s:Stos):Stos;
begin
if not empty(s) then
result:= new Stos( ((s.l.l-k-1)div k)+k ) else
raise EmptyStack �

end pop;

unit top: function(s:Stos):Elem;
begin
if not empty(s) then
result:= new Elem( (s.l.l-k-1)mod k )
else
raise EmptyStack
�

end top;

unit empty: function(s:Stos):Boolean;
begin
result:=s.l.l=k

end empty;

unit equal: function(s1,s2: Stos):Boolean;
begin
result:= s1.l.l=s2.l.l

end equal;

begin
if l.l<k then l.l := k �

end Stos
begin
k:= new Nat(10,0,1);

end Stosy14;
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15.2.5 typ formalny czy dziedziczenie ?

W tym miejscu porównamy dwa sposoby wprowadzania typu element do struk-Porówna¢

tury stosów:
- element jako typ formalny � poprawnie, ale ...
- element jako typ abstrakcyjny, niekompletny, do dalszego sprecyzowania poprzez
dziedziczenie, wada � dopuszcza rózne rozszerzenia.
Ale mo»na si¦ przed tym zabezpieczyc zamykaj¡c dziedziczenie zob, typ czªowiek
w podr¦czniku Loglanu.

Przykªad 15.1. Typ El jako parametr formalny.
unit Stosy: class(type El, function equal(e1, e2:El):Boolean);
unit Stos: class; ... end Stos;
push: function(e:El, s: Stos): Stos;
end push;
pop
end pop;
...

end Stosy;
W takim podej±ciu zanim u»yjesz generatora new Stosy lub bloku pre�ksowanego
Stosy(...) block .. end;
musisz utworzy¢ typ ELA � parametr aktualny i funkcj¦ eq � funkcj¦ charak-
terystyczna relacji równo±¢i, a wi¦c funkcja eq ma miec odpowiednie wªasno±ci.
Teraz
Stosy(ELA,eq) block ... end
powinno zadziaªa¢ poprawnie � algorytm wewn¡trz tego bloku realizowany w
±rodowisku Stosy(ELA,eq). Tzn. elementy maja by¢ typu ELA i do porówny-
wana elementów wykorzystuje si¦ funkcj¦ eq.

A wi¦c na u»ytkownika klasy Stosy nakªada si¦ obowi¡zki ...
Inaczej mozna tak

Przykªad 15.2. Typ El jako atrybut abstrakcyjnej klasy Stosy.
unit Stosy: class;
unit El: class;
unit virtual eq: function(e1, e2: El):Boolean; ... end eq

end El;
unit Stos: class; ... end Stos;
push: function(e:El, s: Stos): Stos;
end push;
pop
end pop;
...

end Stosy;
W takim podej±ciu trzeba rozszerzyc deklaracje



15.2. IMPLEMENTACJE STOSÓW 165

unit MojeStosy: Stosy class;
MojeEl: El class;
unit virtual eq: function(e1,e2: MojeEl): Boolean; ... end eq;

MojeEl;
end MojeStosy;

Tu te» musze pami¦tac czego oczekuje si¦ od funkcji eq.
Wada: jak zapanowa¢ nad tym co b¦dzie wstawiane do stosu?

Drobna mody�kacja powy»szego podej±cia polega na zabronieniu rozszerzenia
typu MojeEl w sposób dowolny.

Przykªad 15.3. Typ zabezpieczony przed ...?
unit Stosy: class;
unit El: class;
unit virtual eq: function(e1, e2: El):Boolean; ... end eq

end El;
unit Stos: class; ... end Stos;
push: function(e:El, s: Stos): Stos;
end push;
pop
end pop;
...

end Stosy;
W takim podej±ciu trzeba rozszerzy¢ deklaracje
unit MojeStosy: Stosy class;
MojeEl: El class;
unit virtual eq: function(e1,e2: MojeEl): Boolean; ... end eq;

begin
if not (this El is MojeEl) then raise ExceptionEB �;

MojeEl;
end MojeStosy;

Teraz do kolejki wchodza tylko obiekty typu MojeEl.
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Rozdziaª 16

Kolejki

Struktura kolejek wyst¦puje w tak wielu zastosowaniach komputerów i w roz-
maitych elementach systemów operacyjnych, baz danych, protokoªach komu-
nikacyjnych, etc, »e musimy si¦ jej przyjrze¢ bli»ej.
Struktura kolejek jest bliska strukturze stosów. Widzieli±my wcze±niej 15.1,
»e ªatwo zaimplementowa¢ interfejs stosów realizuj¡c w istocie system kolejek.
Dzieje si¦ tak i w drug¡ stron¦: po podaniu interfejsu I kolejek mo»na poda¢
klas¦ b¦d¡c¡ modelem struktury stosów, która b¦dzie implementowa¢ ten inter-
fejs.
Czym jest wi¦c struktura kolejek?

De�nicja 16.1. Ka»da struktura algebraiczna speªniaj¡ca nast¦puj¡ce warunki

(U) Uniwersum struktury jest sum¡ dwu rozª¡cznych zbiorów E i Q,E∩Q = ∅,

(S) Sygnatura struktury zawiera operacje f, g, h i relacje e,=E ,=Q takie, »e
f : E ×Q→ Q
g : Q→ Q
h : Q→ E

oraz
em : Q→ {true, false}
=E : E × E → {true, false}
=Q : Q×Q→ {true, false}

(A) Aksjomaty. Struktura zapewnia prawdziwo±¢ nast¦puj¡cych formuª
s1) ∀e∈E∀s∈Q ¬em(f(e, s))
s2) ∀e∈E∀s∈Q em(s) =⇒ h(f(e, s)) =E e
s3) ∀e∈E∀s∈Q em(s) =⇒ g(f(e, s)) =S s
s4) ∀e∈E∀s∈Q ¬em(s) =⇒ h(s) =E h(f(e, s))
s5) ∀e∈E∀s∈Q ¬em(s) =⇒ f(e, g(s)) =Q g(f(e, s))
s6) ∀s∈Q{while ¬em(s) do s := g(s) od} em(s)

jest struktur¡ kolejek (FIFO).

Zazwyczaj zbiór E nazywamy zbiorem elementów a zbiór Q zbiorem kolejek.
Operacje f, g, h nazywane s¡ zazwyczaj: put, get, first, po polsku: wstaw, usu«,
pierwszy. Funkcja boolowska em sprawdza czy kolejka jest pusta. Mo»na ªatwo
sprawdzi¢, »e dwie znane implementacje kolejek speªniaj¡ t¦ de�nicj¦.

167
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Przykªad 16.2. Rozwa»my nast¦puj¡c¡ klas¦
unit KolejkiT: class;
unit Element: class ;
end Element;
unit Kolejka: class;
var T: arrayof Element, i,j: integer;

begin
array T dim (1:50);

end Kolejka;
signal EmptyError, FullError;
put: function(e: Element, s: Kolejka): Kolejka;
begin
if j<>50 then s.T(s.j) := e; s.j := s.j+1; result:=this Kolejka
else raise FullError �;

end put ;
�rst: function(s: Kolejka): Element;
begin
if not em(s) then result := s.T(s.i);
else raise EmptyError �

end �rst ;
get: function(s: Kolejka): Kolejka;
begin
if not em(s) then s.i := s.i+1; result:=this Kolejka
else raise EmptyError �

end get ;
em: function(s: Kolejka): Boolean;
begin
result := s.i=s.j

end em ;
end KolejkiT;

Bardziej �obiektowo� wygl¡da ta sama idea kolejki zapisana w ten sposób.

Przykªad 16.3. Zamiast klasy KolejkiT mo»na rozwa»a¢ klas¦ KolejkiT2. W
tym przypadku mówimy o metodach put, get, �rst i em klasy Kolejki. Zauwa», »e
obliczanie warto±ci wyra»e« obiektowych wymaga przekazywania mniejszej liczby
parametrów.
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unit KolejkiT2: class;
unit Element: class ;
unit virtual equal: function(e: Element): Boolean; ... end equal

end Element;
unit Kolejka: class;
var T: arrayof Element, i,j: integer;
put: procedure(e: Element );
begin
if j<>50 then T(j) := e; j := j+1
else raise FullError �;

end put ;
�rst: function: Element;
begin
if not em(s) then result := T(i);
else raise EmptyError �

end �rst ;
get: procedure;
begin

if not em(s) then i := i+1;
else raise EmptyError �

end get ;
em: function : Boolean;
begin

result := (i=j)
end em ;
begin
array T dim (1:50);

end Kolejka;
signal EmptyError, FullError;

end KolejkiT2;

W tym przypadku trzeba zmienic ortogra�¦ wymaga«. Np. warunek
¬em(s) =⇒ first(s) =E first(put(e, s))
zapiszemy tak
¬s.em =⇒ s.first.equal(s.put(e).first)
Nietrudno zauwa»y¢, »e tak zmienione aksjomaty kolejek s¡ speªnione przez klas¦
KolejkiT2.

Z tak¡ klas¡ KolejkiT2 mo»na pokusi¢ si¦ o jej zastosowanie.

Przykªad 16.4. Ten blok wykorzystuje klas¦ KolejkiT2 (i równocze±nie rozwija
klas¦ Element) w celu ...

KolejkiT2 block
Elem: Element class;
unit virtual equal: function; ... end equal;

end Elem;
k1, k2: Kolejka, e:Elem;

begin
k1:=new Kolejka; k2:= new Kolejka;
e:=new Elem(...);
k1.put(e);
k2.get;

end uzupeªni¢

Zauwa»my, »e z pary obiektów klasy Kolejki mo»emy stworzy¢ stos. (Podob-
nie z pary obiektów klasy Stos mo»emy zbudowa¢ kolejk¦.) Te zwi¡zki ukazuj¡
wi¦¹ ª¡cz¡c¡ poj¦cia stosu i kolejki.

Przykªad 16.5. Kolejki jako listy

Te modele teorii kolejek LIFO s¡ algorytmicznie nieodróznialne tzn. dla
dowolnej formuªy algorytmicznej α, formuªa ta jest speªniona w implementacji
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(tj. modelu) KolejkiT wtedy i tylko wtedy gdy jest speªniona w modelu Kole-
jkiL. Sformuªujemy twierdzenie wzmacniaj¡ce t¦ obserwacj¦. Niech E b¦dzie
dowolnym zbiorem wyposa»onym w relacj¦ równo±ci =E speªniaj¡ca aksjomaty
równo±ci: zwrotno±¢, przechodnio±¢ i antysymetri¦. Rozwa»my zbiór Fseq(E)
sko«czonych ci¡gów elementów ze zbioru E. (Ci¡g pusty ∅ ∈ Fseq(E).
Para 〈E,Fseq(E)〉 rozpatrywana z nast¦puj¡cymi operacjami jest modelem
teorii kolejek.

Niesprzeczno±¢.
Model standardowy kolejek
Tw. o reprezentacji
Aksjomatyzacja pierwszego rz¦du ma modele patologiczne.



Rozdziaª 17

Zbiory sko«czone

W wielu programach operacjami dominuj¡cymi sa operacje na zbiorach sko«c-
zonych. Komputer w naturalny sposób operuje na liczbach. Jednak wi¦kszo±¢
oprogramowania wymaga przechowywania i odszukiwania informacji. Informa-
cja ta jest oczywi±cie zawarta w pewnym zbiorze sko«czonym. W zale»no±ci od
zadania jakie program ma rozwi¡zywa¢ zbiór sko«czony b¦dzie implementowany

Ostatnio przyj¦ªo si¦ mówi¢ o kontenerach (ang. container) jako pojemnikach
mieszcz¡cych sko«czone zbiory obiektów1. Zastanówmy si¦ jak ma wygl¡da¢
specy�kacja poj¦cia kontener.

17.1 Specy�kacja kontenerów

Po do±wiadczeniach ze struktur¡ stosów spróbujemy poda¢ de�nicj¦ aksjomaty-
czn¡ struktury kontenerów.

De�nicja 17.1. Kontenerem nazywamy struktur¦ algebraiczn¡ K, której uniw-
ersum skªada si¦ z dwu rozª¡cznych zbiorów E i S, E ∩S = ∅. W strukturze tej
mamy nast¦puj¡ce operacje i, d, a oraz predykaty r, p, c, q.

K = 〈E ∪ S; i, d, a, r, p, c, q〉

Sygnatura tej struktury jest wyliczona poni»ej

i : E × S → S

d : E × S → S

a : S → E

Relacje

r : E × E → B0

p : S → B0

c : E × S → B0

q : S × S → B0

1W latach 1970 u»ywano sªowa dictionary [?]
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Aksjomaty struktury kontenerów s¡ nast¦puj¡ce
k1) ∀e∈E ∀s∈S (c(e, i(e, s)) ∧ ∀e′∈E∧e′ 6=e(c(e′, s)⇔ c(e′, i(e, s)))

k2) ∀e∈E ∀s∈S (¬c(e, d(e, s)) ∧ ∀e′∈E∧e′ 6=e(c(e′, s)⇔ c(e′, d(e, s)))

k3) ∀s∈S(p(s)⇔ ∀e∈E ¬c(e, s))

k4) ¬(p(s) =⇒ c(a(s), s))

k5) ∀e∈E ∀s∈S c(e, s)⇔



block
var bool : Boolean, s1 : S

begin
s1 := s; bool := false;
while ¬bool ∧ ¬p(s1) do
e1 := a(s1);
bool := r(e1, e);
s1 := d(e1, s1)

od
end



bool

k6) ∀s∈S {while ¬p(s) do s := d(a(s), s) od} p(s)

k7) q(s, s′)⇔ ∀e∈E(c(e, s)⇔ c(e, s′))

k8) ∀e∈E r(e, e)

k9) ∀e,e′∈E r(e, e′)⇔ r(e′, e)

k10) ∀e,e′,e′′∈E (r(e, e′) ∧ r(e′, e′′)) =⇒ r(e, e′′)

Tak jak zwykle nasuwaj¡ si¦ dwa pytania

1. Czy istniej¡ jakie± kontenery? Czyli, czy zbiór formuª k1) - k10) jest
niesprzeczny?

2. Czy de�nicja kontenera wyklucza niepo»¡dane struktury? Czy modelami
zbioru aksjomatów s¡ tylko takie struktury jakie akceptuje nasza intuicja?

Zacznijmy od nast¦puj¡cego twierdzenia

Twierdzenie 17.1. Zbiór aksjomatów k1) � k10) jest niesprzeczny.

Dowód. Dowód polega na pokazaniu modelu dla tego zbioru. Niech E b¦dzie
dowolnym zbiorem, niech =E oznacza relacj¦ identyczno±ci w zbiorze E.

Rozpatrzmy zbiór Fin(E) wszystkich sko«czonych podzbiorów zbioru E.
Przyjmiemy nast¦puj¡c¡ interpretacj¦ symboli sygnatury kontenera:

i(e, s) d(e, s) a(s) p(s) c(e, s) q(s, s′)
s ∪ {e} s \ {e} a(s) ∈ s s = ∅ e ∈ s s =S s

′

�atwo wida¢, »e wszystkie aksjomaty kontenerów s¡ w tej interpretacji prawdziwe.
Wyja±nienia wymaga jedynie interpretacja operatora a, funkcja ta nazywana
bywa selektorem. Istnienie funkcji a : (Fin(E)\∅)→ E wynika z nast¦puj¡cego
twierdzenia teorii zbiorów, które tradycyjnie nazywane jest Aksjomatem wyboru
dla zbiorów sko«czonych
Tw. ACF Dla ka»dego zbioru X istnieje funkcja f przyporz¡dkowuj¡ca ka»demu
niepustemu, sko«czonemu podzbiorowi zbioru X, jeden element x ∈ X. por. [33]
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Dowód twierdzenia ACF jest efektywny, nie wymaga pewnika wyboru.
Podsumowuj¡c, stwierdzamy, »e zbiór formuª k1) - k10) jest niesprzeczny.

Struktura algebraiczna opisana powy»ej nazywana b¦dzie modelem standar-
dowym.

Wspomnieli±my wcze±niej, »e znanych jest wiele ró»nych modeli teorii kon-
tenerów.
Tablice
Je±li wiadomo, »e zbiór E jest pewnej niedu»ej mocy, powiedzmy card(E) <
1000 to ka»dy podzbiór zbioru E mo»na zapisa¢ w tablicy Boolowskiej o 1000
elementach. Operacje wstawiania, usuwania i wybierania elementu b¦d¡ szy-
bkie, ich koszt nie przekroczy c ∗ 1000, gdzie c jest pewn¡ staª¡. Podobnie
b¦dzie ze sprawdzaniem czy element e nale»y do zbioru s i czy zbiór s jest
pusty. Ten sposób przedstawiania zbiorów wyst¦puje w j¦zyku Pascal.

Zadanie 17.1. Napisz klas¦ implementuj¡ca struktur¦ kontenerów w tablicach
i oszacuj koszt ka»dej operacji.

Kªopot wyst¦puje gdy liczno±¢ zbioru E jest du»o wi¦ksza lub gdy równocze±nie
chcemy przechowywac wiele podzbiorów zbioru E. Wtedy koszt operacji staje
si¦ zbyt wielki.
Je»eli w dziaªaniach na podzbiorach zbioru E nie wyst¦puje operacja mb(e, s)
sprawdzania przynale»no±ci elementu e do zbioru s i ponadto wiadomo, »e op-
eracja usuwania elementu del(e, s) odnosi¢ si¦ b¦dzie zawsze do tego elementu
e, który do zbioru s zostaª wstawiony najdawniej, to najlepiej przedstawi¢ kon-
tener w postaci kolejki ??.

Zadanie 17.2. Napisz klas¦ implementuj¡c¡ struktur¦ kontenerów w kolejkach
i oszacuj koszt ka»dej operacji.

Stosy warto przyj¡¢ jako implementacj¦ kontenera gdy operacja mb(e, s)
ogranicza si¦ do sprawdzenia czy element e jest równy wierchoªkowi stosu i gdy
wiadomo, »e operacja usuwania elementu zawsze odnosi¢ si¦ b¦dzie do elemntu
ostatnio wpisanego do stosu.

Zadanie 17.3. Napisz klas¦ implementuj¡ca struktur¦ kontenerów w stosach i
oszacuj koszt ka»dej operacji.

Hash tables

Liczba ró»nych modeli poj¦cia kontenera jest nieograniczona.
Sk¡d wiadomo, »e nie istnieje model zbioru formuª k1 � k10) patologiczny, nieod-
powiadaj¡cy naszej intuicji? Na to pytanie odpowiedzi udziela nast¦puj¡ce

Twierdzenie 17.2. Ka»da struktura algebraiczna K = 〈E ∪ S; i, d, a, r, p, c, q〉
b¦d¡ca modelem kontenera jest izomor�czna z modelem standardowym nad zbiorem
E.

Dowód. Dla dowodu nale»y pokaza¢, »e istnieje taka funkcja f : S → Fin(E),
która jest ró»nowarto±ciowa i na, i taka, »e speªnione s¡ nast¦puj¡ce równo±ci
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f(i(e, s)) = f(s) ∪ {e}
f(d(e, s)) = f(s) \ {e}
a(f(s)) = a(s)
mb(e, s)⇔ e ∈ f(s)
...
De�niujemy funkcj¦ f w ten sposób

f(s)
df
= {e ∈ E : mb(e, s)}

Funkcja f jest ró»nowarto±ciowa poniewa» ...
Funkcja f odwzorowuje zbiór S na zbiór Fin(E) poniewa» ...
Funkcj¦ a : de�niujemy ...
�atwo sprawdzic, »e zachodz¡ równo±ci ...

Istnieje wiele struktur speªniaj¡cych t¦ de�nicj¦. Programistów interesuj¡
struktury, które zaimplementowano jako klasy. W niemal ka»dym podr¦czniku
Algorytmów i struktur danych znajdziesz mnóstwo przykªadów struktury kon-
tener.

Programy wykorzystuj¡ce struktur¦ kontenera b¦d¡ dziaªa¢ szybciej je±li
koszt operacji wymienionych w powy»szej de�nicji jest maªy. Powstaªo wiele
implementacji struktury kontener. Na ogóª, implementacje te wykorzystuj¡
struktur¦ drzewa i wtedy koszt pojedynczej operacji jest proporcjonalny do log-
arytmu liczby elementów zawartych w kontenerze.

17.2 De�nicja instrucji forall

Programi±ci odczuwaj¡ potrzeb¦ instrukcji podobnej do polecenia for, ale pozwala-
j¡cej na powtórzenie pewnych instrukcji dla ka»dego elementu z pewnego sko«c-
zonego zbioru S. W tym rozdziale przedstawimy pewien sposób realizacji polece-
nia foreach. Container mo»e zawiera¢ tak¡ klas¦.

unit forall:class;
var e: Elem;

begin

if not empty() then
e := �rst();
while not at_last() do

INNER;
e := next()

od

�

end forall;

Zastosowanie
Poni»sza instrukcja bloku pre�ksowanego powtórzy <moje instrukcje> dla ka»dego
elementu e znajduj¡cego si¦ w bie»¡cej instancji containera. Jest wskazane by
intrukcje te posªugiwaªy si¦ zmienn¡ nielokaln¡ e.
Jest równie» wskazane by instrukcje te nie zmieniaªy tej zmiennej - dokªadniej
by nie wykorzystywaªy polece« �rst() ani next().
Co z instrukcjami ins oraz del? Mog¡ one zmieni¢ struktur¦ kontenera i spowodowa¢
pomini¦cie lub powtórzenie iterowanej instrukcji.
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pref forall block
begin

<moje instrukcje>
end

Ta instrukcja jest równowa»na nast¦puj¡cej instrukcji.
block
var e: Elem;

begin
if not empty() then
e := �rst();
while not at_last() do
<moje instrukcje>;
e := next()

od
�

end (* forall *) ;
Je±li chcemy udowodni¢, »e instrukcja <moje instrukcje> zostanie powtór-

zona dla ka»dego elementu znajdujacego si¦ w kontenerze - w chwili rozpocz¦cia
instrukcji forall
to musimy wykaza¢, »e speªnione s¡ pewne dodatkowe warunki:
jakie?
(* ***************************************************** *)

Trzeba zbada¢ inne warianty:
- unit forall: class(inout a:Elem, c: Container); ...
lub
- unit forall: class(a: Elem); ...

end Container;

17.3 Antoniego Kreczmara kontener obiektów

VLP � maszyna wirtualna Loglanu zarz¡dza obiektami klas i tablic, jakie pow-
staj¡ podczas wykonywania programu. System AK por.[10] obiektów ró»ni si¦
od kontenerów omawianych wcze±niej.

De�nicja 17.2. System obiektów Loglanu jest to struktura algebraiczna

AK = 〈Fr ∪ S ∪ {none}; r, a, i, d,m, k, eS〉

taka, »e jej uniwersum jest uni¡ rozª¡cznych zbiorów Fr i S oraz {none}. Op-
eracje s¡ nast¦puj¡ce:

r : S → Fr

a : S → Fr

i : Fr × S → S

d : Fr × S → S

m : Fr × S → {true, false}
k : Fr × S → S

e ∈ S
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We shall consider variables of type Fr - for frames, usually denoted by f, f ′, ...
and of type S - for states,usually denoted by s, s′, ....
The set of functors and predicates of the theory's language consists of:

and two constants none /∈ {Fr ∪ S} and eS ∈ S. The value of any variable
f of type Fr is a frame, or none.

Aksjomaty specy�czne teorii AT HM podane s¡ poni»ej

HM1) ∀s∈S ¬m(r(s), s)
Dla ka»dego stanu s ∈ S, operacja r(s) zwraca nowa ramk¦ nie nale»¡ca do zbioru s

HM2) ∀f∈Fr ¬m(f, eS)
stan pocz¡tkowy eS jest pustym zbiorem ramek

HM3) ∀s∈S

 while s 6= eS do
s := d(a(s), s)

od

 (s = eS)

Dla ka»dego stanu s, powy»szy program while ko«czy obliczenie, a wi¦c ka»dy stan jest

sko«czonym zbiorem ramek.

HM4) ∀s∈S s 6= eS ⇒ m(a(s), s)
Dla ka»dego niepustego stanu s, funkcja amb zwraca jak¡± ramk¦ nale»¡c¡ do tego

stanu s.

HM5) ∀f∈Fr∀s∈S{s′ := i(f, s)}(m(f, s′) ∧ ∀f ′∈Fr(f ′ 6= f =⇒ m(f ′, s) ⇔
m(f ′, s′))
operacja ins dodaje ramk¦ f do stanu s

HM6) ∀f∈Fr∀s∈S{s′ := d(f, s)}(¬m(f, s′) ∧ ∀f ′∈F (f ′ 6= f =⇒ m(f ′, s) ⇔
m(f ′, s′))
operacja del usuwa ramk¦ f fze stanu s.

HM7) m(f, s)⇔



begin
s1 := s; bool := false;
while s1 6= e ∧ ¬bool
do
f1 := a(s1);
if f = f1 then bool := true �;
s1 := d(f1, s1);

od
end


bool

Powy»sza formuªa de�niuje relacj¦ member w terminach operacji a, d i e. To nie jest

implementacja tej relacji. A. Kreczmar podaª sposób obliczania odpowiedzi o koszcie

staªym.

HM8) Operacja kill jest scharakteryzowana przez aksjomaty o nast¦puj¡cym schemacie.

Wska¹nik k mo»e by¢ dowoln¡ liczb¡ naturaln¡ wi¦ksz¡ od zera k > 0. Niech 1 ≤ i ≤ k.

((f1 = ... = fk) ∧m(f1, s))︸ ︷︷ ︸
precondition

⇒ [s′ := k(fi, s)]︸ ︷︷ ︸
statement

(f1 = ... = fk = none)︸ ︷︷ ︸
postcondition
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Ka»da formuªa tej postaci jest aksjomatem. Stwierdza ona, »e operacja kill w jednym

ruchu anuluje wszystkie odno±niki do obiektu wskazywanego przez t¦ zmienn¡ fi.

I rzeczywi±cie w systemie Kreczmara koszt operacji kill jest staªy.

HM9) ∀s∈S ∀f∈Frm(f, s) =⇒ f 6= none

HM10) ∀s,s′∈S s =S s
′ ⇔ ∀f∈F (m(f, s)⇔ m(f, s′))

17.3.1 Wªasno±ci specy�kacji HM

One can investigate the properties of the speci�cation itself. We are able to state
an important metatheorem about the system of axioms in HM. The following
theorem was not formulated in [10]. H. Oktaba proved a theorem on consistency
for a similar set of axioms [?], basically it was the set {HM1 - HM7 }.

Twierdzenie 17.3. (on consistency of the set {HM1-8} )
The system of axioms HM1 � HM8 has a model.

For a sketch of the proof see the Appendix A. The model constructed in the
proof will be called the standard model.

H. Oktaba proved another important fact:

Twierdzenie 17.4. (representation theorem)
Every two models of the axioms HM1 � HM7 are isomorphic, up to implemen-
tation of operations amb and res, to the standard model.

The meaning of the theorem is: the operations ins, mb, are precisely described
in the set of axioms, when the description of properties of operations res and
amb was left understated. This was done intentionally, for there are various
possibilities how to treat the released memory and how to choose where(address)
to allocate a new object.. Everybody agrees that the operations res and amb
may be implemented in several versions. Many di�erent implementation of res
(respectively amb) operation allows to prove that the requirements mentioned
in the axioms HM1 and HM4 are satis�ed. Therefore, it is not easy to prove the
representation theorem for the axioms HM1 � HM10. One must decide on his
choice of the res operation � how it will be implemented in one system, while
other systems may prefer di�erent solution. podaj przykªady

17.3.2 Odmiany ukªadu aksjomatów

Czy uproszczenia jakie przyj¦li±my formuªuj¡c powy»sze aksjomaty s¡ istotne?
Zauwa»my:

� Mo»na rozwa»y¢ nieco zmienion¡ operacj¦ res rezerwuj. Operacja res
ma teraz parametr appetite de�niuj¡cy rozmiar potrzebny dla utworzenia
obiektu. Mody�kujemy w odpowiedni sposób sygnatur¦ res : S×N → Fr
prowadzi to do nowego (niesprzecznego) ukªadu aksjomatów.

� Kolejne rozszerzenie naszego systemu HM mo»e by¢ zde�niowane gdy
opisujemy wewn¦trzna struktur¦ obiektu. (Ta struktura jest wyznaczona
przez deklaracj¦ odpowiedniej klasy). Takie rozszerzenie teorii HM jest
tak»e teori¡ niesprzeczn¡.
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Do tej pory nie byªo potrzeby wprowadzania operacji od±miecania. W modelu
naszej abstrakcyjnej teorii zbiór ramek Fr jest izomor�czny ze zbiorem liczb
naturalnych. Bardziej realistyczna wersja teorii powinna wprowadzi¢ postulat,
zbiór Fr jest sko«czony. W tym przypadku powstaje potrzeba od±miecania
(ang. garbage collection).

W jaki sposób wyrazi¢ wªasno±¢ zbiór Fr ramek jest sko«czony? Nietrudno
odgadn¡¢, »e poni»sza formuªa jest dobrym kandydatem:
HM11) ∃s0∈St∀f∈Frmb(f, s0)
Co czytamy tak: zbiór ramek wypeªnia pewien stan, a wi¦c Fr jest zbiorem
sko«czonym.
Taki zbiór aksjomatów HM1 � HM11 jest sprzeczny.

Zadanie 17.4. 1. Wyka» to.

2. Napraw to, tzn. podaj niesprzeczny ukªad aksjomatów.
Wskazówka. Wprowad¹ predykat full tj. peªny.
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Kolejki priorytetowe

Poj¦cie kolejki priorytetowe jest zbli»one do poj¦cia kontenera. Mówimy o kole-
jkach priorytetowych gdy zbiór E elementów jest wyposa»ony w dwie relacje:
=E � relacj¦ równo±ci oraz relacj¦ < porz¡dku w zbiorze E.
Kolejki priorytetowe maj¡ niewiele wspólnego z kolejkami w zwykªym sensie tj.
kolejkami FIFO. Nie s¡ znane implementacje kolejek priorytetowych inne ni» w
drzewach.

18.1 Poj¦cie kolejki priorytetowej

De�nicja 18.1. Kolejk¡ priorytetow¡ nazywamy struktur¦ algebraiczn¡ KP,
której uniwersum skªada si¦ z dwu rozª¡cznych zbiorów E i S, E ∩ S = ∅.

KP = 〈E ∪ S; i, d,m, r,≤, p, c, q〉

W strukturze tej mamy nast¦puj¡ce operacje i, d,m oraz predykaty r,<, p, c, q.
Sygnatura operacji jest wyliczona poni»ej

i : E × S → S

d : E × S → S

m : S → E

Relacje

r : E × E → B0

≤ : E × E → B0

p : S → B0

c : E × S → B0

q : S × S → B0

179
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Aksjomaty struktury kolejek priorytetowych
k1) ∀e∈E ∀s∈S (c(e, i(e, s)) ∧ ∀e′∈E∧e′ 6=e(c(e′, s)⇔ c(e′, i(e, s)))

k2) ∀e∈E ∀s∈S (¬c(e, d(e, s)) ∧ ∀e′∈E∧e′ 6=e(c(e′, s)⇔ c(e′, d(e, s)))

k3) ∀s∈S(p(s)⇔ ∀e∈E ¬c(e, s))

k4) ∀s∈S(¬p(s) =⇒ c(m(s), s))

k5) ∀e∈E ∀s∈S (c(e, s) =⇒ ¬(e ≤ m(s)))

k6) ∀e∈E ∀s∈S c(e, s)⇔



block
var bool : Boolean, s1 : S

begin
s1 := s; bool := false;
while ¬bool ∧ ¬p(s1) do
e1 := m(s1);
bool := r(e1, e);
s1 := d(e1, s1)

od
end



bool

k7) ∀s∈S {while ¬p(s) do s := d(m(s), s) od} p(s)

k8) ∀s,s′∈S q(s, s′)⇔ ∀e∈E(c(e, s)⇔ c(e, s′))

k9) ∀e∈E r(e, e)

k10) ∀e,e′∈E r(e, e′)⇔ r(e′, e)

k11) ∀e,e′,e′′∈E (r(e, e′) ∧ r(e′, e′′)) =⇒ r(e, e′′)

k12) ∀e∈E e ≤ e

k13) ∀e,e′∈E e ≤ e′ ∧ e′ ≤ e =⇒ r(e, e′)

k14) ∀e,e′,e′′∈E (e ≤ e′ ∧ e′ ≤ e′′) =⇒ e ≤ e′′

Koniec de�nicji kolejki priorytetowej.

18.2 Niesprzeczno±¢, tw. o reprezentacji, modele

Ta specy�kacja kolejek priorytetowych jest niesprzeczna.

Twierdzenie 18.1. Zbiór formuª k1) � k14) posiada model.

Dowód. Dowód tego twierdzenia przebiega podobnie do dowodu twierdzenia
17.1. Niech E b¦dzie dowolnym zbiorem, uporz¡dkowanym przez relacj¦ ≤E ,
niech =E oznacza relacj¦ identyczno±ci w zbiorze E.

Rozpatrzmy zbiór Fin(E) wszystkich sko«czonych podzbiorów zbioru E.
Przyjmiemy nast¦puj¡c¡ interpretacj¦ symboli sygnatury kontenera:

i(e, s) d(e, s) m(s) r(e, e′) e ≤ e′ p(s) c(e, s) q(s, s′)
s ∪ {e} s \ {e} min(s) e =E e′ e ≤E e′ s = ∅ e ∈ s s =S s

′

Przy takiej interpretacji symboli ka»da formuªa ze zbioru k1) � k14) jest pra-
wdziwa.
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Struktur¦ algebraiczn¡ E ∪ Fin(E) z dziaªaniami opisanymi w powy»szej
tabelce b¦dziemy nazywa¢ standardowym modelem kolejek priorytetowych wyz-
naczonym przez zbiór E.

Twierdzenie 18.2. Ka»da kolejka priorytetowa B jest izomor�czna z stan-
dardowym modelem kolejek priorytetowych wyznaczonym przez zbiór elementów
struktury B.

Dowód. Dowód przebiega w sposób podobny do dowodu twierdzenia 17.2.

18.3 Zastosowania

Oba znane algorytmy budowania drzewa rozpinaj¡cego grafu: algorytm Kruskala
i algorytm Prima wykorzystuja struktur¦ kolejki priorytetowej, algorytm Chartresa
znajdowania kolejnej liczby pierwszej, algorytm Dijkstry znajdowania najkrótszj
±cie»ki w gra�e, zarz¡dzanie zdarzeniami w klasie Simulation,
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Rozdziaª 19

Drzewa BST

Przyjmujemy, »e dany jest zbiór E uporz¡dkowany przez relacj¦ <. W praktyce
programistycznej mamy najcz¦±ciej do czynienia ze zbiorem rekordów, takim,
»e klucze przypisane rekordom s¡ uporz¡dowane przez pewn¡ relacj¦ zwrotn¡,
przechodni¡ i antysymetryczn¡ less.

Drzewa binarnych poszukiwa« s¡ znane od poªowy XX wieku. Stosowanie
drzew BST umo»liwia szybkie wykonanie nast¦puj¡cych operacji.

Ka»da implementacja drzewa BST pozwala zaimplementowa¢ kolejk¦ prio-
rytetow¡.
PLAN

1. de�nicja (algebry) struktury drzew BST,

2. aksjomaty

3. model standardowy - S-wyra»enia

4. model klasa Node,

5. wªasno±ci struktury BST

6. implementacja kolejek PQ

19.1 Struktura drzew BST?

Niech E oznacza zbiór uporz¡dkowany przez relacj¦ ≤E , zwrotn¡ przechodni¡ i
antysymetryczn¡. Równo±¢ =E elementów zbioru E ...

De�nicja 19.1. Struktur¡ drzew binarnych poszukiwa« nazywamy system al-
gebraiczny

BST = 〈E ∪BST ∪ {none}; v, l, r, n, ul, ur;m,≤,=〉

gdzie
v jest jednoargumentow¡ operacj¡ typu (BST → E)
l, r s¡ jednoargumentowymi operacjami typu (BST → {BST ∪ {none}})
n jest jednoargumentow¡ operacj¡ typu (E → BST )
ul, ur s¡ dwuargumentowymi operacjami typu (BST ×BST → BST )
m jest funkcj¡ charakterystyczn¡ relacji m : E ×BST → B0

183
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Ponadto, dla dowolnego e ∈ E i dowolnych drzew n1, n2 ∈ BST prawdziwe s¡
nast¦puj¡ce wªasno±ci (Aksjomaty):
bst1) v(n(e)) = e ∧ l(n(e)) = none ∧ r(n(e)) = none

bst2) S :



begin
n1 := n; continue := true;
while (n1 6= none) ∧ continue
do

if e = n1.val then continue := false
else
if e < n1.val then n1 := n1.l
else n1 := n1.r fi
fi;

done
end



true

bst3) m(e, n)⇔M :



begin
n1 := n; result := false;
while¬result ∧ n1 6= none
do

if e = n1.v then result := true
else

if e < n1.v then n1 := n1.l
else n1 := n1.r fi

fi
done

end



result

bst4) m(e, n.l)⇒ e < v(n)

bst5) m(e, n.r)⇒ v(n) < e

bst6) (n = n′ ≡ (n = none = n′) ∨ (n.v = n′.v ∧ n.l = n′.l ∧ n.r = n′.r))

bst7)
(
n.r = n′′ ∧ n.v = e ∧ (



K : begin
n2 := n′;
while n2.r 6= none
do
n2 := n2.r

done;
bol := n2.v < n.v

end


bol ∨ n′ = none)

)

⇒ {n3 := ul(n′, n)}(n3.r = n′′ ∧ n3.v = e ∧ n3.l = n′)

bst8)
(
n.l = n′′ ∧ n.v = e ∧ (



L : begin
n2 := n′;
while n2.l 6= none
do
n2 := n2.l

done;
bol := n.v < n2.v

end


bol ∨ n′ = none)

)

⇒ {n3 := ur(n′, n)}(n3.r = n′ ∧ n3.v = e ∧ n3.l = n′′)
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bst9) aksjomaty liniowego porz¡dku ≤ i równo±ci =

bst10) aksjomaty o Exception - do wymyslenia

B¦dziemy tak»e bada¢ zbiór konsekwencji przyj¦tego ukªadu aksjomatów.

De�nicja 19.2. Algorytmiczn¡ teori¡ drzew binarnych poszukiwa« nazywa¢
b¦dziemy zbiór konsekwencji wyznaczony przez zbiór formuª Bst = {bst1, . . . , bst10}.

AT BST = C(Bst).

Lemat 19.1. M oznacza program wyst¦puj¡cy w aksjomacie bst2. Wªasno±¢
stopu tego programu jest twierdzeniem teorii AT BST .

AT BST `M true

Dowód. �atwo zauwa»y¢, »e program M ma obliczenie sko«czone wtedy i tylko
wtedy gdy obliczenie sko«czone ma program S. Z twierdzenia o peªno±ci wynika
istnienie dowodu dla formuªy Mtrue. Mo»na jednak ªatwo wykaza¢ istnienie
dowodu na innej drodze. Zauwa»my, »e dla ka»dej liczby naturalnej i ∈ N
poni»sza implikacja jest tautologi¡.

n1 := n; continue := true;

if (n1 6= none) ∧ continue
then

if e = n1.val then continue := false
else
if e < n1.val then n1 := n1.l
else n1 := n1.r fi
fi;

fi



i


true =⇒



n1 := n; result := false;

if (n1 6= none) ∧ ¬result
then

if e = n1.val then result := true
else
if e < n1.val then n1 := n1.l
else n1 := n1.r fi
fi;

fi



i


true (19.1)

Dowód tego mo»na przeprowadzi¢ przez indukcj¦. Dla i = 0 mamy oczywiscie

` {n1 := n; continue := true}true =⇒ {n1 := n; result := false}true

Zaªó»my, »e istnieje dowód dla implikacji 19.1... Zapiszmy jej schemat czytelniej prosz¦

` {N ; (if γ then M fi)i}true =⇒ {K; (if δ then L fi)i}true

Wykorzystuj¡c wyª¡cznie rachunek zda« sprawdzamy »e tautologi¡ jest te» for-
muªa postaci

` {N ; (if γ then M fi)i+1}true =⇒ {K; (if δ then L fi)i+1}true
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St¡d wnioskujemy, »e dla ka»dego i ∈ N jest tautologi¡ formuªa

` {N ; (if γ then M fi)i+1}true =⇒ {K; (while δ do L od)}true

Wdowodzie wykorzystujemy aksjomat Ax21 logiki algorytmicznej 8.1.3. Wiedz¡c,czytelniej

»e dla ka»dego i ∈ N formuªa o powy»szej postaci jest tautologi¡ mo»emy zas-
tosowa¢ reguª¦ R3 8.1.3 i otrzymujemy »e implikacja ?? jest tautologi¡. Dowód
ko«czy zastosowanie reguªy odrywania R1.

19.2 Modele. Tw. o niesprzeczno±ci

Opisana powy»ej teoria ATBST ma wiele modeli. Poni»ej przytoczymy dwa
takie modele. Sformuªujemy i udowodnimy twierdzenia: o niesprzeczno±ci zbioru
aksjomatów bst1) � bst10) oraz twierdzenie o reprezentacji.

Model standardowy

Przykªadem struktury drzew BST jest zbiór S-wyra»e« z odpowiednio okre±lonymi
operacjami.

Przykªad 19.3. Niech E b¦dzie zbiorem uporz¡dkowanym przez relacj¦ <.
Zbiór S-wyra»e« nad zbiorem E jest to najmniejszy zbiór wyra»e« S taki, »e

e) dla ka»dego e ∈ E napis (()e()) nalezy do zbioru S,

c) je±li napisy t1 i t2 nale»¡ do zbioru S, e ∈ E i ponadto najwi¦kszy element
zbioru E wyst¦puj¡cy w napisie t1 jest mniejszy od e oraz najmniejszy
element zbioru E wyst¦puj¡cy w napisie t2 jest wi¦kszy od e, to napis
(t1et2) nale»y do zbioru S

W zbiorze S-wyra»e« okre±lamy nast¦puj¡ce dziaªania

new(e) = (()e()) dla dowolnego e ∈ E
val(t1 e t2) = e

left(t1 e t2) = t1

right(t1 e t2) = t2

upl(t, (t1 e t2)) =

{
(t e t2) wttw (t e t2) jest elementem zbioru S
nieokre±lony w pozostaªych przypadkach

upr(t, (t1 e t2)) =

{
(t1 e t) wttw (t1 e t) jest elementem zbioru S
nieokre±lony w pozostaªych przypadkach

jest struktur¡ drzew BST.

Zauwa», »e ka»de wyra»enie ze zbioru BST mozna narysowa¢ jako drzewo.

Przykªad 19.4.rysunek

Twierdzenie 19.2. (o niesprzeczno±ci)
Zbiór aksjomatów bst1) � bst8) posiada model.
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Dowód. Rozwa»my nast¦puj¡ca interpretacj¦
n l r v ul ur
new left right val upl upr

Struktur¦ opisan¡ powy»ej nazywa¢ b¦dziemy modelem standardowym teorii
BST.

Twierdzenie 19.3. (o reprezentacji)
Ka»dy model teorii BST jest izomor�czny z pewnym modelem standardowym.

Model obiektowy

W programach, struktura drzew binarnych poszukiwa« jest implementowana na
podstawie nast¦puj¡cej lub podobnej deklaracji klasy.

unit Node: class(e: E);
var l,r: Node

end Node

gdzie E jest nazw¡ pewnej klasy opisuj¡cej typ obiektów klasy E. Zakªadamy,
»e deklaracja tej klasy zawiera dwie deklaracje funkcji de�niuj¡ce: relacj¦ ≤

E
porz¡dku w zbiorze obiektów typu E, oraz relacj¦ równo±ci =

E
w tym samym

zbiorze. Z t¡ niepozorn¡ deklaracj¡ klasy wi¡»e si¦ nast¦puj¡ca struktura

rys. obiektu
Node

danych

〈E ∪Node, v, l, r, new, ul, ur, isnone, ≤
E
, =
E
〉

gdzie ...
Wªasno±ci klasy Node s¡ zbyt liberalne na nasz gust. Pozwalaj¡ na stworzenie
dowolnego grafu. Zaradzimy temu mody�kuj¡c powy»sz¡ deklaracj¦.
Zmody�kowana klasa Node, mody�kator private (tj. hidden) nie pozwoli na
dowolne manipulacje na atrybutach klasy node. Oferowane metody ul i ur za-
pewniaj¡, »e wynik mody�kacji atrybutu b¦dzie znowu drzewem BST.
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Algorytm 19.5.
unit Node: class(e: E);
(* private *)hidden e,l,r;
var l,r: Node
unit cl : function: Node;
begin

result := l
end cl;
unit ul: procedure(n1: Node);
begin

if max(n1) < e then l:=n1 else raise SigA �

end ul;
unit cr : function: Node;
begin

result := r
end cr;
unit ur: procedure(n1: Node);
begin

if min(n1) > e then r:=n1 else raise SigA �

end ur;
unit max : function(n: Node): E;
var n2: Node

begin

n2:=n;
while n2.r 6= none do n2 :=n2.r od;
result := n2.e

end max;
unit min : function(n: Node): E;
var n2: Node

begin

n2:=n;
while n2.l 6= none do n2 :=n2.l od;
result := n2.e

end min
end Node

Zadanie 19.1. Czytelnik zechce sprawdzi¢, »e wszystkie formuªy bst1 � bst10)
s¡ prawdziwe przy takiej interpretacji.

19.3 Rozszerzenie struktury BST

Struktur¦ BST wzbogacimy o kilka de�nicji, uzasadniaj¡c ich poprawno±¢.

De�nicja 19.6. Operacja min zwraca najmniejsz¡ warto±¢ zapisan¡ w drzewie
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n.

min(n)
df
=



if n 6= none
then
n1 := n ;
while n1.l 6= none do n1 := n1.l od

else raise SigRefToNone
fi


n1.v

Lemat 19.4. Dla dowolnego n takiego, »e n 6= none, warto±¢ min(n) jest
okre±lona.

Dowód. Dla dowodu wystarczy zaobserwowa¢, »e w dowolnym modelu teorii
ATBST, ka»de obliczenie poni»szego programu

while n1 6= none do n1 := n1.l od

jest udane i sko«czone. Jest to konsekwencja twierdzenia o reprezentacji
19.3. Fakt ten mo»na te» udowodni¢ formalnie wyprowadzaj¡c formuª¦ stopu z
aksjomatu bst1.

Lemat 19.4 pozwala nam bezpiecznie doda¢ deklaracj¦ funkcji min do po-
zostaªych deklaracji klasy Node. Kolej na de�nicj¦ operacji member (pro-
grami±ci czasami nazywaj¡ j¡ contains). Aksjomat bst3 jest de�nicj¡ funkcji
boolowskiej sprawdzaj¡cej czy element e ∈ E nale»y do drzewa n.
Lemat 19.1 upewnia nas, »e mo»na w bezpieczny sposób posªugiwa¢ si¦ t¡
de�nicj¡, czytaj operowa¢ funkcj¡ member zadeklarowan¡ w klasie . . .

Kolejny lemat pokazuje zwi¡zek poj¦¢ min i member.

Lemat 19.5. Nast¦puj¡ca formuªa jest twierdzeniem teorii AT BST

AT BST ` ∀n∈N∀e∈E(member(e, n) =⇒ min(n) < e

i wobec tego formuªa ta jest prawdziwa w ka»dym modelu algorytmicznej teorii
AT BST drzew binarnych poszukiwa«.

Opiszemy teraz dwie operacje porzednika pred i nast¦pnika succ.
Operacja succ(n, r) dla zadanego w¦zªa n drzewa o korzeniu r wyznacza w¦zeª
n′ taki, »e przypisana mu warto±¢ n′.v jest najmniejsz¡ z warto±ci wi¦kszych od
n.v, zapisanych w drzewie r.

succ(n, r)
df
= n′ takie, »e m(n′.v, r) ∧ n′.v = Min{e : m(e, r) ∧ n.v < e}

Podobnie de�niujemy operacj¦ pred

pred(n, r)
df
= n′ takie, »e m(n′.v, r) ∧ n′.v = Max{e : m(e, r) ∧ e < n.v}

A oto algorytm SUCC wyznaczania nast¦pnika. Zauwa», »e wykorzystujemy
funkcj¦ father zwracaj¡ca ojca danego w¦zªa w drzewie, father(root) = none.
Funkcj¦ t¦ mo»na z ªatwo±ci¡ zaprogramowa¢ lub zapisa¢ jej wykres w w¦zªach
drzewa dodaj¡c pole father obok pól left, right i odpowiednio zmieniaj¡c al-
gorytmy.
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Algorytm 19.7.

SUCC :



if n.right 6= none
then
result := Min(n.right)

else
y := father(n); x := n;
while y 6= none ∧ x = y.right do
x := y; y := father(y)

done;
result := y

fi



(19.2)

Mo»na sprawdzi¢, »e algorytm ten poprawnie oblicza warto±¢ funkcji succ(n, r).

Lemat 19.6. Je±li n jest w¦zªem drzewa r, to po wykonaniu algorytmu SUCC
zmienna result ma warto±¢ równ¡ succ(n, r)

m(n.v, r) =⇒ {SUCC}(result = succ(n, r))

Dowód. Dowód nie jest trudny. Nale»y rozpatrzy¢ dwa przypadki:
a) gdy w¦zeª n ma prawe poddrzewo n.right, wtedy nast¦pnikiem jest w¦zeª
zawieraj¡cy najmniejszy element tego poddrzewa.
b) w przeciwnym wypadku nast¦pnikiem w¦zªa n jest taki w¦zeª y, przodek
w¦zªa n, który jest najbli»szy w¦zªowi n i taki, »e y ma lewego syna. Tzn.

y = fatherj(n) gdzie j = µi(fatheri(n) = y ∧ y.l 6= none)

zachodzi przy tym równo±¢ n.v = max{e : m(e, y.l) ∧ e > n.v}) .

Dziaªanie wstawiania elementu e do drzewa o korzeniu n opisuje nast¦puj¡cy
algorytm INSERT .

Algorytm 19.8.

insert(e, n)
df
=

M :



n1 := n; bol := false; res := n1;
while ¬(n1 = none ∨ bol)do
n2 := n1;
if e = n1.v then bol := true
else

if e < n1.v then n1 := n1.l else n1 := n1.r fi
fi

done;
if ¬bol then
aux := new Node(e);
if n2 = none then n1 := aux else

if e < n2.v then n2.l := aux else n2.r := aux fi
fi



n1 (19.3)

Lemat 19.7. Niech M b¦dzie programem z poprzedniej de�nicji 19.8.
Poni»sza formuªa jest prawdziwa w ka»dym modelu M teorii AT BST drzew
binarnych poszukiwa«.

AT BST |= ∀n∈BST∀e∈E({M}m(e, n1) ∧ (∀e′ 6=em(e′, n)⇔Mm(e′, n1)))
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Dowód. Ka»de dwa modele o tym samym zbiorze elementów E s¡ izomor�czne.
Wystarczy wi¦c, je±li sprawdzimy, »e formuªa ta jest prawdziwa w jakimkolwiek
modelu teorii AT BST (nie korzystaj¡c przy tym z »adnych zaªo»e« o zbiorze
elementów E).
Mo»emy jednak post¡pi¢ inaczej. Udowodnimy, »e formuªa ta jest twierdzeniem
teorii AT BST ′, jaka powstaje gdy do teorii AT BST dodajemy nowy symbol
operacji insert i de�niuj¡cy j¡ aksjomat tj. de�nicje 19.8.
Zauwa»my, »e Strue =⇒ Mtrue jest tautologi¡.
Z kolei albo

((m(e, n) ∧Mbol)

lub

(¬m(e, n) ∧M(n1 = none ∧ pred(n2).v < e < succ(n2) ∧ father(n1) = n2))

Czyli program M ustala czy element e nale»y do drzewa n i nadaje zmiennej bol
odpowiedni¡ warto±¢, ponadto, w przypadku gdy, po wykonaniu programu M
zmienna bol ma warto±¢ false, obliczona przez program M warto±¢ zmiennej n1
wskazuje gdzie nale»y wstawi¢ nowy w¦zeª n(e) jako odpowiedniego syna w¦zªa
n2.

Rozpatrzmy formuªy postaci ...
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Algorytm 19.9.

delete(e, n)
df
=

∆



Λ

n1 := n; bol := false; res := n1;
while ¬(n1 = none ∨ bol)do
n2 := n1;
if e = n1.v then bol := true
else

if e < n1.v then n1 := n1.l else n1 := n1.r fi
fi

done;

Ψ

if bol
then

if e < n2.v then tolft := true else tolft := false fi;
if n1.l = none ∧ n1.r = none
then

if tolft then n2.l := none else n2.r := none fi
else

if n1.l = none
then

if n1 = n
then res := n1.r
else

if tolft then n2.l := n1.r
else n2.r := n1.r fi

fi
else

if n1.r = none
then (∗n1 has the left son only ∗)

if n1 = n
then (∗found in the root∗)
res := n1.l

else
if tolft
then n2.l := n1.l
else n2.r := n1.l
fi
(∗n2 ommited n1 to son∗)

fi
else {n1 has two sons}

n4 := n1.r;
while n4.l 6= none
do
n5 := n4;
n4 := n4.l

done (∗ n4.v = min(n1.r) ∗)
n5.l := n4.r;
n1.v := n4.v (∗ i.e. n1.v ← min(n4.r) ∗)

fi(∗ n1.r = none? ∗)
fi(∗ n1.l = none ∗)

fi(∗ n1.l = none ∧ n1.r = none ∗)
fi(∗bol∗)



res
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Lemat 19.8. Dla ka»dego elementu e i dla ka»dego drzewa BST n, program ∆
wyst¦puj¡cy w de�nicji dziaªania delete ko«czy obliczenie.

Dowód. Dla dowodu wystarczy zauwa»y¢, »e wykonywanie (jedynej) instrukcji
Λ zawieraj¡cej instrukcj¦ while, która wyst¦puje w tym programie ko«czy si¦
po sko«czonej liczbie kroków.
Mo»na to wyprowadzic formalnie z aksjomatu bst2 (por. dowód lematu 19.1)

Lemat 19.9. Dla ka»dego elementu e i dla ka»dego drzewa BST n po wykona-
niu instrukcji {n1 := n; bol := false; res := n1; Λ} zachodzi dokªadnie jedna z
poni»szych formuª

i) ¬bol gdy element e nie wyst¦puje w drzewie n,

lub

ii) bol ∧ n1.v = e ∧ (n2.left = n1 ∨ n2.right = n1)

Dowód. Dowód pozostawiamy czytelnikowi

Nast¦pny lemat stwierdza poprawno±c algorytmu Ψ wzgl¦dem warunku pocz¡tkowego
α : bol ∧ n1.v = e ∧ (n2.left = n1 ∨ n2.right = n1) i warunku ko«cowego
β : ¬m(e, n) ∧ ...

Lemat 19.10.
AT BST ` α =⇒ ∆β

Dowód.

�¡cz¡c powy»sze spostrze»enia stwierdzamy, »e aksjomat k2) kolejek priory-
tetowych jest twierdzeniem algorytmicznej teorii drzew BST AT BST ext wzbo-
gaconej o zestaw de�nicji declar

je±li zinterpre-
towa¢ nazwy ...

Lemat 19.11.

AT BST ext ` ∀e∈E ∀s∈S (¬c(e, d(e, s)) ∧ ∀e′∈E∧e′ 6=e(c(e′, s)⇔ c(e′, d(e, s)))

Udowodni¢ lemat stanowi¡cy, »e program S zawsze ko«czy obliczenie tj. bst2.

19.4 Implementacja kolejek priorytetowych

W tej sekcji udowodnimy, poprawno±¢ implementacji kolejek priorytetowych,
jaka opisana jest w poni»szej klasie PQS.
Poni»ej prezentujemy moduª klasy PriorityQueues, który implementuje struk- klasa

tur¦ kolejek priorytetowych na bazie klasy Node realizuj¡cej struktur¦ drzew
binarnych poszukiwa«. Dyskusja przeprowadzona w poprzednim podrozdziale
pozwala nam zapewni¢ u»ytkownika o poprawno±ci tej implementacji. Udowod-
nili±my bowiem, ze kazdy aksjomat kolejek priorytetowych jest prawdziwy w
strukturze obiektów typu Node.
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unit PriorityQueues : class (type E; function less(e, e' : E) : Boolean);
(* the class PriorityQueues implements a family of abstract data types.
A data type is determined by its class of elements and an ordering relation less.
User! make sure that less ful�lls the axioms of order *)
unit node : class (v : E);
variable l, r : node;

end node;

unit min : function (n : node) : E;
begin
while n.l 6= none do n := n.l od;
result := n.v

end min;

unit member : function (e : E, n : node) : Boolean;
variable n1 : node, bool : Boolean;

begin
n1 := n;
bool := false;
while n1 6= none ∧ ¬ bool do

if n1.v=e then
bool := true

else
if less(e, n1.v) then
n1 := n1.l

else
n1 := n1.r

�
�

od;
result := bool

end member;

unit empty : function (n : node) : Boolean :
begin
result := (n = none)

end empty;
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unit insert function (e : E, n : node) : node;
variable n1, n2, n3 : node, bool : Boolean;

begin
n1 := n; n3 := n; bool := false;
while ¬ n1 = none ∧¬ bool
do
n2 := n1;
if e = n1.v then bool := true
else
if less(e, n1.v) then n1 := n1.l else n1 := n1.r �

�
od;
if ¬ bool
then
aux:=new node(e);
if n3 = none then n3 := aux
else if less(e, n2.v) then n2.l := aux else n2.r := aux �
�

�;
result := n3

end insert;

unit delete : function(e : E, n : node) : node;
variable n1, n2, n3, n4, n5 : node, bool1, leftson : Boolean;
begin
n1 := n; n3 := n; bool1 := false;
(* search e *)
while ¬ n1 = none ¬ bool1
do
n2 := n1;
if e = n1.v
then
bool1 := true
else

if less(e, n1.v)
then
n1 := n1.l
else
n1 := n1.r
�
�
od

if bool1
then e is found in n1, n2 is the father of n1
leftson := less(e, n2.v)
leftson n1 is the left son of n2;
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if n1.l = none n1.r = none
then n1 is a leaf
if leftson then n2.l := none
else n2.r := none �;
else n1 is not a leaf
if n1.l = none
then n1 has the right son only
if n1 = n
then
n3 := n1.r
else
if leftson
then
n2.l := n1.r
else
n2.r := n1.r
� (* since now n2 is the father of the only son of n1 *)
� n = n1?
else n1 has the left son only
if n1.r = none
then n1 has the left son only
if n1 = n
then found in the root
n3 := n1.l
else
if leftson
then
n2.l := n1.r
else
n2.r := n1.r
� (* since now n2 is the father of the only son of n1 *)
�
else n1 has two sons
n4 := n1.r;
while n4.l none
do
n5 := n4;
n4 := n4.l
od; (* n4 is the least element in the left subtree of n1 *)
n5.l := n4.r; (* i.e. we omitted the n4 node *)
n1.v := n4.v (* the value found in the n4 is put in n1 node *)
� n1.r = none?
� n1.l = none?
� n1.l = none n1.r = none?
� bool1?
result := n3
end delete

end PriorityQueues
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Taki moduª klasy PriorityQueues implementuje struktur¦ kolejki prioryte-
towej wyznaczonej przez pewien typ T i zadan¡ w nim relacj¦ porz¡dku less.
Je±li wi¦c mamy klas¦ o strukturze podanej poni»ej i towarzysz¡c¡ jej funkcj¦

unit T: class . . .
virtual unit equal: function(x:T): Boolean;

end equal;
end T;
unit less: function(x:T): Boolean;
. . .
end less;

Przy czym funkcja less zapewnia prawdziwo±¢ nast¦puj¡cych warunków:

s) ∀x, y in T (less(x, y) ∨ less(y, x))

z) ∀x in T less(x, x)

p) ∀x, y, z in T ((less(x, y) ∧ less(y, z)) =⇒ less(x, z))

a) ∀x, y in T ((less(x, y) ∧ less(y, x) =⇒ x.equal(y))

a funkcja equal speªnia troch¦ inny zestaw warunków.

Zadanie 19.2. Napisz te warunki.

I masz ponadto blok, w którym zapisano pewien algorytm abstrakcyjny,
posªuguj¡cy si¦ zmiennymi typu T i zmiennymi typu node oraz dziaªaniami
insert, member, delete, min etc.
Na przykªad blok

APr :

block
var e,e1:E, n,n1,n2:node

begin
e:= new T(. . . ); ???
n := new node(e);
n1 := insert(e1,n);

. . .
end

To ª¡cz¡c te cztery moduªy: T, less, PriorityQueues i APr w jedn¡ instrukcj¦
bloku pre�ksowanego klas¡ otrzymujemy po»yteczny(?) program

pref PriorityQueues(T,less) block
var e,e1:T, n,n1,n2:node

begin
e:= new T(. . . );
n := new node(e);
n1 := insert(e1,n);

. . .
end
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Powy»sza instrukcja bloku
A module which implements PriorityQueues can be used many times for

di�erent abstract programs. In order to do so one should pre�x the block
containing the abstract program with the following line

pref PriorityQueues (an actual type E, an actual procedure of comparison)
block
...an abstract program, see.section.5.1
end of pre�xed block, see.[9].

Adding just one line which �xes the name of the implementing module and
its actual parameters causes that the operations of data structure of priority
queues are realized in accordance with the meaning given by the implementing
module PriorityQueues.



Rozdziaª 20

Kopce

Struktura kopców znajduje wiele zastosowa«. Omówimy par¦ wa»nych przykªadów:
algorytm sortowania przez kopcowanie heapsort i zastosowanie kopców do efek-
tywnej implementacji struktury kolejek priorytetowych gwarantuj¡cej pesymisty-
czny czas operacji O(log n).

20.1 De�nicja

Czym jest kopiec? Student udzieli szybkiej odpowiedzi - kopiec to drzewo bi-
narne, doskonaªe, w którym ka»da ±cie»ka jest uporz¡dkowana niemalej¡co.
Bardzo dobra odpowied¹. A jak to przetªumaczy¢ na j¦zyk programistów?
Poszukujemy de�nicji podobnej do de�nicji stosów, kolejek, drzew BST. Trzeba
okre±li¢ z jakimi operacjami mamy do czynienia i jakie maj¡ one wªa±ciwo±ci.

De�nicja 20.1. Struktura algebraiczna K

K = 〈E ∪N ∪K ∪ {none}; r, o, l, p, f, v,≤,m〉

jest struktur¡ kopców wtedy i tylko wtedy gdy wyliczone powy»ej funkcje maj¡
liczb¦ i typy argumentów podane w poni»szym zestawieniu

r : K → N , o : K → N , l : N → N ,

p : N → N , f : N → N , v : N → E,

≤ : E × E → B0, m : N ×K → B0,

Ponadto prawdziwe s¡ wªasno±ci k1) � k11), zob. poni»ej. popraw

k1) ∀k∈K {n := o(k); while n 6= r(k) do n := f(n) od}(n = r(k))

k2) ∀k∈K∀n∈N m(n, k)⇔ {n′ := n; whilen′ 6= r(k) don′ := f(n′) od}true

k3) ∀k∈K (n = o(k)) =⇒ (l(n) = none∧p(n) = none∧(nie istnieje na prawo))

k ) ∀k∈K∀n∈N
(
m(n, k) =⇒


n1 := n; n2 := o(k); dl := true;
while n1 6= r(k) ∧ n2 6= r(k) do
n1 := f(n1); n2 := f(n2);
if n1 6= r(k) ∧ n2 = r(k) then dl := false fi

od

 dl
)

199
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k4) ∀n,n′∈N f(n′) = n =⇒ (l(n) = n′ ∨ p(n) = n′)

k5) ∀n,n′∈N l(n′) = n =⇒ f(n) = n′

k6) ∀n,n′∈N p(n′) = n =⇒ f(n) = n′

k7) ∀k∈K∀n,n′∈N (n = f(n′)∧n 6= f(o(k))) =⇒ (l(n) 6= none∧ p(n) 6= none)
∀k∈K∀n,n′∈N (n 6= o(k)) =⇒ (l(f(n)) 6= none ∧ p(f(n)) 6= none)

k8) ∀k∈K∀n∈N (n 6= r(k) ∧m(f(n), k)) =⇒ (v(f(n)) ≤ v(n))

k9) aksjomaty porz¡dku ≤, zwrotno±¢

k10) przechodnio±¢

k11) antysymetria

k1y) sub(n, n′)
df
= {n1 := n; while n1 6= n′ do n1 := f(n1) od}(n1 = n′)

k1z) onleft(n, n′)
df
= ∃h(sub(n, h.left) ∧ sub(n′, h.right))

Pytanie. Czy te aksjomaty posiadaj¡ model? a mo»e s¡ sprzeczne?
Odpowiedzi na to pytanie udziela nast¦puj¡ce

Twierdzenie 20.1. Powy»szy ukªad aksjomatów posiada model, a wi¦c jest
niesprzeczny.

Dowód. Powszechnie znan¡ realizacj¡ kopca jest tablica. O strukturze E ele-
mentów nie musimy niczego zakªada¢, przyjmijmy wi¦c »e elementami s¡ liczby
naturalne z ich naturalnym porz¡dkiem. Kopcem k b¦dzie wi¦c tablica A liczb
naturalnych. W¦zªami b¦d¡ zmienne � elementy tablicy A[1], . . . , A[n]. Inter-
pretujemy nazwy dziaªa« w nast¦puj¡cy sposób

r(k) o(k) l(A[i]) p(A[i]) f(A[i]) v(A[i]) ≤ m(A[i], A)
A[1] A[n] A[2 ∗ i] A[2 ∗ i+ 1] A[i÷ 2] val(A[i]) ≤ 1 ≤ i ≤ n

Dokªadniej, korzeniem kopca k jest zmienna A[1], warto±ci¡ funkcji o(k) jest
zmienna A[n]. Warto±ci funkcji l, p, f s¡ opisane w powy»szej tabelce, z nast¦pu-
j¡cym zastrze»eniem, je±li warto±¢ wyra»enia 2 ∗ i, 2 ∗ i+ 1, i÷ 2 wykracza poza
zakres 1 . . . n, to przyjmujemy, »e warto±¢ funkcji jest none. Warto±ci¡ wyra»enia
v(A[i]) jest liczba przypisana zmiennej A[i]. Po kolei sprawdzamy prawdziwo±¢
ka»dego aksjomatu w tej interpretacji i przekonujemy si¦, »e wszystkie wªasno±ci
k1) � k12) s¡ prawdziwe.
A wi¦c istnieje model teorii AT K algorytmicznej teorii kopców i wobec tego,
teoria ta jest niesprzeczna.

Niech tablica A b¦dzie odpowiednio du»a tj. lower(A) � l ≤ u � upper(A).
Warto zada¢ sobie pytanie: czy fragment tej tablicy A[l], . . . , A[u] jest kopcem?

Zadanie 20.1. Zastanów si¦ nad nast¦puj¡cymi zadaniami. Odpowiedzi oka»¡
si¦ pomocne w zrozumieniu nast¦pnego podrozdziaªu.

1. Sformuªuj warunki niezb¦dne na to by±my mogli taki fragment tablicy A
traktowa¢ jako kopiec.
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2. Zaªó»my, »e fragment A[l], . . . , A[u] tablicy A jest lasem kopców. Rozwa»my
fragment A[l − 1], A[l], . . . , A[u]. Co mo»na o nim powiedzie¢? Co trzeba
poprawi¢ w tym fragmencie tablicy?

3. Przyjmijmy to samo zaªo»enie co poprzednio. Rozpatrujemy teraz fragment
A[l], . . . , A[u], A[u+ 1]. Czy mo»na o nim powiedzie¢, »e jest kopcem? Co
trzeba poprawi¢?

Kolejne pytanie jakie staje przed nami, brzmi: czy ka»da struktura kopców
jest izomor�czna ze struktur¡ kopców w tablicach? Na to pytanie udziela
odpowiedzi nast¦puj¡ce

Twierdzenie 20.2. (o reprezentacji) Ka»da struktura kopców K jest izomor-
�czna ze struktur¡ KT kopców zapisanych w tablicach o tym samym zbiorze
elementów E.

Uwaga. Powinni±my odró»nia¢ struktur¦ kopców od zbioru kopców.
Powy»sze aksjomaty opisuj¡ obiekty, które kwali�kuj¡ si¦ do nazwy kopiec. Ale
na kopcach wykonywa¢ mo»na operacje, które zwracaj¡ inne kopce.
Trzeba to podkre±li¢ i uzupeªni¢. Koniec uwagi

20.2 Kopce w tablicach

Tu poka»emy jak mo»na wykorzysta¢ dziedziczenie by �wyci¡gn¡¢ wspóln¡ cz¦±¢
algorytmu przed nawias�.

20.2.1 Wst¦p

Antoni Kreczmar zaprogramowaª w Loglanie algorytm heapsort wykorzystuj¡c
mo»liwo±¢ dziedziczenia klasy przez procedur¦.

Zacznijmy od przypomnienia czym jest kopiec.

De�nicja 20.2. Kopiec jest to drzewo binarne wywa»one, tzn. takie »e dla
pewnej liczby naturalnej k, ka»dy li±¢ tego drzewa jest na poziomie k lub k-1 i
ponadto dla ka»dego w¦zªa n tego drzewa warto±¢ wpisana w tym w¦¹le jest nie
mniejsza ni» warto±ci znajduj¡ce sie w poddrzewie w¦zªa n i je±li w¦zeª n tego
drzewa ma syna to jego lewy brat ma dwu synów. popraw

W naszym przypadku kopiec b¦dzie zapisany w tablicy.

Lemat 20.3. Niech A bedzie tablic¡ n-elementow¡ A[1], A[2], . . . , A[n].Je»eli
dla ka»dego k, 1 ≤ k ≤ n zachodzi A[k] ≤ A[kdiv2] ≤ A[kdiv4] ≤ · · · ≤ A[1] to
tablica A reprezentuje kopiec.

Dowód. �atwo zauwa»y¢, »e tablica A mo»e by¢ pojmowana jako drzewo bina-
rne. Korzeniem drzewa jest element A[1]. Dla ka»dego i, 1 ≤ i ≤ n, element
A[i] jest ojcem synów: lewego A[2i] oraz prawego A[2i + 1], pod warunkiem,
»e elementy te istniej¡ w tablicy A tzn. »e 2i ≤ n i odpowiednio 2i + 1 ≤ n.
Nietrudno zauwa»y¢, »e drzewo jest wywa»one. Warunek wymieniony w tezie
lematu gwarantuje, »e dla ka»dego w¦zªa A[l] wszystkie w¦zªy poddrzewa A[l]
zawieraj¡ elementy nie mniejsze od A[l].
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20.2.2 Konstruowanie algorytmu

Zacznijmy od analizy nast¦puj¡cego kodu

Kopcuj:

i :=l; j := 2*i; x :=A(i);
while j<=p do

if j<p and A(j)<A(j+1)
then

j:=j+1
�;
if x>=A(j) then exit �;
A(i):=A(j); i:=j; j:=2*i;

done;
A(i) := x;

Niech dane b¦d¡ warunki: warunek wst¦pny
α: tablica A na miejscach l + 1, . . . , p reprezentuje las kopców,
oraz warunek ko«cowy
β: tablica A na miejscach l, l + 1, . . . , p reprezentuje las kopców.

Lemat 20.4. Program Kopcuj jest poprawny ze wzgl¦du na warunek pocz¡tkowy
α i warunek ko«cowy β

α =⇒ {Kopcuj}β.

Dowód. Gdy j > p to A[l] jest li±ciem, A[l] jest te» korzeniem. A wi¦c fragment
tablicy A[l], A[l + 1], . . . , A[p] jest lasem kopców. Rozwa»my przypadek gdy
j ≤ p. Zacznijmy od obserwacji, »e po wykonaniu instrukcji
if j<p and_if A[j] < A[j+1] then j := j+1 �
zachodzi A[j] = max{A[2i], A[2i+1]}. W przypadku gdy x >A[j] to z zaªozenia
indukcyjnego x jest wi¦ksze od wszystkich w¦zªów poddrzewa A[j], a wi¦c i od
wszystkich w¦zªow poddrzewa A[j-1]. Nie ma nic wi¦cej do roboty i opuszczamy
(exit) petl¦. Je±li tak nie jest to kªad¡c A[i]:=A[j]; i:= j; j:=2*i; sprowadzamy
nasz problem do problemu przesiewania w poddrzewie drzewa pocz¡tkowego.
Po pewnej liczbie powtórze« algorytm zatrzyma si¦ poniewa» kolejne drzewo
b¦dzie li±ciem.

Rozpatrzmy teraz nast¦puj¡cy kod

BS:

l:= (upper(A) div 2)+1;
do

l:= l-1;
if l=lower(A) then exit �;

Kopcuj

od

Lemat 20.5. Zakªadam, »e lower(A)=1.Program BS buduje kopiec z elementów
tablicy A.

Dowód. Po wykonaniu instrukcji l:=(upper(A)div 2)+1 fragment tablicy A: A[l],
A[l+1], . . . ,A[upper(A)] jest lasem drzew. W ka»dej iteracji p¦tli do . . . od
powi¦kszamy fragment zawieraj¡cy las kopców. Powtarzanie zako«czy si¦ gdy
l=lower(A). Wtedy las kopców jest jednym kopcem o korzeniu A[1].
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Teraz rozwa»my kod

ST:

p:= upper(A); l:=lower(A);
do

x:=A[l]; A[l]:=A[p]; A[p]:= x;
p:=p-1;
if p=lower(A) then exit �;

Kopcuj

od

Lemat 20.6. Je±li tablica A jest kopcem, to program ST sortuje elementy tablicy
A w porz¡dku niemalej¡cym.

Dowód. W pierwszym kroku iteracji zamieniamy miejscami A[l] i A[p], pon-
adto zmniejszamy warto±¢ p. Ostatnim elementem tablicy A jest wi¦c element
najwi¦kszy. Gdy l=p to tablica A jest uporz¡dkowana niemalej¡co i mo»na za-
ko«czy¢ dziaªanie programu ST. W przeciwnym przypadku mo»e by¢ tak, »e
fragment A[l], . . . , A[p] tablicy A nie jest kopcem. Ale po wykonaniu polecenia
Kopcuj fragment ten b¦dzie kopcem. Kolejny co do wielko±ci element tra� na
miejsce p w tablicy A. Proces ten ko«czy si¦ i z chwil¡ jego zako«czenia tablica
A jest uporz¡dkowana niemalej¡co.

Co dalej? Jak skonstruowa¢ procedur¦ heapsort?
Mo»na zaproponowa¢ trzy rozwi¡zania:

� Tre±ci¡ procedury mog¡ sta¢ si¦ programy BS i ST, w których powtarza
si¦ program Kopcuj.

� Tre±¢ procedury mo»e polega¢ na wywoªaniu po kolei procedur BudujKo-
piec i Sortuj, ka»da z tych procedur wywoªuje procedur¦ Kopcuj.

� Na tre±¢ procedury heapsort skªadaj¡ si¦ klasa Przesiej, procedura Budu-
jKopiec rozszerzaj¡ca klas¦ Przesiej i procedura Sortuj te» rozszerzaj¡ca
klas¦ Przesiej.

Zestawmy te trzy mo»liwo±ci obok siebie

unit heapsortA: procedure
<deklaracje>

begin
BS;
ST

end heapsortA

unit heapsortB: procedure
unit Kopcuj: procedure
end Kopcuj
unit BudKop: procedure
... call Kopcuj ...
end BudKop
unit Sortuj: procedure
... call Kopcuj ...
end Sortuj

begin
call BudKop;
call Sortuj;

end heapsortB

unit heapsortC: procedure
unit Przesiej:
class ...

unit BudKop:
Przesiej procedure

unit Sortuj:
Przesiej procedure

begin
call BudKop;
call Sortuj;

end heapsortC

Ka»da z tych propozycji pozwoli skonstruowa¢ poprawn¡ procedur¦ heapsort.

Która droga prowadzi do najlepszego rozwi¡zania? Procedura heapsortB ma na-
jwi¦kszy koszt. Podczas wykonywania instrukcji BudKop i Sortuj instrukcja call
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Kopcuj b¦dzie wykonywana wielokrotnie. Wielokrotnie trzeba b¦dzie tworzy¢
rekord aktywacji tej procedury. Procedura heapsortC pozwala unikn¡¢ tego
narzutu. Zobaczymy jak. Ale najbardziej wydajna jest chyba procedura heap-
sortA. Tyle, »e wymaga to od nas dwukrotnego napisania kodu Kopcuj, wewna-
trz programu BS i wewn¡trz programu ST. Nie ma w tym nic zªego tak dªugo jak
dªugo nie trzeba wprowadza¢ zmian w kodzie Kopcuj � musimy tylko pami¦ta¢,
»e trzeba to zrobi¢ w dwu miejscach!

Doko«czmy konstrukcj¦ procedury heapsortC. Tworzymy klas¦ Przesiewanie.

unit Przesiewanie: class;
var koniec: boolean

begin

do

inner ;
if koniec then exit �;
i :=l; j := 2*i; x :=A(i);
while j<=p do

if j<p and A(j)<A(j+1)
then

j:=j+1
�;
if x>=A(j) then exit �;
A(i):=A(j); i:=j; j:=2*i;

done;
A(i) := x;

done

end przesiewanie;

i procedury dziedzicz¡ce klas¦ Przesiewanie: budujKopiec i sortuj.

unit budujKopiec: Przesiewanie procedure;
begin

koniec := (l=lower(A)); l :=l-1;
end budujKopiec;

Nie trzeba dªugo dowodzi¢, »e prawdziw¡ tre±¢ procedury budujKopiec stanowi
tre±¢ klasy Przesiewanie w której pseudoinstrukcj¦ inner zast¡piono dwoma in-
strukcjami z deklaracji procedury budujKopiec. czyli nale»y pami¦ta¢, »e dzieki
regule konkatenacji powinni±my przyj¡¢, »e deklaracja procedury budujKopiec
to
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unit budujKopiec: procedure;
var koniec: boolean

begin

do

koniec := (l=lower(A)); l :=l-1;
if koniec then exit �;
i :=l; j := 2*i; x :=A(i);
while j<=p do

if j<p and A(j)<A(j+1)
then

j:=j+1
�;
if x>=A(j) then exit �;
A(i):=A(j); i:=j; j:=2*i;

done;
A(i) := x;

done

end budujKopiec;

Wcze±niej przekonali±my si¦, »e ten algorytm przeksztaªca tablic¦ A w kopiec.
Podobnie mo»na sprawdzi¢, »e instrukcja call sortuj uporz¡dkuje tablic¦ A w
ci¡g niemalejacy.

unit sortuj: Przesiewanie procedure;
begin

d:= lower(A); koniec:=(p=d);
x:=A(d); A(d) := A(p); A(p) := x;
p := p-1;

end sortuj;

Po przyj¦ciu tych trzech deklaracji ªatwo uzupeªni¢ tre±¢ procedury
heapsortC tak jak to wida¢ poni»ej.

unit heapsortC: procedure(A: arrayof integer);
var i, j, l, p, x: integer;
unit Przesiewanie: class ...
unit budujKopiec: Przesiewanie procedure ...
unit sortuj: Przesiewanie procedure ...

begin

l := upper(A) div 2 +1;
p := upper(A);
call budujKopiec;
call sortuj

end heapsortC

20.2.3 Zadania

1. Napisz kompletny program, który wczytuje zadany ci¡g liczb i sortuje go.

2. Napisz program zawieraj¡cy procedury heapsortB i heapsortC. Tworzy
(do±¢ du»¡) tablic¦ liczb, np. wybieraj¡c liczby pseudolosowe i porz¡d-
kuje j¡ dwukrotnie, raz przy pomocy heapsortB i drugi raz przy pomocy
heapsortC. Porównaj czasy dziaªania tych algorytmów.
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3. Czy potra�sz zmieni¢ procedur¦ heapsort tak by porz¡dkowaªa tablice
elementów typu T?

20.2.4 Kompletny algorytm

Poni»ej przytaczamy kompletny tekst procedury heapsort (w wersji C). Z poprzed-
nich rozwa»a« wynika, »e algorytm ten poprawnie porz¡dkuje zadan¡ tablic¦ A.

unit heapsort: procedure(A: arrayof integer);

var i,j,l,d,p,x: integer

unit Przesiewanie: class;
var koniec: boolean

begin
do

inner ;
if koniec then exit �;
i :=l; j := 2*i; x :=A(i);
while j<=p do

if j<p and A(j)<A(j+1)
then

j:=j+1
�;
if x>=A(j) then exit �;
A(i):=A(j); i:=j; j:=2*i;

done;
A(i) := x;

done
end Przesiewanie;

unit budujKopiec: Przesiewanie procedure;
begin

koniec := (l=lower(A)); l :=l-1;
end budujKopiec;

unit sortuj: Przesiewanie procedure;
begin

d:= lower(A); koniec:=(p=d);
x:=A(d); A(d) := A(p); A(p) := x;
p := p-1;

end sortuj;

(* tu zaczynaj¡ si¦ instrukcje procedury heapsort *)
begin

l:= upper(A) div 2 +1;
p:= upper(A);
call budujKopiec;
call sortuj;

end heapsort;

20.3 Czy to jest kolejka priorytetowa

Tu poka»emy jak sprawdzi¢ czy zadana klasa K speªnia specy�kacj¦ S i dowie±¢
swojej racji.
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20.3.1 Czy to jest kolejka priorytetowa?

Poni»ej znajdziesz peªny tekst klasy PQS napisanej wiele lat temu przez W.M.
Bartol i D. Szczepa«sk¡. Jest to cz¦±¢ wi¦kszego programu symulacji pracy
oddziaªu bankowego [35] [36].

unit PQS : class; (* priority queues system *)
unit PQ: class;

var last,root:node;
unit min: function: elem;
begin

if root=/= none then result:=root.el else raise ReftoNone �;
end min;
unit insert: procedure(r:elem);

var x,z:node;
begin

x:= r.lab;
if last=none then

root:=x; root.left, last:=root
else

if last.ns=0 then
last.ns:=1; z:=last.left; last.left:=x;
x.up:=last; x.left:=z; z.right:=x;

else
last.ns:=2; z:=last.right; last.right:=x;
x.right:=z; x.up:=last; z.left:=x;
last.left.right:=x; x.left:=last.left; last:=z;

�
�;
call correctUp(r)

end insert;
unit delete: procedure(r: elem);

var x,y,z:node;
begin

x:=r.lab; z:=last.left;
if last.ns =0 then

y:= z.up;
if y=none then root:=none else y.right:= last �;
last.left:=y; last:=y;

else
y:= z.left; y.right:= last; last.left:= y;

�;
z.el.lab:=x; x.el:= z.el; last.ns:= last.ns-1;
r.lab:=z; z.el:=r;
(* the following three instructions were added during our veri�cation *)
z.left.right :=none; z.ns:=0; z.left, z.right, z.up := none;
if x.less(x.up) then

call correctUp(x.el)
else

call correctDown(x.el)
�;

end delete;
unit correctDown: procedure(r: elem);

var x,z: node, t: elem, �n, log: Boolean;
begin

z := r.lab;
while not �n
do

if z.ns = 0 then �n :=true
else

if z.ns=1 then x := z.left
else

if z.left.less(z.right) then x:= z.left else x:=z.right �
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�;
if z.less(x)
then

�n := true
else

t:= x.el; x.el :=z.el; z.el:=t;
z.el.lab :=z; x.el.lab:=x

�;
�;
z:=x;

od
end correctDown;
unit correctUp: procedure(r: elem);

var x,z: node, t: elem, �n, log: Boolean;
begin

z := r.lab;
x:= z.up;
do

if x=none then log:=true else log:=x.less(z) �;
if log then exit �;
t:=z.el; z.el:=x.el; x.el:=t;
x.el.lab:=x; z.el.lab:=z; z:=x; x:z.up;

od
end correctUp;

end PQ;

unit node: class (el:elem);
var left,right,up: node, ns:integer;
unit less: function(x:node): boolean;
begin

if x= none then
result:=false

else
result:=el.less(x.el)

�;
end less;

end node;
unit elem: class(prior:real);

var lab: node;
unit virtual less: function(x:elem):boolean;
begin

if x=none then
result:= false

else
result:= prior ≤ x.prior

�;
end less;

begin
lab:= new node(this elem);

end elem;
end PQS (* priority queues system *);

20.3.2 Introduction

This paper presents a proof that the class PQS is a correct implementation
of priority queues data structure. The class (see Appendix) is written in an
object-oriented programming language. The speci�cation (see Table 1) consists
of a few algorithmic formulas. Formally, the proof of correctnes of the class
w.r.t. the speci�cation resembles a proof that a given algebraic structure A is
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a model of some axiomatic theory T . Literature knows many examples of the
proofs of correctnes of algorithms with respect to their pre- and post-conditions.
However, the union of proofs of a class' methods (i.e. algorithms) does not result
in the proof of the class correctness.

Each class can be considered as a description of an algebraic structure (a
data structure). The universe of the structure is the set of all potential objects
of the class, its functions and relations are de�ned by class methods.

Dealing with a class we are confronted with several properties, sometimes
called invariants of the class (B. Meyer in Ei�el [25]), that must be valid for all
objects of the class. Moreover, an external characterization of the class requires
some properties that express corellations between di�erent methods. All these
properties will be called a speci�cation of a class.

Our message has several layers:

� �rst, we o�er a discussion of the methods of software's veri�cation.

� second, we propose to think what a software's veri�cation is,

� �nally, we need to know what a class speci�cation looks like?

Two views and two practices are colliding in production of software. One view
is that programs should be accompanied by solid arguments demonstrating the
correctness and the completeness of software. The practice associated with this
view consist in proving properties of software. At present, we observe that there
are more and more cases when the industry demands the proofs of correctness of
programs. It is especially true of these cases where security must be guaranteed.
Another view is followed by the majority of the individual programmers and the
big software companies. They are of the opinion that testing of programs is the
su�cient activity before the software is delivered to clients. Hence we have two
practices that seem to exclude one another: testing or proving. In the presented
paper we argue1 that the two approaches may be synthesized to a completely
di�erent scheme of practice. We propose to replace the term testing by another
word experimenting. Testing limits itself to the execution of program and the
comparison of its e�ects with the predicted, supposedly correct results. For
the majority of people testing is the practice of searching bugs in software.
Experimenting has larger horizons, it covers not only searching of errors (aka
counter-examples) but also gathering the positive evidence. Sometimes during
experiments we begin to believe that objects obey certain rules and later we try
to �nd more evidence con�rming our beliefs. During experiments one is going
to execute program with di�erent data, to collect results and to present them in
graphical mode, in tables, in data bases, etc. It is suggested that the experiments
were done with some plan. Next, one should analyze the gathered experience
and search some regularities. This process should lead to the formulation of
lemmas and propositions. After this is done, there is the time of proving the
hypotheses. Obviously, the process sketched above may need to be iterated for
di�erent reasons, e.g. when our program is modi�ed. We consider the method
given below

experiment→ observe→ formulate hypotheses→ prove.

1following to some extent the ideas of Georg Hegel who used to say that from a pair: thesis
and antithesis we should make a synthesis
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as a proper approach to the production of the high integrity software [27], [6],
[7], [3].

How to de�ne the goals of software's veri�cation? Assuming that a speci-
�cation of a class is given in the form of a set of formulas, the veri�er agent
should prove that every object of the analyzed class will satisfy every formula
of the set, whenever any method of the class has been completed.

We are proposing the methodology which consists of algorithmic logic AL
and an environment SpecVer � a plugin into the Eclipse IDE. A SpecVer project
can be developed from its initial phase of specifying algorithms and classes,
through implementing them in an object programming language, to the phase
of veri�cation of implementation against its speci�cation.

We present an almost complete case study which consists of a speci�cation
ATPQ of priority queues, a class PQS, and the veri�cation of the thesis that the
class PQS correctly implements the speci�cation ATPQ.

Class PQS may be used in several applications. For example, it is a part of
a bigger program Simulation of a Bank Department. The structure of the sim-
ulation program is shown in Figure 1. The program contains 6 external classes,
13 innner classes and 20 methods. The relation between inner classes and the
containing them external classes are shown on the diagram. The relation of
inheritance is also shown on the diagram. The arrows lead from one class to
its direct superclass. The thick arrows start at external classes. The thin ar-
rows lead from an inner class K to inner class I inherited by the class K. We
conceive the �ve external classes as implementations of data structures: Class
BankDepartment extends the structure of Office. Class Office is based on
the class Simulation, it uses also the data structure of FIFOQueues. The class
Simulation relies on the class PriorityQueues. These relations are shown on
the diagram by thick arrows. (As no one class may inherit two classes, we de-
cided to make the class FIFOQueues the base class of the class PriorityQueues.)
The diagram shows also the inheritance relation between inner classes. This al-
lows us to introduce more subtle relations between classes. For example, any
object of class Customer is queueable since the class Customer inherits from
the class Simprocess which in turn inherits from the class ElemFIFO. An object
of class Customer may be activated and made passive several times since the
class SimProcess is a coroutine. The value of unique variable ExperimPlan

is a set of EventNotices. During the execution of our simulation experiment
the variable ExperimPlan has various sets of EventNotices as its value. An
object of the class EventNotice is a pair: 〈s.t〉, where s is a SimProcess object
and t is a time. Objects of class EventNotice are inserted and/or deleted from
the set ExperimPlan. EventNotices are ordered by a relation less. The class
Simulation is to guarantee that the active object of the experiment, in our
case it will be either a customer or a teller object, will be active i� its activa-
tion time is the minimum of all times of EventNotices in ExperimPlan set.
Encapsulating two inner classes SimProcess and EventNotice and the variable
ExperimPlan of type PQ makes the process of coding of the class Simulation
simpler.

The term high integrity software was introduced in [6]. For us the high in-
tegrity programming means the activity which involves speci�cation of software
modules, implementation the modules (i.e. classes and methods) and veri�ca-
tion of the modules against their speci�cation. We shall use the structure shown
in Figure 1 to illustrate what has to be done.
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For each external class C three documents should be produced:

� A speci�cation S of the class C. Speci�cation is a set of formulas which
express the properties of methods and invariants of objects of the class.
Each speci�cation should enjoy two properties:

� Consistency
There is no implementation of an inconsistent speci�cation. An in-
consistent speci�cation has no sense.

� Completeness
An incomplete speci�cation allows various models. Not all of them
are desired. A complete speci�cation brings enough information on
properties of objects of class to distinguish between a desired and an
improper implementation, and therefore can be used as a criterion
of acceptance of a class. It is su�cient to produce the proofs or
veri�cation reports.

� The �le containing the class C itself. Usually this �le contains all the
methods and inner classes of the class C.

� The veri�cation report. This �le should contain arguments that soothe
our conscience and convince the user of our class. The arguments used
may be more formal - having form of a mathematical proof or may recall a
dialogue. Rarely a formal proof is needed. The veri�cation report should
be rather an evidence of analysis and it should serve to convince its reader
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that the conclusions of the report are sound. A veri�cation report is of
good quality if it is an intersubjective experience. Surely, a formal proof of
a correctnes has this quality, but frequently it is not readable by a human
being. A balance between two extremities is needed.

In earlier papers we have presented the work on speci�cations of classes [27].
Speci�cations are subjects of studies and analyses. In other words, one should
visualize a process of development and amelioration of a speci�cation.

This paper illustrates the process of veri�cation of a class C against a spec-
i�cation S. In the most cases implementation of a class precedes the process of
veri�cation. Sometimes, the veri�cation can be done simultaneously with the
production of the needed class. In another paper we shall exemplify the (rare)
case when a class, the Simulation class, is systematically elaborated together
with the proof of its correctness. For this we need only the speci�cation of the
base class PQS and the target class Simulation.

We propose to make an experiment. The reader will look at the appendix
and try to give arguments that the class PQS correctly implements a priority
queues system. Those who forgot what a priority queue is, may �nd its axiomatic
de�nition in Table 1 below. We ask the reader how much of time he/she needs
to convince someone that the class PQS implements the abstract data type of
priority queues.
We did the following:

1. Experiments - we executed methods of the class by hand and have drawn
some pictures.

2. Observations - we analyzed the pictures and searched for some regularities.

3. Conclusions - we formulated several hypotheses (lemmas) and proposi-
tions.

4. Proving - we proved the lemmas.

5. Finally - putting together the facts, we proved the correctness theorem.

20.3.3 Priority Queues Speci�cation

Before implementing a data structure one should write down its speci�cation.
The �rst part of the speci�cation � the signature � enlists the sorts, the opera-
tions and the relations. The second part enlists the properties, also called the
axioms, Table 1 contains the speci�cation of the abstract data type of priority
queues [31, p.154]. Remark that besides the formulas of �rst-order logic we use
algorithmic formulas [31]. An example of algorithmic formula is the axiom (a2).
Its structure is as follow:

〈program P 〉〈formula α〉.

The meaning of the whole formula is ¡fter execution of program P the formula
α is valid". In our example the formula (a2) takes value true if and only if
the program halts. Hence, including such formula among the axioms of our
speci�cation, means "the program P always terminates". The semantic meaning
of the axiom (a2) is the set q is �nite. The axiom (a8) is in fact an explicit,
algorithmic de�nition of the relation member.
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Algorithmic formulas allow to express the semantic properties of programs
such as termination, correctness, etc. Almost 40 years ago we proved that the
calculus is sound and complete [31]. It means that we have choice between
showing that some semantic property of a program is valid or proving the for-
mula that expresses the property. We gave several examples of speci�cation of
abstract data types as algorithmic theories. ATPQ is one of such examples.

Table 1. Speci�cation ATPQ of priority queues.

Signature Comments

Sorts Universe = E ∪ PQ
E set of elements
PQ set of priority queues

Operations let e ∈ E and q ∈ PQ
insert : E × PQ −→ PQ put e into q
delete : E × PQ −→ PQ delete e from q
min : PQ −→ E �nd the minimum element
empty : PQ −→ {true, false} is a priority queue q empty?
member : E × PQ −→ {true, false} does e ∈ q?
≤: E × E −→ {true, false} the ordering relation

Axioms

(a1) The set E ofelements is linearly ordered by the relation ≤ .
(a2) [while not empty(q) do q := delete(min(q), q) done] true

This axiom says for all q program halts, i.e. the priority queue q is �nite
(a3) [q1 := insert(e, q)]{member(e, q1) ∧ (∀e16=e member(e1, q1)⇔ member(e1, q))}
(a4) [q1 := delete(e, q)]{¬member(e, q1) ∧ (∀e16=e member(e1, q1)⇔ member(e1, q))}
(a5) empty(q)⇒ (∀e∈E ¬member(e, q))
(a6) ¬empty(q)⇒ (∀e∈E member(e, q)⇒ min(q) ≤ e))

The operation min �nds the least element of the set q.
(a7) [e := min(q)]true⇔ ¬empty(q)

Axiom (a7) says the result of expression min(q) is de�ned i� ¬empty(q)
(a8) member(e, q)⇔ begin

s1 := q; result := false;
while not empty(s1) and not result do

if e =min(s1) then result:=true �;
s1 := delete(min(s1),s1)

done
end result

ATPQ is an acronym of Algorithmic Theory of Priority Queues. The theorems
of the theory are the formulas provable by the calculus of algorithmic logic [31]
from the axioms of ATPQ.

Uwaga 20.7. In the literature, the frequent choice when speaking on the ab-
stract data type of priority queues, is the operation deletemin, instead of the
operation delete. Our choice was di�erent and deliberate. With the present set
of operations we are able to construct the speci�cation which enjoys the property
of being almost complete.

It was shown in [31] that the algorithmic theory of priority queues has a
metalogical property known as the representation meta-theorem: Every model



214 ROZDZIA� 20. KOPCE

of ATPQ is isomorphic to the standard model of priority queues. 2

Let us add a few words on the ATPQ speci�cation. An important fact states
that any implementation of the axioms of ATPQ where a concrete set E was
given, is isomorphic to the structure of �nite subsets of the set E with the
operations

insert(e, s) = increase the set s by adding element e to it,

and
delete(e, s) = supprime the element e from the set s.

The consequences of the theorem are of general methodological nature:

� the speci�cation of ATPQ is complete. If a new formula is added then
either it is a logical consequence of the axioms or it leads to contradiction,
or it expresses the properties of the elements only.

� the speci�cation can be used as the criterion of correctness of a proposed
implementation,

� the proofs of properties of programs that use this data structure may be
based on axioms of priority queues listed in Table 1. No other properties
of priority queues are ever needed.

20.3.4 Experiments

Our work on veri�cation of the class PQS began by experimenting. The exper-
iments consisted in executing (by hand) operations insert and delete, drawing
pictures, and observing the changes in the constellation of objects of type node.
Figure 2 shows a few snapshots of our experimentation. In fact, we did twice
as much drawings. The reader may wish to continue our experiments on his
own, e.g. by inserting the element e6 or deleting the element e2 after insertion
of the element e5 was done. It is wortwhile to observe that the snapshot after
execution of delete(e2) will show the picture which is essentially the same as
after insertion e1, e2, e3, e4 with following di�erence: Instead of e2 we �nd e5,
and the pair of objects 〈 e2, its companion node object 〉 is an isolated (not
connected) part of the graf. During the experiments we neglected the ordering
relation between elements.

Our �rst impression, when looking at the drawings of Figure 2, is a complete
chaos. Slowly we commence to distinguish some parts and we begin to perceive
some regularities. First, we remark that in each of 6 pictures there is exactly
one object of type PQ which has two �elds: root, last. Next, we remark that
objects of type Elem and of type Node come in pairs, each pair is connected by
.el and .lab arrows. Our next observation is that the arrows .up form lists of
objects of type Node (no cycles). The meaning of arrows .left and .right is less
evident that it may be suggested by their names. On the diagram some of them
are solid and some of them are dotted. This comes as the result of analysis,
the arrows .left and .right pay two roles. We see that the solid arrows .left
and .right go against to the arrows .up. While the observation that there is no
cycle in paths composed of .up arrows may lead to the statement that on each

2Algorithmic theories (e.g. [39], [31]) were studied since 70's of XX century.
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diagram we have a tree of node objects, the present observation states that the
tree is a binary one.
Our observations need to be properly formulated and proved. This will be done
in the next section. Before that, one may execute further experiments, e.g. by
executing the command delete(e2).

20.3.5 Observations and Lemmas

We shall study the class PQS, see the Appendix. We can assume that a usage
of PQS consists in a �nite sequence of creation of newElem() objects and calls:
call q.insert(e), call q.delete(e').
Following the intuition gained from Figure 2 we shall introduce the notion of
observable states. The initial state s0 is the graph consisting of exactly one
object o of type PQ, s0 = {new PQ} and no edges.

De�nicja 20.3. (of the observable states) The set S of observable states is the
least set which contains the initial state s0 and which is closed with respect to
the operations insert and delete and creation of new Elem() objects.

Each state consists of a set of objects and the edges connecting them. The
examples of states are presented in Figure 2. The class PQS may be viewed as
a de�nition of the relational structure PQS. The universe U of the structure
consists of the objects of the inner classes of the class PQS. The attributes of
objects of U de�ne functions between objects. The set of objects of type Node

will be denoted Node. analogously for the set of objects of type Elem and of
type PQ:

Node = {n : n instanceof Node},
Elem = {e : e instanceof Elem},
PQ = {q : q instanceof PQ}.

De�nicja 20.4. The class PQS determines an algebraic structure

PQS = 〈U, .up, .left, .right, .el, .lab.〉,

where U is a subset of the union Node∪Elem∪PQ which satis�es the condition

(∀n∈Node) (∀e∈Elem) n.el = e⇔ e.lab = n.

The functions of the structure PQS are de�ned as follows

.up
df
= {〈n, n′〉 : n, n′ ∈ Node, n′ = n.up},

.left
df
= {〈n, n′〉 : n, n′ ∈ Node, n′ = n.left},

.right
df
= {〈n, n′〉 : n, n′ ∈ Node, n′ = n.right},

.el
df
= {〈n, e〉 : n ∈ Node, e ∈ Elem, e = n.el},

.lab
df
= {〈e, n〉 : e ∈ Elem, n ∈ Node, n = e.lab}.
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Our �rst observation is that if we abstract from (i.e. we forget about) the
arrows .left and .right then for each state s its graph shows a tree.

De�nicja 20.5. Let s be an observable state, consider the objects of type Node

in this state. Let Ts be the set of these object of type Node that access the object
.root object by a path composed from .up arrows only.
Ts = {o ∈ Node ∩ s : there is a path composed from

.up arrows only, leading from object o to object .root}

Lemat 20.8. In any observable state s the pair 〈Ts, .up〉 is a tree.

De�nicja 20.6. (of a son) We say that a node n is a son of a node f in the
tree Ts if and only if n.up = f. A node n is said to be a leaf of the tree Ts if and
only if it has no sons.

Our next observation is

Lemat 20.9. For every o ∈ Ts, o.ns = number of sons of o.

De�nicja 20.7. We say that an arrow .left from the node n is solid i� n.ns > 0.
We say an arrow .right from the node n is solid i� n.ns = 2. Otherwise the
arrows are said weak, or dotted.

Next, we observe that solid arrows lead against .up arrows.

Lemat 20.10. For every state s, the tree Ts with solid arrows only, forms a
binary tree.

Proof: For every two nodes n and f of the tree Ts the following properties
hold:

� if a solid .left arrow leads from node f to node n then n.up = f
(f.left = n ∧ f.ns > 0 )⇒ n.up = f ,

� if a solid .right arrow leads from node f to node n then n.up = f
(f.right = n ∧ f.ns = 2 ∧)⇒ n.up = f ,

� n.up = f ⇔ (f.left = n ∨ f.right = n).

Hence Ts is a binary tree. Our next observation can be stated as follows:

Lemat 20.11. There exists at most one node n in Ts such that n.ns = 1. If it
is the case then last = n.

Now, we observe that the leaves of tree Ts are on two levels only.

Lemat 20.12. For every state s, there exists a natural number k(Ts) such that
every leaf of the tree Ts is on the level k(Ts) or k(Ts)− 1.

The number k(Ts) is equal the length of the path composed from .up arrows
leading from the object last.left to the root object. It is equal 0 if root = none.

Now we try to guess the rôle of non-solid arrows .left and .right. The
following property holds:

Lemat 20.13. The object referenced by the variable last in the tree Ts is the
leftmost node on the level k(Ts)− 1 which has less than two sons.
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Let us return to the Figure 1 and observe the following facts:

Uwaga 20.14. A) If a node n has two sons then its left brother has also two
sons.
B) If a node n has one son then it is its left son.
C) If a node n has one son then its brother from the left has two sons and its
brother from the right is a leaf.

Lemat 20.15. The value of the variable last is a head of a list of leaves linked
together via .right (weak) arrows.

Lemat 20.16. The value of the variable last is a head of a cyclic list of leaves
linked by (weak) .left arrow.

We see that all leaves on the level k(Ts) are grouped to the left.

Lemat 20.17. Tree Ts is a perfect binary tree i.e. all the levels are completely
�lled with an eventual exception on the deepest level, in this case all the leaves
are grouped to the left.

The following four lemmas have similar form (α ⇒ Iβ), where I is either
instruction insert(e) or instruction delete(e), α is a precondition and β is a
postcondition of the instruction I.

Lemat 20.18. Let I : insert(e) and
α1 : {last = o ∧ o.left = n1 ∧ o.right = k ∧ o.ns = 0 ∧ e.lab = n ∧ n.el = e},
β1 : {last = o ∧ o.ns = 1 ∧ o.left = n ∧ o.right = k ∧ n.up = o ∧ n.left = n1}.
The instruction I is correct with respect to the precondition α1 and postcondition
β1 in the structure PQS

PQS |= (α1 ⇒ Iβ1).

Dowód. How to read this lemma? It states that in any state s, if the precondition
α1 is satis�ed by s, then the execution of instruction insert(e) will succesfully
lead to certain state s′ and the postcondition β1 will be satis�ed by s′. What is
the meaning of the precondition α1 of the instruction insert? We can draw it,
see Fig. 3.
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We check that the con�guration of objects drawn on Fig. 3 satis�es the pre-
condition α1, The equality last = o is satis�ed since both variables point to
the same object. The variable last.left points to the object pointed by n1.
last.right point to the object pointed by k. The objects e and n are linked
together, e.lab = n and n.el = e.
Next, we can follow step by step the execution of the command q.insert(e) with
the text of method insert in hand. We start observing that the precondition α
implies last.ns = 0 hence the instructions executed by insert are:
x:=e.lab; last.ns := 1; z := last.left; last.left := x; x.up := last;
x.left := z; z.right := x;last:=z;
Now we can draw modi�cations to the picture following the instructions.
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Fig. 6 Migawka po zako«czeniu instrukcji insert .

The state shown on Fig. 6 can be described by the following formula γ : {last =
o∧ o.ns = 1∧ o.left = n = n1.right = e.lab∧ o.right = k ∧ n.up = o∧ n.left =
n1 ∧ n.el = e}. It is easy to observe that the formula γ implies the formula β1.
Note that if the initial state s satis�es the precondition α1 then at the end of the
execution of the instruction insert(e) in PQS we obtain the state s′ satisfying
the postcondition β1.

Lemat 20.19. Let I : insert(e) and
α2:{last=o∧o.left=n1∧o.right=n2∧o.ns=1∧e.lab=n},
β2: {last=n2∧o.ns=2∧o.left=n1∧o.right=n∧n.up=o∧n.left=n1 ∧n1.right=n}.
The instruction I : insert(e) is correct with respect to the precondition α2 and
the postcondition β2.

PQS |= (α2 ⇒ Iβ2).

Dowód. One can easily verify that if last.ns = 1 then the actions executed by
the method insert are those presented in Table 2 below.

Table 2. Proof of lemma 3.

Precondition:
α2:(last=o∧o.left=n1∧o.right=n2∧o.ns=1 ∧e.lab = n)

Instruction E�ect
x := e.lab x=n, since precondition says e.lab=n
last.ns:=2 o.ns=2, since last=o
z := last.right z=n2, because last.right=n2
last.right:=x o.right=n, because last=o and x=n
x.right := z n.right=n2, because x=n
x.up:= last n.up=o, because last=o and x=n
z.left:=x n2.left=n, because z=n2
last.left.right:=x n1.right=n, because last.left=n1
x.left:=last.left n.left =n1, because last.left=n1 and x=n
last :=z last=n2, because z=n2
Postcondition:

β′:(o.ns=2∧o.right=n∧n.right=n2∧n.up=o∧ n2.left=n∧n1.right=n∧
n.left=n1∧last=n2∧o.left=n1∧e.lab=n )

The postcondition β′ collects the facts enlisted in the column E�ect extended
by the formulas e.lab=n and o.left=n1 for they remain satis�ed after execution
of insert. In this way we obtained a postcondition which is even stronger than
the formula β2.

The proofs of lemmas 20.18 and 20.19 exemplify two di�erent ways of argu-
menting that a semantical property is valid. The �rst one, informal, consists
in drawing the pictures. It may be related to drawing Venn's diagrams in the
algebra of sets. Like diagrams of Venn it does not replace the proving but it is
helpful. The second one is nearer to the goal of mechanization of proving.
In the following two lemmas we analyze properties of algorithm delete.

Lemat 20.20. Let the formulas α3, β3, and the instruction D be de�ned as fol-
lows:
α3 : {last = o∧o.left = n1∧o.right = n2∧o.ns = 0∧e.lab = n∧n1.left = n3},
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β3 : {last = n1.up∧ last.right = o∧ last.ns = 1∧ o.left = last∧ o.right = n2∧
n1.ns = 0∧n1.up = n1.left = n1.right = none∧n3.right = none∧n1.el = e},
D : delete(e).
The instruction delete(e) is correct with respect to conditions α3 and β3, i.e.

PQS |= (α3 ⇒ Dβ3).

Now we consider another case of applying the instruction delete.

Lemat 20.21. Let the formulas α4, β4 be de�ned as follows:
α4 : {last = o∧o.left = n1∧o.right = n2∧o.ns = 1∧e.lab = n∧n1.left = n3},
β4 : {last = o ∧ o.left = n3 ∧ o.ns = 0 ∧ o.right = n2 ∧ n1.el = e ∧ n1.up =

n1.left = n1.right = none ∧ n3.right = none}.
The instruction delete(e) is correct with respect to conditions α4 and β4, i.e.

PQS |= (α4 ⇒ Dβ4).

The instructions call correctUp() and call correctDown(), that end the ex-
ecution of procedures insert and delete, serve to guarantee that for each path
in the tree T of nodes the elements associated to the nodes of the path form a
decreasing sequence with the minimum in the root.

Lemat 20.22. (on procedure correctUp )
Procedure instruction call correctUp(r) is correct w.r.t. the precondition γ1 and
the postcondition γ2 given below
γ1 : r in elem ∧ r.less(r.lab.up.el) ∧ last.left.el = r
(The �rst condition r in elem is checked by compiler.) The second condition
says the newly added element is less or equal than the element associated with
the father of r. The third condition says: the companion node n of the element
r is pointed by the pointer last.left.
γ2 :for every node n on the path beginning at the element r, the following con-
dition holds n.up.less(n) ∨ n.up = none.

Lemat 20.23. (on procedure correctDown)
Procedure correctDown is correct w.r.t. the precondition γ3 and the postcondi-
tion γ4 given below
γ3 : r in elem ∧ ¬r.less(r.lab.up.el
γ4 :for every node n on the path beginning at the element r, the following con-
dition holds n.up.less(n) ∨ n.up = none.

Lemat 20.24. For every two nodes x, y in the tree Ts, x.up = y ⇒ y.less(x).

Dowód. This property is invariant with respect to the operations insert and
delete. At the very beginning the tree T is empty and the property holds.
Assume that the property holds for a certain tree T . Consider another tree
T ′ which is the result of operation insert or delete. After the insertion of an
element the procedure correctUp is called and the tree is going to be repaired
to keep the property. The same remark may be repeated in the case when the
tree T ′ is the result of the operation delete on tree T .

This sequence of observations leads to the following:

Lemat 20.25. In each observable state s the tree Ts is a heap.
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Before proving the corectness of the implementation we should extend the
class PQ adding two methods empty and member.

Boolean empty() { return root=none}
Boolean member(Elem e, PQ q) { the body of this method is given on the
righthand side of the equivalence a8 of Table 1}.

Now we are ready to verify the implementation PQS of priority queues against
the speci�cation ATPQ given in Table 1.
Let us start with the structure consisting of elements and heaps {Ts : s ∈ S}
and operations insert and delete, min, and the relations empty and member.
Consider the quotient structure PQS in which we identify the heaps that have
the same sets of elements. We claim that it is a priority queues structure, a
standard model of the theory of ATPQ. It su�ces to verify that the axioms of
Table 1 are formulas valid in the structure PQS.
a2) The program while not q.empty() do q.delete(q.min()) done always ter-
minates since each operation delete removes one element from a heap.
a3) This follows from the lemmas 20.18 and 20.19.
a4) This follows from the lemmas 20.20 and 20.21.
The veri�cation of the remaining axioms of ATPQ is left to the reader. We can
conclude:

Twierdzenie 20.26. The structure PQS of elements and PQ objects imple-
mented by the class PQS is a priority queue.

Remarks on cost:
The pessimistic cost of an operation insert or delete is O(logn), where n is the
number of elements in the priority queue. This property is very important in the
application of priority queue as plan of experiment in the class Simulation that
inherits (extends) the class PriorityQueue. Imagine, in an simulation experi-
ment of a pandemia of in�uenza where the objects of SimProcess class count in
hundreds of thousands and the number of EventNotice objects goes in milions,
any implementation with the cost worse than O(logn) would be impractical.

20.3.6 Final remarks

We have demonstrated the work on veri�cation of a given class K against a
speci�cation S. Aswering the question is the class K a correct implementation
of the speci�cation S is a task completely di�erent than proving correctness
of an algorithm with respect to a given pre- and post-conditions. This paper
shows that the formal counterpart of the task is asking whether a given class
implements a set of axioms. In this context it is natural to conceive the class
K as an algorithmic de�nition of some algebraic structure A and to study the
question is the structure A a model of the speci�cation S. We are stressing
that high integrity programming requires many skills and a lot of invention.
The analysis of this case study shows the wide repertoire of questions that may
appear during the work on a software project. The incomplete list contains the
following kinds of subgoals:

� speci�cation of algorithms,

� speci�cation of classes (this work is strongly related to the goal of speci-
�cation of a data structure),
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� construction of a method (i.e. procedure or function),

� construction of a class,

� veri�cation of a conjecture given class K correctly implements some spec-
i�cation S.

In a future paper we shall demonstrate that, in a favorable circumstances, one
can construct a class together with a proof of its correctness.

From previous sections we conclude that EOP (experiment, observe, prove)
method can be successfully applied to software analysis. We do not claim it is a
trivial task but it is at least realizable. As a matter of fact most programmers
would agree that formal methods are generally better than sophisticated testing
and simultaneously most of them are not using such methods at all. It seems
that essential to the problem is lack of proper tools and experience i.e., tools
which can integrate speci�cation, implementation and veri�cation tasks into sin-
gle, consistent process. Experience can be gained only through everyday prac-
tice. Our goal is to develop integrated programming environment supporting
every phase of software construction using formal methods. EOP idea presented
in this paper is a part of bigger scheme called temporarily SpecVer program-
ming. We assume that whole process of software production needs preparation
of:

� speci�cation documents: formal texts along with some math analysis (is
it astonishing that some speci�cations are incorrect, or mor precisely they
may be inconsistent or incomplete?),

� implementation code,

� veri�cation reports: again formal texts with some proofs about implemen-
tation's quality.

As you can remark, EOP method could be used both for speci�cation and
veri�cation tasks as soon as we can perform observations analogous to these
made about Fig. 2. This again direct us towards programming tools. We
need some object debugger showing program memory from object perspective,
some formal support tools helping in logical theorems construction and perhaps
checking if formulas are properly written and much, much more ... Some work
has already been started, but a lot of it still should be done. For now we
can present initial implementation of Eclipse plugin [42] supporting creation of
speci�cation documents.

Appendix - the class PQS

The full text of the class PQS as written by W.M. Bartol and D. Szczepa«ska.
It is a part of bigger program of simulation of bank department [35] [36].
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Cz¦±¢ III

Programowanie z agentami

lub

programowanie rozproszone
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W tej cz¦±ci przedstawimy wspóªprogramy i procesy oraz obiekty wspóªpro-
gramów i obiekty procesów.
Wyj¡tki - programowanie z sygnaªami wyj¡tków.?? Mo»e to przenie±¢ wy»ej?
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Rozdziaª 21

Wspóªprogramy L9

21.1 Wspóªprogramy

W tym rozdziale omówimy moduªy wspóªprogramów i wspóªprac¦ z obiektami
wspóªprogramów.
Wspóªprogram (ang. coroutine) jest moduªem programu podobnym do klasy.
Ró»nice mo»na sprowadzi¢ do krótkiego zdania: sªowo class zast¡p sªowem
coroutine i zezwól programi±cie stosowa¢ polecenie attach(c), Tu c jest zmienn¡
wskazuj¡ca na obiekt jakiego± wspóªprogramu. Wa»ne jest by pami¦ta¢, »e in-
strukcja attach(c) mo»e pojawia¢ si¦ nie tylko w tre±ci wspóªprogramu, ale i w
moduªach funkcji i procedur zadeklarowanych we wspóªprogramie. Wynika z
tego nast¦puj¡ca zasada: instrukcje wyst¦puj¡ce w tre±ci wspóªprogramu dziel¡
si¦ na dwie cz¦±ci � te wykonywane a» do polecenia return wª¡cznie z nim, to
tzw. konstruktor, pozostaªe instrukcje do wykonywanie których mo»na powróci¢
gdy inny obiekt wspóªprogram wyda polecenie attach(c) to s¡ instrukcje w¡tku
wspóªprogramu, niektórzy mówi¡ instrukcje wªókna wspóªprogramu.

Skªadnia

Wspóªprogram jest to moduª o nast¦puj¡cej strukturze

unit M: coroutine(args);
D

begin
I1 (* instrukcje konstruktora *)
return;
I2 (* wªókno lub w¡tek wspóªprogramu *)

end M

gdzie M jest nazw¡ wspóªprogramu,

args � list¡ parametrów formalnych,

D � list¡ deklaracji lokalnych,

I1, I1 � s¡ ci¡gami instrukcji.

229
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Instrukcja wznawiania wspóªprogramu ma posta¢ nast¦puj¡c¡

attach(x) .

Zmienne typu wspóªprogram deklarujemy w ten sam sposób co zmienne typu
klasa.
Np. var x,y: MyCoroutine, u,v: MyClass;
Je±li chcesz to mo»esz tworzy¢ tablice wspóªprogramów, zob. ??
Wyra»eniami obiektowymi typu wspóªprogram s¡ :

� odpowiednio zadeklarowana zmienna,

� wyra»enie new(), generuj¡ce obiekt wspóªprogramu,

� nazewnik funkcyjny zwracaj¡cy obiekt wspóªprogramu.

Semantyka

Semantyka obiektów wspóªprogramów ma dwie strony: biern¡ � gdy obiekt
wspóªprogramu jest przedmiotem dziaªa« oraz czynn¡ gdy obiekt wspóªpro-
gramu wykonuje swoje kolejne instrukcje (gdy sterowanie zostaªo przekazane do
takiego obiektu). Zechciej porówna¢ � sterowanie nie mo»e zosta¢ przekazane
do obiektu klasy. Z drugiej strony instrukcja procedury wytwarza anonimowy
rekord aktywacji procedury i przekazuje sterowanie do tego rekordu. Obiekt
wspóªprogramu mo»e posiada¢ nazw¦, tak jak obiekt klasy, ponadto inny wspóªpro-
gram mo»e mu przekaza¢ sterowanie. Do tego sªu»y instrukcja attach(c). Pro-
gram gªówny jest wspóªprogramem. Program gªówny mo»e wytworzy¢ obiekty
wspóªprogramów i mo»e przekaza¢ sterowanie do jednego z nich. Zobacz po-
drozdziaª Producent i konsument ?? poni»ej.

Warto±ci¡ wyra»enia obiektowego, np. newM(1,2), jest nowy obiekt wspóªpro-
gramu. Tworzy si¦ go w ten sam sposób jak obiekt klasy. Ka»da operacja
wykonywana na obiekcie klasy mo»e te» by¢ wykonana na obiekcie wspóªpro-
gramu.

Ponadto Pasywny obiekt c wspóªprogramu mo»e przej±¢ do stanu Akty-
wny i wznowi¢ wykonywanie swoich instrukcji.
Niech y b¦dzie aktywnym obiektem, wykonanie instrukcji attach(c) polega na
zapami¦taniu gdzie nale»y wznowi¢ dziaªanie gdy (inny) obiekt wspóªprogramu
wykona polecenie attach(y) (kiedy±, w przyszªo±ci) i na wznowieniu wykonywa-
nia instrukcji wspóªprogramu c, w miejscu w którym zawiesiª on wykonywanie
instrukcji. Za pierwszy razem polecenie attach(c) wznowi instrukcj¦ nast¦puj¡ca
po poleceniu return. Ka»de kolejne polecenie attach(c) wznowi wykonywanie in-
strukcji od instrukcji nast¦puj¡cej po ostatnio wykonanym poleceniu attach(x)
w tre±ci obiektu c. Obrazowo, wznawiamy dziaªanie w miejscu w którym przer-
wali±my.

Poni»ej przedstawiamy diagram stanów obiektu wspóªprogramu Z rysunku
21.1 wida¢, »e po wyczerpaniu wszystkich instrukcji do wykonania w obiekcie
wspóªprogramu, przechodzi on w stan Terminated. Polecenie attach(c) jest w
takiej sytuacji bª¦dem i zostanie to zgªoszone w trakcie wykonywania programu
wraz z diagnostyka bª¦du.

Do wyja±nienia: gdzie zostan¡ wznowione dziaªania gdy obiekt wspóªpro-
gramu zako«czyª dziaªanie?
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Initialization

return

x ∈ {Passive}

return

Active={x}

end YourCor

Terminated

new YourCor()

x:=

attach(x)

kill(x)

Rysunek 21.1: Diagram stanów obiektu wspóªprogramu
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Przed Po

x ∈ {Passive }

return

Active={y}

attach(x)

y ∈{Passive }

Active={x}

y x

Rysunek 21.2: Zmiana stanów systemu wspóªprogramów

Na rysunku 21.2 wida¢, stany systemu wspóªprogramów przed i po wyko-
naniu instrukcji attach(x). Zbiory stanów Pasywny i Aktywny zamieniªy si¦
obiektami. Obiekt aktywny y przeszedª w stan Pasywny a obiekt x jest teraz
Aktywny. Instrukcja ta jest wykonywana przez obiekt aktywny. Zwracamy
uwag¦ na to, »e instrukcja attach(x) powoduj¡c uaktywnienie obiektu x równocze±nie
przerywa wykonywanie ci¡gu instrukcji w aktywnym dot¡d obiekcie y. To czego
na rysunku nie wida¢, to fakt, »e obiekt x wznawia obliczenia w tym miejscu w
którym zostaªy one przerwane. Zobacz Przykªad ...

Porównaj z diagramem stanów obiektu klasy. �atwo zauw»y¢, »e obiekt wspóªpro-
gramu mo»e znale¹¢ si¦ w nowym stanie Aktywny.

Poj¦cie wspóªprogramu (ang. coroutine) pojawiªo si¦ w latach 60 XX wieku.
Wielu do dzi± przyjmuje jako de�nicj¦ zdanie sformuªowane przez D. Knutha w
[20], subroutines are special case of coroutines.

Trzeba jednak pami¦ta¢ o kontek±cie w jakim zdanie to zostaªo umieszc-
zone. Dla Donalda Knutha ±rodowiskiem w którym nale»y pisa¢ programy jest
assembler (wtedy MIX, dzi± MMIX). W assemblerze poj¦cie podprogramu ma
inny sens ni» poj¦cie procedury w j¦zykach pochodnych od Algolu60. Pod-
program jest fragmentem programu do którego mo»emy wykonywa¢ skoki ze
±ladem. Podprogram ma jedno wej±cie tj. pocz¡tek i w zasadzie jedno wyj±cie.
Po ponownym wej±ciu do podprogramu nie wiemy nic o warto±ciach zmiennych
lokalnych, jakie zostaªy obliczone poprzednio. Podprogram nie ma stanu jaki
by mógª przetrwa¢ od jednego do ponownego uruchomienia tego podprogramu.
Korutyna (coroutine) pozwala wznowi¢ obliczenia w miejscu z którego j¡ opuszc-
zono. W j¦zyku programowania obiektowego wspóªprogram jest specjalnym
rodzajem klasy. Umo»liwia to tworzenie wielu obiektów danego wspóªprogramu
C tak jak si¦ tworzy obiekty klas. Po utworzeniu przez polecenie new obiekt
taki pozostaje pasywny i mo»na z nim post¦powa¢ jak z obiektem klasy.
Mo»emy taki obiekt pasywny uaktywni¢.
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�������������
Wspóªprogramy (ang. coroutines) - Poj¦cie wspóªprogramu ma dwie odmi-
enne de�nicje(!).
Obie de�nicje zgodnie stwierdzaj¡, »e wspóªprogram cechuje si¦ posiadaniem
ci¡gu instrukcji do wykonania i ponadto mo»liwo±ci¡ zawieszania wykonywania
jednego wspóªprogramu A i przenoszenia wykonywania do innego wspóªpro-
gramu B. W szczególno±ci mo»na wznowi¢ prac¦ zawieszonego wspóªprogramu
A, a wykonywanie b¦dzie podj¦te w miejscu, w którym zostaªo zawieszone. Tym
co ró»ni obie de�nicje jest zdolno±¢ wspóªpracy z rekurencyjnymi procedurami.
(Nb. W j¦zykach programowania funkcyjnego koncepcja wspóªprogramu ist-
nieje pod postaci¡ kontynuacji - poj¦cia wprowadzonego niemal równocze±nie z
wspóªprogramami. )

Obiekt wspóªprogramu jest quasi-w¡tkiem. Tak jak w¡tek, obiekt wspóªpro-
gramu ma ci¡g instrukcji do wykonania. W odró»nieniu od w¡tków obiekty
wspóªprogramów nie dziaªaj¡ równolegle. Jest niezmiennikiem systemu wspóªpro-
gramów to, »e w ka»dej chwili, dokªadnie jeden obiekt wspóªprogramu wykonuje
swoje instrukcje:

card{coroutine : coroutine is Active } = 1.

W literaturze znale¹¢ mo»na termin wªókno (ang. �ber) dla odró»nienia od
w¡tku (ang. thread).
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Wspóªprogramy jako specjalny
rodzaj klas

Wspóªprogramy jako
bogatszy rodzaj podpro-
gramów

W j¦zykach programowania: Simula67 ,
Loglan 82, BETA mo»na tworzy¢ moduªy
coroutine tj. wspóªprogramów. Skªadnia
wspóªprogramu ró»ni si¦ od skªadni klasy
tym, »e zamiast sªowa class piszemy
coroutine, i co wa»niejsze, wewn¡trz
takiego moduªu wolno u»ywa¢ instrukcji
atomowych attach oraz detach. Instrukcje
takie mog¡ si¦ te» pojawia¢ wewn¡trz
metod zadeklarowanych w wspóªpro-
gramie. Stwarza to nowe i interesuj¡ce
mo»liwo±ci wspóªpracy wspóªprogramów i
procedur(funkcji) rekurencyjnych.

�ubroutines are special cases
of coroutines."D.Knuth. W
assemblerze od dawna wys-
t¦puje poj¦cie podprogramu -
nie nale»y go myli¢ z poj¦ciem
procedury. Podprogram ist-
nieje w kodzie programu i ma
co najwy»ej jedn¡ instancj¦.
Nie jest mo»liwe rekuren-
cyjne wykonywanie podpro-
gramów.

Przykªad: �¡czenie drzew BST
var T : arrayof Traverser;

unit Traverser : coroutine(n : node);
var kolejny : integer;∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

unit traverse : procedure(m : node);
begin

if m 6= none
then

call traverse(m.left);
kolejny := m.val;
detach;

(∗ instrukcja detach wznawia wspóªprogram,
który ostatnio uaktywnil ten ( this) obiekt
Traverser wykonujac attach(.) ∗)

call traverse(m.right);
fi

end traverse;
begin

return;
call traverse(n)

end Traverser;
(Stworz drzewa BST, w liczbie np. k drzew.
Dla kazdego drzewa d
stworz
T [i] := new Traverser(d)
(Kolejne uaktywnienie tego wspolprogramu attach(T [i])
spowodujewykrycie kolejnego co do wielkosci elementu z drzewa d)

Przykªad
var q := new kolejka
coroutine produkuj

loop
while q nie jest pelna
stworz troche nowych przedmiotow
wstaw przedmioty do q
yield to konsumuj

coroutine konsumuj
loop

while q jest niepusta
pobierz troche przedmiotow z q
uyj te przedmioty
yield to produkuj

Uwagi. 1 
Mamy tu do czynienia z dy-
namicznym systemem wspóªprogramów.
Wyra»enia generuj¡ce postaci � 'new� ' Tra-
verser(...) umo»liwiaj¡ stworzenie wielu
obiektów typu wspóªprogram Traverser.
2. Obiekt wspóªprogramu Traverser
wywoªuje metod¦ traverse(). �a«cuch
dynamiczny tego obiektu wydªu»a si¦ o
rekord aktywacji metody traverse. �¡n-
cuch taki mo»e by¢ tak dªugi jak gaª¡¹
odwiedzanego drzewa BST. 3. Instrukcje
� 'attach� '() oraz � 'detach� ' mog¡ wyst¡pi¢
nie tylko w ci¡gu instrukcji wspóªpro-
gramu, lecz tak»e w metodach wspóªpro-
gramu. 4. Przeª¡czenie wykonywania
odbywa si¦ pomi¦dzy ªa«cuchami dynam-
icznymi wspóªprogramów.

Uwagi. 1. Ten system
wspóªprogramów jest staty-
czny: zawiera dwa wspóªpro-
gramy. Deklaracja corou-
tine automatycznie tworzy
obiekty typu produkuj i kon-
sumuj. 2. W tym sys-
temie s¡ dwa punkty wej±cia.
Otrzymany graf skªada si¦ z
dwu wspóªprogramów i dwu
przeª¡cze« yield.

W
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latach 60 XX wieku wspóªprogram byª fragmentem kodu napisanego w assem-
blerze. o nast¦puj¡cych wªa±nosciach:

� dokªadnie �jeden� wspóªprogram wykonuje swoje instrukcje, tzn. jest ak-
tywny,

� wspóªprogram aktywny mo»e przej±¢ w stan pasywny wskazuj¡c przy tym
na inny w¡tek, który ma by¢ uaktywniony,

� wspóªprogram x uaktywniony w efekcie wykonania instrukcji attach(x)
(w dotychczas aktywnym wspóªprogramie y) kontynuuje wykonywanie
instrukcji od odpowiedniego punktu wej±cia, dokªadniej: pierwsze uru-
chomienie instrukcji w¡tku wspóªprogramu spowoduje wykonanie pier-
wszej instrukcji w¡tku, ka»da nast¦pna instrukcja attach(x) wznawia-
j¡ca wykonywanie w¡tku wspóªprogramu x rozpoczyna wykonywanie in-
strukcji od punktu wej±cia wyznaczonego przez ostatnio wykonan¡ w nim
instrukcj¦ attach(...).

Zasada dziaªania wspóªprogramów

System wspóªprogramówmo»na nazwa¢ systemem �quasi-wspóªbie»nym�. Nazwa
ta jest uzasadniona dwojako: liczne przykªady programów wspóªbie»nych np.
producent-konsument, czytelnicy-pisarze itd. zapisane przy pomocy wspóªpro-
gramów okazuja si¦ wystarczaj¡co adekwatne do zastosowa«. Inny argument
wspieraj¡cy u»ycie tej nazwy to fakt, »e od bardzo dawna stosuje si¦ wspóªpro-
gramy do symulacji systemów, np. w Simuli67, Loglanie'82 i in. Odpowiednia
klasa Simulation dostarcza klas¦ wewn¦trzn¡ simproces - obiekty klas pochod-
nych od klasy simproces symuluj¡ rzeczywiste procesy np. pacjentów w systemie
symulacji epidemii choroby, pojazdy w systemie symulacji ruchu w mie±cie itp.

Wielu autorów uwa»a, i» "wspóªprogramy to podprogramy wykonywane w
taki sposób, »e sterowanie mo»e zosta¢ przekazywane pomi¦dzy nimi wielokrot-
nie, przy czym wywoªanie danego wspóªprogramu powoduje wykonywanie in-
strukcji od miejsca ostatniego przerwania wykonania (ostatniego punktu wyj±-
cia), a nie od pocz¡tku". Nie jest to caªkiem ±cisªe. Podprogramy (funkcja,
metoda) tworz¡ rekordy aktywacji. Po opuszczeniu takiego rekordu jest on
automatycznie usuwany i nie ma mo»liwo±ci wznowienia go. Wspóªprogramy
wymagaj¡ wi¦c w¡tków i s¡ realizowane jako obiekty odpowiednich klas, a
nie jako podprogramy czy procedury. Cytowany wy»ej pogl¡d mocno zaw¦»a
koncepcj¦ wspóªprogramów. Co wi¦cej, nie mo»na zapomina¢, »e instrukc-
jami w¡tku wspóªprogramu mog¡ by¢ instrukcje wywoªania jego prywatnych
metod(procedur). Metody te mog¡ zawiera¢ instrukcje attach(...) przekazuj¡ce
sterowanie z jednego do innego wspóªprogramu. Dokªadniej, instrukcja attach
przekazuj¡c [[sterowanie]] z jednego do drugiego wspóªprogramu przenosi je z
ªa«cucha dynamicznego jednego wspóªprogramu do ªa«cucha dynamicznego in-
nego wspóªprogramu.

�a«cuch dynamiczny wspóªprogramu zawiera obiekt i w¡tek wspóªprogramu
i ponadto, je±li wykonano instrukcj¦ procedury, to do ªa«cucha dynamicznego
doª¡czony jest rekord aktywacji procedury. Zako«czenie wykonywania instrukcji
procedury(metody) powoduje skrócenie ªa«cucha dynamicznego. Instrukcja
attach(x) wykonana w rekordzie aktywacji procedury powoduje przej±cie do
punktu wej±cia w ªa«cuchu dynamicznym wspóªprogramu x. Punktem wej±cia
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Initialization

return

x ∈{Passive }

return

attach(x)

Active={y}

end YourCor

Terminated

new YourCor()

x:=

attach(x)

kill(x)

Rysunek 21.3: Diagram stanów obiektu wspóªprogramu

(powrotu) dla dotychczas aktywnego wspóªprogramu jest instrukcja w rekordzie
aktywacji procedury wyst¦puj¡ca bezpo±rednio za instrukcj¡ attach(x). Wida¢
st¡d, »e liczba punktów wej±cia (powrotu) danego wspóªprogramu mo»e by¢
zmienna w czasie i mo»e nie by¢ niczym ograniczona!

Podsumowuj¡c, wspóªprogramy to wi¦cej ni» obiekty zwyczajnych klas, a
mniej ni» obiekty aktywne w¡tków (ang. threads).

Schemat zmian stanów obiektu wspóªprogramu

Poni»ej przedstawiamy diagram stanów obiektu wspóªprogramu W poni»szym
zestawieniu wida¢ stany systemu wspóªprogramów przed i po wykonaniu in-
strukcji attach(x). Instrukcja ta jest wykonywana przez obiekt aktywny. Zwracamy
uwag¦ na to, »e instrukcja attach(x) powoduj¡c uaktywnienie obiektu x równocze±nie
przerywa wykonywanie ci¡gu instrukcji w aktywnym dot¡d obiekcie y. To czego
na rysunku nie wida¢, to fakt, »e obiekt x wznawia obliczenia w tym miejscu w
którym zostaªy one przerwane. Zobacz Przykªad ...
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Przed Po

x ∈{Passive }

return

attach(x)

Active={y}

end YourCor

attach(x)

y ∈{Passive }

return

attach(x)

Active={x}

end YourCor

y x

Rysunek 21.4: Zmiana stanów systemu wspóªprogramów

Wspóªprogramy w j¦zyku Loglan '82

� instrukcj¡ przenoszenia sterowania z aktywnego wspóªprogramu do drugiego
wspóªprogramu x jest attach(x),

� moduª wspóªprogramu jest specy�czn¡ klas¡ (stosuje si¦ sªowo 'coroutine'
zamiast 'class'),

� instrukcja attach(x) mo»e wyst¦powa¢ nie tylko w w¡tku wspóªprogramu,
lecz tak»e w (prywatnych) metodach wspóªprogramu(!),

� �punktami wej±cia� do wspóªprogramu s¡: pierwsza instrukcja w¡tku wspóªpro-
gramu oraz ka»da instrukcja nast¦pna po instrukcji attach(x),

� mo»na te» u»ywa¢ bezparametrowej instrukcji detach, odpowiada instrukcji
'attach(ten wspóªprogram, który ostatnio mnie wezwaª)'.

Instrukcje przenoszenia sterowania mi¦dzy wspóªprogramami
w ró»nych j¦zykach programowania

Instrukcje przenosz¡ce sterowanie z jednego do drugiego wspóªprogramu to

� attach(x) oraz detach � w j¦zykach [[Simula 67]] i [[Loglan 82]],

� yield(x) � w nowszych j¦zykach, np. w [[Python]]ie,

� cede - w [[Perl]]u, w bibliotece Coro

� instrukcja skoku - w [[assembler]]ze oraz w [[Fortran]]ie, gdzie podprogram
nie jest procedur¡,

� trzeba odnotowa¢ te» [[Implementacja (informatyka)|implementacj¦]] wspóªpro-
gramów w [[Java|Javie]], jako wyspecjalizowanych w¡tków Javy.

Argument x wskazuje na wspóªprogram pasywny w danej chwili.
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Przykªadowe zastosowania wspóªprogramów

� historycznie pierwsze wspóªprogramy to skaner i [[Analizator skªadniowy]]
[[kompilator]]a[odn|ref=nie|Conway|1963],

� podobny schemat wyst¦puje w wielu sytuacjach np. jeden wspóªprogram
zbiera wyniki pomiarów i zapisuje je w bazie danych, a drugi wspóªpro-
gram opracowuje zebrane wyniki, ogólny schemat to producent-konsument,

� je»eli jaka± metoda (funkcja lub procedura) jest wykonywana wielokrotnie
z tymi samymi parametrami aktualnymi, to warto utworzy¢ odpowiednie
obiekty wspóªprogramu (tablic¦ wspóªprogramów) dla ka»dego zestawu
parametrów aktualnych. Nast¦pnie ka»d¡ instrukcj¦ wywoªania procedury
zast¦pujemy odpowiedni¡ instrukcj¡ <math>attach(..)</math>. Zysk
mo»e okaza¢ si¦ znaczny, poniewa» wykonanie instrukcji <math>attach</math>
jest znacznie prostsze od tworzenia rekordu aktywacji procedury.

� Je±li wspóªprogramy s¡ klasami wyposa»onymi w instrukcj¦ <math>attach(...)</math>
to mo»na tworzy¢ hierarchie wspóªprogramów wykorzystuj¡c dziedzicze-
nie.

� gªówne zastosowanie wspóªprogramów to narz¦dzia symulacji, takie jak
klasy Simulation w Simuli 67 i w Loglanie'82.

� Rozwa»: zamiast procedury bisekcja tworzymy wspóªprogram z parame-

wspóªprogramy
umo»liwiaj¡
tworzenie obiek-
tów, które real-
izuj¡ obliczenia
funkcjonaªów

trem f: function(x; real):real.
Polecenie
f1:= new coroutine(f);
tworzy obiekt wspóªprogramu. Teraz polecenia:
a:=77;b:= 98; attach(f1);
a:=-18;b:102; attach(f1);
prowadz¡ do obliczenia - szukania miejsc zerowych .

21.2 Producent i konsument

Popatrzmy jak wygl¡da jeden z najcz¦±ciej omawianych przykªadów. Program
producent konsument ma nast¦puj¡c¡ struktur¦.
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program prodcons;
var prod:producer,cons:consumer,n:integer,mag:real,last:bool;

unit producer: coroutine; ...
end producer;

unit consumer: coroutine(n:integer); ...
end consumer;

begin (* MAIN program *)
prod:=new producer;
read(n);
cons:=new consumer(n);
attach(prod); (* R *)
writeln;

end prodcons;

Obliczenie programu rozpoczyna si¦ od utworzenia obiektu prod wspóªpro-
gramu producer. Nast¦pnie zostanie odczytana warto±¢ n � b¦dzie to rozmiar
bufora. Z kolei program gªówny tworzy obiekt cons wspóªprogramu consumer.
Instrukcja attach(prod) przenosi procesor do obiektu prod. Po powrocie oblicze«
do wykonywania programu gªównego wykonamy instrukcj¦ writeln, Miejsce powrotu
dla programu gªównego jest zaznaczone jako (* R *).
Dalsza analiza programu wymaga przeczytania tre±ci wspóªprogramu producer,

unit producer: coroutine;
begin

return; (* 1 *)
do

IP :



read(mag); (* markujemy algorytm produkcji � obliczenia mag *)
(* mag is nonlocal variable, common store*)
if mag=0
then (* end of data *)

last:=true;
exit

�;


attach(cons); (* A *)

od;
attach(cons) (* B *)

end producer;

a tak»e tre±ci wspóªprogramu consumer.



240 ROZDZIA� 21. WSPÓ�PROGRAMY L9

unit consumer: coroutine(n:integer);
var Buf:arrayof real; var i,j:integer;

begin

newarray Buf dim(1:n);
return; (* 2 *)
do

IC :



for i:=1 to n
do

Buf(i):=mag;
attach(prod); (* C *)
if last then exit exit �;

od;
for i:=1 to n
do (* print Buf *)
write(' ',Buf(i):10:2)

od;
writeln;


od;
(* print the rest of Buf *)
for j:=1 to i do write(' ',Buf(j):10:2) od;
writeln;
attach(main); (* D *)

end consumer;

Podczas wykonywania tego programu powstan¡ trzy obiekty wspóªprogramów.
Na poni»szym rysunku 21.5 s¡ one przedstawione w kolorze zielonym. Strzaªki
koloru czarnego wskazuj¡, »e warto±ci¡ zmiennej prod jest obiekt typu pro-
ducer do którego prowadzi ta strzaªka, a warto±ci¡ zmiennej cons jest obiekt
typu consumer wskazany przez strzaªk¦ zaczynaj¡ca si¦ od cons. Natomiast
czerwone strzaªki pokazuj¡ efekt wykonania operacji attach( ). Wykonywanie
programu rozpoczyna si¦ w rekordzie aktywacji programu gªownego. Pierwsza
instrukcja spowoduje utworzenie obiektu wspóªprogramu producer i przyp-
isanie tego obiektu jako warto±ci zmiennej prod. Druga instrukcja powoduje
wczytanie (z klawiatury) liczby i przypisanie jej do zmiennej n. Trzecia in-
strukcja spowoduje utworzenie obiektu wspóªprogramu consumer i przypisanie
go do zmiennej cons. W efekcie inicjalizacji (konstrukcji) obiektu cons powstaje
tablica Buf o elementach numerowanych od 1 do n.
Czwarta instrukcja programu gªównego przenosi procesor do obiektu prod, w
miejsce w którym instrukcja return zako«czyªa inicjalizacj¦ tego obiektu. Pro-
ces produkcji przedmiotu i wstawienia do magazynu ilustrujemy przy pomocy
instrukcji read(mag). W praktycznych zastosowaniach mo»e to by¢ np. ci¡g
instrukcji dokonuj¡cych pomiarów. Przyj¦li±my umow¦, »e wczytanie warto±ci
mag=0 ko«czy prac¦ programu. Je±li wczytana warto±¢ mag 6=0 to wykonamy
instrukcj¦ attach(cons). Za pierwszym razem wznowimy dziaªanie obiektu cons
za instrukcja return. Proces konsumpcjijest tu zamarkowany przez wstawie-
nie wczytanej warto±ci do bufora Buf (i wydrukowanie bufora co jaki± czas).
poczym konsument cons przekazuje sterowanie do producenta prod, wykonuj¡c
polecenie attach(prod). Producent powtara etap produkcji i ponownie przekazuje
sterowanie konsumentowi. Zakªadamy, »e w pewnym momencie zostanie wczy-
tana warto±¢ mag=0. Wtedy producent ustawia warto±c zmiennej boolowskiej
last true i przekazuje sterownie do konsumenta. Konsument w ka»dym cyklu
sprawdzaª czy warto±¢ last jest true. (Z de�nicji pocz¡tkowa warto±c last to
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program prodcons;
prod:producer,

cons:consumer,
n:integer,mag:real,last:bool;

unit producer: coroutine; ...

unit consumer: coroutine(n:integer); ...

begin (* MAIN program *)
prod:=new producer;
read(n);
cons:=new consumer(n);
attach(prod); (* R *)
writeln;

end prodcons;

object producer: coroutine;

return; (* 1 *)
do

read(mag);
if mag=0
then

last:=true;
exit

�;
attach(cons); (* A *)

od;
attach(cons) (* B *)

end producer;

object consumer: coroutine(n:integer);

var Buf:arrayof real;
var i,j:integer;

newarray Buf dim(1:n);
return; (* 2 *)
do

for i:=1 to n
do

Buf(i):=mag;
attach(prod); (* C *)
if last then exit exit �;

od;
for i:=1 to n
do (* print Buf *)

write(' ',Buf(i):10:2)
od;
writeln;
od;
(* print the rest of Buf *)
for j:=1 to i do write(' ',Buf(j):10:2) od;
writeln;
attach(main); (* D *)

end consumer;

Buf

1 raz

store
m
ag

Rysunek 21.5: Trzy obiekty wspóªprogramów: prod, cons i main

false). Gdy jednak last jest true konsument drukuje cz¦±ciowo wypeªnion¡
tablic¦ Buf i przekazuje sterowanie do programu gªównego wykonuj¡c polecenie
attach(main). Przypominamy w tym miejscu, »e program gªówny jest obiektem
wspóªprogramu.
Od tej pory obiekty prod i cons kooperuj¡ ze sob¡, przekazuj¡c sobie sterowanie
(lub je±li wolisz przenosz¡c processor) za pomoc¡ instrukcji attach. Uwaga.
Zako«czenie wykonywania programu nastapi gdy obiekt prod ustawi warto±¢
zmiennej last true i przeka»e sterowanie obiektowi cons. Z kolei obiekt cons
wydrukuje tele liczb, ile znajduje sie w buforze i oddaje sterowanie programowi
gªównemu, dla zako«czenia oblicze«.1 Analiza tego programu prowadzi do
nast¦puj¡cych wniosków:

� Podczas wykonywania programu istnieja cztery jednostki dynamiczne: main
� rekord aktywacji programu gªównego, obiekty wspóªprogramów prod ∈
producer, cons ∈ consumer i tablica buf .

� Wprowadzenie czerwonych strzaªek stworzyªo wra»enie chaosu, a tak nie
jest. Lepszy obraz wspóªdziaªania tych trzech obiektów wspóªprogramów
uzyskamy na rysunku 21.6 poni»ej .

Pewnym przybli»eniem, sekwencyjnego przecie», programu prodcons mo»e by¢
wyra»enie regularne

Imain; (IP ; IC)+;RC ;Rmain

1Zwracamy uwag¦ na fakt, »e ani obiekt prod, ani obiekt cons nie wyczerpuja list swoich
instrukcji do ko«ca. Tzn. nie dochodzi do zmiany stanu obiektu prod na Terminated.
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Main

prod cons

buf

attach(prod)

IP

attach(cons)

attach(prod)

IC

attach(main)

st
or
e
m
ag

Rysunek 21.6: Diagram wspóªpracy agentów prod, cons i main

w którym IP oznacza ci¡g instrukcji oznaczony, ap instrukcj¦ attach(prod), ...

Wniosek 21.1. Z powy»szych obserwacji wynika, »e program prodcons mo»na
zast¡pi¢ równowa»nym programem iteracyjnym, wolnym od moduªów wspóªpro-
gramów producer i consumer.

Jaki byªby koszt tego przeksztaªcenia? Zapewne spory. Wydaje si¦, »e taniej
jest napisa¢ program z wykorzystaniem wspóªprogramów. Bierzemy tu równie»
pod uwag¦, »e zastosowanie wspóªprogramów zmniejsza ryzyko popeªnia bª¦du
w organizacji wspóªpracy.

21.3 Instrukcja detach

W poprzednim przykªadzie u»yli±my instrukcji attach do przeª¡czania oblicze«
pomi¦dzy obiektami wspóªprogramów. W tej sekcji poznamy instrukcj¦ detach.

Przykªad.
Mamy do dyspozycji dwie drukarki, jedna o szeroko±ci m1 i druga o szeroko±ci
m2. Program wczytuje ci¡g bloków liczb. Ka»dy blok rozpoczyna si¦ od
nagªówka b¦d¡cego liczb¡ m1 lub m2. Ka»dy blok ko«czy si¦ liczb¡ 0. Koniec
pliku wej±ciowego jest zgªaszany jako blok o nagªówku 0. Nasz program mo»e
wygl¡da¢ tak:
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program reader_printers;
const m1=10,m2=20;
var reader:reading,printer_1,printer_2:writing;
var n:integer,new_sequence:boolean,mag:real;

unit writing:coroutine(n:integer); ...
end writing;

unit reading:coroutine ; ...
end reading;

begin

reader:=new reading;
printer_1:=new writing(m1); printer_2:=new writing(m2);
do

read(n);
case n
when 0: exit
when m1: attach(printer_1)
when m2: attach(printer_2)
otherwise write("wrong data"); exit
esac

od

end;

Wspóªprogram reading ma nast¦puj¡ca tre±¢

unit reading: coroutine;
begin

return;
do

read(mag);
if mag=0 then new_sequence:=true; �;
detach;
(* detach returns control to printer_1 or printer_2
depending which one reactivated reader *)

od

end reading;

W jaki sposób zapewni¢, »e ...?
Czy we wspóªprogramach ...?
Wspóªprogram writing wygl¡da tak:
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unit writing: coroutine(n:integer);
var Buf: arrayof real, i,j:integer;

begin

array Buf dim (1:n); (* array generation *)
return;
do

attach(reader); (* reactivates coroutine reader *)
if new_sequence
then

(* a new sequence causes bu�er Buf to be printed out *)
for j:=1 to i do write(' ',Buf(j):10:2) od; writeln;
i:=0; new_sequence:=false;
attach(main)

else

i:=i+1; Buf(i):=mag;
if i=n
then

for j:=1 to n do write(' ',Buf(j):10:2) od; writeln; i:=0;
�

�

od

end writing;

Dlaczego w wspóªprogramie reading wyst¦puje polecenie detach? Co by si¦
dziaªo gdyby±my u»yli polecenia attach?
W tym przykªdzie zamiast instrukcji detach mozna uzy¢
if szer=m1 then attach(printer_1) else attach(printer_2) �
No i trzeba jeszcze zadbac by warto±c szer byªa odpowiednio aktualizowana.
Napisz odpowiednie polecenie(a).
A co zrobi¢ gdy obiektów uaktywniaj¡cych wspóªprogram reader jest du»o? gdy
liczba ta nie jest znana przed wykonaniem programu?
Widac, »e polecenie detach jest przydatne.

Poni»szy rysunek 21.7 ilustruje zwi¡zki pomi¦dzy czterema wspóªprogra-
mami: Main, printer_1, printer_2 i reader.

A mo»e narysowa¢ podobny, inny diagram? Tak by byªo wyra»nie wida¢,
»e uaktywnieniu obiektu reader wspóªprogramu Reading z obiektu printer_i
odpowiada powrót do aktywno±ci w tym samym obiekcie printer_i. W ten
sposób dochodzimy do zrozumienia uwagi Donalda Knutha sprzed 40 lat: �pod-
programy to szczególny przypadek wspóªprogramów�. Rzeczywi±cie, obiekt reader
zachowuje si¦ jak podprogram.
Niektórzy (Dahl, Kreczmar) mówia w takim przypadku o semi-coroutinach.

21.4 Licznik - dynamiczna tablica obiektów wspóªpro-

gramu.

W tym paragra�e zorganizujemy wspóªprac¦ systemu obracaj¡cych si¦ kóªek,
który w efekcie zachowuje si¦ jak wiele liczników:np. licznik zuzytej energii
elektrycznej, licznik przejechanych kilometrów, etc. Program licznik pokazuje
jak wykorzysta¢ wspóªprogramy w wi¦kszym programie: moduª A mo»e zaj-
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Main

printer_1

printer_2

reader

attach(printer_1)

atta
ch(

prin
ter_

2)

atta
ch(

rea
der

)

attach(reader)

det
ach

detach

attach(Main)

atta
ch(M

ain)

Rysunek 21.7: Diagram wspóªpracy agentów printer_1, printer_2, reader i
Main

mowa¢ si¦ obserwacj¡ �impulsów�, zdarze« powoduj¡cych, »e
moduª B wytwarza kolejn¡ kombinacj¦ � tu przedmiotów 0,1,2, ... ,9 i przekazuje
sterowanie do kolejnego
moduªu C, który w jaki± sposób po»ytkuje t¦ informacj¦ (np. o stanie licznika).

Cz¦±ciej potrzebna nam b¦dzie kolejna permutacja. Odpowiednio zmody�kowany
program PawelG zajmie si¦ wytworzeniem wszystkich permutacji.

zmody�kuj pro-
gram PawelG,
zast¡p instrukcj¦
drukowania in-
strukcj¡ detach i
...

21.5 Scalanie drzew BST � ªa«cuch dynamiczny

Ten paragraf po±wi¦cony jest poj¦ciu ªa«cucha dynamicznego.
Zaczniemy od przykªadu. Przykªad zaczerpni¦ty z pracy [?], por. [?]. Zadanie.
Dane s¡ drzewa BST w liczbie k. Nale»y utworzy¢ ci¡g niemalej¡cy elementów
zapisanych w w¦zªach tych drzew.
Zadanie to mo»na rozwi¡za¢ na wiele sposobów. Wykorzystanie wspóªpro-
gramów oka»e si¦ bardzo naturalnym podej±ciem do tego problemu.
Dane to k elementowa tablica D drzew BST (a dokªadniej, tablica w¦zªów-
korzeni tych drzew). Z ka»dym drzewem D[i] zwi¡»emy jeden wspóªprogram
T [i].

Analiza zadania.
Drzewo BST mo»e by¢ opisane np. tak
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unit Tree: class;
var root: node;
unit node: class(val: integer);
left, right: node;

node;
traverse: procedure(v:node);
begin
if v=none then return
else call traverse(v.left); write(v.val); call traverse(v.right);
�

end traverse;
unit insert: procedure(e:integer); ... end insert;

end Tree;

Zaobserwujmy

Lemat 21.2. Niech k b¦dzie obiektem klasy Tree. Instrukcja call traverse(k)
spowoduje wydrukowanie wszystkich liczb zapisanych w drzewie o korzeniu k.

A teraz zmienimy nasz program. W procedurze traverse instrukcj¦ write
zast¡pimy poleceniem detach. Rozpatrzmy nast¦puj¡cy program test.

program test;
unit node: class(val:integer);
var left,right: node;

end node;
var A: CA, B: CB, kolejny, integer, n: node, czyWszystkie:boolean;

unit CA: coroutine(n: node);
unit T: procedure(y: node);
begin

if y<>none then
call T(y.left);
kolejny := y.val; detach;
call T(y.right)

�

end T;
begin

czyWszystkie:=false;
return;
call T(n);
czyWszystkie:=true;

end CA;

unit CB: coroutine;
begin

return;
while not czyWszystkie do
attach(A)
write(kolejny);

od

end CB

begin
n:= new node; (* tu instrukcje wypeªniaj¡ce drzewo n *) A:= new CA(n);
B:= new CB;
attach(B)

end test

Lemat 21.3. Wykonanie powy»szego programu spowoduje wydrukowanie wszys-
tkich liczb zapisanych w drzewie w porz¡dku rosn¡cym.

Dowód. Dowód wynika z poprzedniego lematu i z wªasno±ci operacji detach oraz
attach. Dowód przez indukcj¦ ze wgl¦du na wysoko±¢ drzewa n.

Jaki sens ma zast¦powanie prostszego programu przez program bardziej
skomplikowany?
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Wyobra¹my sobie teraz, »e mamy tyle wspóªprogramów ile jest drzew. Pro-
gram gªówny mo»e �poprosi¢� dowolny z wspóªprogramów by podaª kolejn¡ co
do wielko±¢i warto±c przechowywana w drzewie . Oto szkic algorytmu scalania
drzew BST.

1. niech ka»dy wspóªprogram poda najmniejszy element w drzewie D[i].
2. powtarzaj ...
3. wybierz najmniejszy element e, zapami¦taj nr drewa w j,
4. dopóki cho¢ia» jedno drzewo ma jeszcze element do pokazania

De�nicja tego poj¦cia
�a«cuchem dynamicznym obiektu c pewnego wspóªprogramu nazywamy ci¡g
jednostek dynamicznych taki, »e (Baza) do ªa«cucha nale»y obiekt c, (krok in-
dukcyjny) a) je±li wykonywane jest polecenie tworz¡ce now¡ jednostk¦ dynam-
iczn¡ bloku, procedury, funkcji lub obiektu to wska»nik systemowy DL nowej
jednostki wskazuje na poprzednio aktywn¡ jednostke dynamiczn¡. Jednostka ta
jest w ten sposób doª¡czana do ªa«cucha wydªu»aj¡c go,
b) je±li w ostatnim elemencie ªa«cucha zako«czono wykonywanie ostatniej in-
strukcji (bloku, procedury, funkcji lub inicjalizacji klasy) to jednostka taka jest
odª¡czana od ªa«cucha dynamicznego skracaj¡c go.

21.6 attach zast¦puje call

W tym miejscu (po raz drugi) nawi¡zujemy do zdania wypowiedzianego przez
Donalda Knutha. W strukturze drzew binarnych poszukiwa« implementujemy
trzy operacje:

m) sprawdzania czy element e nalezy do drzewa,

i) wstawianie elementu e do drzewa,

d) usuwanie eleentu e z drzewa.

Rozwa»my program, który wielokrotnie wykonuje ka»d¡ z tych operacji. Powiedzmy,
»e operacja sprawdzania jest wykonywana k razy, operacja wstawianie l razy,
operacja usuwania jest wykonywana m razy. W zwi¡zku z tym program ut-
worzy k + l + m razy rekord aktywacji odpowiedniej procedury. Taki rekord
istnieje tylko przez chwil¦, potem, po zako«czeniu procedury jest automaty-
cznie usuwany. Kolejne wywoªanie (instrukcja call) powoduje powstanie niemal
identycznego rekordu aktywacji i ... jego usuni¦cie i tak wiele razy. Czy mo»na
tego unikn¡¢?
Spróbujemy zast¡pi¢ instrukcje call member(e), call insert(e) i call delete(e)
przez instrukcje attach aktywuj¡ce odpowiedni z trzech obiektów wspóªpro-
gramów. Deklaracj¦ klasy BST zawieraj¡c¡ funkcj¦ member i procedury insert
oraz delete zast¡pimy deklaracj¡ podobnej klasy BSTC w której zamiast proce-
dur pojawi¡ si¦ wspóªprogramy.
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unit BSTC: class (type t; function less(x, y:t):boolean);
var root: node, member: e, insert: i, delete: d;
unit node: class (value: t);
var l, r: node;

end node;

unit e: coroutine; ...

unit help: e coroutine; ...

unit i: help coroutine; ...

unit d: help coroutine; ...

begin
member:=new e; insert:=new i; delete:=new d;
inner;
kill(member); kill(insert); kill(delete)

end BSTC;

Zauwa», »e wspóªprogramy zadeklarowane w tej klasie tworz¡ hierarchi¦.

W programie gªównym mo»emy zechcie¢ zadeklarowa¢ klas¦ MT i funkcj¦
boolowska mniejsze porównuj¡c¡ obiekty klasy MT. Wtedy nast¦puj¡ca in-
strukcja bloku dziedzicz¡ca z klasy BSTC zast¡pi instrukcj¦ bloku dziedzicz¡c¡
z klasy BST .

pref BSTC(MT, mniejsze) block
var y:MT;
...
begin

... (* call insert(y) *)
insert.x:=y;
attach(insert);

... (* elem:= contains(y) *)
member.x:=y;
attach(member);
if member.elem then ... �;

... (* call delete(y) *)
delete.x:=y;
attach(delete);
...
end;

Obejrzyjmy deklaracje wspóªprogramów. Wspóªprogram ema nast¦puj¡c¡ tre±¢
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unit e: coroutine;
(*elem- output attribute*)
var trick, elem: boolean, q, v: node, x:t;

begin
return;
do trick, elem:=false; (* loop for member *)
q:=root;
v:=none;
while q=/=none
do
if less(x, q.value)
then v:=q; q:=q.l
else
if less(q.value, x)
then v:=q; q:=q.r
else elem:=true; exit
�

�
od;
(* elem=true i� x belongs to S *)
inner;
detach;

od
end e;

Pomocniczy wspóªprogram help dziedziczy z e.

unit help: e coroutine;
begin
inner; (* trick=true i� x does not belong to S *)
if not trick then exit �;
if v=none
then root:=q
else
if less(x, v.value)
then v.l:=q
else v.r:=q
� (* after insert or delete *)

� (* attach new node q to its father v *)
end help;

Wspóªprogram help jest rozszerzany przez wspóªprogramy insert i delete.

unit i: help coroutine;
begin
trick:=true;
if elem then exit �;
q:=new node(x) (* insert is a dummy if x belongs to S *)

end i;

Wspóªprogram d jest troch¦ dªu»szy.
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unit d: help coroutine;
private w, u, s;
var w, u, s: node;

begin (* delete is a dummy if x does belong to S *)
if not elem then exit �;
w:=q;
if q.r=none
then q:=q.l
else
if q.l=none
then q:=q.r
else u:=q.r;
if u.l=none
then u.l:=q.l; q:=u
else
do s:=u.l;
if s.l=none then exit �;
u:=s
od;
s.l.:=w.l; u.l:=s.r;
s.r:=w.r; q:=s
�
�
�;
kill(w)

end d;

Zaªó»my, »e MT jest klas¡ i »e funkcja mniejsze speªnia warunki wyliczone w
de�nicji relacji porz¡dkuj¡cej, tzn. jest zwrotna, przechodnia i antysymetryczna.
Program (blok) P2 powstaje z programu P1 przez zastapinie ka»dej instrukcji
call przez odpowiedni¡ par¦ instrukcji wg nast¦puj¡cej tabeli.

call insert(a); ≡ insert.x:=a; attach(insert);
bl:=member(b); ≡ member.x:=b; attach(member); bl:=member.elem;
call delete(c); ≡ delete.x:=c; attach(delete);

Twierdzenie 21.4. Przy speªnieniu powy»szych zaªo»e« programy P1 i P2 s¡
równowa»ne.

Dowód. Dowód przebiega przez indukcj¦ ze wzgl¦du na liczb¦ instrukcji call w
programie P1. W dowodzie wykorzystamy nast¦puj¡ce lematy.

21.7 Wie»e Hanoi

Przyjrzyjmy si¦ ponownie zadaniu przenoszenia kr¡»ków w buddyjskiej ±wi¡tyni
w Hanoi. W rozwi¡zaniu rekurencyjnym dostrze»emy szans¦ na skrócenie czasu
oblicze«. Podstawow¡ operacj¡ jest wywoªanie procedury move czyli przenie±
n kr¡»ków z wie»y o numerze f na wie»¦ o numerze t. Wiemy, »e takie oper-
acje trzeba wykona¢ 2n razy. Tymczasem liczba ró»nych zestawów argumentów
wynosi n×3×3 i jest znacznie mniejsza od 2n. Ka»de wykonanie instrukcji call
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move(a,b,c) wymaga utworzenia rekordu aktywacji dla procedury move i jego
zamkni¦cia.
Proponujemy by

1. zast¡pi¢ procedur¦ move, wspóªprogramem o nazwie wz. Zobacz tabel¦
poni»ej.

2. utworzy¢ 9n (a nawet tylko 6n) obiektów tego wspóªprogramu z wszys-
tkimi dopuszczalnymi warto±ciami argumentów i zapisa¢ je w trójwymi-
arowej tablicy P,

var P: arrayof arrayof arrayof wz;

3. zast¡pi¢ ka»d¡ instrukcj¦ call move(a, b, c) przez instrukcj¦ attach(P(a,b,c))

Ad 1. Porównajmy procedur¦ move i wspóªprogram wz.

unit move:procedure(n,f,t:integer);
(* n rings from stick f to stick t *)

var k:integer;
begin

return;
do
k:=6-(f+t);
if n>1 then call move(n-1,f,k); �;
call modyf(f,t);
(* move only one ring *)

if n>1 then move(n-1,k,t); �;
return

end move;

unit wz:coroutine(n,f,t:integer);
(* n rings from stick f to stick t *)

var k:integer;
begin

return;
do
k:=6-(f+t);
if n>1 then attach (p(n-1,f,k)); �;
call modyf(f,t);
(* move only one ring *)
if n>1 then attach (p(n-1,k,t)); �;
detach;

od;
end wz;

Ad 3. Porównanie instrukcji call move(4, 1, 2) i instrukcji attach(P(4,1,2))
prowadzi do nast¦puj¡cego wniosku.
ka»de wywoªanie
call move(a,b,c);
spowoduje
� utworzenie rekordu aktywacji move
� przesªanie argumentów a, b, c
� wykonanie tre±ci procedury
� usuni¦cie rekordu po zako«czeniu

var x: wz;
...
x:=new wz(a,b,c);
...
ka»de polecenie
attach(x)
jest równowa»ne poleceniu
call move(a,b,c).

Wniosek 21.5. Przyjmujemy, »e dla ka»dego 1 ≤ i ≤ n, dla ka»dego 1 ≤ j ≤ 3
i dla ka»dego 1 ≤ k ≤ 3 zachodzi P [i, j, k] = new wz(i, j, k).
Wtedy wykonanie instrukcji call move(i,j,k) daje dokªadnie ten sam efekt, co
wykonanie instrukcji attach(P[i,j,k]).
Natomiast instrukcja attach pozwala zaoszcz¦dzi¢ czas potrzebny na utworzenie
rekordu aktywacji i na przekazanie parametrów.

Na »óªto pomalowany jest rekord aktywacji procedury move. Rekord taki twor-
zony jest za ka»dym wywoªaniem call move(n, f, t). Przenoszone sa do niego
warto±ci parametrów n, f, t. Wykonuj¡ si¦ instrukcje z tre±ci procedury move.
Potem ten rekord aktywacji jest usuwany.
Na zielono pomalowany jest obiekt wspóªprogramu wz. Obiekt taki jest twor-
zony jeden raz dla ka»dej kombinacji argumentów n, f, t przez polecenie P[n,f,t]:=
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SL=MAIN | DL=

n: integer =
f: integer =
t: integer =

k: integer

begin

k:=6-(f+t);
if n>1 then call move(n-1,f,k); �;
call modyf(f,t);
(* move only one ring *)

if n>1 then move(n-1,k,t); �;
return

end move;

SL=MAIN | DL=

n: integer =
f: integer =
t: integer =

k: integer

begin

return;
do
k:=6-(f+t);
if n>1 then call move(n-1,f,k); �;
call modyf(f,t);
(* move only one ring *)

if n>1 then move(n-1,k,t); �;
detach

od
end wz;

new wz(n,f,t). Ka»de polecenie call move(n, f, t) mo»e by¢ zast¡pione przez
polecenie attach(P[n,f,t]) z tym samym efektem na zmiennych programu gªównego.
Nie trzeba tworzy¢ rekordu aktywacji � obiekt jest gotowy. Nie trzeba przesyªac
parametrów � to zostaªo zrobione podczas tworzenia obiektu wspóªprogramu.
Nie trzeba usuwa¢ obiektu � pozostaje on w gotowo±ci do nast¦pnego wykorzys-
tania.

A tutaj mamy caªy program
program HanoiTowers;

(* towers of hanoi *)

(* there are three towers built of decreasing rings stringed onto sticks *)

(* at the initial state all rings are stringed onto stick no. 1. our job is *)

(* to move all rings from the stick 1 to the stick 3. the di�culty is *)

(* that we mustn't violate the following conditions *)

(* 1. we can move only one ring at one step *)

(* 2. each ring may be placed only onto a greater one *)

(* to manage with this di�cult problem we have an auxilliary stick 2 *)

unit wz:coroutine(n,f,t:integer);

(* move n rings from stick f to stick t *)

var k:integer;

begin

return;

do

k:=6-(f+t);

if n>1 then attach (p(n-1,f,k)); �;

call modyf(f,t); (* move only one ring *)

if n>1 then attach (p(n-1,k,t)); �;

detach;

od;

end wz;

unit modyf:procedure(f,t:integer);
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(* move the topmost ring from stick f to stick t *)

begin

top(t):=top(t)+1;

w(t,top(t)):=w(f,top(f));

w(f,top(f)):=0;

top(f):=top(f)-1;

call displ;

end modyf;

unit displ:procedure;

(* printing *)

var t,i,j,k,m,n:integer;

begin

t:=1;

for i:=2 to 3 do

if top(i)>top(t) then t:=i � od;

t:=top(t);

for i:=t downto 1 do

m:=15;

for j:=1 to 3 do

for k:=1 to m do write(); od;

if w(j,i)=/=0 then for k:=1 to w(j,i) do write("*") od;

�;

m:=15-w(j,i);

od;

writeln;

od;

for i:=1 to 15 do write(); od;

for i:=1 to 45 do write(-"); od;

writeln;

end displ;

var w:arrayof arrayof integer, (* how many rings are stringed *)

(* on each stick *)

top:arrayof integer, (* the topmost ring size on each stick *)

nb,i,j,k,timeb:integer,

p:arrayof arrayof arrayof wz; (* coroutine pointers *)

begin

array w dim(1:3);

array top dim(1:3);

writeln("program towers of hanoi");

writeln("version with coroutines");

do writeln("give the number of rings");

read(nb);

writeln(nb);

if nb>0 then exit else writeln(«umber of rings must be greater than 0")

� od;

timeb:=time;

top(1):=nb;
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array w(1) dim(1:nb);

array w(2) dim(1:nb);

array w(3) dim(1:nb);

k:=nb;

for i:=1 to nb do w(1,i):=k;

k:=k-1;

od;

(* stick 1 is full *)

writeln("the algorithm acts as follows");

call displ;

array P dim (1:nb);

for i:=1 to nb

do

array P(i) dim(1:3);

for j:=1 to 3

do

array P(i,j) dim(1:3);

for k:=1 to 3

do if j=/=k then P(i,j,k):=new wz(i,j,k) � od

od

od;

(* ∀1≤i≤n∀1≤j≤3∀1≤k≤3P [i, j, k] = new wz(i, j, k) *)

attach (P(nb,1,3));

writeln(� execution time for�,nb:4,� rings =�,time-timeb,� sec�);

end

21.8 Treegen

W tym paragra�e przedstawiamy hierarchi¦ typów wspóªprogramów. W dowodzie
twierdzenia o poprawno±ci programu korzystaj¡cego z tej hierarchii stosujemy
indukcj¦ ze wzgl¦du na t¦ hierarchi¦, a wªasciwie jest to indukcja ze wzgl¦du na
dªugo±¢ wyra»enia.

De�niowanie sko«czonych zbiorów

Zadaniem programu treegen.log jest wydrukowanie wszystkich sªów z j¦zyka
opisanego przez wyra»enie regularne, niezawieraj¡ce gwiazdek. Zwró¢ uwag¦,
na ogóª zbiory sko«czone przechowywane sa w jakiej± strukturze danych. Ale
nie musi tak by¢ zawsze. Je±li potra�sz zapisa¢ zbiór odpowiedni¡ formuª¡ to
mo»esz zyska¢ w wielu aspektach. Przykªadem jest formuªa 23 ≤ i ≤ 2306.
Dzi¦ki niej mo»emy precyzyjnie i krótko opisa¢ zbiór A = {i ∈ mathbbN : 23 ≤
i ≤ 2306}.

Struktura programu

Program gªówny dzieli si¦ swoimi dwoma zasobami z obiektami wspóªprogramów,
jakie s¡ tworzone w dalszym ci¡gu. S¡ to tablica znaków WORD i zmienna
caªkowito-liczbowa i.
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var WORD: arrayof char, i: integer, ...

Zacznijmy od wspóªprogramu konsumenta
(* otoczenie wspólne dla wszystkich wspóªprogramów *)
var WORD: arrayof char,

i: integer;
unit konsumuj: coroutine;
begin

return;
do
attach(o);
(* print the WORD *)
for J:=1 to I
do
write(WORD(J))

od;
writeln;
if o.B then exit �

od
end konsumuj;

Program � konsument � instrukcja attach(o) przekazuje sterowanie do obiektu

Hierarchia wspóªprogramów

Tworzymy kilka moduªów wspóªprogramów.
RYsunek � drzewo hierarchii REGEXP
unit REGEXP:coroutine;
var B:BOOL; (* B ≡ all the words of the language were shown *)

begin

return
inner;
B := true

end REGEXP;

unit ATOM: REGEXP coroutine(c:CHAR);
begin

do

i:=i+1; (* update the position *)
WORD(i):=c;
B:=TRUE;
detach

od

end ATOM;
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unit UNiON: REGEXP coroutine(l,r:REGEXP);
var m: INTEGER;

begin

do
m:=i;
do
attach(l);
if l.B then exit �;
detach;
i:=m

od;
l.B:=FALSE;
do
detach;
i:=m;
attach(r);
if r.B then exit �;

od;
r.B:=FALSE;
B:=TRUE;
detach;

od;
end UNION;

unit CONCATENATION: REGEXP class(l,r:REGEXP);
var N,m:INTEGER;

begin
do
m:=i;
do
attach(l);
N:=i;
do
attach(r);
if r.B then if l.B then exit exit else exit � �;
detach; i:=N

od;
r.B:=FALSE;
detach;
i:=m

od;
r.B, l.B:=FALSE;
B:=TRUE;
detach

od;
end CONCATENATION;

Twierdzenie 21.6. Niech o b¦dzie obiektem podklasy klasy Regexp, o in Regexp.
Poni»szy program Pr wydrukuje wszystkie sªowa nale»¡ce do j¦zyka regularnego
|o| opisanego przez wyra»enie regularne o i zatrzyma si¦.
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Pr: I:=0;
do
attach(o);
if o.B then exit
else
(* print the WORD *)
for J:=1 to I
do
write(WORD(J))
od;
writeln;
�
od

Dowód. Dowód jest rozproszony pomi¦dzy podklasy klasy Regexp. Kto± mógªby
powiedzie¢, »e mamy do czynienia z dowodem ze wzgl¦du na hierarchi¦ podklas
klasy regexp. W rzeczywisto±ci nasz dowód przebiega przez indukcj¦ ze wzgl¦du
na dªugo±¢ wyra»enia regularnego ω, jakie zostaªo zakodowane w obiekcie o.
Baza) Je±li obiekt speªnia relacj¦ o is Regexp to wykonanie instrukcji attach(o)
powoduje natychmiastowy powrót z warto±cia o.B true. Takie wyra»enie opisuje
pusty j¦zyk. Teza twierdzenia jest w tym przypadku speªniona.
Udowodnimy nieco mocniejszy lemat:

Lemat 21.7. Przypu±¢my, »e wcze±niejsze aktywacje obiektu o wspóªprogramu
Regexp wypeªniªy tablic¦ WORD na miejscach Let i0 be the value of the variable
I. Suppose that the some words of the language L(o) were generated by the ear-
lier activations of the coroutine o.
An execution of command attach(o) has the following e�ect: the subsequent
word of the language L(o) is concatenated to the content of the WORD(1), ... ,
WORD(I); i.e. the new word is placed beginning of the position WORD(I+1).
The value of B attribute becomes true i� all the words of the language L(o) were
shown.

Je±li obiekt speªnia relacj¦ o is Atom speªniony jest nast¦puj¡cy lemat
to uzyskujemy jedno sªowo o dªugo±ci jeden.

W obu tych przypadkach teza jest

program Treegen; (* Generates the language de�ned by a regular expres-
sion*)
(* Program written by A. Kreczmar 1982
proof written by A. Salwicki 1990 *)

unit REGEXP:coroutine;
(* an object in the hierarchy of subtypes of type REGEXP represents a regular
expression *)
(*
Theorem
For every object o in the hierarchy of classes that inherit from Regexp class the



258 ROZDZIA� 21. WSPÓ�PROGRAMY L9

program Pr (see below), when executed will print all the words of the regular
language represented by the object o and then it will stop.
Pr: I:=0;
do
attach(o);
(* print the WORD *)
for J:=1 to I
do
write(WORD(J))
od;
writeln;
if W.B then exit �
od

Lemma
Let i0 be the value of the variable I. Suppose that the some words of the lan-
guage L(o) were generated by the earlier activations of the coroutine o.
An execution of command attach(o) has the following e�ect: the subsequent
word of the language L(o) is concatenated to the content of the WORD(1), ... ,
WORD(I); i.e. the new word is placed beginning of the position WORD(I+1).
The value of B attribute becomes true i� all the words of the language L(o)
were shown.

PROOF of the lemma is distributed in the subclasses of the class regexp, i.e.
the proof goes by induction with respect to the length of a regular expression
*)

var B:BOOL; (* B º all the words of the language were shown *)
begin
return
inner;
B := true
end REGEXP;

unit ATOM: REGEXP class(C:CHAR);
(* an atomic regular expression consists of a letter
Proposition. An execution of attach statement applied to this object will place
the letter C on I+1-th place
in the table WORD and the value of B will be assigned to true. In this way the
whole regular language is displayed at once.
in this way we proved the base of the induction proof of the Lemma. *)
begin
do
I:=I+1; (* update the position *)
WORD(I):=C;
B:=TRUE;
detach
od
end ATOM;
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unit UNION: REGEXP class(L,R:REGEXP);
(* represents the expression (L È R) i.e. the union *)
(* Proposition. Assume that objects L and R enjoy the property expressed by
the Lemma
then any time this coroutine will be attached we obtain a subsequent word of
the union of the languages L and R.

Consider, a regular expresion of the length k. By our de�nition it is either
a union object or a concatenation object.
Let o be a union object i.e. o is UNION. The structure of its commands assures
the following
while not exhausted(L)
do
attach(L) � by induction hypothesis this command returns a word of L language
od
(* L.B = true *) � the exhaustion mark for L
while not exhausted(R)
do
attach(R) � by induction hypothesis this command returns a word of R language
od
(* R.B = true
B = true *)

It is evident that in this way by repeated execution of attach(o) one obtains
a sequence of words composed from the all words of L language followed by the
sequence of all words from the R language. *)

var m: INTEGER;
begin
do (* repeat : store I; generate one word (�rst from L next from R; detach;
restore I until exhausted *)
m:=I;
(* I is the position of the lastly generated letter. *)
(* M+1 is the position where the current UNION object *)
(* will place the letters of the currently generated word. *)
do
attach(L); (* by the inductive assumption this statement causes that one word
will be generated of the language L and it will be concatenated to the content
of WORD(1) , ... , WORD(I) *)
if L.B then exit �;
detach;
I:=m (* reestablish the position in the table WORD for the next word *)
od;
L.B:=FALSE; (* restart language L *)
do
detach;
I:=m; (* reestablish the position in the table WORD for the next word *)
attach(R); (* by the inductive assumption this statement causes that one word
will be generated of the language R and it will be concatenated to the content
of WORD(1) , ... , WORD(I) *)
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if R.B then exit �;
od;
R.B:=FALSE; (* restart language R *)
B:=TRUE;
detach;
od;
end UNION;

unit CONCATENATION: REGEXP class(L,R:REGEXP);
(* represents the concatenation (L·R) of the languages represented by the reg-
ular expressions L and R *)
(* Suppose the object o is of the class CONCATENATION.

Now the loop of commands of object o assures basically the following
while not exhausted
do
store (I);
attach(L); � a word from L
attach(R); � followed by a word from R
detach; � hence a word of (L R) is given
restore(I)
od

with the necessary reactions to a case when one language (L or R) ends.
It is clear that if the object L and R enjoy the property mentioned in the Lemma
then the object o enjoys it too*)

var N,m:INTEGER;
begin
do
m:=I; (*M stores the begin position of �rst language word position *)
do
attach(L);
N:=I; (* N stores the begin position of the second language word position *)
do
attach(R);
if R.B then if L.B then exit exit else exit � �;
detach; I:=N (* restart language R word generation position *)
od;
R.B:=FALSE; (* restart language R *)
detach; I:=m (* restart language L word generation position *)
od;
R.B,L.B:=FALSE; B:=TRUE; detach
od;
end CONCATENATION;

const N=50; (* DIMENSION FOR ARRAY WORD *)
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var A,B,C,D,E,W,V,L,O,G,II,NN:REGEXP,
I,J,N,M:INTEGER;
(* I = GLOBAL POSITION POINTER FOR ARRAY WORD *)
var WORD: arrayof CHAR; (* BUFFER FOR WORDS GENERATION *)

begin
writeln(�ANGUAGE GENERATOR USING COROUTINES");
writeln(�ANGUAGE IS REPRESENTED AS A TREE WITH OPERATIONS
IN NODES");
writeln(ÓUR OPERATIONS ARE SET THEORETICAL JOIN AND CON-
CATENATION OF");
writeln(�ANGUAGES");writeln;
A:=new ATOM('A'); B:=new ATOM('B'); C:=new ATOM('C');
D:=new ATOM('D'); E:=new ATOM('E');
L:=new ATOM('L'); G:=new ATOM('G');
II:=new ATOM('I'); NN:=new ATOM('N');
O:=new ATOM('O');
W:=new UNION(A,L);
W:=new CONCATENATION(W,new UNION(D,O));
V:=new CONCATENATION(II,C);
V:=new UNION(V,new CONCATENATION(L,new CONCATENATION(A,NN)));
V:=new CONCATENATION(G,V);
V:=new UNION(A,V);
W:=new CONCATENATION(W,V);
writeln("WE HAVE LANGUAGEDEFINED BY THE FOLLOWING EXPRES-
SION");
writeln;
writeln("(AÈL)·(DÈO)·(AÈG·(I·CÈL·A·N))");
writeln; writeln;
array WORD dim(1:N);
do
attach(W);
write();
for J:=1 to I
do
write(WORD(J))
od;
writeln;
if W.B then exit �
od
end

(*
Theorem
For every object o in the hierarchy of classes that inherit from Regexp class the
program Pr (see below), when executed will print all the words of the regular
language represented by the object o and then it will stop.
Pr: I:=0;
do
attach(o);
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for J:=1 to I
do
write(WORD(J))
od;
writeln;
if W.B then exit �
od

Lemma
Let i0 be the value of the variable I. Suppose that the some words of the lan-
guage L(o) were generated by the earlier activations of the coroutine o.
An execution of command attach(o) has the following e�ect: the subsequent
word of the language L(o) is concatenated to the content of the WORD(1), ... ,
WORD(I); i.e. the new word is placed beginning of the position WORD(I+1).
The value of B attribute becomes true i� all the words of the language L(o)
were shown.

Proof.
Induction with respect to the length of the expression represented by the object
o.

Base. Suppose the actual type of o is ATOM. Then the thesis of the lemma
is satis�ed.

Induction step. Suppose the lemma holds for every regular expression shorter
than an integer k. Consider, a regular expresion of the length k. By our de�ni-
tion it is either a union object or a concatenation object.
case A. Let o be a union object i.e. o is UNION. The structure of its commands
assures the following
while not exhausted(L)
do
attach(L) � by induction hypothesis this command returns a word of L language
od
L.B := true � set the exhaustion mark for L
while not
do
attach(R) � by induction hypothesis this command returns a word of R language
od
L.R := true
B := true

It is evident that in this way by repeated execution of attach(o) one obtains
a sequence of words composed from the all words of L language followed by the
sequence of all words from the R language.

case B Suppose the object o is of the class CONCATENATION.

Now the loop of commands of object o assures basically the following
while not exhausted
do
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store (I);
attach(L); � a word from L
attach(R); � precedes a word from R
detach; � hence a word of (L R) is given
restore(I)
od

with the necessary reactions to a case when one language (L or R) ends.
It is clear that if the object L and R enjoy the property mentioned in the Lemma
then the object o enjoys it too.
This ends the proof of the Lemma. ¨

21.9 Przeszukiwanie z nawrotami

Do±¢ cz¦sto stosuje si¦ zasad¦ poszukiwania rozwiaza«, która sprowadza sie do
przegl¡dania wszystkich mo»liwo±ci. Najcz¦±ciej spotykamy sie z takim podej±-
ciem w zadaniach sztucznej inteligencji oraz w grach. Wystarczy przypomnie¢
znane zadanie o przewiezieniu trzech kanibali i trzech misjonarzy przez rzek¦
gdy do dyspozycji jest ªódka pozwalaj¡ca przewie¹¢ naraz tylko dwie osoby.

Poni»ej podajemy tekst programu znajduj¡cego rozwi¡zanie problemu kani-
bali i misjonarzy. Zwró¢ uwag¦ na klas¦ backtrack. Opisuje ona mechanizm
tworzenia drzewa ... Klasa ta nadaje si¦ do wielokrotnego zastosowania.

program backtracking;
unit backtrack: class;
hidden se;
var root:node,search:se,found:node,
number_of_leaves,number_of_answers:integer;

unit node: class(father:node);
var nsons,level: integer , deadend:boolean;
unit virtual leaf: function :boolean;
end leaf;
unit virtual answer :function :boolean;
end answer;
unit virtual lastson: function : boolean;
end lastson;
unit virtual nextson: function : node;
end nextson;
unit virtual equal : function (w:node):boolean;
end equal;
unit virtual cost: function :real;
end cost;
begin
if father =/= none
then
level:=father.level+1
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else
level:=0
�;
end node;

unit ok: function (v:node):boolean;
var w:node;
begin
if v=none then result:=false; return �;
result:=true; w:=v.father;
while w =/= none
do
if v.equal(w) then result:=false; return �;
w:=w.father
od
end ok;

unit purge: procedure (v:node);
var w: node;
begin
if v=none then return �;
do
w:=v.father; kill(v);
if w=none then return �;
w.nsons:=w.nsons-1;
if w.nsons =/= 0 then return �;
v:=w
od;
end purge;

unit virtual insert: procedure(v:node);
end insert;

unit virtual delete : function :node;
end delete;

unit se: coroutine ;
var i:integer,v,w:node;
begin
return; call insert(root);
do
v:=delete;
if v=none then exit �;
if v.answer
then
number_of_answers:=number_of_answers+1;
found:=v; detach; call purge(v);
else
if v.deadend
then



21.9. PRZESZUKIWANIE Z NAWROTAMI 265

number_of_leaves:=number_of_leaves+1;
call purge(v);
else
do
w:=v.nextson; v.nsons:=v.nsons+1;
if ok(w)
then
w.deadend:=w.leaf; call insert(w);
�;
if v.lastson then exit �;
od;
�;
�;
od;
found:=none;
end se;

unit optimize: function: node;
var v,w:node;
begin
call insert(root);
do
v:=delete;
if v=none then exit �;
if v.answer
then
number_of_answers:=number_of_answers+1;
if result=none orif result.cost > v.cost
then
call purge(result); result:=v
�;
else
if v.deadend
then
number_of_leaves:=number_of_leaves+1;
call purge(v)
else
do
w:=v.nextson; v.nsons:=v.nsons+1;
if ok(w)
then
w.deadend:=w.leaf; call insert(w);
�;
if v.lastson then exit �;
od;
�
�;
od;
end optimize;
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unit killall :procedure;
var v:node;
begin
do
v:=delete;
if v=none then return �;
call purge(v);
od;
end killall;

begin
search:=new se;
inner;
kill(search);
end backtrack;

unit dfs :backtrack class;
var top:elem;

unit elem: class (next:elem, v:node);
end elem;

unit virtual insert: procedure(v:node);
begin
top:=new elem(top,v);
end insert;

unit virtual delete: function :node;
var e:elem;
begin
if top =/= none
then
result:=top.v;
e:=top; top:=top.next; kill(e);
�;
end delete;
end dfs;
(* tu si¦ zaczyna program przykªadu *)
var n,bc:integer,h1,h2,h3:char;
begin
do
writeln("tell how many canibals(=no missionaries)");
write(«= ");
readln(n);
if n=0 then exit �;
write("boat capacity=");
readln(bc);

pref dfs block
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var m,c:integer; (* bc - boat capacity, n- number of cannibals

n- number of missionars *)
unit state: node class(m1,c1:integer);
var m2,c2:integer, left:boolean;
(* m1,m2 number of missionars on both sides of the river
c1,c2 number of cannibals on both sides of the river *)

unit virtual answer: function: boolean;
begin
result:=m1=0 and c1=0
end answer;

unit virtual leaf: function : boolean;
begin
if m1<0 orif m2<0 orif c1<0 orif c2<0 orif
m1>n orif m2>n orif c1>n orif c2>n orif
m1<c1 and m1>0 orif m2<c2 and m2>0
then
result:=true
�
end leaf;

unit virtual lastson: function :boolean;
begin
if c=0 and m=bc
then
result:=true; m:=0; c:=0;
�;
end;

unit virtual nextson : function :state;
begin
c:=c+1;
if m=0
then
if c>bc
then
c:=0; m:=1
�
else
if m<c orif m+c>bc
then
c:=0; m:=m+1;
�
�;
if left
then
if c+m<bc
then
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result:=none
else
result:=new state(this state,m1-m,c1-c)
�
else
result:=new state(this state,m1+m,c1+c)
�;
end nextson;

unit virtual equal: function(w:state):boolean;
begin
result:=left=w.left and m1=w.m1 and c1=w.c1;
end equal;

unit virtual cost: function :real;
begin
result:=level
end cost;

begin
left:=level mod 2 = 0;
m2:=n-m1; c2:=n-c1;
end state;

unit display: procedure(v:state);
var j,i:integer, w:state,at: arrayof state;
begin
if v=none then writeln(«o more solutions"); return �;
i:=v.level;
array at dim (0:i);
w:=v;
for j:=i downto 0
do
at(j):=w; w:=w.father
od;
writeln("move number left side direction right side");
for j:=0 to i
do
write(j); write();
w:=at(j);
write(w.m1,w.c1,);
if w.left
then
write(->");
else
write(�-");
�;
writeln(,w.m2,w.c2);
od;
kill(at);
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end display;

begin
root:=new state(none,n,n);
write("do you want to optimize ");
writeln(ór to print all the solutions ?");
writeln("(answer opt or all)");
readln(h1,h2,h3);
if h1='o' and h2='p' and h3='t'
then
found:=optimize;
if found =/= none
then
call display(found);
writeln(«umber of leaves=",number_of_leaves);
writeln(«umber of answers=",number_of_answers);
else
writeln(«o solutions");
writeln(«umber of leaves=",number_of_leaves);
�;
call killall;
else
if h1='a' and h2='l' and h3='l'
then
do
attach(search);
call display(found);
writeln("ile li±ci=",number_of_leaves);
writeln("ile odpowiedzi=",number_of_answers);
if found=none then exit �

od;
call killall;
�
�;
end;
od;

end;

end

21.10 Symulacja.

Wspólprogramy mog¡ by¢ z sukcesem u»yte do symulacji procesów dyskret-
nych. Np do symulacji epidemii grypy w pewnej populacji, do symulacji ruchu
pojazdów w mie±cie, etc. Czyli, tam gdzie trudno zastosowa¢ wzory anality-
czne, natomiast znane s¡ pewne statystyczne prawidªowo±ci dotycz¡ce procesów.
TODO
opisz przykªad,



270 ROZDZIA� 21. WSPÓ�PROGRAMY L9

wytªumacz poj¦cia: simproces, o± zdarze«,
operacje: hold, schedule, passivate, run
Schemat programu stosuj¡cego klas¦ Simulation

program Bank; unit FIFOqueues: class
...

end FIFOqueues; unit PriorityQueues: FIFOqueues: class
...

end PriorityQueues;
unit Simulation: PriorityQueues class

...
unit simproc:FIFOelem class ... end simproc;
(* procesy symulowane mog¡ stawa¢ w kolejkach *)
...

end Simulation;
begin

...

pref Simulation block
(* w tym bloku mo»na wykorzystywa¢ poj¦cia i operacje
opisane w klasie Simulation *)

begin

tu umie±¢ Twój program symulacyjny

end (* blok/program Symulacji *)
end

Tu napisz omówienie przykªadu z bankiem. Klasy bankteller i klientbanku i jak
to dziaªa...
Skomentuj strukture podana powy»ej.

21.11 Poprawno±¢ klasy Simulation

W tym rozdziale poka»emy jak mozna zrealizowa¢ klas¦ na podstawie jej specy-
�kacji, konstruuj¡c przy tym dowód poprawno±ci. Rozwa»a¢ b¦dziemy dwie
specy�kacje: specy�kacj¦ Symulacja docelowej klasy Simulation, oraz specy-
�kacj¦ ATPQ kolejek priorytetowych � tj. baz¦ na której zbudowana b¦dzie
klasa Simulation.

21.11.1 Introduction

In earlier articles we discussed the problems related to the speci�cations. In [27]
we demonstrated the risks of creating inconsistent or incomplete speci�cations.
We made an example of complete speci�cation. The algorithmic formulas used
there allow to show that any two implementations of the specifcation are iso-
morphic. We also remarked that the algorithmic logic makes a formal base for
proofs of correctness of algorithms. In other article [28] we demonstrate ... In
these articles speci�cations are viewed as somewhat theoretical, abstract beings.
In fact, we talk of formalized algorithmic axiomatizations. Yet, the practice of
programming brings the concept similar to speci�cations, it is interface module.
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This article is third in series. In [27] we discussed the problems related to the
creation of a speci�cation of a class. In [28] we presented a proof of correctness
of a class w.r.t. a speci�cation.

Now, we illustrate that in some circumstances one may build a class using
only knowledge of two speci�cations: speci�cation SA of the base class A and a
speci�cation SB of a target class B that inherits the class A. No knowledge on
the body of the inherited class is needed.

The meaning of this result is the following: the created class B will be cor-
rect with any class A provided it correctly implements the speci�cation SA.
One possible application of this result is a quick construction of software. A
prototype class A may be used in order to quickly construct the system consist-
ing of classes A and B. Later, one may replace the class A by a more e�cient
implementation.

A comment is in place here: our speci�cations can be compared with the
interface modules of Java. It turns out that:

1◦ Interfaces limit themselves to the signature part of an speci�cation. The
speci�cation �les .spec of the SpecVer system contain signatures as well
as properties (or invariants, or axioms) of speci�ed classes.

2◦ Interfaces can not prevent misinterpretation of the signature. Imagine, an
interface

interface Stacks {
Stacks push(Element e, Stacks s) { }
Stacks pop(Stacks s) { }
Element top(Stacks s) { }

}

What will happen if a class Stacks implemnts this speci�cation in the
manner of FIFO instead of LIFO? This and similar examples demonstrate
that speci�cations of Java do not garantee anything but that the class
implementing an interface has declared some methods of given names and
parameters.

3◦ Interfaces are not complete. Obviously, one interface I may be imple-
mented in many ways. There is no way to express that any implementation
of I must ...

In section 21.12 we give the speci�cation for the class Simulation. Section
21.12.1 presents step by step work on implementation of the class Simulation.
Appendix A contains the speci�cation of the base class PQS. Appendix B con-
tains an informal, yet su�ciemtly complete, speci�cation of coroutines.

21.12 Speci�cation of Simulation class

Now we are going to describe and to axiomatize a system of discrete event sim-
ulation. There are numerous situations in which we have to deal with processes
to be simulated, for example:
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� system of patients and medecine doctors,

� system of vehicles and street lamps,

� system of ...kupno-sprzeda»

Class Simulation is meant as a base for further extensions. It o�ers a proto-
type of simulated processes and de�nes a set of basic operations on processes.
The universe of the system Simulation of simulated processes and discrete
events consists of four disjoint subsets: SimProcess, EventNotice, T ime and
SimulationP lans. Objects of type SimProcess are quasi-threads, more pre-
cisely they are coroutines. Each object of type SimProcess has a thread, how-
ever only one coroutine is executed in a moment. The control passes from one
coroutine to another grace the direct command attach(x).

The type Time may be a prede�ned class.

The type EventNotice has two �elds: process and time.

The type SimulationP lan is the data structure of priority queues of EventNocices

Initialization

Passive

Active Awaiting

Terminated

kill(x)

hold(dt)

run(p)

chooseProcess

new Your_SimProcess(...)

x:=

return

passivate cancel(p)run(x) schedule(x,t)

Scheduled

end

21.12.1 Constructing Simulation class

From speci�cation's signature to the skeleton of the class Simulation

The �rst step is a simple,almost automatic, translation of the speci�cation's
signature onto the skeleton of the class Simulation.
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Speci�cation's signature Class' skeleton

Types:
simprocess
plan_of_simulation ⊂ PQ
time
eventnotice

Operations:
current - this process is currently active,
current : PQ→ SP

time - the value of currently simulated time,
time : PQ→ T

schedule - enables planning of events,
schedule : (SP × T )× PQ→ PQ

hold - suspend a current process for a while,
hold : T × PQ→ PQ

run - immediately execute the process,
run : SP × PQ→ PQ

passivate - suspends the current process,
passivate : PQ→ PQ

cancel - removes a process from plan,
cancel : SP × PQ→ PQ

idle?
idle : SP → Boolean

terminated?
terminated : SP → Boolean.

unit Simulation: PriorityQueues class

unit Simprocess: elemFIFO coroutine;
unit isIdle: function: Boolean;
unit isTerminated: function: Boolean;

end Simprocess;

unit EventNotice: elemPQ class; ...
end EventNotice;

unit PlanSymulacji: QueueHead class;
unit schedule : proc(p: SimProcess, t: time):
unit hold: procedure(dt: time);
unit run: procedure(p: SimProcess);
unit passivate: procedure;
unit cancel: procedure;
unit chooseProcess: procedure;
unit currentProcess: function: SimProcess;
unit currentTime: function: time;
var currProcess: SimProcess, currTime: Time;

end PlanSymulacji;

unit Time: class ... end Time;

var SQS: PlanSymulacji;
end Simulation;

Below we gathered the postulates (invariants, axioms) the class Simulation
should obey.

SQS is a finite set. (S1)

EventNotice = SimProcess× Time (S2)

SQS.currentProcess = (SQS.min qua EventNotice).p (S3)

SQS.currentT ime = (SQS.min qua EventNotice).t (S4)

¬ idle(p, pq) =⇒ (∃t)member((p, t), pq) (S5)

∀pq∈SimulationPlan∀p∈Simprocessmember((p, t1), pq) ∧member((p, t2), pq) =⇒ t1 = t2
(S6)

pq = c ∧ idle(p, pq) ∧ ¬terminated(p, pq) =⇒ (S7)

[callschedule((p, t), pq)]¬idle(p, pq) ∧ pq = insert((p, t), c)

(pq = o ∧ ¬idle(p, pq) ∧ ¬terminated(p, pq)) =⇒ (S8)

[callschedule((p, t), pq)](idle(p, pq) ∧ pq = insert((p, t), delete((p, time), o)),

terminated(p, pq) =⇒ [callschedule((p, t), pq)]{ERROR}, (S9)

[call hold(t, pq)] α ≡ [call schedule((current(pq), time+ t), pq)] α, (S10)

(current(pq) = p′ ∧ ¬terminated(p, pq)) =⇒ (S11)

{[callrun(p, pq)]α ≡ [callschedule(p, time, pq)]α}
(p = current(pq) ∧ pq = o) =⇒ (S12)

[call passivate(pq)](idle(p, pq) ∧ pq = delete((p, time), o))

pq = o =⇒ [call cancel(p, pq)](idle(p, pq) ∧ pq = delete((p, t), o)). (S13)

We made the following decisions:
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� We introduce the class PlanSymulacji derived upon the class Queuehead
which implements priority queue [28].

� Instead of functions schedule, run, hold, passivate, etc. of type PQ with
one argument of type PQ we declare methods schedule, run, hold, passivate, etc.
within class PlanSymulacji. In this way we spare transferring argument
and receiving the result. This simpli�es the body of class Simulation and
the usage of it.

The full text of the �rst version is here.
Now we ought to �ll the bodies of methods schedule, run, hold, etc in such a
way that the properties S1 � S13 are valid.

Wªasno±¢ S1

SQS is a finite set. (S1)

Remark that the property S1 is garanteed. For the variable SQS points to a
priority queue object.

Wªasno±¢ S2: EventNotice = Simprocess × Time

EventNotice = SimProcess× Time (S2)

Wªasno±¢ S2 says: objects of type EventNotice are pairs 〈s, t〉 where s ∈
SimProcess and t ∈ Time. EventNotice objects are inserted into priority
queue. Hence they need an ordering relation. We use the following de�nition:

e1 ≤ e2
df
≡ e1.t ≤ e2.t

The class EventNotice takes the following form

unit EventNotice: elemPQ class(p: SimProcess, t: Time);
unit less: virtual function(e: EventNotice): Boolean;
begin

result:= t ≤ e.t
end less;

end EventNotice;

The full text of the second version is here.

Wªasno±ci S3 i S4

We shall prove that in each state of SimulationPlan SQS and hence in each
moment of a simulation experiment the following two properties hold.

SQS.currentProcess = (SQS.min qua EventNotice).p (S3)

and
SQS.currentT ime = (SQS.min qua EventNotice).t (S4)

To assure this, we put the instruction
call chooseProcess;
as the last instruction in the operations: hold, run, passivate.
For example,

http://lem12.uksw.edu.pl/images/f/f3/SimClassWersja1.pdf
http://lem12.uksw.edu.pl/images/c/c5/SimClassWersja2.pdf
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unit hold: procedure(dt: time);
begin

...
call chooseProcess;

end hold;

The instruction chooseProcess has to select from the priority queue SQS the
eventnotice of the minimal time and to activate the process named in this
eventnotice. Moreover information on the chosen process and on the time of
chosen eventnotice are to be accessible as the values of function designators:
cuurrentProcess and currentT ime. We achieve this by declaring private vari-
ables: currProcess and currT ime and makking their values available through
the methods currentProcess and currentT ime.

unit chooseProcess: procedure;
var e: EventNotice;

begin (* value of SQS.min is the least element of priority queue *)
e:=SQS.min qua EventNotice; (* projection qua EventNotice is needed here *)
(* variables currTime i currProcess are private variables of the object SQS *)
currProcess:= e.p;
currTime := e.t;
attach(e.p);

end chooseProcess;

We can not not forget to declare method currentProcess.

unit currentProcess: function: SimProcess;
begin

result := currProcess;
end currentProcess;

In a similar way we declare method currentT ime. The reader sees that prop-
erties S3 and S4 are valid. The full text of the third version is here.

Wªasno±¢ S5

¬idle(p, pq) =⇒ (∃t)member((p, t), pq) (S5)

In words, every not suspended process is planned for certain time t. This prop-
erty requires that information whether an object s of type SimProcess has an
eventnotice in the SimulationP lan or not were known to the object itself. The
simplest way to achieve this is to put the eventnotice 〈s, t〉 in the object s. Now,
the function idle answers correctly by checking the value of the variable event.

unit SimProcess: elemFIFO coroutine;
var event: EventNotice; (* make sure that, event.p = this SimProcess *)
unit isIdle: function: Boolean;
begin

http://lem12.uksw.edu.pl/images/a/ae/SimClassWersja3.pdf
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result := (event=none); (* not scheduled i� event = none*)
end isIdle;

end SimProcess;

The full text of the fourth version is here.

Wªasno±¢ S6

∀pq∈SimulationPlan∀p∈Simprocessmember((p, t1), pq)∧member((p, t2), pq) =⇒ t1 = t2
(S6)

In words, in every simulation plan every process can be planned at most once.
Wªasno±¢ S6 will follow from the analysis of methods schedule, hold, run, for
they are inserting an eventnotice to the plan of simulation.

Wªasno±¢ S7

Wªasno±¢ S7 reads:

pq = c∧idle(p, pq)∧¬terminated(p, pq) =⇒ [callschedule((p, t), pq)]¬idle(p, pq) ∧ pq = insert((p, t), c)
(S7)

In words, a suspended process can be scheduled to be reactivated at time t.
Note it is the time of simulation system.

terminated(p) ≡ objectpexecutedallitsinstructions

We shall write a constructor (empty) and a thread of the coroutine SimProcess.

begin
return; (* end of constructor, constructor is empty *)
inner; (* it is a place for the thread of derived class *)
�nished :=true; (* thread is terminated *)
call passivate;
raise Error; (* at the attempt to activate a terminated simprocess object *)

end SimProcess;

A provisory variant of procedure schedule may look as follow:

unit schedule: procedure(p:SimProcess, t: time);
var ev: EventNotice;

begin
ev := new EventNotice(p, t);
if p.idle and not p.terminated then call SQS.insert(ev); p.event:=ev; endif;

end schedule;

The full text of the �fth version is here.

http://lem12.uksw.edu.pl/images/d/d4/SimClassWersja4.pdf
http://lem12.uksw.edu.pl/images/7/70/SimClassWersja5.pdf
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Wªasno±ci S8 i S9

(pq = o∧¬idle(p, pq)∧¬terminated(p, pq)) =⇒ [callschedule((p, t), pq)](idle(p, pq)∧pq = insert((p, t), delete((p, time), o)),
(S8)

A scheduled already process p can be scheduled again for another time, this will
delete an earlier eventnotice for p.

terminated(p, pq) =⇒ [callschedule((p, t), pq)]{ERROR}, (S9)

An attempt to schedule a terminated process results in an error. Properties S8
and S9 require the correct, full version of operation schedule.

unit schedule: procedure(p:SimProcess, t: time);
var ev: EventNotice;

begin
if p. terminated
then

raise ErrorDo_not_ScheduleTerminatedProcess;
else

ev := new EventNotice(p, t);
if not p.idle
then

call SQS.delete(p.event);
endif;
call SQS.insert(ev);
p.event:=ev;

endif;
end schedule;

As it is easy to observe the operation schedule de�ned in this way satis�es
properties S7 and S8. We should react when the parameter t has the value less
than currentT ime.

The full text of the sixth version is here.

Wªasno±¢ S10

[call hold(t, pq)] α ≡ [call schedule((current(pq), time+ t), pq)] α, (S10)

for arbi-

trary formula α.

A hold operation suspends the current process and schedules its activation af-
ter t units of time. The property leads directly to the following body of the
procedure hold.

unit hold: procedure(dt: time);
begin

call SQS.schedule(currentProcess, currentTime+dt);
call SQS.chooseProcess;

end hold;

http://lem12.uksw.edu.pl/images/4/49/SimClassWersja6.pdf
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The �rst instruction causes suspension of the current simprocess' thread for dt
units of time. The second instruction will choose a new active simprocess object.
The full text of the seventh version is here.

Property S11

(current(pq) = p′∧¬terminated(p, pq)) =⇒ {[callrun(p, pq)]α ≡ [callschedule(p, time, pq)]α}
(S11)

for arbi-

trary formula α.

Procedure run immediately activates the indicated simprocess p.

unit run: procedure(p: SimProcess);
begin

if p.terminated
then

raise ErrorDo_not_ScheduleTerminatedProcess;
endif;
call hold(0.1); (* wstrzymaj na chwile bie»acy proces *)
call schedule(p, currentTime);

end run;

The instruction call run (x) results in immediate activation of the simprocess
object x.

The full text of the eigtht version is here.

Wªasno±¢ S12

(p = current(pq)∧pq = o) =⇒ [call passivate(pq)](idle(p, pq)∧pq = delete((p, time), o))
(S12)

Instruction passivate removes the current simprocess from the plan of simula-
tion.

unit passivate: procedure;
var s: Simprocess;

begin
s := currentProcess;
call SQS.delete(s.event);
s.event :- none;
call SQS.chooseProcess;

end passivate;

The full text of the ninth version is here.

http://lem12.uksw.edu.pl/images/6/61/SimClassWersja7.pdf
http://lem12.uksw.edu.pl/images/5/5b/SimClassWersja8.pdf
http://lem12.uksw.edu.pl/images/4/41/SimClassWersja9.pdf
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Wªasno±¢ S13

pq = o =⇒ [call cancel(p, pq)](idle(p, pq) ∧ pq = delete((p, t), o)). (S13)

Instruction cancel applies to a scheduled, non-active simprocess.

unit cancel: procedure(p: SimProcess);
begin

call SQS.delete(p.event);
p.event :- none;
call SQS.chooseProcess;

end cancel;

The full text of the tenth version is here.

Wªasno±¢ S6 ponownie

∀pq∈SimulationPlan∀p∈Simprocessmember((p, t1), pq)∧member((p, t2), pq) =⇒ t1 = t2
(S6)

Wªasno±¢ ta powiada: w ka»dym momencie oblicze« i dla ka»dego procesu s, w
planie symulacji nie ma dwu zdarze« e1 i e2 planujacych wznowienie procesu s
w dwu ró»nych chwilach. Mo»na sprawdzi¢, »e procedura schedule zapewnia te
wªasno±¢, a w konsekwencji tak»e pozostaªe procedury planowania, które sie na
tej procedurze opieraja, zapewniaja te wªasno±¢

Uwagi

skad sie wziaª prior?
Unit Mainpr: SimProcess class

21.12.2 Wnioski

Jako jeden z natychmiastowych wniosków otrzymujemy:

Twierdzenie 21.8 (o relatywnej poprawno±ci). Je±li klasa bazowa jest mod-
elem specy�kacji Kolejek Priorytettowych to klasa Simulation jest modelem (tj.
poprawnie implementuje) specy�kacj¦ Symulacja.

Dowód. Wynika z konstrukcji klasy Simulation.

Kolejne pytanie jakie si¦ nasuwa brzmi: czy istnieje wi¦cej implementacji
b¦d¡cych modelem specy�kacji Symulacja? a mo»e wszystkie one s¡ izomor-
�czne?

Twierdzenie 21.9. Niech klasa CPQ b¦dzie modelem specy�kacji ATPQ kolejek
priorytettowych. Ka»de dwie poprawne implementacje specy�kacji Symulacja
(tj. modele) które bazuj¡ na klasie CPQ s¡ izomor�czne.

Dla u»ytkownika du»e znaczenie ma nast¦puj¡ce

Twierdzenie 21.10. W ka»dym kroku obliczenia ... wspóªprogramem aktywnym
jest current process.

http://lem12.uksw.edu.pl/images/9/93/SimClassWersja10.pdf
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Dowód. Wynika z wªasno±ci S1 � S13.

A wi¦c ...

21.12.3 Appendix A: Speci�cation of Priority Queues

The speci�cation of priority queues class was published in [31], we recall it here
for the convenience of the reader.

Table 1. Speci�cation ATPQ of priority queues.

Signature Comments

Sorts Universe = E ∪ PQ
E set of elements
PQ set of priority queues

Operations let e ∈ E and q ∈ PQ
insert : E × PQ −→ PQ put e into q
delete : E × PQ −→ PQ delete e from q
min : PQ −→ E �nd the minimum element
empty : PQ −→ {true, false} is a priority queue q empty?
member : E × PQ −→ {true, false} does e ∈ q?
≤: E × E −→ {true, false} the ordering relation

Axioms

(a1) The set E ofelements is linearly ordered by the relation ≤ .
(a2) [while not empty(q) do q := delete(min(q), q) done] true

This axiom says for all q program halts, i.e. the priority queue q is �nite
(a3) [q1 := insert(e, q)]{member(e, q1) ∧ (∀e16=e member(e1, q1)⇔ member(e1, q))}
(a4) [q1 := delete(e, q)]{¬member(e, q1) ∧ (∀e16=e member(e1, q1)⇔ member(e1, q))}
(a5) empty(q)⇒ (∀e∈E ¬member(e, q))
(a6) ¬empty(q)⇒ (∀e∈E member(e, q)⇒ min(q) ≤ e))

The operation min �nds the least element of the set q.
(a7) [e := min(q)]true⇔ ¬empty(q)

Axiom (a7) says the result of expression min(q) is de�ned i� ¬empty(q)
(a8) member(e, q)⇔ begin

s1 := q; result := false;
while not empty(s1) and not result do

if e =min(s1) then result:=true �;
s1 := delete(min(s1),s1)

done
end result



Rozdziaª 22

Procesy L10

22.1 Programowanie wspóªbie»ne i rozproszone

L10

Wprogramowaniu niesekwencyjnym wyst¦puj¡ dwa podstawowe poj¦cia: proces
i procesor.
Program sekwencyjny jest procesem. Program niesekwencyjny mo»e utworzyc
i uruchomi¢ wi¦cej procesów. Ka»dy proces jest sekwencyjny w tym sensie, »e
jego instrukcje wykonywane s¡ po kolei, przez odpowiedni procesor. Procesor
� �zyczny lub wirtualny zapewnia post¦p w obliczeniach wykonuj¡c instrukcje
procesu i dokonuj¡c zmian w pami¦ci.
Z tymi, nie caªkiem precyzyjnymi poj¦ciami, mo»emy zró»nicowa¢ obliczenia nie
sekwencyjne.

wspóªbie»ne Z obliczeniami wspóªbie»nymi wielu procesów mamy do czynienia
wtedy, gdy wykonywane s¡ na jednym wspólnym procesorze,

rozproszone Obliczenia rozproszone wykonywane s¡ na procesorach poª¡czonych
sieci¡, Z konieczno±ci ka»dy procesor dziaªa w osobnej pami¦ci.

równolegªe Obliczenia równolegªe wykonywane s¡ na komputerze wyposa»o-
nym w wiele procesorów i wspóln¡ pami¦¢. Dzisiaj, ka»dy procesor wyposa»ony
jest w swoj¡ podr¦czn¡ pami¦¢ o caªkiem sporym romiarze.

De�nicje przyj¦te w Loglanie

W dalszych rozwa»aniach przyjmujemy zaw¦»aj¡ce poj¦cie procesora.

De�nicja 22.1. Moduª programu podobny do deklaracji klasy, odró»niaj¡cy si¦
od tej ostatniej tym, »e w miejsce sªowa kluczowego class wyst¦puje sªowo pro-
cess nazywamy moduªem procesu.

De�nicja 22.2. Obiekt utworzony na podstawie moduªu procesu nazywamy
obiektem procesu.

De�nicja 22.3. Procesorem jest system wykonawczy Loglanu, w skrócie VLP
lub uªamek jego czasu.
Je±li dwa (lub wi¦cej) procesy wykonywane s¡ przez jeden procesor VLP, to

281
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ka»demu z nich, na zmian¦, przydziela si¦ par¦ milisekund czasu procesora �zy-
cznego. Kazdy z nich otrzyma w przybli»eniu 1/2 czasu procesora.

Loglan oferuje jednolity model programowania oblicze« wspóªbieznych i rozpro-
szonych. Model ten obejmuje te» rozmaite kon�guracje mieszane. Przez proce-
sor b¦dziemy rozumie¢ loglanowsk¡ maszyn¦ wirtualna VLP. Na ka»dej takiej
maszynie mo»na wykonywac wiele programów naraz, a tak»e mo»na wykonywa¢
zadania wielu procesów jednego programu. Procesory VLP mog¡ by¢ w ªatwy
sposób ª¡czone sieci¡. Zobacz... Tworzy si¦ w ten sposób klaster (ang.cluster,
czyli grono) maszyn wirtualnych. Program P mo»e tworzy¢ obiekty procesów i
alokowa¢ je na ró»nych procesorach. Mo»e te» je wznawia¢.

Przykªad

Zacznijmy od krótkiego przykªadu

program �rst;
#include �classes/gui.inc�;

(* deklaracja procesu *)
unit writer: process(node: integer, s: string);
var i: integer, A: arrayof char;

begin
A := unpack(s);
return;
for i := lower(A) to upper(A)
do
write(A(i));

od
end writer;

var w1, w2, w3: writer;
begin

(* tworzenie obiektów procesu writer *)
w1 := new writer(0, �Bonjour tristesse Bonjour tristesse�);
w2 := new writer(0, �Welcome to London�);
w3 := new writer(0, �Willkomen in Berlin�);

(* uruchamianie obiektów w1, w2, w3 *)
resume(w1);
resume(w2);
resume(w3);

(* oczekiwanie na klawisz 'f' *)
pref GUI block
begin
while true do
if GUI_KeyPressed=ord('f') then exit �

od
end (* block *);

call endrun
end

Co si¦ skªada na ten program? Elementy programu istotne dla oblicze« wspóª-
bie»nych zaznaczono kolorem czerwonym.
Deklaracje w tym programie sprowadzaj¡ si¦ do: 1°deklaracji procesu writer, i
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2°deklaracji trzech zmiennych w1, w2, w3 typu writer.
Dziaªanie programu �rst polega na: 1°stworzeniu trzech obiektów procesu writer i
przypisaniu ich do zmiennych w1, w2, w3. Ka»dy z tych obiektów jest alokowany
na tym samym procesorze co program. (Decyduje o tym warto±¢ pierwszego
parametru równa 0.) Utworzone obiekty pozostaj¡ w stanie Pasywny. 2°Nas-
t¦pnie program uruchamia ka»dy obiekt wykonuj¡c polecenia resume. Ka»dy z
obiektów w1, w2, w3 zaczyna wykonywa¢ swoje zadania niezale»nie od innych,
drukuj¡c na ekranie odpowieni¡ liter¦ z zadanego tekstu. �¡cznie zprogramem
gªównym wykonywane s¡ cztery w¡tki oblicze« sekwencyjnych. 3°Program gªówny
oczekuje, »e zostanie naci±ni¦ty klawisz 'f'. Potem program ko«czy dziaªanie �
call endrun.

Obserwuj¡c zachowanie tego prostego programu mo»emy dokona¢ kilku spos-
trze»e«. Po pierwsze, na ekranie pojawi si¦ mieszanina liter.

Wynik programu �rst (pierwsza próba)

Dlaczego tak si¦ dzieje? To proste, wszystkie trzy obiekty procesów drukuj¡
na tym samym ekranie.
Po drugie, je±li powtórzysz wykonywanie tego programu, kilka lub kilkana±cie
razy, to zaobserwujesz, »e wzór przemieszania liter mo»e si¦ zmieni¢.

Wynik programu �rst (druga próba)

W tym przypadku ju» w drugiej próbie uzyskali±my inny obraz. Ale to ten sam
program i nie jest zale»ny od danych. Dlaczego wi¦c s¡ ró»nice w wydruku?
Aha, obliczenia wspóªbie»ne nie s¡ deterministyczne! Ta obserwacja ma doniosªe
konsekwencje. W programowaniu sekwencyjnym analiz¦ wªasno±ci programów
opieramy na zasadzie determinizmu: wielokrotne wykonanie programu z tymi
samymi danymi pocz¡tkowymi da zawsze ten sam wynik. Ale jak wida¢ w pro-
gramowaniu wspóªbie»nym zasada determinizmu nie obowi¡zuje. Najwa»niejsz¡
konsekwencj¡ tego co zaobserwowali±my, jest caªkowita nieprzydatno±¢ tzw.
testowania programu. Có» nam bowiem po tym, »e na naszych komputer-
ach program wspóªbiezny lub rozproszony nie daª powodu do niepokoju. W
nieznacznie zmienionej kon�guracji, np. przy innej temperaturze, lub gdy kom-
putery dziaªaj¡ z troch¦ inn¡ pr¦dko±ci¡ nieczekiwany bª¡d mo»e sie pojawi¢
jak diabeª z pudeªka.
Oznacza to m. in., »e wªasno±¢ stopu ma dwa oblicza: mo»emy pyta¢ czy ka»de
obliczenie programu P jest sko«czone? Ale mo»emy te» zastanawia¢ si¦ czy ist-
nieje chocia» jedno obliczenie sko«czone tego programu? Zamiast zadawa¢ sobie
pytanie czy po zako«czeniu (deterministycznego) programu P zachodzi warunek
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Initialization

return

x ∈Passive

return

stop

x∈Active

end MyProces

new MyProces()

x:=

resume(x)

Rysunek 22.1: Diagram stanów obiektu procesu

β, trzeba teraz pytania formuªowa¢ inaczej: czy koniecznie po zako«czeniu pro-
gramuM zachodzi warunek β i/lub czy mo»liwe jest »e po zako«czeniu programu
M zachodzi warunek β. J¦zyk opisu zjawisk semantycznych wyst¦puj¡cych w
programowaniu wspóªbie»nym wymaga modalno±ci: konieczne i mo»liwe. Ujmi-
jmy to jeszcze inaczej: w obliczeniach determinstycznych je±li jest mo»liwe, »e
po wykonaniu programu P zachodzi warunek α, to jest konieczne, ze po wyko-
naniu tego programu zachodzi warunek α.
Do zjawiska niedeterminizmu b¦dziemy jeszcze powraca¢. Omówi¢ model MAX.
Niedeterminizm oblicze« wspólbie»nych (równolegªych i rozproszonych) jest OGRANIC-
ZONY, tzn. nie uda si¦ otrzyma¢ efektu podobnego do x:= ? z dynamic logic.
Dlaczego? 1° Zasada MAX maksymalnego niekon�iktowego wyboru eliminuje
unfairness
2° Wykonywanie instrukcji atomowej nie mo»e trwa¢ dªu»ej niz to jest dla niej
przewidziane! (mowa o drugim niedeterministycznym wyborze instrukcji do za-
ko«czenia) w modelu MAX.
DO ZROBIENIA
-

obliczenie
rozproszone
odmiana pro-
gramu �rst

-semafor - pro-
gram second.log

22.2 Skªadnia i semantyka

Poni»ej przedstawiamy skªadni¦ i semantyke polece« dotycz¡cych procesów.
Zechciej zauwa»yc jak niewiele potrzeba, by rozszerzy¢ j¦zyk oblicze« sekwen-
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cyjnych tak by mo»na byªo programowa¢ obliczenia wspóªbie»ne i rozproszone.
Narz¦dzia sªu»¡ce programowaniu oblicze« wspóªbie»nych i rozproszonych s¡
naturalne, w tym sensie, »e s¡ zgodne z koncepcj¡ programowania obiektowego.
J¦zyk L10 jest rozszerzeniem poprzedniego j¦zyka L9.

L9  L10

Deklaracje

W tym rozszerzeniu j¦zyka znajdujemy deklaracje procesów � moduªów i deklaracje
zmiennych typu proces. Deklaracja moduªu process jest podobna do deklaracji
klasy czy wspóªprogramu, z tym, »e sªowo class nale»y zast¡pi¢ przez process.
W tre±ci takiego moduªu mog¡ wyst¡pi¢ instrukcje zarz¡dzaj¡ce obiektami pro-
cesów (s¡ one wyliczone poni»ej).

De�nicja 22.4. Niech P b¦dzie identy�katorem, params � list¡ parametrów
formalnych. Deklaracja moduªu procesu ma nast¦puj¡c¡ posta¢

unit P: process(params); D begin I end

Moduª procesu mo»e rozszerza¢ (tj. dziedziczy¢ z) moduªu klasy lub wspóªpro-
gramu. Niech K b¦dzie nazw¡ zadeklarowanej klasy.

unit K: class(paramsK); DK begin IK end K;
unit P: K process(paramsP ); DP begin IP end P

Mo»liwa jest tak»e sekwencja odwrotna w której moduª klasy dziedziczy z moduªu
procesu

unit P: process(paramsP ); DP begin IP end P;
unit K: P class(paramsK); DK begin IK end K

wynik operacji rozszerzania jest moduªem procesu.

WLoglanie'82 przyj¦to nast¦puj¡ce dodatkowe ograniczenia na posta¢ deklaracji
moduªu procesu:

� Deklaracja procesu musi by¢ zawarta bezpo±rednio w±ród deklaracji pro-
gramu gªównego (tj. musi by¢ deklaracj¡ top-level).

� Pierwszy parametr formalny na li±cie params parametrów formalnych mod-
uªu procesu musi by¢ typu integer. Warto±¢ pierwszego parametru aktu-
alnego decyduje na którym procesorze b¦dzie alokowany obiekt procesu.

� Parametry formalne procesu mog¡ by¢ typu pierwotnego lub typu pro-
ces. Niedopuszczalne jest by parametr aktualny byª typu tablicowego lub
obiektowego (za wyj¡tkiem obiektów procesów).

� W module procesu nie wyst¦puj¡ zmienne nielokalne. To ograniczenie
wynika w naturalny sposób, gdy zrozumiemy, »e obiekty procesu mog¡
by¢ alokowane na oddzielnych komputerach (poª¡czonych sieci¡).

De�nicja 22.5. Niech P b¦dzie nazw¡ moduªu procesu. Napis postaci

var a: P;

jest deklaracj¡ zmiennej a typu proces P.
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Deklaracje zmiennych tego samego typu P mo»na ª¡czy¢, np. var a,b: P;
jest deklaracj¡ dwu zmiennych a i b typu proces P.

Instrukcje

W j¦zyku L10 pojawia sie kilka nowych instrukcji atomowych. Natomiast za-
chowane zostaj¡ konstrukcje programotwórcze: if, for, while oraz ±rednik.

De�nicja 22.6. Nast¦puj¡ce napisy s¡ instrukcjami atomowymi w j¦zyku L10

� instrukcje atomowe j¦zyka L9 oraz

� instrukcja utworzenia obiektu procesu i przypisania go do zmiennej, np.
x := new Myproces((*node=*) 8, ...) ;

� polecenie resume, np.
resume(x)

� polecenie call np.
call x.meth(...) 1

� polecenie accept, np.
accept meth1, meth3

� polecenie enable, np.
enable meth1, meth2 ;

� polecenie disable, np.
disable meth3 ;

� polecenie stop
stop;

� polecenie return
w metodach zadeklarowanych wewn¡trz moduªu process polecenie return
mo»e przyj¡¢ posta¢ jak w poni»szym przykªadzie
return disable meth2, meth4 enable meth1, meth5;

Klaster procesorów VLP

Procesor VLP jest wirtualn¡ maszyn¡ loglanowsk¡. Mo»esz mu zleci¢ rózne
zadania. Procesor VLP mo»e ª¡czy¢ si¦ z innymi procesorami. W ten sposóbzrzut ekr.

mo»esz utworzy¢ klaster (ang. cluster).

Deklaracje procesów

Deklaracje s¡ niezb¦dne by mo»na byªo utworzy¢ obiekty procesów.
Deklaracja moduªu procesu tylko nieznacznie ró»ni si¦ od deklaracji klasy:

i) zamiast sªowa class nale»y napisa¢ process,

ii) trzeba pami¦ta¢, »e wszystkie lokalne zmienne procesu s¡ prywatne,

1gdy warto±ci¡ zmiennej x jest obiekt procesu to polecenie call wykonywane jest wedªug
protokoªu obcego woªania metody � alien call.
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iii) pierwszy parametr formalny (tj. pierwszy argument) deklaracji jest przez-
naczony na przekazanie numeru wirtualnego loglanowskiego procesora w
wirtualnym klastrze loglanowskich procesorów (zob. poni»ej),

Deklaracje zmiennych typu process niczym nie ró»ni¡ si¦ od deklaracji zmien-
nych obiektowych. Warto±ciami takich zmiennych s¡ obiekty procesów.

Polecenia specy�czne procesów

Par¦ sªów o poleceniach.
Obiekt procesu tworzymy wykonuj¡c polecenie x :=newMyproces(p, ...). Zwracamy
uwag¦ na to, »e pierwszy argument p wyznacza procesor na jakim b¦dzie alokowany
obiekt procesu. Typ tego argumentu musi by¢ liczb¡ caªkowit¡.
Je±li warto±¢ p jest równa zero to nowotworzony obiekt procesu jest alokowany
na tym procesorze, który wykonuje instrukcj¦. Ten sam procesor b¦dzie wykony-
wa¢ instrukcje procesu p po wznowieniu przez polecenie resume(p). Warto±¢ ar-
gumentu p ró»na od zera wskazuje na numer procesora VLP w klastrze wirtual-
nych procesorów loglanowskich. Nowoutworzony obiekt procesu jest Pasywny.
Tzn. jest gotów do rozpocz¦cia oblicze« wedªug swojego programu.

Zmiana stanu obiektu procesu na Aktywny tj. uaktywnienie lub wznowie-
nie obiektu procesu x, ma miejsce gdy wykonano polecenie resume(x). Zwró¢
uwag¦ na to, »e w odró»nieniu od obiektów wspóªprogramów � wiele obiektów
procesów mo»e by¢ naraz w stanie Aktywny. Je±li polecenie wykonywane jest
na procesorze o numerze 7, a obiekt jest alokowany na procesorze 2 to polecenie
aktywacji jest przekazywane temu drugiemu procesorowi � w efekcie obiekt jest
wykonywany na tym procesorze na którym byª alokowany.

Obiekt aktywny mo»e wykonywa¢ wiele polece«, które poznali±my wcze±niej:
instrukcje przypisania, warunkowe, iteracji etc. Instrukcje te powoduj¡ zmi-
an¦ stanu obiektu procesu. Wa»nym elementem stanu obiektu procesu jest
dost¦pno±¢ (public) lub niedost¦pno±¢ (private) metod obiektu. Na pocz¡tku
wszystkie metody obiektu procesu s¡ ukryte (private). Polecenie enable met1,
met4 udost¦pnia wyliczone metody innym obiektom. A dokªadniej dodaje te
metody do zbioru ju» wcze±niej udost¦pnionych (enabled) metod. Mo»na so-
bie wyobrazic, »e elementem stanu obiektu procesu jest zbiór metod udostep-
nionych, oznaczamy go MASK. Polecenie disable met2, met3 usuwa nazwy tych
metod ze zbioru MASK. Mo»emy uwa»a¢, »e odt¡d metody te s¡ prywatne i
niedost¦pne z zewn¡trz.

Obce woªanie metody

Obiekty procesów mog¡ wspóªdziaªa¢. Podstaw¡ wspóªdziaªania jest oryginalny
protokóª obcego woªania metod (ang. alien call) wymy±lony przez Bolka Ciesiel-
skiego w r. 1988 [9, ?]. Nie spotkali±my podobnej koncepcji w »adnym innym
j¦zyku programowania.
Skªadnia obcego woªania metody ma dwa skªadniki, jeden w obiekcie y procesu
wywoªuj¡cym metod¦ methd w innym obiekcie x procesu: call x.meth. Drugi
skªadnik wyst¦puje w wywoªywanym obiekcie x i jest to albo polecenie accept
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..., methd, ...; albo polecenie enable methd;. W pierwszym przypadku mówimy
o synchronicznym wykonaniu polece«

y:: call x.methd(args) ‖ x:: accept methd

W drugim przypadku mamy do czynienia z asynchronicznym, tak»e wspólnym,
wykonaniem polecenia call x. methd(.) przez oba obiekty procesów.

y:: call x.methd(args) ‖ x::


enable methd;
...;
...;
...;


Jak wytªumaczy¢ nazwy synchroniczna lub asynchroniczna odmiana protokoªu
alien call?

s) zsynchronizowane wywoªanie metody meth zadeklarowanej w obiekcie x
pewnego procesu, ma miejsce gdy nast¡pi spotkanie instrukcji wywoªa-
nia metody z obcego obiektu procesu z instrukcj¡ accept w tym obcym
obiekcie.

a) asynchroniczne wywoªanie metodymeth zadeklarowenej w obiekcie x pewnego
procesu, ma miejsce gdy obiekt ten umo»liwiª przerwanie wykonywania
swego ci¡gu instrukcji wykonuj¡c polecenie enable methd. Przerwanie
takie mo»e nastapi¢ w bli»ej niekre±lonym momencie, zawsze jednak po
zako«czeniu wykonywania instrukcji (tzn. przy ±redniku).

Realizacja protokoªu alien call

Obiekt y pewnego procesu wykonuje polecenie call x.methd(args):

1. Sprawdzane s¡ nast¦puj¡ce warunki: czy obiekt x istnieje? czy jest Ak-
tywny? czy metoda methd jest udost¦pniona (enabled)? Gdy te warunki
s¡ speªnione przechodzi si¦ do kolejnego punktu. Je±li nie to obiekt y
oczekuje na ich speªnienie.

2. Obiekt y przekazuje argumenty obiektowi x i oczekuje na sygnaª zako«czenia
protokoªu i na wyniki od obiektu x.

3. Obiekt x

� zapami¦tuje zmienn¡ systemowa MASK,

� MASK :=∅ tj. wszystkie metody obiektu s¡ zablokowane,

� tworzony jest rekord aktywacji metody methd,

� wykonywana jest tre±¢ tej metody,

� po zako«czeniu odsyªa wyniki � argumenty out,

� odtwarzana jest warto±¢ zmiennej MASK,

� wykonywane jest polecenie return ... enable ... disable ...;

� obiekt wykonuje swoj¡ kolejn¡ instrukcj¦ i

4. obiekt y kontynuuje swoje obliczenie
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Komentarza wymaga polecenie return enable ... disable ...; Polecenia tego
nie mo»na podzieli¢, gdy» w takim przypadku cz¦±¢ enable ... disable ... nie
zostanie wykonana lub jej efekt zostanie zmarnowany. Zastanów sie dlaczego
tak by byªo?
Na czym polega wykonanie polecenia accept met3, met3?

1. do zbioru udost¦pnionych metod doª¡czane sa nazwy metod met2 i met3,

2. jesli jaki± inny proces wywoªaª metod¦ znajduj¡ca sie w zbiorze metod
udost¦pnionych (enabled) to rozpoczyna si¦ wykonywanie tej metody, pa-
trz wy»ej. (Zauwa», proces x jest aktywny i speªnione s¡ warunki ..)

3. w przeciwnym przypadku proces oczekuje na wywoªanie której± z metod
udost¦pnionych.

Mo»na to wysªowi¢ inaczej proces x nie rozpocznie wykonywania instrukcji po
instrukcji accept dopóki nie zostanie zrealizowane jedno z polece« call ...

22.3 Program Rozmowa

Przedstawiamy poni»ej program umo»liwiaj¡cy rozmow¦ dwu osób poprzez sie¢.
Dla dziaªania programu niezb¦dne jest by w klastrze poª¡czonych wirtualnych
procesorów loglanowskich znajdowaªy sie conajmniej dwa procesory VLP. Dla
potrzeb tego programu przyjmijmy, »e procesory VLP dzi¡ªaj¡ na w¦zªach o
numerach 2 i 12. Program gªówny wykonywany jest przez procesor na w¦¹le nr
2. Struktura tego programu jest bardzo prosta:

� program gªówny tworzy dwa obiekty rozmówca, na w¦zªach 0 i 12. Obiekt
procesu alokowany na w¦¹le 0 jest faktycznie alokowany i wykonywany na
w¦¹le nr 2. Tworzone s¡ te» dwa obiekty procesu ekran na tych samych
w¦zªach.

� obiekt procesu rozmówca odbiera znaki naci±ni¦te na klawiaturze i wysyªa
je do obu ekranów: lokalnego i zdalnego,

� obiekt typu ekran jest serwerem mast¦puj¡cych usªug:

� wydrukuj przysªany znak w cz¦±ci lokalnej ekranu,

� wydrukuj przysªany znak w cz¦±ci zarz¡dzanej przez drugiego rozmówc¦.

� skasuj ostatnio wydrukowany znak (Backspace) (lokalnie i zdalnie),

� zako«cz prac¦ gdy naci±ni¦to klawisz Esc (escape) i prze±lij odpowiedni
sygnaª do pozostaªych procesów.
To jest sposób na realizacj¦ rozproszonego zako«czenia caªego pro-
gramu � wszystkich jego procesów.

Proces ekran

Najpierw tworzone s¡ dwa obiekty procesu ekran. Argumentem ekranu jest
rozmówca, który nim zarz¡dza. Ale w trakcie tworzenia obiektu ekran nie
znany jest obiekt rozmowca. (Nie istnieje jeszcze »aden taki obiekt.) Aby temu
zaradzi¢ zarz¡dzili±my co nast¦puje:
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� obiekt ekran posiada metod¦ zarejestruj, która przyjmuje argument typu
rozmowca i przypisuje go do lokalnej zmiennej rozm obiektu. Pierwsz¡
instrukcj¡ obiektu ekran jest accept zarejestruj. W ten sposób obiekt
oczekuje na przysªanie mu nazwy wªa±ciciela.

� Program gªówny dopilnuje by po utworzeniu obiektów procesu rozmówca
przekaza¢ ich nazwy do obiektów procesu ekran. Zob. poni»ej.

Ka»dy obiekt procesu ekran, oprócz metody rejestruj, wyposa»ony jest w nast¦pu-
j¡ce metody:

� odbiór_lokalny � wydrukuj znak przysªany przez obiekt rozmówca w polu
tre±ci tworzonych lokalnie,

� odbiór_zdalny � wydrukuj znak przysªany przez obiekt drugiego rozmówcy
w polu tre±ci tworzonych zdalnie,

� kasuj_lokalny � skasuj ostanio wydrukowany znak w polu tre±ci lokalnych,

� kasuj_zdalny � skasuj ostanio wydrukowany znak w polu tre±ci przysªanych,

� koniec � zako«cz dziaªanie tego obiektu procesu � tj. przypisz zmiennej
knc warto±¢ true.

Dziaªanie obiektu ekran sprowadza si¦ do oferowania tych metod � tj. obiekt
procesu ekran jest serwerem usªug. Dopóki not knc powtarzaj instrukcj¦ accept
jakakolwiek z pi¦ciu wymienionych metod.

Dziaªanie obiektu procesu rozmowca jest bardzo proste:

� podczas inicjalizacji (konstruktor) �zyczny ekran dzielony jest na cz¦±¢ do
drukowania znaków nadsyªanych (górna cz¦±¢ ekranu) i cz¦±¢ do drukowa-
nia znaków wpisywanych na lokalnej klawiaturze,

� je±li przeczytany znak to backspace (znak nr 8) to cofnij si¦ o jeden znak
w tej samej linii,

� je±li przeczytany znak to Esc (znak nr 27) to zako«cz dziaªanie i wy±lij
polecenie koniec do obu ekranów lokalnego i zdalnego,

� w pozostaªych przypadkach wy±lij polecenie drukowania przeczytanego
znaku do ekranu lokalnego i ekranu zdalnego.

Deklaracja procesu ekran:
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unit ekran : ANSI process(node:integer;rozm:rozmowca);

unit rejestruj : procedure(r:rozmowca);
begin
rozm := r;

end rejestruj;
unit odbior_zdalny : procedure(s:char);
begin
call GotoXy(hy, hisline);
call Bold;
writeln(s);
hy := hy+1;
if s=chr(13) then hisline := hisline + 1;hy:=1; �;
if hy = 80 then hy := 1; hisline:=hisline+1 �;
call Normal;
if hisline = 12 then hisline := 1;
�;

end odbior_zdalny;
unit odbior_lokalny : procedure(s:char);
begin
call GotoXY(my, myline);
write(s);
my := my+1;
if s=chr(13) then myline := myline + 1;my:=1; �;
if my = 80 then my := 1; myline := myline+1 �;
if myline = 25 then myline := 13;
�;

end odbior_lokalny;
unit kasuj_lokalny : procedure;
begin my := my - 1;
if my<0 then my := 0 �;
call GotoXY(my, myline);
write();

end kasuj_lokalny;
unit kasuj_zdalny : procedure;
begin
hy := hy - 1;
if hy<0 then hy := 0 �;
call GotoXY(hy, hisline);
write();

end kasuj_zdalny;
unit koniec : procedure;
begin
knc := true;

end koniec;
var knc:boolean, myline,hisline,my,hy:integer, s:char, name:string;

begin
knc := false;
myline := 13;
hisline := 1;
my := 1;
hy := 1;
call Clear;
call GotoXY(1, 12);
call Bold;
write(���������-ESC - koniec ����������);
call Normal;
return;

accept rejestruj;
while not knc do
accept odbior_lokalny, odbior_zdalny, kasuj_lokalny, kasuj_zdalny, koniec;

od ;
call rozm.koniec;

end ekran;
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Poni»ej cytujemy tre±¢ procesu rozmowca.

unit rozmowca : IIUWgraph process(node: integer;el,ez: ekran);
(* z klasy IIUWgraph wykorzystamy funkcj¦ inkey *)
var knc:boolean, s:char, i:integer;
unit koniec : procedure;
begin
knc := true;
end koniec;

begin
knc := false;
return;

enable koniec;
while not knc
do
i := inkey;
if i<>0 then
s := chr(i);
if i=8 then
call el.kasuj_lokalny;
call ez.kasuj_zdalny;
else
call el.odbior_lokalny(s);
call ez.odbior_zdalny(s);
�;
if i = 27 then
call ez.koniec;
call el.koniec;
�;

�;
od;

end rozmowca;

A tu jest program gªówny

program talk;

#include �classes/ansi.inc� (* doª¡cz tekst klasy ANSI *)

unit ekran: process ...

unit rozmowca: process ...

var p1,p2:rozmowca, e1,e2:ekran;
begin
e1 := new ekran(0,none);
resume(e1);
e2 := new ekran(12,none);
resume(e2);
p1 := new rozmowca(0,e1,e2);
p2 := new rozmowca(12,e2,e1);
call e1.rejestruj(p1);
call e2.rejestruj(p2);
resume(p1);
resume(p2);

end

W klasie ANSI znajduj¡ si¦ m.in. nast¦puj¡ce procedury:
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unit ANSI: class;

unit GotoXY: procedure(wiersz,kolumna:integer);...

unit SetColor: procedure(color:integer); ...

unit SetBackground: procedure(color :integer); ...

unit Bold: procedure; ...

unit Normal: procedure; ...

end ANSI;

Wykonanie instrukcji call GotoXY(3,10) spowoduje, »e drukowanie b¦dzie kon-
tynuowane poczynaj¡c od 10-tej kolumny w trzecim, od góry, wierszu ekranu.
Znaczenie pozostaªych operacji wykonywanych przez te procedury jest ªatwe do
odgadni¦cia.

22.4 Producenci i konsumenci

Przedstawiamy analiz¦ kilku odmian zadania producent � konsument. Rozwi¡za-
nia wykorzystuj¡ mechanizm obcego woªania procedury (ang. alien call). Anal-
iza poprawno±ci rozwiaza« staje si¦ ªatwiejsza dzi¦ki alien call.

22.4.1 Zadanie - wielu producentów, jeden konsument

Jest to jeden z najcz¦±ciej omawianych problemów programowania wspóªbie»nego
i rozproszonego. Zakªadamy, »e pewna liczba aktywnych obiektów procesu Pro-
ducent wytwarza dane � obiekty i skªada je w kontenerze k. Obiekt aktywny
procesu Konsument pobiera po kolei dane z kontenera i je przetwarza.
Kontener � kolejka � jest wªasno±ci¡ konsumenta
Nale»y zapewni¢ by »aden obiekt nie byª przetwarzany dwukrotnie, by »aden
obiekt nie przepadª i by informacja skªadana w kontenerze nie ulegªa deformacji
np. podczas równoczesnego odczytywania i zapisu danych.

22.4.2 Rozwi¡zanie z wykorzystaniem alien call

Proces Producent:
while needed do
produkuj ;
wy±lij do Konsumenta
od

proces Konsument
ma kontener k - kolejka, metod¦ odbierz i dziaªa w p¦tli
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unit queue:class(type element; size:integer);
(* Ta pomocnicza klas implementuje kolejk¦ FIFO.
Element jest nazw¡ typu elementów kolejki *)
unit insert:procedure(e:element); ...
(* wstaw element do kolejki *)
unit delete:function:element; ...
(* podaj pierwszy elemnt i usu« go z kolejki *)
unit isempty:function:boolean; ...
(* sprawd¹ czy kolejka jest pusta *)
unit isfull:function:boolean; ...
(* sprawd¹ czy kolejka jest peªna *)

end queue;

Poni»ej przedstawiamy moduª procesu Konsument.

unit Konsument:process(node:integer);
var Q: queue, f: product;
unit deposit: procedure(f:product);
begin

call Q.insert(f);
if Q.isfull
then

return disable deposit
�;

end deposit;

begin
Q := new queue(product, 50);
return;
do

(* withdraw an element if any *)
(* await for an element if empty *)
disable deposit;
if Q.isempty
then

accept deposit
�;
f := Q.delete;
enable deposit;
(* consumption of the product f *)
...

od

end Konsument;

Deklaracja moduªu procesu Producent wygl¡da tak:
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unit Producent: process(node: integer, k: Konsument);
var p: product;

begin
do
(* produce product f *)
...
call k.deposit(p)
(* producer awaits for the completion of call k.take(.) *)
(* it may be longer if the queue k is full *)

od
end Producent;

A oto program gªówny, zawiera on moduªy procesów Konsument i Producent.
Zakªadamy, »e typ product nale»y zast¡pi¢ przez jedno ze sªów kluczowych:
integer, real, string lub char lub Boolean. Czyli jeden z typów pierwotnych
j¦zyka. Utwórz obiekt k procesu Konsument i pewn¡ liczb¦ obiektów procesu
Producent. Wykonaj operacj¦ resume() na ka»dym z tych obiektów. Ka»dy z
nich staje sie Aktywny Wszystkie obiekty procesów dziaªaj¡ niezaleznie.

program Producenci_i_Konsument;

unit Konsument: process ...

unit Producent: process ...

unit Queue: class ...

var k: Konsument, p:Producer;
begin

k := new Consument(0); resume(k);
for i := 1 to noProducers do
p := new Producer(nr, k);
resume(p)

od;
(* zakoncz *)

end program

22.4.3 Analiza

Nast¦puj¡ce pytania nasuwaj¡ si¦ podczas czytania tego programu:

1. Przypu±¢my, »e kilka obiektów procesu Producent równoczesnie przesyªa
swe produkty do obiektu k procesu Konsument wykonuj¡c polecenia dwu
producentów p i q, np.

call k.deposit(g) || call k.deposit(f)

Czy mo»emy zapewni¢, »e »adne z tych »¡da« nie b¦dzie zgubione lub, »e
dojdzie do równoczesnego wykonywania operacji insert na kolejce i , »e w
ten sposób w kolejce pozostanie tylko jeden z dwu wstawianych produk-
tów?

2. Przypu±¢my, »e obiekt procesu Konsument pobiera produkt z kolejki i »e
równocze±nie jeden (lub wi¦cej) producent wstawia produkt do kolejki.
Mogªoby to spowodowa¢ bª¡d (bª¦dy).
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k :: f := Q.delete || p:: call k.deposit(g)

Odpowiedzi na te pytania przynosi nast¦puj¡cy

Lemat 22.1. �adne »¡danie nie zostanie pomini¦te. Nie dojdzie do równoczes-
nego wykonania dwu instancji procedury deposit (na rzecz dwu ró»nych pro-
ducentów). Nie dojdzie do równoczesnego pobierania elementu z kolejki przez
konsumenta i wstawiania innego elementu do kolejki przez producenta.

Dowód. Nale»y rozpatrzy¢ cztery przypadki.

A) Nie dojdzie do równoczesnego wykonywania dwu instancji procedury de-
posit poniewa» protokóª obcego woªania metody zaczyna si¦ od zapami¦-
tania stanu metod udost¦pnionych (enabled) i od ukrycia (disable) wszys-
tkich jego metod. Tzn. je±li konsument wykonuje operacj¦ deposit na
zlecenie jednego z producentów, to wykonywanie tej procedury nie b¦dzie
przerwane przez wykonywanie takiej procedury na rzecz innego produ-
centa.

B) Nie dojdzie do równoczesnego pobierania elementu z kolejki przez kon-
sumenta i wstawiania nowego elementu do kolejki przez jakiego± produ-
centa, poniewa» instrukcje pobierania sa poprzedzone instrukcj¡ disable
deposit.

C) W sytuacji przepeªnienia kolejki metoda deposit ko«cz¡c wykonuje polece-
nie return disable deposit. Oznacza to, »e kolejne »¡dania call k.deposit(p)
wstawienia elementu do kolejki zostan¡ wstrzymane do czasu gdy w kolejce
zwolni si¦ miejsce.

D) W sytuacji pustej kolejki obiekt k procesu Konsument rozpocznie wykony-
wanie instrukcji accept deposit, która zako«czy si¦, gdy kolejka b¦dzie nie
pusta.

Nie mo»e doj±¢ do zagªodzenia jakiego± producenta - zapewnia to maszyna
wirtualna VLP.

22.4.4 Comments

Poniewa» w obecnej wersji Loglanu nie mo»na przekaza¢ kopii obiektu z jednego
obiektu aktywnego do drugiego, to musimy posªu»y¢ si¦ nast¦puj¡c¡ protez¡:
proces Producent wywoªuje u Konsumenta metod¦ �przekazuj¦� z wszystkimi
parametrami potrzebnymi do stworzenia kopii obiektu o przez Konsumenta.
call k.przekazuj¦(<params>)
a metoda ta wykonuje polecenie
aux := new Obiekt(<params>) i skªaduje aux w kontenerze.
Jest to proteza, TAK. Ale o ile prostsza od serializacji i �marshalling� w Javie
RMI.

22.4.5 Jeden producent, wielu konsumentów

W tym przypadku kontener � to jest znowu kolejka � jest wªasno±cia produ-
centa. To konsumenci adresuj¡ swoje potrzeby do producenta. Rozwi¡zanie
jest symetryczne w stosunku do poprzedniego. Napisz program i uruchom go.¢wiczenie

Przeprowadx analize poprawno±ci Twego rozwi¡zania.
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22.4.6 Wielu producentów, wielu konsumentów

I jeszcze jeden obiekt aktywny kolejka.
W przypadku gdy jest wielu producentów i wielu konsumentów, warto utworzy¢
aktywny obiekt procesu Bufor, zarz¡dzaj¡cy kolejk¡, z metodami deposit � dla
producentów i withdraw � dla konsumentów. Poni»ej przytaczamy deklaracj¦
procesu Bufor:

unit Bu�er: process(node:integer);
var q:kolejka;
unit deposit: procedure();
end deposit;

unit withdraw: function():product;
end withdraw

begin

q := new kolejka();
return;
do

if q.isempty() then accept deposit
else

if q.isfull() then accept withdraw
else

accept deposit, withdraw
�

�

od;
end Bu�er;

Program gªówny wygl¡da teraz tak

program Konsumenci_i_Producenci;

unit Konsument: process ...

unit Producent: process ...

unit Bufor: process ...

var k: Konsument, p: Producent, b: Bu�er, i: integer;
const noProducers=29, noConsumers=15;

begin

(* create one Bu�er and some number of Producers and Consumers *)
(* put them into action *)
b := new Bu�er(0); resume(b);
for i := 1 to noProducers do
p := new Producent(nr, b);
resume(p)
od;
for i := 1 to noConsumers do
k := new Konsument(nr, b);
resume(k)
od;
(* zako«cz *)

end program
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Analiza

W tym programie obiekt b zachowuje si¦ jak monitor. Peªni rol¦ dostawcy usªug
deposit i withdraw. Ponadto dopilnuje by w sytuacji pustego bufora konsumenci
poczekali a» który± producent wstawi produkt do bufora. I w analogicznej sytu-
acji gdy bufor jest peªny, nasz monitor dopilnuje by producenci poczekali na to
by który± z konsumentów pobraª produkt z kolejki tworz¡c miejsce na nast¦pny
produkt.
Z wªasno±ci obcego woªania metod wynika, »e nie dojdzie do równoczesnego
wykonywania metod deposit i withdraw. Podsumowuj¡c stwierdzamy

Lemat 22.2. W systemie producentów i konsumentów

(i) ka»de »¡danie zostanie obsªu»one w odpowiednim czasie,

(ii) nie dojdzie do pomieszania komunikatów.

Gdy producenci tworz¡ du»e obiekty

np. z du»ymi tablicami.
Proponuj¦ by wtedy nie przekazywa¢ kopii takich obiektów, lecz by byªy to
obiekty aktywne (dokªadniej � obiekty procesów, niekoniecznie z wªasnym w¡tkiem).
Mog¡ to by¢ serwery usªug i danych. Wtedy przekazywanie od producenta do
konsumenta � poprzez bufor � jest ªatwe: przekazujemy wska¹nik do takiego
obiektu aktywnego. Bufor mo»e stworzy¢ strukture danych jak¡ programista
mu wybierze � tablice lub drzewo. To w niczym specjalnie nie przeszkadza.
Mo»na mie¢
var A: arrayof Produkt;
gdzie produkt jest processem np.
unit Produkt: process( ... ); ... end Produkt;

A co z obliczeniami równolegªymi?

Nie mamy implementacji dla oblicze« równolegªych gdy obiekty procesów s¡
alokowane na procesorach/rdzeniach i wykonuj¡ si¦ we wspólnej pami¦ci.

Podejrzewam, »e stosuje si¦ wtedy rozwi¡zania wªa±ciwe dla oblicze« wspóª-
bie»nych. Mo»e to i dobre podej±cie.

Czy rozproszenie mo»e imitowa¢ równolegªo±¢?

Gdy proces jest i konsumentem i producentem

Rozwa»my sytuacj¦, w której jeden proces PASS wykonuje si¦ na szybkim pro-
cesorze i pobiera (powoli) dane z procesu INP. Ten sam proces PASS wysyªa
dane (powoli) do procesu OUTP.obrazek1

Ustanowienie pojedynczego bufora pomi¦dzy PASS a INP nie zapewni is-
totnego przy±pieszenia. Je±li jednak powoªamy do »ycia dwa obiekty procesu
BUFORIN to by¢ mo»e zyskamy na czasie.obrazek2

Teraz obiekt PASS
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ProdKon

Podaje

Odbiera

dane

wyniki

Rysunek 22.2: Proces ProdKon i dwaj partnerzy

ProdKon

Podaje

Odbiera

BuforIn1 BuforIn2

BuforOut1 BuforOut2

podaje do buf1

buf2 do ProdKon

ProdKon do bufout1

bufout2 do odbiera

Rysunek 22.3: Proces ProdKon i dwie pary buforów
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ProdKon

Podaje

Odbiera

BuforIn1 BuforIn2

BuforOut1 BuforOut2

podaje do buf1

buf2 do ProdKon

ProdKon do bufout1

bufout2 do odbiera

Rysunek 22.4: Inna chwila

22.5 Czytelnicy i pisarze

Omawiamy znany problem czytelników i pisarzy, jak zapewni¢ bezpieczny dost¦p
do wspólnego, globalnego zasobu unikaj¡c przy tym zagªodzenia pisarzy i czytel-
ników.Materiaª tu przedstawiany pochodzi z pracy Bolka Ciesielskiego [9]. Zech-
ciej porówna¢ z rozwi¡zaniem stosuj¡cym semafory [8].

22.5.1 Rozwi¡zanie z mo»liwo±ci¡ zagªodzenia

OPISA� � naszkicowa¢ straightforward solution �
struktur¡ mo»e by¢ tablica lub drzewo np. drzewo BST.
operacje czytania to szukaj lub mody�kuj rekord, bez zmiany klucza
operacje pisania to insert i delete - zmieniaj¡ struktur¦

unit STR: process();
unit czytaj: procedure ...
begin
enable czytaj
...

end czytaj;
unit pisz: procedure ...

begin
return
do
accept czytaj, pisz

od
end STR;

W systemie mo»e istnie¢ wiele aktywnych obiektów typu Klient. Np.
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unit Klient: process(node: integer, srw: STR);
. . .
end Klient

Ka»dy aktywny obiekt typu Klient mo»e wykona¢ polecenie b¡d¹ call srw.czytaj()
b¡d¹ call srw.Pisz(). Posªuguj¡c si¦ wlasno±ciami protokoªu alien call mo»na
wykaza¢, »e nie dojdzie do kon�iktu czytelników z pisarzami. Umieszczona na
pocz¡tku procedury Czytaj instrukcja enable Czytaj �otwiera drog¦� nast¦p-
nemu czytelnikowi.
Rozwi¡zanie takie nie wyklucza jednak zagªodzenia pisarza(y).

22.5.2 Rozwi¡zanie bez zagªodzenia pisarzy

W tym rozwi¡zaniu wprowadzony jest obiekt procesu Supervisor, który kon-
troluje dostep do zasobu. W celu unikni¦cia zagªodzenia pisarzy do czytania
wpuszcza si¦ czytelników grupami. Gdy wszyscy czytelnicy z grupy zako«cz¡
czytanie sprawdza si¦ czy jaki± pisarz zgªosiª ch¦¢ pisania.
Poni»ej przedstawiamy schemat procesu Reader.

unit Reader:process(node: integer, sv:supervisor);
begin

return;
do

call sv.stamp; (* zarejestruj si¦ *)
call sv.startread; (* »¡danie dost¦pu do zasobu *)
(* Czytanie *)
call sv.endread; (* czytanie zako«czone *)
(* Inne czynno±ci *)

od

end Reader;

Proces Writer ma podobn¡ struktur¦.

unit Writer:process(node:integer, sv:supervisor);
begin

return;
do

call sv.startwrite; (* »¡danie dost¦pu do zasobu *)
...
(* Pisanie *)
...
call sv.endwrite; (* zako«czenie pisania *)
...

od

end Writer;

Utrzymaniem porz¡dku zajmuje si¦ obiekt procesu Supervisor.
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unit Supervisor:process(node:integer);
var waiting_readers:integer, (* liczba zarejestrowanych czytelników *)
writing:boolean, (* TRUE if a writer is writing *)

(* the following variables concern the group of readers serviced
in a single supervisor cycle *)
cr:integer, (* total number of readers *)
br:integer, (* number of readers which started reading *)
er:integer; (* number of readers which �nished reading *)
unit stamp:procedure;
begin

waiting_readers := waiting_readers+1;
end stamp;
unit startread:procedure;
begin

br := br+1; (* next reader started the reading *)
writing := false; (* no writer is writing *)

end startread;
unit endread: procedure;
begin

er := er+1; (* a reader �nishes the reading *)
end endread;
unit startwrite:procedure;
begin

writing := true; (* a writer is writing *)
end startwrite;
unit endwrite:procedure;
end endwrite;

begin

return;
do

br := 0; er := 0;
accept startread, startwrite;
if writing (* if a writer was �rst *)
then (* then we wait until it �nishes the writing *)

accept endwrite; (* and �nish the service cycle *)
else

disable stamp;
cr := waiting_readers+1; (* the number of waiting readers*)
waiting_readers := 0; (* additional readers will be *)
(* serviced in the next readers group *)
enable stamp;
while br < cr
do

accept startread, endread;
od;
while er < cr
do

accept endread
od;

�;
od

end supervisor;

Struktura programu gªównego wygl¡da tak:
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program Czytelnicy_i_Pisarze;

unit Reader: process ...

unit Writer: process ...

unit Supervisor: process ...

begin (* the main program *)
c := new Supervisor(0);
resume(c);
for i := 1 to num_readers
do

resume(new Reader(nr(i),c));
od;
for i := 1 to num_writers
do

resume(new Writer(nr(i),c));
od;
(* zako«cz *)

end

Analiza

Rozwi¡zanie przedstawione przez Bolka (powy»ej) zakªada wspóªbie»ny (i kon-
�iktowy) dost¦p do zasobu.
Mo»na udowodnic, »e przedstawione tu rozwi¡zanie jest wolne od kon�iktówych
dost¦pów do zasobu znajduj¡cego si¦ w gestii supervisora, mo»na te» udowod-
ni¢, »e nie wyst¡pi zagªodzenie klientów pisarzy.
Ale trudno sobie wyobrazi¢ równoczesne odczytywanie (przeszukiwanie) danych.
Ka»dy proces jest (lub mo»e by¢) alokowany na innym komputerze w sieci.
Ka»dy proces jest sekwencyjny. Metody procesu s¡ wykonywane na zasadzie
protokoªu alien call czyli po kolei. Oznacza to, »e proces serwer mo»e zgodzi¢
si¦ na wykonywanie kilku na raz instancji procedury Czytanie (która musiaªaby
byc metod¡ serwera!), ale ka»de wywoªanie metody Czytanie przerywa wykony-
wanie wcze±niejsze tej metody b¡d¹ instancje te wykonywane sa po kolei.

22.5.3 Rozwi¡zanie z równoczesnym czytaniem

Spróbujemy naszkicowa¢ inne rozwi¡zanie. Z rozwi¡zania poprzedniego za-
chowamy protokól zapobiegaj¡cy zagªodzeniu pisarzy. Natomiast czytanie staje
si¦ tre±ci¡ metody supervisora. Nowa wersja procesu Reader zawiera instrukcj¦
(NOWA, nie wyst¦puje w Loglanie'82!)

activate <serwer>.<metoda>(args).
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unit Reader:process(node: integer, sv:supervisor);
begin

return;
do

call sv.stamp; (* zarejestruj si¦ *)
call sv.startread; (* »¡danie dost¦pu do zasobu *)

activate sv.Czytanie(...);

(* Czytanie, proces sv uruchomi procproc Czytanie *)
(* jako nowy proces równolegle b¡d¹ wspóªbie»nie *)
call sv.endread;
(* czytanie zako«czone *)
(* Inne czynno±ci *)

od

end Reader;

Instrukcja activate jest now¡ proponowan¡ instrukcj¡2. Jej semantyka to
uruchomienie nowego procesu na tym samym komputerze co proces sv. Wyma-
gane do tego jest zezwolenie allow Czytanie ze strony procesu sv. W¡tek nowego
procesu to tre±¢ metody Czytanie. Po wykonaniu ostatniej instrukcji proces taki
znika automatycznie. Podczas wykonywania swych instrukcji procesprocedura
ma dost¦p do wszystkich zmiennych procesu sv.
Proces writer pozostawiamy bez zmian.
W procesie supervisor pojawi si¦ procedura-proces Czytanie.

2Wªa±ciwie mo»na by u»yc sªowa send, przewidzianego przez Bolka w 1988.
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unit Supervisor:process(node:integer);
var waiting_readers:integer, (* liczba zarejestrowanych czytelników *)
writing:boolean, (* TRUE if a writer is writing *)

(* the following variables concern the group of readers serviced
in a single supervisor cycle *)
cr:integer, (* total number of readers *)
br:integer, (* number of readers which started reading *)
er:integer; (* number of readers which �nished reading *)
unit stamp:procedure;
begin

waiting_readers := waiting_readers+1;
end stamp;
unit startread:procedure;
begin

br := br+1; (* next reader started the reading *)
writing := false; (* no writer is writing *)

allow Czytanie;

end startread;
unit endread: procedure;
begin

er := er+1; (* a reader �nishes the reading *)
end endread;

unit Czytanie: processprocedure(...);

(* TAK! wywoªanie call Czytanie uruchamia proces procedury wewn¡trz procesu supervisor *)

end Czytanie;

unit startwrite:procedure;
begin

writing := true; (* a writer is writing *)
end startwrite;
unit endwrite:procedure;
end endwrite;

begin

return;
do

br := 0; er := 0;
accept startread, startwrite;
if writing (* if a writer was �rst *)
then (* then we wait until it �nishes the writing *)

accept endwrite; (* and �nish the service cycle *)
else

disable stamp;
cr := waiting_readers+1; (* the number of waiting readers*)
waiting_readers := 0; (* additional readers will be *)
(* serviced in the next readers group *)
enable stamp;
while br < cr
do

accept startread, endread;
od;
while er < cr
do

accept endread
od;

�;
od

end supervisor;
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Nowy rodzaj moduªu jest:wymy±l nazw¦

� procesem, mo»e by¢ uruchomiony na rdzeniu komputera (równolegle), lub
wspóªbie»nie z procesem obejmuj¡cym i innymi instancjami procesami ta-
kich moduªów.

� jego instancja ma dost¦p do procesu obejmuj¡cego

� nowa instrukcja activate zamiast instrukcji call

Zasobem, którym procesy mog¡ si¦ dzielic jest ekran. Ale ... Czy takim
zasobem mo»e byc np. plik?

Czy jest sens rozwa»a¢ problem czytelników i pisarzy?
TAK. Proces Zasób ma metod¦ czytanie. Ta metoda rozpoczyna si¦ od enable
startread. Tzn. w trakcie czytania nowy proces mo»e zgªosi¢ ch¦¢ czytania.
Proces Zasób mo»e zgodzi¢ si¦ na czytanie � przez enable czytanie? lub accept
czytanie.

Obiekt sv procesu supervisor zarz¡dza dost¦pem do dzielonego zasobu. W
jakich stanach mo»e si¦ znale¹¢ ten obiekt:

pocz¡tek W tym stanie zarz¡dca oczekuje na zgªoszne startread lub startwrite ac-

cept startread, startwrite,

pisanie W tym stanie zarz¡dca oczekuje na operacj¦ pisania accept endwrite,

czytanie W tym stanie wyrózniamy trzy kolejne stany skªadowe tego stanu

� zapisz liczb¦ zarejestrowanych czytelników,

� dopóki liczba zarejestrowanych czytelników jest wi¦ksza od liczby
czytelników, którzy rozpocz¦li czytanie oczekuj na startread lub start
end,

� dopóki liczba czytelników, którzy zako«czyli czytanie jest mniejsza
od liczby zarejestrowanych czytelników oczekuj na start end,

...

Komentarze

Zauwa», »e mo»na si¦ obej±¢ bez instrukcji enable i disable. Wymaga to wprowa-
dzenia dodatkowego procesu, który zajmowaªby si¦ wyª¡cznie rejestrowaniem
zgªosze« czytelników i na »¡danie udost¦pniaªby t¦ informacje procesowi super-
wizor.

Powazniejszy problem mamy z wykorzystaniem zezwole« na operacje czyta-
nia. Procesy czytelników i proces zarz¡dcy zasobu nie maj¡ wspólnych danych.
Zmienne ka»dego procesu s¡ prywatne i niedost¦pne z zewn¡trz. Na czym ma
wi¦c polega¢ równoczesne czytanie danych z zasobu przez ró»ne obiekty procesu
czytelnik? Czy to w ogóle jest mo»liwe?

Notatka 1 maja 2017
B¦dzie to mo»liwe gdy serwer potra� uruchomi¢ kolejne �w¡tki� procedury czy-
tanie na swoich rdzeniach lub wspóªbie»nie. Po rozpocz¦ciu procedury czytanie
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w serwerze. Bo procedura ta musi by¢ w serwerze. Zaczynamy od instrukcji
enable czytanie w tre±ci tej procedury. Wiemy, »e nie ma kon�iktu z poprzednio
uruchomionymi w¡tkami czytania i mo»emy uruchomi¢ kolejny w¡tek. Problem
polega na tym, »e proces wykonywania procedury czytanie, ma si¦ zachowywa¢
jak by byª procesem. Alokacja na w¦¹le? nie musimy si¦ tym przejmowa¢ niech
zajmie sie tym interpreter int. Ale trzeba go nieco zmieni¢! Najtrudniejsze jest
wskaza¢ int-owi, »e ma post¡pi¢ inaczej. A jak ma post¦powa¢? Stworzy¢ nowy
obiekt procesu anonimowego i uaktywni¢ go.
W nowej wersji Loglanu mogªoby to wygl¡dac tak:

unit Czytanie: w¡tek procedura (...);
...

end Czytanie;

gdzie w¡tek jest procesem. Obecna wersja Loglanu nie akceptuje takiej skªadni,
niestety. (7 ERROR 303 COROUTINE/PROCESS ILLEGAL HERE AS PRE-
FIX WATEK )

Miaªem pomysª na ciekawy przypadek zadania czytelnicy i pisarze. Co to byªo?
Aha, czy potra�my opisa¢ (z sensem) prac¦ przebiegu kompilatora (wieloprze-
biegowego) tak jak to zrobili autorzy GIERAlgolu?
Ka»dy przebieg pobiera dane z jednego pliku i wysyªa wyniki do kolejnego pliku.
Je±li pobieranie odbywa si¦ z bufora A, a tymczasem komputer (inny procesor)
ªaduje do bufora B. I podobnie wysyªane sa wyniki do Bufora C podczas gdy
komputer wysyªa zawarto±¢ bufora D na dysk. Narysowa¢ ukªad tych procesów.
Troch¦ podobny do pier±cienia producentów i buforów pomi¦dzy nimi.

Wydaje si¦ wskazanym, obmy±lenie innego modelu procesu.
Zauwa»my, »e w pierwszym programie jaki obejrzeli±my w tym rozdziale wiele
obiektów procesu pisarz wypisywaªo na ekran. (Co skutkowaªo chaosem.) Zasób
mo»e mie±¢ic si¦ w pami¦ci dyskowej np. na pliku. Wtedy równoczesne czytanie
ma sens.

The idea of the above solution is that during the reading cycle only those
readers are allowed to start reading which were waiting at the beginning of the
cycle. All others must wait for the next reading cycle and a writer may be
serviced before them. In this way the readers cannot starve the writers. As
can easily be seen the solution would be simpler and more elegant if the alien
call mechanism made available to a process the number of processes waiting
for an alien call of the given procedure. In that case the procedure stamp
and registration of waiting readers could be omitted. Instead a system count
of waiting readers should be consulted. A simple extension to the alien call
is described below. A solution using only the pure synchronous rendezvous
would be more complex because the supervisor should consist of two separate
processes: one of them for registering waiting readers and the second for actually
controlling reading and writing.
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22.6 Wspóªpraca z baz¡ danych

Wiele obiektów procesów mo»e wspóªpracowa¢ z baz¡ danych. Dla uproszczenia
przyjmiemy, »e mamy do czynienia z obiektami procesów jednego z dwu rodza-
jów:

klient � obiekt takiego procesu (lub podtypu typu klient) zgªasza do bazy »¡-
dania (zadania) np. czy nale»y?, wstaw, usu«, min, nast¦pny � a wi¦c
operacje na kolejce priorytetowej,

serwer � obiekt procesu serwer zarz¡dza swoim poddrzewem, ma spor¡ pami¦c
przeznaczon¡ na ten cel (rz¦du 4GB lub wi¦cej), potra� komunikowa¢ si¦
z podobnymi obiektami poprzez sie¢

Obiekty � serwery tworz¡ graf (drzewo). Obiekt s typu serwer mo»e zleca¢
zadanie innemu serwerowi q, a w tym czasie przyjmowa¢ zlecenie od klienta.
Obiekt serwer jest wi¦c i serwerem i klientem. Obsªuga zlece« i przyjmowanie
komunikatów o wynikach zleconych zada« odbywa si¦ zgodnie z protokoªem
alien call. Równolegªo±¢ jest zapewniona przez rozproszenie zada« na procesory
poª¡czone sieci¡.

Je±li pomy±limy, »e baza danych jest zorganizowana jako drzewo, np. drzewo
BST lub B-drzewo, to operacje dost¦pu do bazy danych mo»emy podzieli¢ na
grupy w ten sposób:

c czytanie informacji,

m mody�kacja rekordu,

z wstawianie oraz usuwanie rekordu � poci¡ga zmian¦ drzewa,

i intencja zmiany - zawsze poprzedza zmian¦.

Pary operacji kon�iktowych i niekon�iktowych przedstawione s¡ w poni»szej
tabelce zaczerpni¦tej z ksi¡»ki [?].

c m i z

c + - + -
m - - + -
i + + - -
z - - - -

Problem jest podobny do problemu czytelników i pisarzy. Przyjmujemy wi¦c
nast¦puj¡ce ustalenia:

� w ka»dym procesie operacje intencji oraz zmiany (wstawiania lub usuwa-
nia) tworz¡ par¦ i wyst¦puj¡ w tej kolejno±ci,

� operacje te wyst¦puj¡ce w jednym procesie, nie moga byc rozdzielane przez
operacje intencji lub zmiany pochodz¡ce z innego procesu,

� dopuszczalne natomiast jest wykonanie operacji czytania lub mody�kacji
(zgªaszane przez inny proces) pomi¦dzy operacjami intencji i zmiany,

� operacje czytania i intencji nie s¡ kon�iktowe i mog¡ by¢ wykonywane
równocze±nie przez wiele procesów,
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� operacje intencji i mody�kacji tak»e nie s¡ kon�iktowe i mog¡ by¢ wykony-
wane równoczesnie.

Prowadzi to do nast¦puj¡cej konkluzji: obiekt procesu supervisor mo»e si¦ zna-
jdowa¢ w jednym z o±miu stanów:

P pocz¡tek cyklu, accept startread, startmod, startintent,

C czytanie, accept endread, startread, startintent,

CI czytanie oraz intencja accept endread, startread, startintent,

I intencja accept startread, startintent, endintent,

MI intencja oraz mody�kacja accept startmod, endmod

M mody�kacja accept startmod, endmod, startintent

U usun accept startdel,enddel

W wstaw accept startins, endins.

Moduª procesu Klient ma nast¦puj¡c¡ budow¦:
unit Klient: process(node: integer, sv:Serwer);

unit DoCzytania: class;
begin
call sv.zarejestruj;
call sv.startread;
inner;
call endread;
end DoCzytania;
unit DoPisania: class;
begin
call sv.intent;
call sv.startwrite;
inner;
call endwrite;
end DoPisania;
unit Czytanie: DoCzytania procedure(...);
...
end Czytanie;
unit Wstawianie: DoPisania procedure(...);
...
end Wstawianie;
unit Usuwanie: DoPisania procedure(...);
...
end Usuwanie;

begin
(* tre±¢ Klienta *)

end Klient;

Moduª Klient mo»e by¢ rozszerzany na kilka sposbów (przez dziedziczenie) w
zalezno±ci od potrzeb konkretnej aplikacji.
Poni»ej przedstawiamy moduª zarz¡dzaj¡cy dost¦pem do bazy danych.
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unit Supervisor: process(node: integer);
var stan: char;
unit zarejestruj procedure ...
unit startread: procedure ...
unit startintent: procedure();
unit endintent: procesure();
unit startdel: procedure
unit enddel: procedure
unit begin

stan:='P';
return;
do
(* Pocz¡tek cyklu: *)
case stan
when 'P': accept startread, startintent, startmod;
when 'C': disable zarejestruj;

zarejestrowanych:=

when 'I': accept endintent, startread, startmod;
when 'J' (* 'IF' *): accept startdel, startins;
when 'M':
when 'D' (* CI' *):
when 'N' (* 'MI' *):
when 'U': accept enddel;
when 'W': accept endins;

esac;
od

end Supervisor

======================

uzupeª« braku-
j¡ce metody:
startread, ...

ka»da metoda
ko«cz¡c wyz-
nacza nowy stan

=====================================

22.6.1 Propozycja oblicze« równolegªych

Jak nale»y wykorzysta¢ serwer z wieloma rdzeniami?
My±l¦, »e mo»na nadchodz¡ce wywoªania metod serwera realizowa¢ nie na za-
sadzie alien call, lecz nieco bardziej liberalnej i elastycznej.
Je±li serwer realizuje metod¦m i od innego klienta nadchodzi »¡danie wywoªania
metody np. m lub innej m′, to nieu»ywany rdze« mo»e rozpocz¡¢ wykonywanie
tej metody. Utworzy rekord aktywacji, odbierze parametry aktualne, etc.
Wymaga to zmiany w interpreterze, ale jest do pomy±lenia.

Jak zaprogramowac obsªug¦ bazy danych? Z »¡daniami zwracaj¡ si¦ klienci



Wskazówki do ¢wicze«

W tym rozdziale zapisujemy sugestie dla prowadz¡cego ¢wiczenia. Oczywi±cie,
nale»y tematy zaj¦¢ dopasowac do poziomu umiej¦tno±ci i wiedzy sªuchaczy. In-
aczej powinni±my zaplanowa¢ zaj¦cia ze sªuchaczami pierwszego roku, a inaczej
z sªuchaczami lat wy»szych.
Francuska nazwa travaux dirigées najlepiej oddaje sens pracy podczas ¢wicze«.
Studenci wykonuj¡ prac¦ wªasn¡ wspomagan¡ lub kierowan¡ przez prowadz¡cego
¢wiczenia.
Bª¦dem dydaktycznym byªoby zamienienie ¢wicze« w wykªad.
Ka»dy student powinien mie¢ czas na zastanowienie si¦ i przygotowanie swojej
wypowiedzi.

1. Drukowanie
Student powinien zyska¢ do±wiadczenie w pracy z kompilatorem i maszyna
wirtualn¡.

2. Zadanie sprawd» czy klasa GaussC de�niuje pier±cie«.
Na ¢wiczeniach poprzedzajacych wyra¹nie zadaj jako zadanie domowe:
wyliczy¢ wªasno±ci de�niuj¡ce pier±cie« czyli podaj de�nicj¦ pier±cienia.
Podczas ¢wicze«: ka»demu studentowi przydziel zadanie cz¡stkowe np.
sprawd¹ przemienno±¢ operacji mult zde�niowanej w klasie GaussC. Masz
na to 20 minut.
Po 20 minutach pracy wªasnej (ale z mo»liwo±ci¡ rozmowy z kolegami):
wywoªani studenci podchodz¡ kolejno do tablicy i tªumacz¡ jak uzasadnili
soje wnioski.

3. Zadanie: Mno»enie macierzy liczb zespolonych.
Zadanie to mo»na zrealizowac na 8 ró»nych sposobów:

� zastosowa¢ zwykªe (4m+2a) lub sprytne mno»enie liczb zespolonych
(3m +5a),

� zastosowa¢ zwykªy algorytm mno»enia macierzy lub algorytmWinograda,

� przedstawic dane jako tablic¦ obiektów typu complex lub jako par¦
tablic liczb rzeczywistych.

Studenci maj¡ zrealizowa¢ programy, oszacowa¢ koszty i na podstawie po-
miarów czasu wyliczy¢ wspóªczynniki wielomianów kosztu.
Po zako«czeniu prac zespoªy przedstawiaj¡ swoje wyniki (w formie komu-
nikatów na mini-seminarium).
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4. Programowanie obiektowe.
Warto po±wi¦ci¢ kilka zaj¦¢ na ten temat.

5. Wspóªprogramy.

6. Procesy.
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